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�� ��� ��������� �� 	 �����' � �� �� ������ ���������� �� ��� �� �� ��
�����  ����� 	� �� 	� ��� �������� �� �� ������ ����$�%� �� ��� �� �� �� ����� ���� 	� �� ����
�	�� ����  ���� 	� ��� 	� 	 �����' �� ������	���� � �	� ��� �������� ��������

�� !� " ���# ��� ��� �� ��� ���������� �� ��� �������� �� 	 ����	
� � ���	�� ��� ��� �� ��� ��������
�� ��� ��������� ����� ���	�� ��� �� �� �� ����� � ��

+ �����' � ���� .��� ������� �� �	���� 	 ������� 	� 	 �����' � ���� .��� ��������� �� �	���� 	 ��� �

������� ��
 !������ ��� ��	
� � � &��� 1�2� -� �	��,

������ ��� � 2� ������ ��� � 7� ������ ��� � :� ������ ��� � 4

���� ��� � 4� ���� ��� � 4� ���� ��� � 4� ���� ��� � 2

+� �'
������ ��� ��� �� ��� ���������� ���	�� ��� ��� �� ��� ��������� ����� ���	�� ��� �� �� 3 �� ������ ���
�����' � �� 	 ��� ���� � ����  ���� 	� �� ��� ��	
� �	� � ��������
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��$��

6�� �  � 	 �������� ��	
�� ��� ����
�� �� 
	��� ���
�� 
	��� ��	�� 	� ����� �	��� ���� ����
��������� ��	
�� �� � �'��
� ��	� ��� ��������� �� ��� ����� ���� 	���� ���� ��� �������� �� ���

	��� �
���)�	���,

$�% � $��������% 	��
 ! � � �� 	 	����	��� ������� �� �������� 	� �������� ������ �	��

! � ��:� �2� �2� �4� �4� � � � � ��� ���
���� ��	� �	�� ���� ��  ���� 	� ���2 	� ��� 	� ��� (� ����� �� � 	� ������� �� ����� !  � ���
������� �� �������� �� ��� ������� �� ������

$��% ��� �����
 �� ��� 
	�� ! �� �� ��� �� �� �� ������

$���% + ���	�� 	��
 �� 	 
	�� ���� ������� ��������� + ����� �� 	 
	�� ���� ������� ������

$��% + ������ 	��
 �	� ��� �	�� )��� 	� �	�� ���������

$�% + �	������ 	��
 ���	�� 	�� ��� �������� �� ��

$��% + ����� $�� �������% �� 	 ������ 
	�� ���� ������� �������� $�'��
� ��� )��� 	� �	��%�

$���% + ����	��
 �� ��� �	�� 	� 	 
	�� �'��
� ��� ���� �� �	�  ��� 	� ���2 �� �� 	� �� 	� ��� �����
�����'� "��������� 	� �������	�� 	��
� 	�� 		�������� ��)���

+ �����' � �� ����
���� ���� 	 �����' � �� ����� �� 	 
	�� ���� � �� �� (� � �� ��	��	 �� ���� �� ��� $ �
�����	��� �����	� �����% ����� ����  � 	 ���
�� 
	�� ���� � �� ��

������� ��� !������ ��� ��	
� � � &��� 1�2�

$�% ��� ������� !2 � ��������� �� 	 ����
	��  �� �� 	 
	�� ���� ����� �� �� 	 ����/ ��	� ��� ��� �������� ��
�8 � ����� ���� �� 	���� ���� ��� �������� �� !2�

$�% ��� ������� !4 � ������� �� 	 
	�� ����� ��� ���� ����� 	� ����� 	�� ������ ����� �� ��	��	 �� ������

�!%% &$�'�$(

����� 	�� ����� ��
�� �� ���������� � 	 �������� ��	
� �,

$�% � �� �������� ��������� �� ������ ��� ��� 	� 
	�� �� �������� � 	� � � �� ����� �� 	 
	�� ���� � �� �
	� 	 
	�� ���� � �� �� ��	� ��� �	�� �� ��	��	 �� ���� ��� ������

$��% � �� ������������ ��������� �� ���������� ��� ��� 	� 
	�� �� �������� � 	� � � �� ����� �� 	 
	�� ����
� �� � �� 	 
	�� ���� � �� �� ��	� ��� �� �� ���� �� ��	��	 �� ���� ��� ������

$���% � �� #�� �� ��������� �� #�� �� ����� �� 	 ����
	��  ����� 	� 
	�� �� �������� � 	� � � ��

6�� � �  � ��� $���������% ��	
� � �	��� ���� 	 �������� ��	
� =  � 	������ 	�� ����� � � ��  �
���������� !��	���� � �� ��	��� ������� �� 	� ��� �� ��� ��	
� � � �� ��������

# ����� ��	� ������� ������� ��
���� ���	���	��� �������� 	� ��	� ���	���	��� �������
��
���� ��	��� �������� -� �	� ��	� � �� �������� ���������� �� �� �� ���	���	�  �� �� ������ 	� ��
�	� ��	� � �� �������� #�� �� �� �� ��	�  �� �� ���	���	��

!��������� �	  � ��	�	�����.�� � ����� �� �
	�� 
	��� 	� �������,

�� !� " ���# 6�� �  � 	 )��� �������� ��	
�� ���,

$�% � �� ����� �� 	� ��� �� � �	� 	 ������ �
	�� 
	���

$��% � �� ���	���	� �� 	� ��� �� � �	� 	 �
	�� 
	���

$���% � �� ��	� �� 	� ��� �� � �	� 	 �
	�� ����
	���
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������� ��� !������ ��� ��	
� � � &��� 1�2� (� �� ��	��� ������� ���� ��� �������� ��������� ��	
� ��

�������� ����� �� � 
	�� ���� � �� 	� ����� �����' $����� � �� 	 ���%� �� � �� �� ������� �������� ��������
! � ��������� �� 	 �
	�� 
	��� �� � �� ���	���	��� ��������

=�	
�� ���� ������� 	� ���� 	

�	� � �	� 	

���	���� $����� ��� ��	��	�� 	� �������%� +
������� ������� ��� ���� �������� �� �'��� ��������

�� !� " ���# ��

��� 	 )��� �������� ��	
� � �� ����������� ��	� ��� ���	�� � $��������% ������� ���
� ���	�� 	 ������ 	� 	 ����

��!!)# 6�� ! � ��:� �2� � � � � ���  � 	 ���
�� 
	�� �� �	'���� ������ ����� �'���� ���� � �� )����
��� ��� �	�� �����' �� �� 	 ���/ ��������� 	 ���� ���� �� ���� ������ �'��� ! �� ���� 	 ����� �� � � �� ���
���� �� �����	���� ��� )��� �����' �: �� 	 �������

��* ����	 ���

;��	�� ��	� 	 ���� ��	
� �� 	 ������� ���������� ��	
�� ��	� ��� 	 ������� ��	
� ������� 	�
������� + ������ ���� $ �� 	 ���� ��	
� ���� 	 �����	��� �����' � �	���� ��� ���� �� ��� ����� ���� ����� �� 	
����� ���
�� 
	�� ���� ��� ���� � �� 	� ����� �����' � � $ � ���� ��������� 	 �������� �� ��� ����� ��
$ � ���� $ �	�  � ������ 	� 	 �������� ��	
�� -� ��� ��	� 	� ���� �	�  � �	�� ��� 	 ������ ����  �
���
�� �������� �� �� ��� �������� 	� ��� �����

!������ 	 ������ ���� $ ���� ���� �� ��� ����� �� ��� 
	�� ���� ��� ���� � �� 	� �����' � �� �	����
��� ���� $�� ��	�
% �� �� 	� ��� �	'���� �����' ����� �� �	���� ��� ��	�
 �� ��� ����� ����� �������� ����
������ 2� ����� ��	 ��� ���� �� 	�� �	���� ��� ����� �� $ � 	� 	 �������� 
	�� ���� 	 �����' �� 	 ��	� ��
�	���� 	 �����
�

#� ���	��� ��	�� 	 
������ �� 	 ������ ���� $ ���� ��� ���� 	� ��� ��
 �� ��� ����� &����� 1�" ���� 	
������ ���� $ ���� ���� � 	� 2: ����� ��������� ��� ���� �	� )�� ��	���� �� � � 
� �� 	� �� # ����� ��	�,

����� ��� � 2� ����� � � � � 4� ����� � �� � "

&����������� ��� ��
�� �� ��� ���� �� "�

���� ���

��� �	�� ��	� 	 ������ ���� $ ����� 	 �������� �� ��� ����� ��	� ��	� �� �	 ���� 	 
��������
���	������
  ����� ��� ��������� �
���)�	���� �� ���� �	� ��	� 	 �����' � 	������� 	 �����' � �� ��	� �
�����#� � �� ����� �� 	 $��������% 
	�� ���� � �� �� ( 
	������	�� �� �	� ��	� � ����������� �����#� � �� ��� ��
�� 	 ����� ��	� ��� �� � ������� � 	� �� 	�5	��� �� �� -� ��� ��	� ����� �����' �� ����� ��	 ��� �����
������	���� ������� 	 ����� �����'�  �� ��	� � �	  � ������	���� ��������  � ���� ��	 �� �����'�
&�� �'	�
��� � &��� 1�"� ��� �����' � ������� �  �� ������	���� ������� �� +����  ��� � 	� � ������	����
������ ��

+ ������ ���� $ �� 	��� 	 ������ ������ �� �����	�� 	�� ��� �����	� 
���� ������� �� 	 ������� ��
����� ����� �	�� ���� �	 ����� � 	 )��� �� �� �� �	��� ���� �� �������	��� � ��� �������� �'	�
���
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������� �� ��

��� *	�� 	� <��� 	�� 
�	��� 	 ���� ����	��� ���� ��	� ��� )��� 
���� �� �� ���

�	��� � 	 ��� �� ��� ��� 	 ���	� �� ����� �	��� ��� ��� ����	���� &�� ��� �� �� �� �	�� ��� ����	���
�	 
�������

��� ������ ���� � &��� 1�7 $����� ��� ���� �� � ��� ����% ����� ��� �	����� �	�� ��	� ��� ����	��� �����


������� ����� 	�� 2: ��	��� ����� ������
�� �� ��� 2: �	�� ��	� ��� ����	��� �	 �����,

**� *<**� *<*<*� *<*<<� *<<� <**� <*<**� <*<*<� <*<<� <<

�
���)�	���� ��� 
	�� ���� ��� ���� �� ��� ��	� ������ �� ��� �� ����� �	��� � ��� 
	������	� ����	����

���� ��*

��+ � + �!!$ + ��  �

!������ 	 ������ ���� $ � ����� ��� ����� ��	��� �	�� �����' 	�� �������� ��� �� �	�� ���
����
� �� 	 ������� ������ ����� #� �	 ������	���	��� �	 �� $�� �������% ��� �������� �� ���� 	 ���� 	�
�������, -� )��� 	���� : �� ��� ���� �� -� �'� 	���� 2� 4� "� � � � �� ��� �������� ������	���� �������� �
	������� 	� ��� ����� ���� �������� -� ��� �	 �� ��� ���	��� �������� � ��� �������� �	�� (� � �� ���
�	 �� �� 	 �����' �� ��� ��2� ��4� � � � 	�� 	������ �� ��� �������� ������	���� �������� � 	������� 	� ���
����� ���� �������� -� �������	�� ���� 	������ ������ � &��� 1�8� ����� ����� 	�� 
������� ���� ���� ��
����� 	������� �� ����� ������ # ����� ��	� ��� �� �� �� �����	� 
���� � 	� �	 �� �� �� ���� ��	 ���
����� �� ��� �����'� -� ���� ����� �� ���� �	 ���� ������ 	� ��� �������� ������� ������ ��� 	 �������
������ �����

���� ��,

��� ������	� 	������ ������ ����� �� 	 ��
���	� �	� �� ���	��� ������ �� $�� ������% 	
������� ������ ����� �
���)�	���� ���� 	�������� � 	� �� �� ��� � � � �� � �� 	 ������� ������� �� ��
����� �� � � ���� �� �� ����� �'��� 
������� ������� � 	� � ���� � � � ���� ��	�

� � ����� 	� � � �����
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���� ����� �� �	���� ��%������	
�� ����� ���� �� �� �����	� �� ��� �	� ����� 	�� 	��	��� � 	 ������	���
&�� �'	�
��� ��� 	�������� � &��� 3�8 	�� ���	��� ������� 	� �������,

���� ��'�����	
��� ����� �� ������	� �� ��� ����� � �	���  � ����� ��� ��� ��������  �	�� �� ���
����� ��� ��� �'�  �	�� �� ��� ������ ��� ��� �����  �	�� �� ��� ������ 	� �� ��

�-� ����& .�� ���!%� �%+ �!-��� �!$�$�!%

+� 	��� �	�� �'
������ �������  �	�� �
��	����� ��� �'	�
��� 	������� �� ��	����� ������

���	��� 	� �������� �	  � ��
�������  � 	 ������� ������ ����� &�� �'	�
��� &��� 1�9$�% ��
������
��� 	��������� �'
������

��� ������	 �� 
 �� �&�'�
# ����� ��	� ��� �	��	 ��� � ��� �'
������� �� �� �� � 	� �� 	

�	� 	� ��	���� 	� ��� �
��	���� 	

�	�
	� ��� ����� ��������� ��� ���� ����  � ������� ���� �� � 	� �� � ����� ��� �	�� ����  �� �� ��� �	��
������� �����

���� ��/

��� >����� �	����	����	 6��	������. � ������ ��	�  � 
�	��� ���  �	�� �
��	���	� ��� ��
 ����� ��� 	�������� �����


�� ����	� �� �
 � 	� ��� ����	� �� ���

�� ���� �� ��� �� ��� 	� 
	��������� ���� ��	��� �� �	���� !����
 �������� � 	���% ����� $+	���
������� �� �	 
�	�� ��� ��� �� 	���� ��� 	�������� �	���� !����
 �������� � 	����% �����% ;�������
�1�2� � 
��)' ���� �� � �	�

�� ��
	 ���

# ����� ��	� ���� �� 
�������� ��� ��'�����	
��� ����� �� ��� �������� � ��� ���� ����� �	  � � �	���  �
��	�� ��� ���� 	� � &��� 1�9$�%�
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��, �0
����1 ����������� �� 	����	 ������

����� 	�� ��� �	� �	�� �� �	��	��� 	 �������� ��	
� � � ��� ������ �� 	 ���
����� #� �	��
�	���� ��� ��(������� ��	����������� �� �� ��  � ��	� �� ��� 	�5	���� �	���' �� ��� ����� �	�� �	���� ���
��� �� ��	����������� �� �� ��  � ��	� �� ����� ����� �� ���� ���� ���� ������ ������ ��� )��� ��
���
���	��� 	� ����� ��� ��� 	�5	���� �	���' � �� � �	  � ���� �� �	���� 	���� ����	� �������� ��
���������� � �� ��� ����� ��
�����	��� ����  � ������� � ������ 1�3�

��

��� 	 ��	
� � �	� � �������� $����% 	� � ������ -� �	� � �� ����� �� � � )��4� 	� �	���� ��
� � )��� �� ��� �� � � )�� ��� ��� ��� �	���' ��
�����	��� �� � �� ���	��� ���� ��� � �� ����� 	�
����� ����� 	�� ���	��� ���� ��� � �� �
	���� ;��	������ �� ��� �	� �� �	��	�� 	 ��	
� � � �������
��� ��	
� � �� ���	��� �
�� ��� ��� ���
����  � ��� ����	� ��)����� ��	� ��� 	� 	 ��������� �� ��������
	� 	 ��������� �� ����� $
	��� �� ��������%�

� "��2# ( ����� �� 	���� �
���	� �	��� �� ��� �������� �� ���� 	��	�� 	������ ����� ���������
��	���� ��	� � � 2 ����� � �� ��� �� �� �� �������� � ��� ��	
� �� ���������� � �	��  � ������� ��
� �	� � ������

	������� �%+ � -�$�!%�3 �+4�& %&( 5�$��.

6�� ��� ���  � 	 ���	�� �������� ��	
�� ��	� ��� 	 ��	
� ������� 
	�	���� ������ ��� � �� ���
�� 	
�� ��� �� � 	 � � 	� ���� � �� 	 ���	��� � � � !��������� �� * �� 	 ���	��� � 	 ��� � � ��� ��� �*� ��
	 ���
�� �������� ��	
�� ���� ��� ����
�� �� ���	���� � 	 ��� 	� ���
�� �������� ��	
�� 	�� �� 	�
��� �	��� ( �	��� � !�	
��� 4� �� 	���	�� ��������� ��� �������� ��	
� ������
���� �� 	 ���	��� �
	 ����

��

��� � �� 	 ���
�� �������� ��	
� ���� � ��������� 	� ��

��� ��� �������� �� � �	��  ��
������� 	� 	�� �	���� �2� �4� � � � � ��� ��� ��� ��������� �����% � � ���� � �� � �� ��� �	� �	���'
��)�� 	� �������,

��� � 2 �� ����� �� 	 ���� ���� ���
: ���������

�

���� 	 �	���' �� ����� ���	�� ������ �� ��� : �� 2� �� �	���� 	 ��� �����% �� 	 ������� �����%�
��� 	�5	���� �	���' � �� ��� ��	
� � ���� ��
�� � ��� ������� �� ��� �������� �� �/ ��	� ��� 	

��B���� ������� �� ��� �������� �	� ������ � 	 ��B���� 	�5	���� �	���'� �������� ��� �	������
������� ���� ��� ��B���� �������� 	�� ������� ���	��� � ��	� �� �	  � � �	��� ���� ��� �����
 � ���
�� ������	��� ���� 	� ������� C���� ��������� ��	���� �� 	����� ��	� ��� �������� �� ���
�	���' �	�� 	 )'�� ��������

� "��2 �# ��� 	�5	���� �	���' � � ����� �	�  � �'����� �� �������� ��	
�� ���� 
	�	���� �����
 � ������

��� � ��� �� �� �� �����  ����� 	� �� 	� ���� 	� ��

��� ��� ������ �� � ����  � ���	���� �������� !��������� ����� �	� �	���' � ���� ���	����
������ ������ ������� ��)�� 	 �������� ��	
� ���� � ���������

� "��2 �# (� � �� 	 ��������� ��	
�� ��� ��� 	�5	���� �	���' � �� � ����  � 	 ���������
�	���'� ����� ��� � ��� ��� ����� � 	� �� ���� ������� ���� ��� �	�� ��	� �	�� ��������� ���� ��� ��
������
��� �� ��� �������� ����� ��� �� 	� ��� ���
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������� ��� !������ ��� �������� ��	
� � � &��� 1�3 ���� �������� + �, �-�. � ��

��� ��� �������� 	��

������� 	� �������,

�2 � + � �4 � , � �" � -� �7 � .

��� ��� 	�5	���� �	���' � �� � �������,

� �
: : : 2
2 : 2 2
2 : : 2
2 : 2 :

�
���

�
���

D��� ��	� ��� �� �� �� 2E� � � �� ���	� �� ��� �� �� $A% �� ������

���� ��6

!������ ��� 
����� �� �4� �"� � � � �� ��� 	�5	���� �	���' � � ���� � �� 	 ��	
� �� -� ���� ��� ���
��	���,

�/��� �� � ��� �� ���� � ��� �	���' �/

D��� ��	� �2��� �� � ��� ����� ��� �� �� �� 
	��� �� ����� 2 ���� �����' �� �� �����' ��� #� �	 ����
��	� �4��� �� ����� ��� �� �� �� 
	��� �� ����� 4 ���� �� �� ��� ( �	��� �� 
���� � >�� ��� 1�27 ���
�������� ����	� �������

��!�!��$�!% ��*# 6�� �  � ��� 	�5	���� �	���' �� 	 ��	
� �� ��� �/��� ��� ��� �� ���� � ��� �	���' �/ �
����� ��� �� �� �� 
	��� �� ����� / ���� �� �� ���

������� ��� !������ 	�	� ��� ��	
� � � &��� 1�3 ����� 	�5	���� �	���' � �� ���� � <'	�
�� 1�9� ���


����� �4� �"� 	� �7 �� � ������,
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���

�
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2 : : 4
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�
���
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���� �7 �
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�
���
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���

# ����� ��	� �4�7� 2� � 2� �� ����� �� 	 
	�� �� ����� 4 ���� �7 �� �2� +���� �"�4� "� � 4� �� ����� 	�� ��� 
	��� ��
����� " ���� �4 �� �"/ 	� �7�4� 7� � 8� �� ����� 	�� )�� 
	��� �� ����� 7 ���� �4 �� �7� $����� �2 � + � �4 � , �
�" � -� �7 � . ��

� "��2# ��

��� � �� ��� 	�5	���� �	���' �� 	 ��	
� �� 	� ��

��� �� �� ��)� ��� �	���' ��

	� �������,

�� � �
 �4 
 �" 
    
 ��

��� ��� �� ���� �� ��� �	���' �� ����� ��� �� �� �� 
	��� �� ����� � �� ���� ���� �����' �� �� �����' �� �
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��$� 5�$��.

6�� � � ��� ���  � 	 ���
�� �������� ��	
� ���� � �������� �2� �4� � � � � ��� ��� 	��
 �����% ��
����
������� �����% �� � �� ��� �����	�� �	���' ! � �	��� ��)�� 	� �������,

	�� � 2 �� ����� �� 	 
	�� ���� �� �� ��
: ���������

�

$��� �'� �� ������ ����� ��	� ��� 
	�� �	���' ! �	�  � ������ 	� ��� ��	������ ������� �� ��� ���	���
� � � �%

��

��� �� ��	� ����� �� 	 
	�� ���� �����' �� �� �����' �� � 	 ��	
� � ���� � ��������� ��� �����
����  � 	 ���
�� 
	�� ���� �� �� �� ��� �� �� ��� �� ����� ����  � 	 ����� ���� �� �� �� ��� �� � ���
���� � �	� � ��������� ���� 	 ���
�� 
	�� ���� �	�� ����� �� 2 �� ����� �� ���� 	 ����� ���� �	��
����� � �� ����� ���� ��	� ��	� ����� �� 	 �.��� �� ���� � ��� �	���'

�� � �
 �4 
 �" 
    
 ��

����� � �� ��� 	�5	���� �	���' �� �� +���������� ��� 
	�� �	���' ! 	� �� �	�� ��� �	�� �.���
������� -� ��	�� ���� ������ ����	����

��!�!��$�!% ��,# 6�� �  � ��� 	�5	���� �	���' �� 	 ��	
� � ���� � ��������� 	� ���

�� � �
 �4 
 �" 
    
 ��

��� ��� 
	�� �	���' ! 	� �� �	�� ��� �	�� �.��� �������

;��	�� ��	� 	 �������� ��	
� � �� �	�� ��  � �������� ��������� ��� ��� 	� 
	�� �� �������� � 	� � � ��
����� �� 	 
	�� ���� � �� � 	� ���� � �� �� +���������� � �� ������� ������� �� 	� ��� �� ��� 
	��
�	���' ! �� � �	� � .��� ������� ���� �	�� �������� ���� >��
������ 1�8 ����� ��� �������� �������

��!�!��$�!% ��/# 6�� �  � ��� 	�5	���� �	���' �� 	 ��	
� � ���� � ��������� 	� ���

�� � �
 �4 
 �" 
    
 ��

��� � �� ������� ������� �� 	� ��� �� �� �	� � .��� �������

������� ��� !������ ��� ��	
� � ���� � � 7 �������� � &��� 1�3 ����� �� ��� �2 � +� �4 � , � �" � -� �7 � . �
+���� ��� �	������ �� �4� �"� �7 � <'	�
��� 1�9 	� 1�3� �� � �	� ��� �������� �	���' �7� 	�� ��
�	��� ���
�.��� ������ � �7  � 2� �� � �	� ��� 
	�� $��	��	 �����% �	���' ! �� ��� ��	
� �,
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���
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��� 	� ! �
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<'	���� ��� �	���' �7 �� !� �� ��� .��� ������/ ���� � �� �� ������� �������� ( 
	������	�� �� ��� ��	� ���

�����' �4 � , �� �� ��	��	 �� ���� 	� �� ��� ����� ���������

� "��2# ��� 	�5	���� �	���' � 	� ��� 
	�� �	���' ! �� 	 ��	
� � �	�  � ������ 	� �����	�
$F����	% �	������ ����� : ��
������ GG&	���EE 	� 2 ��
������ GG����EE� ���� ��� �����	� �
��	���� �� �
$+D�% 	� � $#;%� ����� �	���� 	

�	� � &��� 1�A� �	�  � 	

���� �� ��� ������ �� � 	� !� �����
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!�+>� 1@ �(;<!�<� =;+>�� 472



Lipschutz−Lipson: 
Schaum’s Outline of Theory 
and Problems of Discrete 
Math, 2/e

9. Directed Graphs Text © The McGraw−Hill 
Companies, 2004

���� ��7

���%��$�' �-!��� �%+ $� ��$� 5�$��.

6�� *  � 	 ���	��� � 	 )��� ��� � ���� � �������� +� ���� 	 ���� ��� ���	��� * �	�  �
�����)�� ���� ��� ���
�� �������� ��	
� � � ��� �*�� ;��	�� $������ 4�8% ��	� ��� ���
������ ���	���
*4 � * � * �� ��)��  �

*4 � ���� ��, � # � � ���� ��	� ���#� � * 	� �#� � � *�
( ����� ������ *4 ������� �� 	�� 
	��� ��� �� ���� ��	� ����� �� 	 
	�� �� ����� 4 ���� � �� �� �����	���,

*/ � ���� ��, ����� �� 	 
	�� �� ����� / ���� � �� ���
��� ��	������ ������� *� �� ��� ���	��� * � � �	� ��  � ������ 	� ��� ��� �� ������� 
	��� ��� �

���� ��	� ����� �� 	 
	�� ���� � �� � � ��� ��	
� �� +���������� ��� 
	�� �	���' ! �� � � ��� �*� ��

�������� ��� 	�5	���� �	���' �� ��� ��	
� � � � � ��� �*�� ����� ������
��� �� ��� ��	������ �������
*�� &�����������  � ��� 	 ��� ���������� �� ��� ��� ���� 	� ���
�� 
	��� �� ����� �� 2 �� ���� 	�
������ �� ����� � �� ����� +���������� �� �	�� ��� �������� ������ ����� ��	�	�����.�� ��� ��	������
������� *� �� *�

�� !� " ��6# 6�� *  � 	 ���	��� � 	 ��� � ���� � �������� ���,
$�% *� � * � *4 �    � *� �� ��� ��	������ ������� �� *�

$��% ��� 
	�� �	���' ! �� ��� �*� �� ��� 	�5	���� �	���' �� � ��� �*���

��/ 8�����119� �1������5: ������� �����

6�� �  � 	 �������� ��	
� ���� � ��������� �2� �4� � � � � ��� ��

��� �� �	� �� )� ��� 
	�� �	���' !
�� ��� ��	
� �� -	���	�� �	�� 	 	�������� ����� �� ���� ���� ������ ��	 �	����	��� ��� 
����� ��
��� 	�5	���� �	���' �� ���� 	�������� �� ��)�� � ���� ������� 	� 	 �����	� 	�������� �� ���� �� )�
�������� 
	��� � � ��� � �� ���������

8�����--9� �-�!��$�"

&���� �� ��)� �����	�� F����	 �	������ !:� !2� � � � �!� 	� �������� 6�� ! ��� �� ����� ��� �� ����
�� ��� �	���' ! � ��� �� ��)�,

! ��� �� �
2 �� ����� �� 	 ���
�� 
	�� ���� �� �� �� ����� ���� �� ��� 	� ����� �������� �'��
�


���� �� �2� �4� � � � � � 
: ���������

	

��	� ���

!:��� �� � 2 �� ����� �� 	 ���� ���� �� �� ��
!2��� �� � 2 �� ����� �� 	 ���
�� 
	�� ���� �� �� �� ����� ���� �� ��� 	� ����� �����' �'��
�


���� �� �2
!4��� �� � 2 �� ����� �� 	 ���
�� 
	�� ���� �� �� �� ����� ���� �� ��� 	� ����� �������� �'��
�


���� �� �2 	� �4
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# ����� ��	� ��� )��� �	���' !: � �� ��� 	�5	���� �	���' �� �� &����������� ���� � �	� ��� �
��������� ��� �	�� �	���' !� � !� ��� 
	�� �	���' �� ��

-	���	�� � ������ ��	� ! ��� �� � 2 �	 ����� ��� �� �� �� ��� �������� ��� �	��� ������,

$2% ����� �� 	 ���
�� 
	�� ���� �� �� �� ����� ���� �� ��� 	� ����� �������� �'��
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���� �� �2�
�4� � � � � � �2/ ����

! �2��� �� � 2

$4% ����� �� 	 ���
�� 
	�� ���� �� �� � 	� 	 ���
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	�� ���� � �� �� ����� �	�� ���
�� 
	�� ���� ��
��� 	� ����� �������� �'��
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���� �� �2� �4� � � � � � �2/ ����

! �2���  � � 2 	� ! �2� � �� � 2

����� ��� �	��� 	�� 
������� 	� �������,

�2� �� �    � �� � �4� �� �    � � �    � ��

����

�    �

������ 
	�� �� 	 ���
�� 
	�� ����� ���� �� ��� 	� ����� �������� �'��
� 
���� �� �2� �4� � � � � � �2�
+���������� ��� ������� �� ! �	  � � �	���  �

! ��� �� � ! �2��� �� � �! �2���  � � ! �2� � ���

����� �� ��� ��� �����	� �
��	���� �� � $+D�% 	� � $#;%� ( ����� ����� �� �	 � �	� �	�� ���� �
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�� �� ��� ������ � ��� �	���' 3 �% ��� ������ � ��� �	���' 3: 	�� ��� �	�� 	� ��� ������ �	���'. �'��
�
�	�� : � . �� ��
�	���  � � $	 ���� �	��� �� ��%� -� ����	�� ��� ��� ������� ������ 	�� � �	���,

32�7� 4� � *(D �3:�7� 4��3:�7� 2� 
3:�2� 4�� � *(D ��� 7
 8� � 1

34�2� "� � *(D �32�2� "��32�2� 4� 
32�4� "�� � *(D ��� 8
�� � �
3"�7� 4� � *(D �34�7� 4��34�7� "� 
34�"� 4�� � *(D �1� "
 2� � 7

37�"� 2� � *(D �3"�"� 2��3"�"� 7� 
3"�7� 2�� � *(D �2:� 8
 7� � 1

��� �	�� �	���' 37 � 3� ��� ������� ���������
	�� �	���'�

477 �(;<!�<� =;+>�� ?!�+>� 1

���� ���



Lipschutz−Lipson: 
Schaum’s Outline of Theory 
and Problems of Discrete 
Math, 2/e

9. Directed Graphs Text © The McGraw−Hill 
Companies, 2004

���� ���=

��6 1��>	 ����������� �� 	����	 ������

6�� �  � 	 �������� ��	
� ���� � ��������� ��

��� ��� �� �� �� ����� �� � �� )��� �� ���
)�� ������ ��	� ��� ��

��� � �� �
	���� ��� ��� 	�5	���� �	���' � �� � ���� ���	� �	� .����/
���� 	 ���	� ��	� �� ������ �
	�� ����  � �	����� +���������� ��� � �� �
	���� � �� ���	��� ��
���
����� � ������  � ���� ��
� �� ��� �� ��	������������ 	��� �	���� 	 ��������� ���������� ����� ��
������ ��  ����  � ��	� �� 	 �'	�
���

!������ ��� �������� ��	
� � � &��� 1�22$�%� # ����� ��	� � �	�  � �����	����� ��)��  � ���
�	 �� � &��� 1�22$�%� ����� ����� �	�� �����' � � ��������  � ��� ��������� ����� 	��� �	���� ��� ����������
�� ����
����� ���� ��� ��� �� � ������ 	 ��
�� ����� # ����� ��	� �	�� ���� �� � ������
��� �� 	
����� �����' � 	 	�5	���� ���� 	� ���� ����	� ���� � �	� ���� ����� 	� ����� 	�� ���� �������� �
��� 	�5	���� ������ ���� �	 �� �	� 	���  � 
������� � ��� ���
	�� ����

� � ��,�����/ �,�/ �,�/ �,���/ �,��
����� 	 ���� GG,EE ��
	�	��� 	 �����' ���� ��� ���� �� ���� ���� 	� 	 �������� GG/EE ��
	�	��� ��� ��B����
������

!�+>� 1@ �(;<!�<� =;+>�� 478



Lipschutz−Lipson: 
Schaum’s Outline of Theory 
and Problems of Discrete 
Math, 2/e

9. Directed Graphs Text © The McGraw−Hill 
Companies, 2004

���� ����

��� ��� �� ��	����������� �� 	 �������� ��	
� � �	��	�� � � ������  � ���� ����� ����� ��� ���
	�5	���� ������ �
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� � ��''�� ��	 � � ���''' �����! �� %� 0����

�� � � ���'��� � � � � ��''''� � � � ''��''
���� � �� � ������� ��!����� 0��� ' � ''' � � � ' �� ��� .��� �������� ��	 � � ��� � � � � �� ��� ���� �������� -�
���� ���� � ��� *� ���������

�66



Lipschutz−Lipson: 
Schaum’s Outline of Theory 
and Problems of Discrete 
Math, 2/e

15. Boolean Algebra Text © The McGraw−Hill 
Companies, 2004

�
� &�� 	6' � ��� *� 3� 6� �'� ��� #3� 6'� �� ��� 	������� � 6'� +���� �� �� ��	 � �� 	6' ��

�� � � ��� ��� ��� � � � � !�	 ��� ��� � � � 6'
�

���� 	6' �� � ������� ��!���� ���� � ��� .��� ������� ��	 6' ��� ���� ��������

�� � &�� � �� � ���������� � ���� �����	 ��	�� ��� ��� �
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��� �� ��� �
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�������� � �� ����� �� �� ��	 �� 1�� �(��
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�� �3������

��� ������� ��!����� � ��	 � � ��� ���	 �� �� ����	��
 � ����� �� � ���������� ������
��	����
� )�� � � ����� 
�������� ��� ����� �
��������� ����� ���� ����
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�������� � ��	 �� ��	 ���������!��! ����� �	������ �������� ' ��	 � �� ��� ���!���� ���������� 1��
�(��
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��� �� � ��� '� � � �� �' � �� � �� � �� � �

2������ ��� �������� �� ��� �(���� � � ������� ��!���� �� ���� ��� ��� 	��� � ��� ��� � �(���� � � ��
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������� �3�* ��	 ��� �(���� ����� 	� ��� ������� ��� ��� 
��
������ � ���� �����	 �� ����� ���� ���
��(� ��� �������� !��� �� ��� ��������! 
��
�������
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����� �>�� ' � � �� �>�� � � � '�

� ����� ���- &	�/����"0� ��1�+, ��'�� ��� �� � � � � � � �� ��'�� �� � �� � � � � � � ��
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�� ������� �3�* ��	 �(��� ���� ����� ������� ��!���� � �������� ��� ������������ ����������� ��	
�����
���� ���� ��	 ����� �� � ������� ����� � ��	 � ��� ��� /��� ��	 ���� �
��������� ���
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���
��� �� ���� �������� �� � � � ��
���� � � � ��	 � � ' � ' ��
���� ' � �� �� ��� ������� � � �� ���� �
�� � ����	�	 �������� 1����������� �(���� �*� ��	 ��� ���� ���� � �� ���� 	����������� ��	 ���
���
�����	� ����������� ����� ����	�	� 	������������ ��	 ���
�������	 ������� � �������� ��� �(���� ���
�����!� ���� 9����	��!��� �� ���� ��� �������!
��)��"�)� 	�3"�)��", 9 ������� ��!���� � �� � ����	�	� 	����������� ��	 ���
�������	 ��������
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��(��
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��� ��(� �������

��������* ���5, 9 ����� ������� ��!���� ��� *� �������� �� ���� 
������� ����!�� ��
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�����	�� � ��� � ��������� ��� ������� �� ��������� ��� ��� �*� � � � � ��� 9 ������� ���	�����  �� �����
���������� ��������� �������  ���� � � � � ���� �� ��� �������� �� ��� �(
������� ����� �
 ��� ��� ���������
����! ��� ������� �
�������� �� �� ��	 �� �4��������� ��� �(
�������  ���� �� !���"��	���� ���� ��� �����
� ��	 � ��� ���	 �� ������ �
��������� ��	 � �� ���	 �� � ����� �
��������� 1�� �(��
���

 � � ��� � ��� � � ���� � � � ��� � ��	  * � ���� �� � � �� � � � ��� �

��� ������� �(
�������� �� �� �� ��	 ��
9 ���	�� �� � �������� �� ���
�������	 ��������� ���� �� �� � �� �� � �� ��	 �� ��� 9 �����������
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 ������ 8��� ��!�� ������� ��� �� �����	 �� � ������� � ����� �������� ��� �� ����
��
�� 	������ ��	 �(����� ��� ���
�� 	������ 8��� ��
�� 	����� �� � ���	� � ��!���� �
���������� � ��
������� 	�!����

' �� �

�� ��� ������� �� ��	 � 
�������� ��� ��� � ���� �� ����	 �� ���
�� ���� 9����	��!��� �� ����� ��5����� ���
�� ����!��	 �� ���� ��
�� 	������ ��	 � 
�������� ��� ��
�� ��5������ ��� ��� �� � ���� �� 
��	��� ��
����� ���
�� ��5������ 1���� �� 	���� ��� ��!�� !����� ��	 ���� �� �������!��� ��� ��!�� ���������

$���! 2�)��

����� ��� ����� ����� ��!�� !���� ����� ��� 	�������	 ������ -� �	�
� ��� ���������� ���� ���
����� �������! ��� !��� ������ ��� ��� ��� ��� ��
�� ����� ��	 ��� ���!�� ���� �� ��� ��!�� �� ��� ���
��
�����

��� 
� ���) 1�!��� �3�3��� ����� �� 2< !��� ���� ��
��� � ��	 � ��	 ���
�� + � �� � �����
FF�		�����CC �� 	����	 �� ��� FF����� �����CC �� 1�!� �3�3���� ���� ��� ���
�� + � ' ���� ���� ��
���
� � ' ��	 � � '� 7��� �� 2< !��� ��� ���� ���� ���� ��� ��
���� 1�!��� �3�3�
� ����� �� 2<
!��� ���� ��� ��
���� �� �� �� ,� ��	 ���
�� + � �� �� � �,� ��� ���
�� + � ' � ��	 ���� �
��� ��� ��
��� ��� '�
7�

���� �� ��������� ��� ��
�� 	��� �� ��� 2< !��� �� 1�!� �3��3�
� ��� ��� �������! "����

��5������)

� � �''''�'�� � � �'�''''�� � � ''�''�''� , � �''�'�'�
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��� 2< !��� ���� ����	� ' ���� ��� ��
�� ���� ��� '� ���� ������ ���� �� ��� *�	� 3��� ��	 6��

�������� ����	��! ��� ��� �� ��!���� ���� ��� ���
�� �� ��� ��5����� + � �'��'�'��

���� ����

��� ��� ���) 1�!��� �3�%��� ����� �� 94+ !��� ���� ��
��� � ��	 � ��	 ���
�� + � � � � ���
���
�� + � ��� ����� FF�����
��������CC �� 	����	 �� ��� FF����� �����CC �� 1�!� �3�%���� ���� ���
���
�� + � � ���� ��
��� � � � ��	 � � �D ��������� + � '� 7��� �� 94+ !��� ��� ���� ����
���� ��� ��
���� 1�!��� �3�%�
� ����� �� 94+ !��� ���� ��� ��
���� �� �� �� ,� ��	 ���
��
+ � � � � � � �,� ��� ���
�� + � � � ��	 ���� � ��� ��� ��
��� ��� ��
7�

���� �� ��������� ��� ��
�� 	��� �� ��� 94+ !��� �� 1�!� �3�%�
� ��� ��� �������! "����

��5������)

� � ���''���� � � '����'��� � � '���''��� , � ���'���'
��� 94+ !��� ���� ����	� � ���� ��� ��
�� ���� ��� �� ���� ������ ���� �� ��� *�	� #�	� ��	 6��

��������� ���� ��� ���
�� �� ��� ��5����� + � '��'''�'�

���� ���4

�
� �
� ���) 1�!��� �3�6��� ����� � 42� !���� ���� �����	 �� �&�	��	� ���� ��
�� � ��	 ���
��
+ � � � ����� FF���������CC� 	�����	 �� ��� 
����� �� 	����	 �� ��� FF����� �����CC �� 1�!� �3�6���� ���
����� � ��� ���
�� + � � � �� ��� �

����� � ��� ��
�� �D ���� ��� � � � � ���� � � ' ��	 � � � '
���� � � �� -� ��
����.� ���� � 42� !��� ��� ���� ���� ��� ��
��� ������� ��� 2< ��	 94+
!���� ��� ���� ��� �� ���� ��
����

���� ���5
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7�

���� �� ��������� � 42� !��� �� ��?�	 �� 
������ ��� �������! ����� ��5������)

�� � ��'''�� �* � �'''����� �# � �'��''���'''
��� 42� !��� ����!�� ' �� � ��	 � �� '� ����

� �
� � ''���'� � �

* � '���''''� � �
# � '�''��'''���

��� ��� ����� ������
��	��! ���
����

$���! ���!��)�

9 ��!�� ������� � �� � ���������	 ��������� ����� ���������� ���
������ ��� ��� ����� 2<� 94+�
��	 42� !����� 1�!��� �3�" �� �� �(��
�� � � ��!�� ������� ���� ��
��� �� �� � ��	 ���
�� + � 9 	��
��	������ � 
���� ����� ��� ��
�� ���� �
���� �� ���� ��� ��� ��!��� �� ���� �� ���� ���� ��� 	���������
�1��5������� �� ���������� ������������ �� ��� ���� ��� ���	 ��� ��� �������� � ��� !��� ��������
-��?��! ��� ��� �� ��!��� �� �(
���� + �� ����� � ��� ��
��� �� �� � �� ������� ��� ���
�� � ���
94+ !��� �� � � �� ����� �� ���� ��!���	 �� ����	 �� � �� �� ��� ���
�� � ��� ����� 2< !��� �� � � � ��
����� �� ���� ��!���	 �� ����	 �� � � �� �� ��� ���
�� � ��� 2< !��� �� ��� ��!��� ���� ��
��� �� � �� � ��	
�� � � �� �� !���� �� ��� 	�����	 ��
������������ ���� ���

+ � �� � �� � � �� � � �� �

���� ���6

$���! ���!��)� �� � �����" �������

2������ ���� ��� ����� ������ �� ��� 2<� 94+� ��	 42� !���� ��� ���
�������� �	������� �� ��� �����
������ �� ��� 
��
�������� � � - �	��/�������� FF� �� -CC�� � � - ����/�������� FF� ��	 -CC�� ��	 � � ���!��
����� FF��� �CC�� ����� �

��� �� 7������ ��#� ��� ���� 	�G������ �� ���� � ��	 ' ��� ���	 ������	 � � ��	
1� ���� ��� ��!�� �������� ������ ��� ���� ���� �� 	� 
��
�������� ��	 ����� ���� ��� � �������
��!����� -� ����� ���� ������ ��������

� ����� �����, &�!�� �������� ��� � ������� 9�!�����

9����	��!��� ��� ����� ���	 ���� ������� ��!������ ���� ��� ���
�������� ��������� ��	�������

��	����� ��������� ������
��	����� ��	 ���
���� ������
��	����� ��� ���� �� ���	 ���� ��� ��!��
���������

��	��� ���!��)�

��� ��!�� ������� � ����� ������
��	� �� � ������� ������
��	���� �(
������� �� �����	 �� 94+�
2< �������� 7��� � ������� � ��� ������� ��
���� �����)

��� 7��� � ��� ��
��� �� ����� ���
������� ��� �	 ���� ���� 94+ !����
�*� ��� ���
��� � ��� ��� 94+ !���� ��� �	 ���� � ���!�� 2< !����
�#� ��� ���
�� � ��� 2< !��� �� ��� ���
�� �� ��� ������� ��
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��� �������! ����������� ���� ��
� � � ��!�� ��������

������� ��	�� 1�!��� �3�> �� � ��
���� 94+�2< ������� ���� ����� ��
��� �� �� � ��	 ���
�� + � -� ��� ������
�(
���� + �� � ������� �(
������� �� ��� ��
��� �� �� � �� ������� 1���� �� ��	 ��� ���
�� � ���� 94+ !���)

��� ��� ��
��� � ��� ���� 94+ !��� ��� �� �� �D ����� � � � � � �� ��� ���
���
��� ��� ��
��� � ��� �����	 94+ !��� ��� �� � �� �D ����� � � � � � � �� ��� ���
���
�
� ��� ��
��� � ��� ����	 94+ !��� ��� � � ��	 �D ����� � � � � �� ��� ���
���
���� ��� ��� � ��� ���
��� � ��� 94+ !���� �� ��� ���
�� � ��� 2< !���� ����� �� ��� ���
�� + � ��� ��������
����)

+ � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� ���8

���	 �"7 ��� 2�)��

����� ��� ��� �		������� !���� ����� ��� �5�������� �� ������������ � ��� ����� ����� !�����

��� 9 494+ !���� 
������	 �� 1�!� �3��'���� �� �5�������� �� �� 94+ !��� ������	 �� � 42� !����
��� 9 42< !���� 
������	 �� 1�!� �3��'���� �� �5�������� �� �� 2< !��� ������	 �� � 42� !����

��� ����� ������ �� ����� !���� �����! ��� ��
��� � ��	 �� �

��� �� 1�!� �3��'�
�� ��� 494+ ��	
42< !���� ��� �������� ���� ��� �� ���� ��
��� /��� ��?� ��� ������
��	��! 94+ ��	 2< !�����
1����������� ��� ���
�� � � 494+ !��� �� ' � ��	 ���� � ��� ��� ��
��� ��� �� ��	 ��� ���
�� � �
42< !��� �� � � ��	 ���� � ��� ��� ��
��� ��� '�

���� ����:

2������ ���� ��� ���� 	�G������ ������� ��� 94+ ��	 494+ !���� ��	 ������� ��� 2< ��	 42<
!���� �� ���� ��� 494+ ��	 42< !���� ��� ���� ������	 �� � ������� 7��� ��(�� ���� ��� ���� � �����
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������ �� ��	����� � ���
������ ����� � !���� 1�� �(��
��� ��� ������� �(
�������� ������
��	��! ��
��� ��� ��!�� �������� �� 1�!� �3��� ��� �� ������)

��� + � �� ��� �� ��� + � �� � � � � � �� �

���� �����

����� ��
�. ��$��� ��$��� �
�������

�����	�� � ��!�� ������� � ���� � � # ��
�� 	������ �� �� � ��	 ���
�� + � ���
+ � � � � � � � � � � � � � � � � � �

8��� ����!����� � � ��� � ����� ���� �� ��� ��
��� �� �� � ����	� �� ���
�� ��� �� + � 9�� ��!����� �����
��� *� � *# � " 
������� ���� �� ����!� ���� �� ��� ��
��� �� ������)

'''� ''�� '�'� '��� �''� �'�� ��'� ���

��� �����
���� �� ���� ��� ��5����� � ���� ���� �� ����!��	 �� �� ��� ��5����� � �����	 ���� �� �� ��	
��� ��5����� � ����	 ���� �� �� ���� ��� ����� ��� � ��
��� ��� �� ��������� �� ��� ���

� � ''''����� � � ''��''��� � � '�'�'�'�
-� ��
����.� ���� ����� ����� *� � "���� ��5������ ������� ��� ��!�� 
������� ������������ � ��� ��
��
�����

��� �	��� ����� . � .��� � ��� ����� ������� � �������� � ��� ���
�� ��5����� + ���� ������
��	�
�� ��� ��
�� ��5������ �� �� �� ���� ����� ����� . ��� �� �(
�����	 ����! ��������� �� ����������
��������� ���� ��� . ��� �� ������� �� ��� ���

.��� �� �� � + �� .��� � ��� �� � �+ �
���� ��� �� ��� ����� ����� �� � �� ����������� ��� ���� �� ��� ����� ����� �� � 
��
������� 	�������	 ��
7������ ���� ��� ���� 	�G������ �� ���� ���� ��� ������ �� �� �� �� ��	 + ��� ������� ����.��������
������� �� 7������ ��� ���� ��� ������� �����������

�����	�� � ��!�� ������� � ���� � ��
�� 	������� ����� ��� ���� ���� �� ��� � ��
�� ��5������
��� �*� � � � ��� �� ���� ���� ������� ��� *

� 	�G����� 
������� ������������ � ��� ��
�� ����� �4��� ����
���� ��5����� ���� ������� *� ������ 2�� ����!����� ������ �� �� ������)

��) 9���!� *��� ���� ����� ��� '� ������	 �� *��� ���� ����� ��� ���
�*) <�
����	�� ����!� *��* ���� ����� ��� '� ������	 �� *��* ���� ����� ��� ���
�#) <�
����	�� ����!� *��# ���� ����� ��� '� ������	 �� *��# ���� ����� ��� ���

9�	 �� ��� ��� ��5������ �������	 �� ���� ��� ���� �� �����	 ���
�� ��-���
��� <�
�����! ' �� � ��	 � ��
' �� ��� �
����� ��5������ ����	� ��� ���
������� � ��� �
����� ��5�������

�����;, 9������! ��� ��
�� ��� ��� �
����� ��5������� �� ��5������ 	� ��� ���	 �� 	�����!����
������� ��� ����� �����

.��� � ���� �*� � � � ���� + �
��	 ��� ���
�� + ������
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������� ��	��

��� 7�

��� � ��!�� ������� � ��� � � � ��
��� 	������ �� �� �� ,� ��� *� � *� � �%���� �
����� ��5������ �� �� ��
�� , �����)

� � ''''''''��������� � � ''��''��''��''��''��
� � ''''����''''����� , � '�'�'�'�'�'�'�'�'�'�

���� ��)

��� � ��!��� ���� ��!�� '� ������	 �� ��!�� ��� �0��� *��� � *# � "��
�*� � ��!��� ���� ��� '� ������	 �� ��� ��� ��	 �� ��� �0��� *��* � ** � ���
�#� � ��!��� ���� ��� '� ������	 �� ��� ��� ��	 �� ��� �0��� *��# � *� � *��
��� , ��!��� ���� ��� ' ������	 �� ��� �� ��	 �� ��� �0��� *��� � *' � ���

��� 7�

��� � ��!�� ������� � ��� � � # ��
��� 	������ �� �� �� ��� *� � *# � "���� �
����� ��5������ �� �� �� �
��	 ����� ���
������� � �� � �� � � ��� �� ������)

� � ''''����� � � ''��''��� � � '�'�'�'�
� � � ����''''� � � � ��''��''� � � � �'�'�'�'

��� �������! �� � ���������
 ��!������ �� ��	��! ��� ����� ����� �� � ��!�� ������� � ����� ���
���
�� + �� !���� �� � ������� ������
��	���� �(
������� �� ��� ��
����

������) � �����, ��� ��
�� �� � ������� ������
��	���� �(
������� + � +���� �*� � � ���
���� �� -���� 	��� ��� �
����� ��5������ �� ��� ��
��� ��� �*� � � � ��	 ����� ���
��������
���� �� 1��	 ���� 
��	��� �
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��
�������� ����� ��� ������	� 2�� �� ��� ��� �	/����� �5����� ����� ��
������� ��� ��	 ��� ����� �� ��� ����
������ �5���� ��
�����! ��� �	������	 �	!��� ����� ��
������� �� ���� ��� ���	�	 �� �����  *� �� ��� �������

��� ��  * ��

 * � ��� �

�
� ����? ��� �5����� ������
��	��! �� ��� ��� ������	� �� �� 1�!� �3��%�
�� 9� ��	�����	 �� ��� ���
��  # ���
��� 
���� ��
�������� ��� �� �� � �� �� ��	 � �� �� 0������� ���� ��� � ��� ��� 	����	 ����� ����� ��� � �� � �� � �� ��
�� ���	�	 �� � ������� ����� �  #� ����  # ��� ��� ������� ����)

 # � ��� �� � � � �� � � ��� � �� � � � �� �

���� ����4

������� ��	�� +���!� � ��������
�� ������� 94+�2< ������� � ���� ��� �������! ����� �����)

. � ��� �� �� �� � �''''����� ''��''��� '�'�'�'�� ��''��'��
1��� ��� ����� ����� �� ��� ���	 �G ��� ���
���� ������
��	���� ��� �� � ��� �� 8(��
�� �3��'�)

� � � �� �� � � � �� �� � �� �� � � �� �� � ���

��� ���������	 H�����!� ��
 �� ����� �� 1�!� �3��6���� 2������ ���� � ��� ��� 
���� ��
�������� � � ��	 ��� �� ���
������� �����D ����� � � � � � �� �� � ������� ��� �� �� 1�!��� �3��6��� !���� ��� ������
��	��! ������� 94+�
2< ������� �� ��
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���� ����5

���� �( ���� =��������

��� H�����!� ��
 ������
��	��! �� ������� �(
��������  �  ��� �� �� �� ���� ��� ��������� �� ��
�� � �� ����� �� 1�!� �3��"� 8��� � ��� �% �5����� ������
��	� �� ��� � ��� �% �������� ���� ���
����������

����� ���� �� ��� �� �� ��� ��� � � � � � ��� ��

�� ��	�����	 �� ��� ������ � ��� ��� ��	 ������ � ��� �5����� 2������ ���� ��� ��
 ���� ��	 ��� ��� ��	�
��� ������	 �� ���� �	/����� 
��	���� 	�G�� �� 
�������� ��� �������� 9!��� �� ���� �	����� ��� ��� �	!�
���� ��� ��!�� �	!� ��� �� 	�	 ���� ����� ���������� ��� �� ���� ���� �	����� ��� ��
 �	!� ���� ���
������ �	!�� ������ �	������������ !��� ���� �� � 	��������
�	 ������ �����	 � ��	��� ��	 �� ��� ����
��� ��
 �� ������ ����! � �������

9 ���
 	�
������ �� � ������������ H�����!� ��
 �� � �5����� ��� �	/����� �5������ ��� �5�����
����� ��� � ���������� �� ���������� ������!��� �� ��!�� �5����� ����� ��� � ���������� ������!���
����� ������!��� ������
��	 �� ��	������� 
��	���� ���� ���� ������ ���� ��	 ��� �������� ���
���������
9!���� ��(���� ����� ������!��� ��� ��� 
���� ��
�������� ��� ������.����� ������5�� �� � �������
�(
�������  ��� �� �� �� �� ��� ���� �� ������

���� ����6

������� ��	�� 1��	 ��� ��	������� 
��	��� � ��
�������	 �� ��� ����� ������!�� �� ��� H�����!� ��
�

����� �� 1�!� �3��>�
,� ���� ����� ��	 ��� �������� ����� �

��� �� ��� ��� �5����� � ��� ����� ������!��D � �� ��� 
��	��� � ����

���������

��� � �� ��	 � � �

��� �� ���� �5�����D ����� � � �� �� ��

��� 2��� � ��	 � �

��� �� ��� ��� �5�����D ����� � � ���

�
� 2��� � �

���� �� ��� ��!�� �5�����D ����� � � ��
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���� ����8

������� ��	�� :�� � H�����!� ��
 �� ��	 � ������� ������
��	���� ��� ��

 � �� � � ���� � �� �� � � � ���� �

����? ��� ��� �5����� ��
��������! ���� ��	������� 
��	���� ���� ��� ����? ��� ��� �5����� ��
��������! �� ��
��� ��� �5����� ��
��������! ���� ��� ��� �5����� ��
��������! � �� �� �� ��	 ��� ��� �5���� ��
��������! � ���� �� �� ��
1�!� �3�*'� 9 ������� ����� � ��� ��
 �������� � ��� ����� 	���!����	 ��(���� ����� ������!���� ��� ����������
�5����� ��
������ ��� ��	������� 
��	���� �� ��	 � �� �� ��	 ��� ��� �	/����� �5����� ��� ��
 ��	 �������
��
������� ��� �� 0����

 � ��� � �� � � ��� �

�� � ������� ��� ��  �

���� ����:

���>�7 '�������

��$��� �$2����

����� -���� ��� 	��� � ���� ������� �5������) ��� �� � �� � �'� � �� � 'D ��� �� � �� � �� ��

��� �� ������ ��� 	��� �5������� ���������!� � ��	 �� ��	 ���������!� ' ��	 �� ����
��� '� � �� � � �� � �

��� 1���� ����� ��� �5������ ����! � �� ������ �� �� � � �� � �� �� ���� ��� 	��� �� � � �� � � �� � � � ��
����� ��� �� ������� ��

��� � � �� � ��

�09;� �3A �22&894 9& 8�<9 �>6



Lipschutz−Lipson: 
Schaum’s Outline of Theory 
and Problems of Discrete 
Math, 2/e

15. Boolean Algebra Text © The McGraw−Hill 
Companies, 2004

����� <����� ����
��� ���� ���� ��� ��� 	� � 	������� � � �� � ����	�	� 	����������� ������� ����
�� � � � � � ������� �� ��	 � � � � � � � � !�	 ��� ��� ��� 7��� ���� 	� �� � ������� ��!����
� � �� �5���� ���� ����� � � �� � 
��	��� � 	������� 
������ ��� 1��	 ��� ����� � 	��

��� -� ���	 ���� ���� ���� 	� �� ���
�������	� &�� � �� �� 	� ��	 ��� �
� � ���� 7���� � �� � 
��	���

� 	������� 
������ � ��	 � � ���� 	�G����� 
���� 	�������� 0���� � � � � � !�	 ��� � �� � � ��	
�� � � � ��� ��� � �� � �� <����� ���� � �� ��� .��� ������� ������ ����	� � 	� ��	 ���� � �� ���

�	������ ������� ��

�� ����	� � 	�� ���� �
� �� � ���
������ � �� ��	 �� 	� �� � ������� ��!�����

��� ��� ����� � 	� ��� ��� 
���� 	������� � ��

���#� �����	�� ��� ������� ��!���� 	*�'�

��� &��� ��� �������� ��	 	��� ��� 	��!����

��� 1��	 ��� ��� � � ������

�
� 1��	 ��� �����!����� ���� ��!�� ���������

�� � ,� / � ��� *� %� *�'� � ���������� � 	*�'I 9 �����!����I
��� ,� + � ��� *� #� %� � ���������� � 	*�'I 9 �����!����I
��� ��� 	������� � *�' ��� �� *� #� 3� %� 6� �'� ��� �3� *�� #'� #3� �*� 6'� �'3 ��	 *�'� ��� 	��!��� � 	*�'

�

���� �� 1�!� �3�*��

��� � � �*� #� 3� 6�� ��� ��� � 
���� 	������� � *�'�
�
� � � ��� *� #� #3� %� 6'� �'3� *�'� ��	 � � ��� 3� %� 6� #'� #3� �*� *�'� ��� �����!����� � 	*�'�
�� � / �� � ���������� ����� �� �� �������� ��	���	� 0������� / �� ��� � �����!���� ����� #3 �� ��� ���
������

� * �� 	*�' ��� #3 	��� ��� �����! �� / � �,� ���� �� ������� ��!���� ���� ���� ���� ��� �������� ��

�������� ��	���	��

��� + �� � ���������� � 	*�' ����� �� �� �����	 ��	�� � ��	 �� 0������� + �� ��� � �����!���� � 	*�' ����� ��
�� ��� �����	 ��	�� ���
������� �� 	*�'� ��!�� #3 � * � 	��� ��� �����! �� + � �-� ���� ���� + ����� �� �
������� ��!����D �� ���� + � 	%��

���� �����

���-� 1��	 ��� ������ � �����!����� � 	*�'�

9 �����!���� � 	*�' ���� ������� ���� ���� ��!�� �� ��(���� ���������

��� ����� ��� �� ���� ��� ����������� �����!���� ����� �������� � ��� �

�� ����	 *�' ��	 �����

����	 �� ����� ��� *�'��
���� 7���� 	*�' �������� ��(���� ��������� ��� ���� ��(������������ �����!���� �� 	*�' ������

����� 9�� ����������� �����!���� �� � ��� ��� ��� �� � �� *�'�� ����� �������� � ��� �

�� ��	 ����� ����	�
��	 � �������	 ������� ��	 ��� ���
������� ����� ��� ������� �������	 �������� �� 	*�' ��	 ��
����� ��� ���* � 6 
���� ��� � ��� ���� 	*�' ��� ����� ����������� �����!������
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���� 9�� ��!���������� �����!���� ' ���� ����� ������� ����� ����� ��� �*� �#� -� ��� ������ '� ��	 '* �� ��
��� ��� � ��� ��� ����� � 	*�' ��	 ���� �# ���� �� ��� 
��	��� � ��� ����� ��� ������ ��!�� �� ���
��� �� � *� �* � #� �# � 3 � 6 � #3 ������ 	��������� ��� �����!���� � ������� �� �� ��� ��� �� � 3�

�* � 6� �# � * � # � % ������ 	��������� ��� �����!���� � ������� ����� ��� �
*

� �
� % ���� �� ������

�� ��	 �* ��� ��� ��� ����� � 	*�' ��	 �� 	*�' ��� ��( ��!���������� �����!������

9����	��!��� 	*�' ��� �� �� 6� % � �3 �����!������

����� ;���� ������� �3�*) &�� �� �� 
 �� ��� �������� �� � ������� ��!���� ��

��� ,	��
����� ����)

�3�� �� � � � �3�� � � � � �

���� ����	�	���� ����)

�%�� �� � � � �%�� � � ' � '
����� 9����
���� &���)

�6�� �� �� � �� � � �6�� � � ��� �� � �

���� 9���������� &���)

�"�� ��� �� � 
 � �� ��� 
� �"�� �� � �� � 
 � � � �� � 
�
�3�� � � � � � � � � ��� � �� � �� � �� � �� � � �� � �� � �� � ' � � � �
�3�� 1������ ��� �3�� ��	 	�������
�%�� � � ' � �� � '� � ' � �� � '� � �� � � �� � � � �'� � �� � � � �� � � '� � � � � � � '
�%�� 1������ ��� �%�� ��	 	�������
�6�� � � ��� �� � ��� '� � ��� �� � �� �' � �� � �� �� � '� � �� ' � �

�6�� 1������ ��� �6�� ��	 	�������
�"�� &�� � � �� � �� � 
 ��	 0 � � � �� � 
�� -� ���	 �� 
���� ���� � � 0� -� ���� 
���� ����

�� � � �� 0� :���! ��� �����
���� ���� �� ��� ���� ��� ���
��

�� � � �� ��� � �� � 
� � ��� �� � ��� � ��� 
� � � � ��� 
� � �

9���� ����! ��� �����
���� ��� �� ��� ���� ���
�

�� 0 � �� �� � �� � 
�� � ��� �� � ��� �� � 
�� � � � ��� �� � 
�� � �

���� �� � � �� 0� 4�(� �� ���� ���� � � � � � � � � 0� -� �����

� � � � � � � � ��� � �� � 
� � �� � � �� � ��� � �� � � 
�
� ��� � � �� � �� � � ��� � �� � � 
� � �� � �� � � ��� � �� � � 
�
� �� � � �� � �� � � 
� � � � � �� � 
�

9����

� � � 0 � � � � �� � �� � 
�� � �� � � �� � �� � � �� � 
��
� � � �� � � �� � 
�� � � � � �� � 
�

���� � � � � � � � � 0� �����5�������

� � '� � � �� � � �� � � � ��� �� � �� � � �� � ��� 0� � �� � � 0�
� �� � � �� � 0 � '� 0 � 0

�"�� 1������ ��� �"�� ��	 	�������
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���4� ;���� ������� �3�#) &�� � �� ��� ������� � � ������� ��!���� ��

��� �:��5������ � ���
������� , �� � � � ��	 � � � � '� ���� � � � ��
���� �,��������� &��� �� �� � � �

����� �>�� ' � � �� �>�� � � � '�
��� -� ����)

� � � � � � ' � � � � �� � �� � �� � � �� � �� � � �� � � � �� � � �� � � � � �

9����

� � �� ' � �� �� � � �� � ��� �� � ��� � �� � � � ��� � �� � �� � �

0���� � � �� � � � � � � � � � ��

���� �� 	�������� � ���
������� �� � � � � ��	 � � � � � '� �� �������������� � � � � � � ��	 � � � � � '�
�� ���5������ � ���
������� � �� ��� ���
������ � � �� ���� ��� � � �� �� ��

����� �� ����	�	���� ��� �%��� '� � � �� ��	 �� �	������ �(��� �#��� ' � � � '� �� ���5������ � ���
���
����� � �� ��� ���
������ � '� ���� ��� � � ' �� �� 	������� ' � � ��

���5� ;���� ������� �3��) �+�B��!��C� �����) ��'�� ��� �� � � � � � � �� ��'�� �� � �� � � � � � � ��

��'�� -� ���	 �� ���� ���� ��� �� � �� � � � �� � � ��	 ��� �� � �� � � � �� � 'D ���� �� ���5������ � ����

������� � � � � � � ��� � ��� -� ����)

��� �� � �� � � � �� � �� �� �� � � � �� � �� ��� � �� � ��� � ��
� �� � � ��� � �� � �� �� � � � �� � � � � � �� � � �

9����
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���� ������
��	���� ��� ��	 ����
	����� ��� �� ��� ����� ����� ��� ��
��K����� ���� ����� ����� ������	� �

��� ����! ��� �����

������	�� ���� ������ ����	�

 � � ��� ��� �� �

�� � ������� ��� ��  �
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$�2�� 2����

������ 8(
���� ��� ���
�� + �� � ������� �(
������� �� ��� ��
��� �� �� � �� ��� ��!�� ������� ��)
��� 1�!� �3�**���D ��� 1�!� �3�**����

��� ��� ��
��� �� ��� ���� 94+ !��� ��� � ��	 � � ��	 �� ��� �����	 94+ !��� ��� � � ��	 �� ����
+ � �� � � � ���

��� ��� ��
��� �� ��� ���� 94+ !��� ��� � ��	 � � ��	 �� ��� �����	 94+ !��� ��� � � ��	 �� ����
+ � �� � � � ���

���� �����

����#� 8(
���� ��� ���
�� + �� � ������� �(
������� �� ��� ��
��� �� �� � �� ��� ��!�� ������� ��
1�!� �3�*#�

��� ���
�� � ��� ���� 94+ !��� �� � ���� � ��� �����	 94+ !��� �� �� �� �� ��	 � ��� ���� 94+ !���
�� �� �� ����

+ � � ��� � �� �� � � �� �

���� ����#

����-� 8(
���� ��� ���
�� + �� � ������� �(
������� �� ��� ��
��� �� �� � �� ��� ��!�� ������� ��)
��� 1�!� �3�*����D ��� 1�!� �3�*�����

��� ��� ���
�� � ��� 94+ !��� �� �� ��	 �� ��� ��
��� �� ��� 42< !��� ��� � ��	 ��� ���� ��� ��� � ��
��� ���
�� � ��� 42< !���� ��������� ��� ��
��� �� ��� 2< !��� ��� ��� ��� � ��	 �D �����
+ � ��� ��� � � ��
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��� ��� ���
�� � ��� 494+ !��� �� �� ��� � ��	 ��� ���
�� � ��� 42< !��� �� ��� �� �� ����
+ � �� ��� � � ��� �� ��

���� ����-

������ 8(
���� ��� ���
�� + �� � ������� �(
������� �� ��� ��
��� � ��	 � �� ��� ��!�� ������� ��
1�!� �3�*3�

0��� � ����� ������ �� ��� ������� ����� ���
������� ���� ��� ���
�� � ��� ����� !���� �� ��� ��� ���
�� �� ��� �� �� ��	 �� ��� � 0����

+ � �� � � ��� �� � � �� ��� �

���� �����

����4� +��� ��� ��!�� ������� � ���� ��
��� �� �� � ��	 ���
�� + ����� ������
��	� �� ���� �������
�(
�������)

��� + � ��� � � �� � � � �� �D ��� + � �� �� � ��� � � �� �� ��

����� ��� ������
��	���� �(
��������� ���� � ���� �� �� 94+�2< ������� ����� ��� �� 94+ !��� ��
���� 
��	��� ��	 ��� 2< !��� �� ��� ���� ��� ��5����	 �������� �

��� �� 1�!� �3�*%��� ��	 ����
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���� ����4

��
�. ��$��

����5� 1��	 ��� ��
��� ��5����� + �� �� 94+ !��� ���� ��
��� �� �� � ��� �5���������� �� + � ����
�����)

��� � � ���''�D � � �''�'�D � � ��''���
��� � � ������''D � � �'�'�'�'D � � ''����''�
�
� � � ''������D � � ������''D � � ��''''���

��� ���
�� + � � �� �� 94+ !��� � ��	 ���� � ����� ��� �C� �� ��� ��� 
�������� � ��� ��
�� ��5�������
����)

��� 2��� ��� ���� ��	 ���� 
�������� ���� �C� �� ��� ����� ��5������� 0���� + � �''''��
��� 2��� ��� ����	 ��	 ��� 
�������� ����	��! ��� ��� �� ��!��� ���� �C� �� ��� ����� ��5������� ����

+ � ''�'�'''�
�
� 4� 
������� ��� �C� �� ��� ����� ��5������� ���� + � ''''''''�

����6� 1��	 ��� ���
�� ��5����� + �� �� 2< !��� ���� ��
��� �� �� � ��� �5���������� ��
+ � �� �� �� �����)

��� � � �''''�D � � �''�''D � � ��''''�
��� � � ��''''''D � � �'�'�'�'D � � ''''''���
�
� � � ''������D � � ������''D � � ��''''���

��� ���
�� + � ' �� �� 2< !��� � ��	 ���� � ����� ��� 'C� �� ��� ��� 
�������� � ��� ��
�� ��5�������
����)

��� 2��� ��� ����	 ��	 ��� 
�������� ���� 'C� �� ��� ����� ��5������� 0���� + � ��'�'��
��� 2��� ��� ����� ��	 ��(�� 
�������� ����	��! ��� ��� �� ��!��� ���� 'C� �� ��� ����� ��5������� ����

+ � ���'�'���
�
� 4� 
������� ��� 'C� �� ��� ����� ��5������� ���� + � ���������

����8� 1��	 ��� ���
�� ��5����� + �� � 42� !��� ���� ��
�� � ��� �5����������� �� + � � �� �����)

��� � � ''������D ��� � � ������''D �
� � � ��''''���
��� 42� !��� ����!�� ' �� � ��	 � �� '� 0����)

��� � � � ��''''''D ��� � � � ''''''��D �
� � � � ''����''�
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���#:� �����	�� � ��!�� ������� � ���� � � 3 ��
��� �� �� �� ,�  ��� �5����������� �����	�� � �������
�(
�������  ���� ��� ��������� ��� �*� �#� ��� �3�

��� 1��	 ��� �
����� ��5������ �� ��� ��������� ���
�����

��� 0�� ���� 	�G����� ���� ��� �� ����!� � ��� �' �� �� �� ���� � ��� � � 3 ���������I
�
� -��� �� ��� ���� 
��
���� � ��� �
����� ��5������I

��� 9�� ��5������ ���� ���!�� *� � *3 � #*� ���� ���� ������� � ����������! ����?� � '� ��	 �� ����� ���
���!��� � ��� ����?� ��� *��� � *� � �% �� ��� *��* � *# � " �� �*� � � � � *��3 � *' � � �� �3� ����)

�� � ''''''''''''''''����������������
�* � ''''''''��������''''''''��������
�# � ''''����''''����''''����''''����
�� � ''��''��''��''��''��''��''��''��
�3 � '�'�'�'�'�'�'�'�'�'�'�'�'�'�'�'�

��� ����� ��� ��� ����� ' �� �� �� ����!� � ��� �� ���� ��������� ��	 �� ����� ��� *� � *3 � #* ���� �
����!���! � ��� �� ���� � ��� � � 3 ����������

�
� ��� #* 
�������� �� ��� �
����� ��5������ !��� ��� ��� #* 
������� ������������ � ���� �� ��� ���
����������

���#�� 1��	 ��� ����� ����� . � .� � �� ��� ������� �(
�������  �  ��� �� �� �����)
���  � ��� � ��D ���  � �� ��� ��� � ��

��� �
����� ��5������ �� ��� ��������� �� �� � ��	 ����� ���
������� �����)

� � ''''����� � � ''��''��� � � '�'�'�'�
� � � ����''''� � � � ��''��''� � � � �'�'�'�'

��� 0��� �� � '''''�'� ��	 � �� � ''��''''� ����  � ��� � �� � ''��'�'�� ����
.�''''����� ''��''��� '�'�'�'�� � ''��'�'�

�� ���
�� .� � � ''��'�'� ����� �� ������ ��� ��
�� �������� � ��� �
����� ��5�������
��� 0��� �� �� � '''''�''� �� � ''''''��� ��	 � � � '�'�'�'�� ����  � �� ��� ��� � � � '�'�'����

����

.�''''����� ''��''��� '�'�'�'�� � '�'�'���

���#�� 1��	 ��� ����� ����� . � .� � �� ��� ������� �(
�������  �  ��� �� �� �����)
���  � ��� � � � ���D ���  � ���� �� ��� � �� ���

0���  �� � ���
���� ������
��	���� �(
������� ����� �� ��� ��� � ��������� 8(��
�� �3��# !���� ���
����� ������ �� ��� �������� �����! ��� �
����� ��5�������� 8��� ������� �������� � ���!�� � �� ��� �����

�����D ����� ��� ����� ����� �  ���� ���� �� �� ��� ���� 
�������� �� ��� �� �� ��� �������� ��  � ����)

��� .� � � ''''�'�'D ��� .� � � '�'''�'�

���##� 1��	 ��� ����� ����� . � .� � �� ��� ������� �(
�������

 �  ��� �� �� L �� ��� ��� � � � ����� � ��
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1���� �(
����  �� � ������
��	����)

 � ��� � ���� � � � ���� � �� � � ��� � � � ��� � � � ���� � �� �

� ��� � � � ���� � �� �

4�� �(
����  �� � ���
���� ������
��	����)

 � ��� � � � ���� � �� ���� � ��
� ��� � � � ���� � ��� � � � �� �� �

9� �� ;������ �3�#*� ��� ��� ����� ������ �� ��� �������� �

�����! �� 8(��
�� �3��# �� ������
.� � � �'�'�'�'�

���#-� 1��	 ��� ������� �(
�������  �  ��� �� �� ������
��	��! �� ��� ����� �����)
��� .� � � '�''�''�D ��� .� � � '''�'''��

8��� � �� .� � ������
��	� �� ��� ������� ���� ��� � �� ��� ���� 
������� �����! ��� ����� ������ ��
��� �������� �

�����! �� 8(��
�� �3��#�� 1�� �(��
��� ��� � �� ��� �����	 
������� ������
��	� �� � �� ��
����� ����� ����� ��� � ���!�� � �� ��� �����	 
�������� ����  �� ��� ��� � ����� ��������� ����)

���  � � �� ��� � ���� ��� �D ���  � �� �� � � ���

�9!��� �� ������ ��� ��
�� �������� � ��� �
����� ��5��������

<����
2. /�'�

���#�� 1��	 ��� ��	������� 
��	��� � ��
�������	 �� ���� ����� ������!�� �� ��� H�����!� ��
 ��
1�!� �3�*6�

,� ���� ���� ��	 ����� �������� ����� �

��� �� ��� ��� �5����� � ��� ����� ������!��D ���� � �� ���

��	��� � ���� ���������

��� � � ��	 � � �

��� �� ���� �5�����D ����� � � � �� ��

��� � ��	 � �

��� �� ���� �5�����D ����� � � ���

�
� 2��� � �

���� �� ��� ��� �5�����D ����� � � ��

���� ����5

���#4� &�� 0 �� � ����� ������!�� �� � H�����!� ��
 �� ��� ��������� �� �� �� �� 7���� ��� ������ �
�������� �� ��� ��	������� 
��	��� � ������
��	��! �� 0 �� ����� � ��� ������ � �5����� �� 0�

� ���� ���� ���� ���� ������ �� ��� �������� �����	��! �� 0 ��� ��!��� ���� ���� �� ��� �5������

���#5� 1��	 ��� ��	������� 
��	��� � ��
�������	 �� ���� ����� ������!�� 0 �� ��� H�����!� ��
 ��
1�!� �3�*"�

,� ���� ���� ��	 ����� �������� ����� �

��� �� ��� ��� �5����� � ��� ����� ������!��D ���� � �� ���

��	��� � ���� ��������� �;������ �3�#% ��	������ ��� ������ � ���� �������� �� ���
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��� ����� ��� ��� �5����� �� 0� �� � ��� ����� ��������� 7
���������� � �� � �� � � �

��� �� ���� �5�����D �����
� � � �� �� ��

��� ����� ��� ��� �5����� �� 0� �� � ��� ��� ��������� 7
���������� ���� � � ��	 � �

��� �� ��� ��� �5�����D
����� � � � ���

�
� ����� ��� ��!�� �5����� �� 0� �� � ��� ���� ��� �������� 7
���������� ���� � �

���� �� ��� ��!�� �5�����D
����� � � ��

���� ����6

���#6� &��  �� ��� ������� �(
������� !���� �� ��� H�����!� ��
 �� 1�!� �3�*>�
��� -����  �� ��� ���
���� ������
��	���� ���� ��� 1��	 � ������� ��� ��  �

��� &��� ��� ����� ��	������� 
��	���� ����?�	 �� ������

 � ��� �� � � ��� ��� �� ���� �� ��� � � � �� ���� � �� ��� � � � ��� �� �

��� ��� ���������� ��(���� ����� ������!�� ��
������� � �� ����� ���� � � ��	 � �

��� �� ��� ��� �5������
��� ����.����� 
��� � �	/����� �5����� ��
������� ��� �� ��	 ��� �	/����� �5����� ������

��! ��� ��

��	 ������ �	!�� ��
������ �� �� �� 9� ��� ����� ������!��� ��� ���	�	 �� � ������� ������

 � � ��� ��� � � �� �� �

�� ��� ������� ��� ��  �

���� ����8

���#8� �����	�� ��� ������� �(
��������  � ��	  * �� ��������� �� �� �� � ����� ��� !���� �� ���
H�����!� ��
� �� 1�!� �3�#'� 1��	 � ������� ��� �� ���  �D ���  *�

��� 2��� � � �

���� �� ��� ��!�� �5����� � ��� ���������� ��(���� ����� ������!��� ��	 ��� 	���!����	 
���
� �	/����� �5����� ��
������� ��� �� 9� ���� ������!��� ��� ���	�	 �� � ������� ������

 � � � � � ��� �

�� ��� ������� ��� ��  ��
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��� ��� ��� ������ �5����� ��� � ���������� ��(���� ����� ������!�� ����� ��
������� ��� ����� ���� �

��	 � �

��� �� ��� ��� ��� �5������ ��� ���������� ��(���� ����� ������!�� ��
������� � �� �� ��	 ���
��� �	/����� �5����� ��
������ � ��� �� 9� ��� ����� ������!��� ��� ���	�	 �� � ������� ������

 * � ��� � �� � � � ��� �

�� ��� ������� ��� ��  *�

���� ���#:

���-:� �����	�� ��� ������� �(
��������  � ��	  * �� ��������� �� �� �� � ����� ��� !���� �� ���
H�����!� ��
� �� 1�!� �3�#�� 1��	 � ������� ��� �� ���  �D ���  *�

��� ����� ��� ��� 
���� ��
�������� 	���!����	 �� ��� ��� ���
� ��	 ��� 	����	 ������� 0������� ���

	����	 ������ �� ��� ���	�	 �� ����� ��� ��� �5������ ������� ��� ��� ���
� ��� ��5����	� ���� ��� ���
���
� !��� ��� ������� ��� ��  �D ���� ���

 � � ��� � � �� �� � � � �� ��� � �� �� �

��� ����� ��� ��� 
���� ��
�������� 	���!����	 �� ��� ��� ���
� � ����� ��� ��� 	����	� 2��� ��� � ���

��� 	����	 ���
� �� ���	�	 �� ����� ��� �5���� � �� �� �� �� ���� ����� ��� ��� ������� ���� ��  * ��
������)

 * � � ��� ��� �� �� � � � �� �� � � � ��� ��� �� �� � � � �� �� �

���� ���#�
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���-�� :�� � H�����!� ��
 �� ��	 � ������� ��� ��)

���  � � � ���� � ��� ��� � ��� � � ���� � � �� �� �� ��
���  * � � �� � � � �� ��� � �� ���� ��� ��

��� ����? ��� ��� �5����� ������
��	��! �� ���� � � ��� ��	 � ��� �� ��	 ����? ��� �5���� ������
��	��! ��
���� � � ��� ��� ���� �� ��	 �� �� �� �� ���� !���� ��� H�����!� ��
 �� 1�!� �3�#*���� 9 ������� �����
�������� � ��� ����� 	���!����	 ���
�� ���� � ������� ��� ��  � ������)

 � � �� � � �� �� � � � ���

��� ����? ��� ��� �5����� ������
��	��! �� �� �� ����? ��� ��� �5����� ������
��	��! �� ���� � � �� �� ��	
��� �� ��	 ����? ��� �5���� ������
��	��! �� � �� ���� ���� !���� ��� H�����!� ��
 �� 1�!� �3�#*���� 9
������� ����� �������� � ��� ����� 	���!����	 ��(���� ����� ������!���� ���� � ������� ��� ��  *
������)

 * � �� � � �� �� � � � ���

���� ���#�

���-�� 1��	 � ������� ������
��	���� ��� �� ��� ������� �(
�������  ���� ��� �������! �����
������)

��� .�''''����� ''��''��� '�'�'�'�� � �'�''��'�
��� .�''''����� ''��''��� '�'�'�'�� � ''�'�����
��� 1��� ��� !���� ����� ����� . ���	 ��� ����� ������ �� 8(��
�� �3��# �� ��� �������� �� ��������� �� ��

�� �� ��� ���	 �G ��� ���
���� ������
��	���� ��� ��  )

 � � �� �� � � � ��� � � �� ��� ��� �

,�� H�����!� ��
 �

���� �� 1�!� �3�##���� ����� ��� ����� 
���� ��
�������� �� ��	�����	 �� ��� �����
���
�� ����� ��� � ������� ����� �  � ���� � ������� ��� ��  ������)

 � �� � � � �� � � �� ��

��� 1��� ��� !���� ����� ����� �� ��� ���	 �G ��� ���
���� ������
��	���� ��� ��  )

 � � ��� � � � ���� �� ��� ��� � � ���

,�� H�����!� ��
 �

���� �� 1�!� �3�##���� ����� ��� ��� 
���� ��
�������� �� ��	�����	 �� ��� ���
���
�� ����� ��� � ������� ����� �  � ���� � ������� ��� ��  ������)

 � ��� �
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���� ���##

��������")��* '�������

��$��� �$2����

���-#� -���� ��� 	��� � ���� ������� �(
�������)

��� ��� � � �� � ���

��� ��� ����� '� � ��

�
� ��� ����� 
� � �
� ��

���--� �����	�� ��� �������� 	� � 	������� � � ������ � � ���

��� 7��� ���� 	� �� � ������� ��!���� � ��	 ���� � � �� �-��	�"�	��� ���� ��� � � �� � 
��	��� � 	�������

������

��� , 	� �� � ������� ��!����� ���� ���� ��� ����� ��� ��� 	������� 
���� 	������� � ��

���-�� �����	�� ��� �������! ��������) ��� 	*'D ��� 	33D �
� 	>>D �� � 	�#'� -���� � ���� ��� �������
��!������ ��	 ���� ��� ����� �����I

���-4� �����	�� ��� ������� ��!���� 	��'� ��� &��� ��� �������� ��	 	��� ��� 	��!���� ��� 1��	 ��� ��� ����
��!������ �
� 1��	 ��� ������ � ����������� ���� ��� ��������� �� � 1��	 ��� ��� � � ����� �

	��'� ���  ��� ��� ������
��� ��

��! � )	��' � ���� �� 	����	 �� ������� �3�%�

���-5� &�� � �� � ������� ��!����� 7��� ����)

��� 1�� ��� � �� �� ' � � � ��
��� � � � � ��	 ���� � � � � � ��

���-6� 9� ������� � �� � ������� ��!���� �� �����	 � �����	� � ��� �	������ � �� ��� ���� ���������� 1��	 ���
��(����� �� ��� ������� ��!���� 	*�' 
������	 �� 1�!� �3�*��

���-8� &�� � �� � ������� ��!����� ��� 7��� ���� ���
������� � ��� ����� � � ��� ��� ��(������ ��� 7���
���� ��� ������� � �� � ��� �� �(
�����	 ���5���� �� � 
��	��� � ��(������

����:� &�� � �� � �%�������� ������� ��!���� ��	 ��� ' �� �� "�������� �����!���� � �� 7��� ���� ��� � ���

����� � ' ���� �� ����� � ��

������ &�� � � ��� �� �� �� '� �� �� � ������� ��!����� +���� �� �
�������� �� � ������	 ��� ��������� 	�G�������
��

�� � � �� � � �� � �� � � ��
;���� ���� 0 � ��� �� �� �� � ����������� ������� ���!� �7�� 7������ �*�% ��	 ;������ �*�66��

�09;� �3A �22&894 9& 8�<9 3�#



Lipschutz−Lipson: 
Schaum’s Outline of Theory 
and Problems of Discrete 
Math, 2/e

15. Boolean Algebra Text © The McGraw−Hill 
Companies, 2004

������ &�� 0 � �0� �� �� �� � ������� ���! ���� �	������ � �� '� +����

� � � �� �� �� � � �� �� � � �� � � � � � � �

;���� ���� � � �0� �� �� �� '� �� �� � ������� ��!�����

��$��� �9'��������� '��/� �/'$������

����#� <�	��� ��� �������! ������� 
��	���� �� ������ ' �� � ��	������� 
��	���)

��� �� ���� �D ��� ��� ��� ���D �
� �� ��� ��� �D �� � ��� ��� ���

����-� 8(
���� ���� ������� �(
�������  ��� �� �� �� � ������
��	���� ��	 ���� �� ��� ���
���� ������
��	����
���)

���  � ���� � � � ��� � ���� ���  � ��� � ������ � ��� �
�  � �� � � �� � � � ���

������ 8(
���� ���� ������� �(
�������  ��� �� �� �� � ������
��	���� ��	 ���� �� ��� ���
���� ������
��	����
���)

���  � �� ��� ��� � � ��� ��� ���  � ��� �� ���� �� �� �
�  � ���� ��� ��

����4� 1��	 ��� ��������� # � ��� ��	������� 
��	���� �� ��	 �* �����)

��� �� � �� ��� �* � ���� �
� �� � �� ���� �* � ��� ��

��� �� � ��� �� �� �* � ��� �� �� � �� � �� ��� �* � ����

����5� 1�� ��� ������� ������
��	���� �(
�������  � �� ���  � 	����� ��� ������ � �������� ��  ��������!
�����
������� ��	  ' 	����� ��� ������ � ������	� ��  � 1��	  � ��	  ' �� ���� � ��� �������!)

���  � ��� ��� � ���� �� ���� ���  � ����� �� � � � �� ��� ���

����6� 9

�� ��� ��������� �����	 �9�!������ �3�>9� �� ��	 ��� 
���� ��
������� � ���� ������� �(
�������)

���  � � �� �� � � � ��� � �� �� � � � ����

���  * � �� � � � �� ��� ���� � � � �� ��� ��

�
�  # � ����� ��� �� � � �� �� � � � �� �� � � � ��� ���

����8� 1��	 � ������� ������
��	���� ��� �� ���� � ��� ������� �(
�������� �� ;������ �3�3"�

$�2�� 2����� ��
�. ��$��

���4:� 8(
���� ��� ���
�� + �� � ������� �(
������� �� ��� ��
��� �� �� � �� ��� ��!�� ������� ��)
��� 1�!� �3�#����D ��� 1�!� �3�#�����
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���� ���#-

���4�� 8(
���� ��� ���
�� + �� � ������� �(
������� �� ��� ��
��� �� �� � �� ��� ��!�� ������� ��)

��� 1�!� �3�#3���D ��� 1�!� �3�#3����

���� ���#�

���4�� +��� ��� ��!�� ������� � ���� ��
��� �� �� � ��	 ���
�� + ����� ������
��	� �� ���� ������� �(
�������)

��� + � �� �� � �� � � � ��� ��� + � � ��� � � ��� � � ��� �

���4#� 1��	 ��� ���
�� ��5����� + �� �� 94+ !��� ���� ��
��� �� �� � ��� �5���������� �� + � ���� �����)

��� � � ��'''�D � � �'��'�D � � ��''���
��� � � '�����''D � � �'���'�'D � � ''����''�
�
� � � ''�����'D � � '�����''D � � ����''���

���4-� 1��	 ��� ���
�� ��5����� + �� �� 2< !��� ���� ��
��� �� �� � ��� �5���������� �� + � �� �� �� �����)

��� � � �'''��D � � �''�'�D � � �'''''��
��� � � �''''''�D � � ''�''�''D � � ''''''���
�
� � � ''����''D � � ����''''D � � �''''''��
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���4�� 1��	 ��� ���
�� ��5����� + �� � 42� !��� ���� ��
�� � ��� �5����������� �� + � � �� �����)

��� � � ���''���D ��� � � �'''�'''D �
� � � �����'''�

���44� �����	�� � ��!�� ������� � ���� � � % ��
��� �� �� �� ,�  � ( � ��� �5����������� �����	�� � ������� �(
�������
 ���� ��( ��������� ��� �*� �#� ��� �3� �%�

��� 0�� ���� 	�G����� ���� ��� �� ����!� � ��� �' �� �� �� ���� � ��� � � % ���������I
��� 1��	 ��� ���� ����� �
����� ��5������ �� ��� ��������� ���
�����

���45� 1��	 ��� ����� ����� . � .� � �� ��� ������� �(
�������  �  ��� �� �� �����)
���  � ��� � ��� ���  � ��� � � �� �� ��

���46� 1��	 ��� ����� ����� . � .� � �� ��� ������� �(
�������  �  ��� �� �� �����)
���  � � ��� � � � �� ��� ���  � ��� � � �� �� � � � �� �� ��

���48� 1��	 ��� ������� �(
�������  �  ��� �� �� ������
��	��! �� ��� ����� ������)
��� .� � � �'''�'�'D ��� .� � � '''�'''�D �
� .� � � ''��''''�

���5:� 1��	 ��� 
������� ������� ���� �� ���� ������� �(
�������  !���� �� ��� H�����!� ��
� �� 1�!� �3�#%�

���� ���#4

���5�� 1��	 ��� 
������� ������� ���� �� ���� ������� �(
�������  !���� �� ��� H�����!� ��
� �� 1�!� �3�#6�

���� ���#5

���5�� :�� � H�����!� ��
 �� ��	 � ������� ��� �� ���� ������� �(
�������)

���  � ��� � ��� � �� �� ���  � �� � ���� �� �� ��

���5#� 1��	 � ������� ��� �� ���� ������� �(
�������)

���  � � ��� � �� �� � � � ��� ���  � � ���� ��� � � �� �� ��
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���5-� :�� H�����!� ��
� �� ��	���!� ���� ��!�� ������� � �� 1�!� �3�#" �� ���� �� ������� � ������� 94+�2<

��������

���� ���#6

���5�� 7�

��� ����� �������� �� �� � ��� ��������	 �� ��� ���� ���� ��!��� 9� ��� ������ � ������ ��� �� FF�
CC

	�����	 �� � �� FF	���CC 	�����	 �� '� 9 ����!� �� ��� ������ ���� ����!� ��� 
����� ��		 �� ����� � ���
������ � ��� ��� �������� ���� �� ���� �� ������� ��� ��!�� � �� ����������� ���� �� �		 
����� ���� ��� ��!��
����! FF��CC ���
�������	 �� ��� ��	 �� ���� 
����� ���� ��� ��!�� ����! FF�GCC ���
�������	 �� '��

��� 7��� ���� ��� �������! ����� ����� �������� ����� ���	������)

.������� � .�''''����� ''��''��� '�'�'�'�� � '��'�''�
��� +���!� � ������� 94+�2< ������� � ���� ��� ����� ����� ������

�"�1��� )� ��������")��* '�������

���-#� ��� �� � �� � �� ��

��� � � '� � � � � ��

�
� ��� �
 � ��� 
���

���-�� ��� 	33D ����� 3 ��	 ��� �� � 	�#'D ����� *� 3 ��	 �#�

���-4� ��� ����� ��� ��!�� �������� �� *� 3� �'� ��� **� 33� ��'� 7�� 1�!� �3�#>����

��� ����� ��� ��� �����!�����) ��� ��'�� ��� *� 33� ��'�� ��� 3� **� ��'�� ��� �'� ��� ��'�� 	��'�
�
� ����� ��� �3 ����������� ����� �����	� ��� ����� ����� �����!������

�� � � � �*� 3� ����
��� 7�� 1�!� �3�#>����
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���� ���#8

���-6� B�(�����) #'� �*� 6'� �'3

���-8� ��� 1��) :�� 	�������

����#� ��� �� ��D ��� 'D �
� �� �� ��D �� � '�

����-� ���  � �� � � �� �� � �� �� � � �� ���
���  � ��� �� � � ���� ��� � � �� �� ��
�
�  � �� � � � �� � �� ��� �� �� � � � �� ���
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