SISTEME LINIARE CU UN NUMAR FINIT DE GRADE
DE LIBERTATE DINAMICA

Structurile reale se pot transforma, pe baza unei modelari
corespunzatoare, in sisteme oscilante discrete cu un numar limitat de grade de
libertate dinamica. Modelul de calcul sau modelul discret simplificat va reflecta cat
mai fidel comportarea sistemului real, astfel incat configuratia deformatelor dinamice
sa fie evaluate cu cat mai multa exactitate.

Masele concentrate provin din masa proprie a structurii, din masele
unitatilor nestructurale precum si din masele incarcarilor aditionale. Modelarea
disipativa va fi reprezentate prin prezenta amortizarii, iar modelarea elastica va fi
reprezentata prin intermediul proprieté’gifor de rigiditate sau de flexibilitate.

Caracteristicile primare de definire ale modelului de calcul dinamic vor fi:
[M] matricea de inertie (a maselor),
[C] matricea de amortizare,
[K] matricea de rigiditate laterala (dinamica),sau
[D] matricea de flexibilitate laterala (dinamica)

Se admite ca sistemul dinamic are o comportare liniara (fizica si
geometrica) si deci se vor aplica pricipiile superpozitiei si proportionalitatii.



Daca se utilizeaza metodele mecanicii corpurilor deformabile se pot formula
conditiile de echilibru dinamic, exprimate pe pozitia deformata instantanee,
folosind principiul lui d’Alembert
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Fig.3.1

Dupa cum se vede in fig.3.1 fortele care actioneaza dupa directia fiecarui
grad de libertate dinamica de translatie sunt: forta exterioara Fi(t), si trei forte
generate de migcare: forta de inertie F; , (), forta de amortizare F, ((t) si forta de
revenire a resortului elastic F, (t).

Ecuatia migcarii exprima echilibrul acestor sisteme de forte si se scrie astfel:

- Fn () + Fi(®) + Fi (0 : HU, ‘ (3.1)



unde:

Fi. (D) = VG (t) vectorul fortelor de inertie

., (D) = CI: :U-i (t) vectorul fortelor de amortizare

Fg,i (t) = |+( :U-i (t) vectorul fortelor de revenire (elastice)

R (t) vectorul fortelor exterioare perturbatoare

Sistemul de ecuatii de migcare pentru un sistem liniar discret cu nGLD, fig. 3.1 se
poate scrie:

[MIU; (O3 +[C]; (O 3+ KU (O3 ={F (O} (3.2)

unde:
{d(t)} vectorul coloana al acceleratiilor
{ai(t)} vectorul coloana al vitezelor
{u(t)} vectorul coloana al deplasarilor

{F.)} vectorul fortelor exterioare



Vibratii libere. Valori gi vectori proprii
Metoda matricei de rigiditate laterala

Pentru determinarea frecventelor naturale (valorile proprii) si a formelor proprii
de vibratie (vectorii proprii) se considera ca sistemul vibreaza liber
neamortizat. In acest caz sistemul de ecuatii de migcare este:

[MI0) }+ [KIRu(®) } =10} (3.3)
Acceptand o solutie de forma:
u®={Ujsin(ot+¢)

unde: {U}  vector arbitrar
pulsatie proprie
@ unghi de faza

(3.4)

sistemul (2.83) devine:

#K] - 2 [M]{U}sin( et +¢)={0} (3.5)



Sistemul (3.5) trebuie sa aiba solutii nebanale pentru toate valorile lui t

#K]- 2 [M]{U}={0} (3.6)

dupa prednmultirea la stanga cu [M]* :

M 17 [K]- o [11 {U}={0} 3.7)
unde:  [11=[MI'[M]  matrice unitate

[M]=[M]}[K] matrice dinamica

Sistemul de ecuatii (3.7) este cunoscut gi sub numele de "problema valorilor
proprii generalizatd"” daca se pune sub forma:

MVI1-A[1]{U}={0} (3.8)

in care A = ®2.



Sistemul de ecuatii (3.7) sau (3.8) fiind omogen pentru a avea solutii diferite
de solutia banala este necesar ca determinantul coeficientilor sa fie nul:

[M]-A[1]=0 (39)

Ecuatia (3.9), numita si ecuatie caracteristica, se mai poate scrie, dupa
dezvoltarea determinantului, astfel:

AHC AT HC A +C,=0 (3.10)

Radacinile 4, ale ecuatiei (3.10) se numesc "valori proprii”’ iar pulsatiile
naturale neamortizate se determina din relatia:

A= o I=1,N (3.11)

Inlocuind 4 in sistemul (2.88) se obtin vectorii proprii corespunzatori sau
formele proprii de oscilatie notate {U}.

Un vector {U;} reprezinta modul de deformare al structurii pentru pulsatia
naturala corespunzatoare, @?.



Deoarece sistemul de ecuatii (3.7) este omogen nu exista o solutie
unica pentru {U;} si deci se poate obtine un raport intre componentele
vectorului {U}}.

Astfel, forma proprie este definita de raportul amplitudinile miscarilor
diferitelor puncte de pe structura cand aceasta este excitata cu frecventa
sa proprie.

Pulsatia naturala @, impreuna cu forma proprie de oscilatie {U;} alcatuiesc
modul propriu de oscilatie I.

Matricea spectrala este constituita din pulsatiile naturale si are forma:

[Q]=[w] (3.12)

Matricea modala se formeaza din formele de vibratie corespunzatoare:

[U=[{Uu:}{U 2} {Ui h AU} (3.13)

O valoare proprie, 4, si vectorul propriu corespunzator, {U;} satisfac sistemul
de ecuatii (3.6), adica:

[K{U:}= A4 [MHU;} (3.14)



Preanmultind la stanga cu transpusul unui alt mod, |, se obtine:

{Uj}T [K]{Ui}:/li{Uj}T [M{uU;} (2.95)

Acelasi lucru se poate face pentru o valoare proprie j si vectorul propriu
corespunzator {U;} si transpusul vectorului i:

{Ui Y [KI{U ;3= 4{uU: Y [M{u ;3 (2.96)
Deoarece [M] si [K] sunt matrice simetrice se mai poate scrie:
{U} [KKUF={U} [K{U} (2.97)

{U;} IMHU:}={u:} [MH{uU,}

Scazand ecuatia (2.96) din (2.95) se obtine

(4;-2){U; ¥ [M{U;}=0 (2.99)
Daca A;# 2; , atunci
{u;} [MK{u;}=0 (2.99)

{Ui} [K{ui}=0

(2.100)



Din punct de vedere energetic relatile (2.99) si (2.100) arata ca lucru
mecanic al fortelor de inertie corespunzatoare unui mod propriu de vibratie
|, atunci cand ele parcurg cu intreaga lor intensitate deplasarile
corespunzatoare altui mod, este nul; cu alte cuvinte, nu poate avea loc un
transfer de energie de la un mod propriu la alt mod propriu de vibratii.

Cand una dintre componentele vectorului este aleasa arbitrar atunci
restul de (N,,;) componente sunt determinate din raportul dintre doua
componente, raport ce este constant:

{v;} [MI{Y,}=const. (2.101)

Procesul de ajustare a componentelor formelor proprii este numit
"normalizare"” iar formele proprii scalate care rezulta se numesc "forme

n
ortonormate .

Exista mai multe cai de normalizare a formelor proprii, Si anume:
a) constanta din ecuatia (2.101) sa fie egala cu 1;

b) cea mai mare componenta a formei proprii sa fie egala cu 1 (ceea ce este
convenabil pentru desenarea formei proprii);

c) o componenta particulara a formei sa fie egala cu 1;
d) lungimea vectorului propriu sa fie egal cu 1.



Vibratii libere amortizate

Sistemul de ecuatii in cazul migcarii libere amortizate pentru un sistem cu nGLD
este:

[M () 3+ [CRu(t) 3+ [KJ(u(t) } =10}

(2.102)
unde [C] este matricea de amortizare (vascoasa echivalenta).
Facem schimbarea de variabila:
N
U= Y HaO}= T via, 2.103)

unde {q(t)} reprezinta vectorul coordonatelor generalizate (sau coordonate normale
sau modale).

Sistemul de ecuatii (2.102), dupa schimbarea de variabila (2.103) si preinmultirea
lui cu [U]T, devine:

UT IMIVKEO}+UT [CIVKa®+UT [KIV a3 ={0}

(2.104)



Notam: [M,] = [Y]'[M][Y] matricea maselor generalizata
[C,] = [YI'[C][Y] matricea de amortizare generalizata (2.105)
[KJ] = [Y]'[K][Y] matricea de rigiditate generalizata

Matricele [M], [C], [K] sunt matrice simetrice si deci [My], [C], [K,] vor
rezulta diagonale. Sistemul de ecuatii (2.104) devenind:

My Kd(t)}+[Cy Kat)} + K, Ka(t)] ={0} (2.106)

lar a "I" -a ecuatii se poate scrie:
m.g; (t)+c.q; (t)+k.q. (t) =0
Iql() Iql() Iql() (2107)
sau

d; (t)+2Via’iqi(t)+a’i2qi(t):O (2.108)



Sistemul de n ecuatii dependente corespunzatoare sistemului cu nGLD (2.102),
s-a decuplat intr-un sistem de N_ ecuatii independente, fiecare ecuatie
reprezentand miscarea libera amortizata pentru GLD corespunzator.

Solutia ecuatiei (2.108) este de forma:

vor Joi +doiVioj (2.109)

g, =e . sinw; t +gg; COSM; t
@;

Ao
in care

* _ -
®; = O] 1-v|2 (2.110)
0o Si Uy reprezinta al "i"-lea termen din vectorii {q}, respectiv {Jo }.

Vectorii {g,} Si {qo} se determina din conditiile initiale si din conditiile de
ortogonalitate, astfel:

{9,3=[VU 1 [MI{uo} (2.111)



Vibratii fortate neamortizate

Sistemul de ecuatii de migcare este:
[M () 3+ [K]u(®)}=1{F (0} (2.112)

Daca utilizam aceeasi schimbare de variabila ca si in cazul vibratiilor libere
(2.103) sistemul de ecuatii (2.112) devine

IMIV GO 3+ KV a®)F={F®)} (2.113)
Dupa prednmultirea cu [U]" si utiliz&nd relatiile (2.105) se obtine:

M, a3+ K, Ka®}=[UT{FO}={F, 1)} (2.114)

O ecuatie "I" din sistemul (2.114) se poate scrie astfel:

Mgiqi (t) + Kgiqi (t) :{Ui}T{F(t)}: ng (t) =1...N, (2.115)



Ecuatia (2.115) reprezinta ecuatia miscarii unui sistem cu 1GLD in
vibratia fortata neamortizata, schematizat in figura de mai jos

Ecuatia (2.115) se mai poate scrie si sub forma:

g; (1) +a)i2qi (t) = " = {Ii}T i (2.116)
Mgi {Yu} [Mg]{Yi} : |qr_(t),
Solutia ecuatiei (2.116) este: ] -L(ﬁ- . F(t)
O Nu—

qi(t):ﬁjFQi (z)sine, (t—7)dr (2.117)

gl

Dupa rezolvarea celor N, ecuatii de forma (2.115) solutia migcarii se
obtine prin transformarea inversa din coordonate generalizate in
coordonate normale si poate fi scrisa ca o suma de miscari ale fiecarui
mod in anumite proportii si faze relative, astfel:

(2.118)

i (O} =0, 1Y, ycos(ent —p; ) +0, 1Y, }COS(@,t —, )+ 40, Y, }C0S(e0, T —p, )



Vibratii fortate amortizate. Amortizare vascoasa

Miscarea unui sistem cu nGLD in vibratia fortata amortizata este
descrisa de sistemul de ecuatii:

[MIGY(O) 3 +[CRY(OF+[KRY()} ={F (1)} (2.119)

Se considera ca amortizarea este de tip vascos si proportionala, adica
matricea de amortizare este proportionala cu matricea maselor sau cu
matricea de rigiditate sau cu o combinatie liniara a celor doua matrice:

[Cl=a]M] : [C]=b[K] sau [C]=a[M]+b[K] (2.120)

unde a si b sunt constante reale.

Aplicand aceeasi transformare de variabila in coordonate normale va
rezulta decuplarea sistemului cu nGLD in N, sisteme cu 1GLD

[M, H4(®3}+[C, KaO)I+[KHa®} =Y {F(©)} (2.121)
unde [C ] = a[M,] + b[K ]



11134
/

Ecuatia “/” este de forma:

My (1) + Cy 6 (8) + Ky, (0 ={U ¥ {F}= Fy (1) (2.122)

si reprezinta ecuatia migcarii pentru sistemul cu 1GLD a carui model de calcul
poate fi cel din figura

Fig. 2.28. Modelul de calcul pentru sistemul cu amortizare vascoasa

Ecuatia (2.121) mai poate fi scrisa gi sub forma

T (2.123)
y : 2 Uiy R Fy
G (1) + 2v0,G; (t) + o q; () = M, B My
unde:
_ Cgi
V= (2.124)

gl gl



Daca matricea de amortizare este proportionala numai cu matricea de
rigiditate adica [C]=a[K] atunci: :

K

Qi

Vi =4a = ao; (2.125)
VK Mg
Solutia ecuatiei (2. 122) este
(2.126)
( 1. +0. V.0 \ 1 .
g, (t) :e"i”‘tLqO' Y sing, t+q, cosa)i*J+ : Ing (r)e " " sing, (t-7)dr
0 % o

Prin rezolvarea celor N, ecuatii corespunzatoare celor N, frecvente
naturale (moduri proprii) si prin transformarea de variabila din coordonate
generalizate (normale) in coordonate initiale se obtine solutia migcarii

u(t).



