NOTIUNI DE TEORIA VIBRATIILOR

Actiune dinamica - solicitare produsa de incarcari variabile in timp care are
ca efect principal miscarea structurii. Efectul de miscare explica de ce
pentru determinarea starii de tensiune si de deformatie este necesar sa se
tina cont, pe langa caracteristicile de rigiditate ale structurii, si de
proprietatile ei inertiale care depind de distributia maselor in structura.

Dinamica constructiilor se ocupa cu studiul si calculul structurilor de
constructii la actiunea incarcarilor dinamice (incarcari a caror intensitate
variaza rapid in timp).

Analiza dinamica - ansamblul de procedee si metode care permit
exprimarea matematica a relatiei actiune-raspuns in vederea evaluarii
calitative si cantitative a starii variabile de tensiune si deformatie din
elementele si structurile de rezistenta. Problema analizei comportarii
dinamice a structurilor este o parte a problemei evaluarii sigurantei
structurale.

Raspuns dinamic se intelege starea instantanee a unui sistem dinamic
supus unor actiuni reale sau simulate si variabile in timp.

Clasificarea miscarilor vibratorii

Sistemele executa in timpul exploatarii miscari variabile in timp care se
numesc vibratiisau oscilatii.

Vibratiile pot fi:
A. dupa natura deformatiilor produse in elementele structurii

* vibratii transversale — cand se produc deformatii de incovoiere sau
forfecare;

* vibratii longitudinale — cand se produc deformatii axiale de
compresiune si de intindere;

* vibratii de torsiune — cand deformatiile alternante produse sunt de
torsiune.



B. in functie de relatia dintre fortele elastice care se dezvolta in structura
si deplasarile acesteia:

* vibratii liniare — atunci cand fortele elastice sun proportionale cu
deplasarile. vibratii neliniare — in care relatia dintre fortele elastice si
deplasari este neliniara.

C. in functie de cauzele care produc vibratiile :

» vibratii libere — cand structura scoasa din pozitia de echilibru de catre
0 cauza perturbatoare executa miscarea numai sub actiunea fortelor
elastice interioare;

* vibratii fortate — care se produc sub actiunea unei cauze
perturbatoare exterioare care actioneaza pe intreaga durata a
vibratiilor.

Clasificarea actiunilor dinamice exterioare

A. - actiuni naturale (miscarea seismica, vantul in rafale, variatii mari de
temperatura, actiuni hidrodinamice et.)

- actiuni artificiale (provin din procesele tehologice industriale, din
trafic, din explozii etc.)

B. - actiuni deterministe — se caracterizeaza printr-o variatie complet

definita in timp

- actiuni aleatoare - variatia nu este pe deplin definita in timp si poate fi
caracterizata numai pe baze statistice

C. - actiuni directe — se aplica direct asupra elementelor portante ale
structurii de rezistenta

- actiuni indirecte — se transmit structurilor prin medii de propagare

(explozii subterane, actiuni seismice, procese industriale, trafic)

D. - actiuni tranzitorii — actiuni de scurta durata, impulsive
- actiuni permanente — actiuni de lunga durata

E. - actiuni reale
- actiuni simulate



Situatiile in care se impune calculul dinamic al unei structuri
incarcarea dinamica provenind din:
* actiunea seismica
* actiunea din vant sau valuri de apa

* vibratiile provocate de masini grele cu piese mobile neechilibrate
(motoare electrice, generatoare electrice, turbogeneratoare etc.)

» vibratiile produse de functionarea agregatelor care dezvolta socuri
(ciocane de forjat, concasoare etc.)

» vibratiile si fortele de impact produse de traficul vehiculelor sau din
actiunea podurilor rulante grele

* vibratiile autoinduse ca urmare a actiunii fortelor aerodinamice, ca
de exemplu in cazul actiunii rafalelor de vant asupra podurilor
suspendate

* impactul undei de soc produsa de explozii.

n functie de legea de variatie in timp, modelarea fortelor dinamice
poate fi abordata prin exprimarea variatiei acestora prin functii periodice
sau functii neperiodice.

Fortele dinamice periodice se repeta identic dupa trecerea unui interval de
timp T. Fortele dinamice periodice pot fi armonice, daca se exprima
matematic prin functii trigonometrice, sau nearmonice (fig.1a,1b).

Fortele dinamice neperiodice pot fi:

- cvasiperiodice (forte impulsive produse de explozii),fig.1c

- tranzitorii (fortele seismice),fig.1d.
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Sistem dinamic. Model dinamic

Notiunea de sistem dinamic este utilizata ca o abstractizare a
specificului corpurilor reale care prezinta modificari relativ rapide de stare
in timp. Utilizarea conceptului de sistem dinamic in cazul cel mai simplu
este ilustrat in figura 2.
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Un sistem dinamic este caracterizat prin anumite proprietati, de natura
calitativa specifica, care pot fi precizate cantitativ prin valorile unor
parametri. Acest sistem are, la un moment dat, o anumita stare, care poate
sa se modifice in timp. Actiunile dinamice diverse, aplicate sistemului,
produc modificari de stare ale acestuia, produc un asa-numit raspuns al
sistemului.

Sistemele dinamice sunt definite si sisteme inertiale deoarece cel mai
important element constitutiv il reprezinta masa.

Tn general, prin sistem dinamic se intelege asocierea , in anumite conditii
de compatibilitate a miscadrii, a unor caracteristici inertiale, disipative si
elastice.



Descrierea analitica a comportarii unui sistem dinamic se exprima pe
baza unui model matematic.

Notiunea de model dinamic este utilizata in legatura cu
reprezentarile diferitelor sisteme dinamice. Aceste reprezentari cuprind, de
la caz la caz, diferite idealizari, simplificari sau schematizari. Cu cat modelul
matematic reflecta mai riguros comportarea fizica a modelului dinamic cu
atat rezultatele obtinute pe cale analitica vor fi mai precise.

Modelul dinamic al unei structuri cuprinde toate elementele
necesare pentru a scrie ecuatiile de miscare corespunzatoare.

Un model dinamic trebuie sa precizeze urmatoarele elemente:

- marimea maselor

- caracteristicile cinematice ale sistemului
- legaturile deformabile ale sistemului

- actiunile la care este supus sistemul.

Proprietatile inertiale ale unui sistem in miscare depind de distributia
maselor in structura. Distributia maselor intr-un element este continua si in
limitele ipotezelor ce se admit in calcule si poate fi determinata fara
dificultati.

Grade de libertate dinamica (GLD)

Numarul minim de coordonate independente (parametri
independenti —translatii sau rotatii) necesare pentru a defini In mod univoc
pozitia unui sistem in orice moment al miscarii constituie numadrul gradelor
de libertate dinamica.

Numarul gradelor de libertate dinamica coincide cu numarul
deplasarilor independente pe care le poate avea un sistem oscilant.

Tn calculul dinamic se acceptd un model simplificat, in care masa
continua este concentrata intr-un numar finit de puncte ceea ce conduce la
un model dinamic cu mase discrete.

Modelarea sistemului dinamic prin discretizare inertiala trebuie sa
aiba in vedere mai multi factori, cum ar fi: fenomenele dinamice
dominante, particularitatile structurilor reale, distributia efectiva a maselor.



Modelele de calcul dinamic pot fi:
* modele cu 1GLD (figura 3)
* modele cu nGLD (figura 4)
* modele cu ¥ GLD (masa distribuita) (figura 5)
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SISTEME LINIARE DISCRETE CU 1 GLD
MODELAREA ANALITICA A SISTEMELOR  LINIARE DISCRETE

Tn dinamica structurilor obiectul principal este constituit de analiza
relatiilor ce exista Tntre actiune si raspunsul dinamic.

Tn cazul in care elementele structurii sunt realizate din materiale
caracterizate fizic ca omogene, izotrope, continue si perfect elastice si
deplasarile instantanee care se produc sunt mici in asa fel incat modificarile
din punct de vedere geometric devin nesemnificative sistemul putand fi
modelat ca un sistem cu comportare liniara.

Tn analiza liniard a sistemelor dinamice exist3 o interdependenta intre
caracteristica inertiala, disipativa si elastica care nu se modifica in timp, iar
scopul fundamental il reprezinta evaluarea starii de tensiune si deformatie.
Structurile actuale sunt deosebit de complexe ca alcatuire iar considerarea



lor ca un tot unitar este practic imposibila fapt ce a condus la elaborarea de
modele care sa aproximeze cat mai bine comportarea reala a structurii.

O structura este un mediu continuu alcatuit dintr-un numar infinit de
puncte materiale astfel incat in fiecare punct se poate defini un camp
adica un grup format din:

-mdrimi mecanice (forte, eforturi, tensiuni);

-mdrimi geometrice (deplasari, deformatii, deformatii specifice care
caracterizeaza starea din acel punct).

Relatiile analitice dintre aceste marimi se stabilesc prin intermediul
ecuatiilor diferentiale de stare si se pot distinge trei aspecte:

» aspectul mecanic al problemei de echilibru static si/sau dinamic al
structurii (legaturile fiind intre marimile mecanice);

» aspectul geometric sau cinematic (legaturile fiind intre marimile
geometrice);

* aspectul fizic (legaturile fiind intre marimile mecanice si geometrice).

Tntre relatiile de legatura dintre m3rimile mecanice si cele
geometrice, pe de o parte, si relatiile de legatura dintre marimile
geometrice si posibilitatea de modificare a geometriei structurii pe durata
actiunii incarcarilor exterioare, pe de alta parte, se pot face diferite
combinatii care conduc la o mare varietate de posibilitati de scriere a
ecuatiilor de stare si in consecinta la diverse moduri de analiza a structurii.

Formularea ecuatiilor de stare dupa o teorie acceptata se poate face
cu necunoscute marimi geometrice (deplasari Jsau cu necunoscute marimi
mecanice (tensiuni, eforturi, forte de legatura).

Elaborarea modelului analitic presupune un ansamblu de operatii
care ar putea fi:

» elaborarea modelului de calcul (schematizarea structurii);
* atasarea unei teorii de calcul (idealizarea schemei de calcul);

* adoptarea unei metode de calcul;



» stabilirea procedeului numeric de rezolvare;
* rezolvarea propriu-zisa;

* validarea si valorificarea rezultatelor.

Tnlocuirea sistemului real cu modelul de calcul se bazeazs pe
discretizarea structurii intr-un ansamblu de componente reprezentative.
Pentru trecerea de la structura reala la modelul de calcul nu sunt algoritmi
si procedee generale care sa asigure elaborarea unui model unic, care sa
aproximeze cu o eroare prestabilitd structura de calculat. in general este
posibil ca pentru aceeasi structura sa se elaboreze mai multe modele de
calcul, toate corecte, dar cu performante diferite. Aceste modele trebuie
comparate, iar compararea se poate face daca transformam sistemele
continue in sisteme discrete echivalente.

Tn cazul analizei dinamice, din cauza imposibilitatii echilibrarii
instantanee a actiunilor exterioare de catre eforturi datorita inertiei
materialului, deplasarile variabile in timp ale structurii sunt asociate cu
acceleratiile care genereaza forte de inertie sau momente de inertie si cu
viteze care contribuie la aparitia si exprimarea fortelor sau momentelor de
amortizare.

Parametrii - grade de libertate dupa directia carora actioneaza fortele
specifice comportarii dinamice (actiuni, forte de inertie, amortizare) se
numesc grade de libertate dinamica - de aici si clasificarea sistemelor dupa
numarul de GLD atribuite:

* sisteme cu 1 GLD;
* sisteme cu numar finit de GLD (n GLD);

* sisteme cu masa continua ¥ GLD



Din punct de vedere practic, de obicei, intereseaza doar miscarea
catorva puncte semnificative ale structurii, de aici necesitatea si utilitatea
modelelor cu numar finit de grade de libertate dinamica.

Masurarea raspunsului se poate face in domeniul timp obtinand
vibrograme sau in domeniul frecventelor obtinand functii de raspuns in
frecventa.

Importanta caracteristicilor dinamice ale sistemelor este evidenta,
problema care se pune fiind aceea a determinarii lor cat mai exacte si
aproximarea lor sub forma unui model matematic cat mai reprezentativ si
in acelasi timp suficient de simplu pentru utilizare si interpretare.

SISTEME LINIARE CU UN GRAD DE LIBERTATE DINAMICA

Caracteristicile fizice esentiale tuturor structurilor elastice liniare
supuse incarcarilor de natura dinamica sunt:

masa, m, (moment de inertie masic)

proprietatile elastice, k sau d (rigiditatea sau flexibilitatea)

mecanismul de disipare a energiei (amortizarea), ¢

* sursa exterioara de excitatie, F(t).
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Ecuatiile generale de conditie, care guverneaza dinamica
structurilor, se bazeaza pe principiile mecanicii solidelor rigide si mecanicii
corpurilor deformabile.

Mecanica analitica furnizeaza multiple directii de operare prin
folosirea urmatoarelor posibilitati: principiul lui d’ Alembert, ecuatiile lui
Lagrange de speta a doua, principiul lui Hamilton si principiul lucrului
mecanic virtual.



Daca se utilizeaza metodele mecanicii corpurilor deformabile se pot
formula conditiile de echilibru dinamic, exprimate pe pozitia deformata
instantanee, folosind principiul lui d’Alembert.
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i Fig.2.1 Modelul sistemului cu 1GLD de translatie

Dupa cum se vede in fig.2.1 fortele care actioneaza dupa directia de
deplasare sunt: forta exterioara F(t), si trei forte generate de miscare:
* forta de inertie F{t),
* forta de amortizare F,(t)
» forta de revenire a resortului elastic F.(t).
Ecuatia miscarii exprima echilibrul acestor forte si se scrie:

- Fi(t) + F(t) + Fo(t) = F(t) (2.1)

Fiecare dintre fortele din membrul intai este functie de deplasarea
u(t) sau de derivatele sale in raport cu timpul:

Fi(t) =-mi(t); Fi(t)=cu(t) ; Fe(t)=ku(t); (2.2)

k - rigiditatea sistemului dupa directia GLD — reprezinta forta care
aplicata dupa directia GLD produce o deplasare egala cu unitatea pe
aceeasi directie

* d - flexibilitatea sistemului—reprezinta deplasarea care apare
dupa directia GLD cand dupa aceeasi directie actioneaza o forta egala
Cu unitatea

d*k=1 1/d=k 1/k=d

* ¢ - constanta de amortizare (amortizare vascoasa liniara)



* m - masa sistemului sau masura inertiei (provine din masa proprie
a structurii reale, mase aditionale)

* uft), u(t), ii(t) reprezinta deplasarea, viteza si acceleratia sistemului
dupa

directia GLD acordat.

n aceste conditii ecuatia de miscare este:

m(0) + cp(0) + ky(t) = F(2)] (2.3)

Gradul de libertate dinamica poate fi si de rotatie (fig.2.2).

Fig.2.2 Modelul sistemului cu 1GLD de rotatie

Tn acest caz echilibrul este asigurat de momentul de inertie
M;(t), momentul de amortizare M,(t), momentul elastic sau de revenire
M.(t si momentul dinamic exterior M(t).

M0+ M, (0)+ M)z M() (2.4)

2.2.1. Vibratii libere. Solutii in domeniul timp

Vibratiile libere ale unui sistem dinamic se produc in urma
aplicarii unei actiuni initiale de scurta durata (impuls, soc etc.). Miscarea
rezultata se manifesta dupa ce cauza care a scos sistemul din pozitia de
echilibru a incetat. Daca sistemul oscilant este un sistem conservativ,
vibratiile care se produc sunt vibratii neamortizate, air daca sistemul este
neconservativ vibratiile sistemului se amortizeaza dupa un anumit interrval
de timp care depinde de marimea capacitatii de amortizare.

a) Vibratii libere neamortizate

Ecuatia de migcare a unui sistem cu 1GLD (fig. 2.3) in vibratia
libera neamortizata este descrisa de relatia (2.5) :

U S+ @ =0] 29 YO+ yH)=0




unde w este pulsatia proprie a sistemului,
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Fig. 2.3 Modelul sistemului cu 1GLD in vibratia liberd neamortizata

Solutia generala a ecuatiei (2.5) in domeniul timp este de forma:

u(t)=C,smaxt +C, cos of (2.6)
lar viteza este:
u(f) = @wC, coswtf — wC, sin wt (2.7)

in care C, si C, se determina din conditiile initiale:
_ _ _&y
t=0 u(0) =u, C = . 2.8)

u(0)=u, C, =u,
Solutia ecuatiei (2.5) in acest caz devine:

u, .
u(t)=u,cos @t + —sin ot (2.9)

u(t) = Asin(a)H qo) (2.10)

unde:
e A amplitudinea miscarii, ramane constanta in tot timpul miscarii
* tgj caracterizeaza faza initiala a oscilatiei

o (wt+j) faza

g = arctgu_o—w
w Uy (2.11)

Prin derivarea succesiva a ecuatiei (2.9) se obtin viteza si acceleratia:

u(t)= Aw cos(wtt ¢)
ii(t)= - Aw’sin(Wt+ 9) = -0 *u(?)

(2.12)

Din relatiile (2.12) se constata ca viteza este defazata cu p/2
Tnaintea deplasarii iar acceleratia cu p/2 inaintea vitezei si cu p Tnhaintea

deplasarii.



Tn fig. 2.4 sunt reprezentate grafic deplasarea, viteza si
acceleratia in cazul vibratiei libere neamortizate.
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Fig.2.4 Reprezentarea grafica a deplasarii, vitezei si

acceleratiei in vibratia libera neamortizata

Miscarea descrisa de sistem este periodica, adica se repeta identic
dupa un interval de timp T, numit perioada proprie.

Perioada de variatie a functiilor trigonometrice sin si cos este 2p si
deci se

deduce ca perioada proprie, T, a miscarii este:

sin(wzt ¢ )=sin(w(t+ T)+9)
Wt+ 0T+ =@+ =21 (2.13)

_2m 2n\/E: 2mJom = 21 /6— [s]
) k gG

Frecventa proprie a vibratiilor, f, reprezinta numarul de vibratii

executate de sistem intr-o secunda:
1w 1 [k_1 [g
- _ - = __ = __ | HZ
/ T 21 21 \m 21 \éG L#22] (2.14)

Pulsatia proprie a sistemului (frecventa circulara), w, reprezinta

numarul de vibratii executat de sistem in 2p secunde:



—2_]-[: = ﬁ: i -1
= 2nf \/; \/; [s7] (2.15)

in care:

g este acceleratia gravitational3, g=9.81 m/s’

G este greutatea corespunzatoare masei m

k este rigiditatea sistemului dupa directia GLD si reprezinta forta
care produce dupa aceasta directie o deplasare egala cu unitatea.

* d este flexibilitatea sistemului si reprezinta deplasarea care apare
dupa directia gradului de libertate dinamica produsa de o forta
egala cu unitatea ce actioneaza dupa aceeasi directie

. reprezinta deplasarea dupa directia GLD produsa de

forta gravitationala (sageata staticd).

SISTEME LINIARE CU UN GRAD DE LIBERTATE DINAMICA
Vibratii libere amortizate. Solutii in domeniul timp

Tn cazul Tn care sistemul posedd capacitate de amortizare miscarea
acestuia inceteaza dupa un anumit interval de timp. Prezenta amortizarii se
manifesta prin disiparea energiei in timp.

Modelul de calcul pentru un sistem cu 1GLD care vibreaza liber
amortizat este prezentat in fig. 2.5a si 2.5b,
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Fig. 2.5 Modelul sistemului cu 1 GLD in vibratia libera amortizata



Ecuatia miscarii este data de relatiile (2.16) sau (2.17)
my(1)t cp(t)t ky(t)= 0

(2.16)
PO 2850 07y(0)= 0 (2.1
unde: 2B :%

c este coeficientul de proportionalitate al amortizarii sau coeficientul de
amortizare vascoasa.

Se propune o solutie particulara de forma

(2.18)
u(t)= Ce"
Ecuatia caracteristica a ecuatiei (2.17) are forma:
rrt2Br+w’=0 (2.19)
si are solutiile:
(2.20)

r1,2:_ﬁjr ﬂz-wz

Functie de raportul dintre b si w se disting urmatoarele trei cazuri:

b.1. Amortizare critica

Valoarea coeficientului de amortizare pentru care descriminantul
este nul se numeste coeficient de amortizare critica, c.

b.=w; c=c.

=P - (2.21)
W

n = x fractiunea din amortizarea critica

C. amortizarea critica

c, = 2fm=2mw = 2</mk = 2k
[0}




Coeficientul de amortizare critica este o caracteristica proprie a
sistemului oscilant si se exprima functie de caracteristicile acestuia: masa si
rigiditate.

Solutia ecuatiei miscarii amortizate critic este:

u(t)= Me" + Nte™ = e ¥'(C,+ Cyr) (2.22)

Constantele C1 si C2 se determina din conditiile initiale:

(2.23)
t =0 u(0) = u, u(0) = u,
M =u, N ~u, +wu,
Solutia finala a ecuatiei de miscare este:
u(t) = e—COl‘ (MO + (uo + qu )t) (2_24)

Relatia (2.24) arata ca miscarea corespunzatoate acestui caz
este aperiodica, dupa cum se poate observa si din fig. 2.6 unde este
reprezentata grafic miscarea amortizata critic.

Fig.2.6 Curba deplasarilor in vibratia libera amortizata critic

Yy

b.2. Amortizare supracritica

Atunci cand valoarea coeficientului de amortizare este mai mare
decat coeficientul de amortizare critica se considera ca sistemul are
amortizare supracritica.

c>c.. ; b>w ; x=n>1

Radacinile ecuatiei caracteristice (2.19) sunt reale si negative:



(2.25)

Se propune o solutie de forma
u(t) = Me" + Ne™

(2.26)
sau
y(t):e"”(Cle ﬂz_wzt"'Cze_ Bz_wzr) (227)
Constantele A si B se determina din conditiile initiale
M o+uo(ﬁ_ Bz_wz). N=— +u0(,3 V'82 )

2B’ - w?

(2.28)

N

Curba din fig. 2.7 reprezinta miscarea unui sistem cu 1GLD in vibratia
libera amortizata supracritic care este o miscare aperiodica.

Fig. 2.7 Curba deplasarilor in vibratia libera amortizata supracritic
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b.3. Amortizare subcritica
Acesta este cazul care intereseaza pentru structurile de constructii
c<c. ; b<w ; x=n<1

Radacinile ecuatiei caracteristice sunt complexe conjugate

r,=-ftjw-p* (2.29)

saul2 " P e (2.30)




unde w* este pseudopulsatia si are expresia:

0’ =o' -p7 =01y’ (2.31)

Solutia oscilatiei libere amortizate subcritic este data de ecuatiile (2.32) sau
(2.34):

u(t) = e_ﬂt(Meiw*t + Ne_iw*t)

o, i} sau (2.32)
ut)=e""(C/sing "t +C,cosp ‘1)
in care M, N sau C; si C, se determina din conditiile initiale:

Solutia ecuatiei se mai poate scrie sub forma:

t=0 u(o) = u, u(0) = u,

u,t fu
cr Bl g ny,
(2.34)
unde
- -t L.lo'l' ﬂl/lo . * *
u(t)= e "'(——=—=sinw ¢+ u,cosw t) sau
0] (2.35)

ut)=Ae?'sin(p t+9")

Miscarea descrisa de ecuatia (2.34) este o miscare armonica de
pulsatie w* si de amplitudine A®® care descreste exponential cu timpul (o
asemenea miscare se mai numeste pseudoarmonica) si este reprezentata in
figura urmatoare

. 2
OGN AT

W 0
. C 0"
0 = arctg—+= —%— Yo
G, ot By




Decrementul logaritmic al amortizarii, D, reprezinta logaritmul
natural al raportului dintre doua amplitudini succesive decalate cu o
perioada

u, = Ae Pt U, = Ae P U, . e/?T*
un+l
u . 2n{
A=In—=8T = 02
w T (2.36)

unde T* este pseudoperioada

Structurile de constructii au fractiunea din amortizarea critica mai
mica de 20% (tabelul nr.1) si deci se poate neglija influenta amortizarii
asupra caracteristicilor proprii ale sistemului, astfel ca:

* *

w W T"=T = f (2.37)

* 2 * T * 2
=wWA+1- T = = fi/1-
w w Z W f f Z

Decrementul logaritmic al amortizarii se poate determina si cu relatia

rn u aw rn

n

unde n reprezinta numarul de cicluri dupa care amplitudinea scade de un
numar de ori z

Flmss

=] e

805 a0 qi5 820 it



Nr.crt. Tipul structurii Fractiunea din amortizarea critica, §

1 Constructii cu structura din beton 0.02...0.14
armat monolit

2 Constructii cu structura din zidarie 0.06...0.18
lsau prefabricate

3 Constructii cu structura metalica 0.02...0.08
4 Poduri de beton armat 0.03...0.16
5 Poduri metalice 0.02...0.08
6 Constructii masive 0.05...0.10
7 Terenuri de fundatie 0.06...0.30
8 Nisip compact 0.10

2.2.3. Vibratii fortate. Solutii in domeniul timp
a. Vibratii fortate neamortizate.

ut) 2, uft)
u(t)
K
K,o LAM~ F(t)
] 4w [
I C O (@)

Fig. 2.11 Modelul de calcul al sistemului cu 1GLD in vibratia fortata
neamortizata

Ecuatia miscarii unui sistem cu 1GLD supus unei actiuni exterioare oarecare
F(t) corespunzatoare modelului de calcul din fig. 2.11 este:

mii(t)+ ku(t) = F(£) (2.52)

Daca forta exterioara este de forma :

F@)= F f(0)

(2.53)




atunci ecuatia (2.52) se mai poate scrie:

NN
V)t w y)= - S @) (2.54)

Actiunea F(t) poate fi considerata ca o succesiune de impulsuri

elementare
dH=F(t) dt pentru Oftft (2.55)
si deci: F
dy(t) ==L f(1 )sinw (t-1 )d1 pentrul >t
mey g
(2.56)

Raspunsul sistemului la actiunea unui impuls finit H este :

H .
y(t)=——sinw (t-1 ) pentrul >t
ma

(2.57)
reprezentarea grafica fiind cea din fig. 2.12.

Hi

H=mnQ

/N
VoV

T ”d‘l:

Fig. 2.12 Raspunsul in deplasari la un impuls finit

Solutia miscarii unui sistem cu 1GLD in vibratia fortata neamortizata, cand

forta exterioara este de forma (2.53) este data de:

y® =L fir )sino t-1 )t
mw

(2.58)

Reprezentarea grafica a ecuatiei (2.58) este cea din fig. 2.13.

Integrala din relatia (2.58) poarta numele de integrala de convolutie
sau integrala Duhamel.



F(t)

uwt
F(t)
du(t)
) A\ t

Fig. 2.13 Raspunsul in deplasari la o forta exterioara F(t)

b. Vibratii fortate amortizate

Modelul de calcul si ecuatia miscarii sunt reprezentate in fig. 2.14 si
respectiv ecuatia (2.59):

[mi()+ cp()+ ky(t) = F()]

(2.59)
in cazul actiunii unui impuls H solutia are forma :
)= e sing (i1 )
me
(2.60)
iar curba deplasarilor este data de fig. 2.15.
c M F He H=m(
H—@-’v\w uft
uft) ut)
— ~—
K5 : Ft) O / h‘:;"
’ — e —_ t
L s
K T ~ tx
Ferrad 7 O O
a b t

Fig. 2.14 Modelul de calcul in vibratia fortata amortizata  Fig. 2.15
Raspunsul in deplasari actiunea unui impuls

Daca sistemul este supus unei actiuni perturbatoare oarecare F(t)=F.f{(t)
atunci ecuatia miscarii este:

(2.61)

Eo 0 fi1 )& sing " (t-1 )t
mgy

y()=




Tn fig. 2.16 este reprezentata grafic la solutia ecuatiei (2.61).

F(t)yd
u(t) F(t)

il om —™

Fig. 2.16 Curba deplasarilor la o actiune exterioara oarecare
Vibratii fortate armonice fara amortizare

Forta exterioara este de forma

F(t)= f,sinft

(2.62)

Ecuatia miscarii in vibratia fortata armonica fara amortizare este:

i)+ 0 u(t) = £ gings (2.63)
m

a carei solutie generala este compusa din solutia in vibratia libera
neamortizata, u,(t), si solutia particulara a oscilatiei fortate, ug(t), si care are

forma: u@®)= u, (H+ ug(0)

(2.64)

Solutia in vibratia libera are expresia:

(2.65)

u,(t)= C;sinwt+ C,coswt

iar solutia in vibratia fortata armonica are caracter stationar si permanent si
este tot armonica de forma:

(2.66)

ii.(t)= - (M6 *sinft+ NO > cosfr)




Constantele M si N se deretmina din conditia ca aceasta solutie sa satisfaca

ecuatia miscarii
u.(t)= Msinft+ Ncosft

(2.67)
- (M8 *sinft+ N§ > cosft)+ w*(M sinft+ N cosfr) = ﬂsinﬂt
m (2.68)
=D N=0
m@*-67) (2.69)
Solutia particulara este data de:
_F, .
LlF(t)— msm@t (270)
lar solutia generala este:
_ . F, . (2.71)
u(t)= Csinwt+ C,coswt+ ——————sinft .
mw-=-67)

Constantele C1 si C2 se determina din conditiile initiale:

: : 0F,
u(t)= wC coswt- wC,sinwt+ ——>——cosf¢

mw?*-0°
(=0 w0)=u,  u(0) =, (2.72)
Rezulta:
C = %-Z—Wcos@t C, = u,
2.73)
Solutia generala se poate scrie:
(2.74)

Vo . F, . § .
u(t) = 20 gingt+ Uy cosWt+ ——2——(sinft- —sinw¢)
W mw=-0°) 0]
Daca la timpul t=0 atat deplasarea cat si viteza sunt egale cu zero

atunci solutia ecuatiei de miscare este:

R0
u(t) = —m(a) RN (sinf¢ ; sinwt) (2.75)
FZ) = FO = 1 5: DA
m?>-67?) . B2 b0k N
m “[1 ((d )11 (w ) (2.76)
unde 1 (2.77)




D sau m se numeste coeficient de amplificare dinamica

D,; este deplasarea statica dupa directia GLD produsa de
amplitudinea fortei exterioare perturbatoare, F,.

Tn realitate raspunsul liber se amortizeaza foarte repede, miscarea se
stabilizeaza si ramane numai influenta raspunsului fortat. Solutia miscarii in
acest caz devine:

u(t)= pb ,sinft = u,sinft u, = fb,

(2.78)

Forta dinamica este data de forta de inertie si de forta exterioara
perturbatoare

F,= F(t)+ F,(t)= F,sinf¢+ mf *yb ,sinft

F 0 0
Fd:F0+m€2ﬂ?0:FBEI+HQZ—@EZHE):DFO (2.79)

Vibratii fortate armonice amortizate

Tn situatiile in care forta exterioara este armonic3 de forma :

F(t)= f,sinft

(2.80)
ecuatia de miscare este:
6+ 281(0) ¢ 0 u(t) = Tsinfi (2.81)
m
iar solutia generala va fi :
u(@®)= u, (Ot ug ()
(2.82)
Solutia in vibratia libera este
u,(t)= C;sinwt+ C,coswt (2.83)
iar solutia in vibratia fortata este
u.(t)= M sinft+ N cosft (2.84)

Constantele M* si N* se determina din conditia ca solutia y(t) sa
satisfaca ecuatia de miscare (2.84)



_F 1 1ah " - 206
m \/(w 2 2)2+ 46%° (w 2.9 2)2 (2.85)

Solutia y¢(t) reprezinta o suprapunere de doua oscilatii armonice de

pulsatie g si deci ea se mai poate scrie:

(w2—92)2+4ﬁ282 N = M(w2—02)2+4[3282

F,_ 0’-§’ . K 266 (2.86)
m

Amplitudinea A* are expresia:

u.(t)= A sin@r-¢ ")
* . * , (2.87)
A =~NM*"+ N 1gp = - T
Solutia stabila a miscarii este :
()= ! sin(@t-9)
9 2
B2 Hu rqy20
\/g 00 o' (2.88)
Daca se noteaza
yy =2, ! sin(8t-p )
mg i ZD
o105 +4V2HiH
7 Ow'0f o (2.89)

unde D(t) este functia de multiplicare (amplificare) dinamica si

(2.90)

9
)i 2((7

2 ’ tg¢*= 0 2
0 dl d
Bty

g Do Do 0
unde: D* factor de amplificare dinamica sau coeficient dinamic

D*:/J*:

j* unghi de faza

w(®) = D) —2o
Solutia miscarii devine: mcao (2.91)



Variatia coeficientului dinamic functie de raportul g/w este reprezentata in
fig.2.17.

DA
5
4
£ =0
£=0.2
2
=03
£=0.5
1 e
%__ _-'g
0 1 2 3 4 ©

Din fig. 2.17 se poate observa ca influenta amortizarii este mai puternica
in zona g/w =1 (zona rezonantei) si ca pentru valori mici ale pulsatiei g
coeficientul dinamic este egal cu 1, iar pentru valori mari ale pulsatiei g
coeficientul dinamic tinde catre zero.

Variatia unghiului de faz3, f, functie de g/w este reprezentata in fig.2.18.

(I)Jl
180°
o
\ﬁ;—__———-—
1
—o .
=1
90° £=0.5
£=0.3
§=0.2
£=0.1
g_'=
0 . 0
1 2 3 [63)

Fig. 2.18 Variatia unghiului de faza functie de g/w



