CURSUL

SISTEME CU UN GRAD DE
LIBERTATE DINAMICA

2.1. Vibratiile libere ale sistemelor cu 1GLD
2.1.1. Ecuatii de echilibru

Ecuatiile de echilibru care guverneaza miscarile unui sistem cu 1
GLD, figura 2.1, se deduc prin exprimarea echilibrului dinamic
instantaneu. Echilibrul dinamic, conform principiului lui d’Alembert, se
reduce la un echilibru static prin includerea si a fortei de inertie.
Echilibrul dinamic se exprimd in raport cu pozitia de echilibru static al
sistemului vibrant.
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u(t)
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Fig.2.1. Modalitati de actionare a sistemelor cu 1GLD:
a. aplicarea directa a actiunii, b. aplicarea indirecta a actiunii

Fortele care intervin in ecuatiile generale de conditie sunt incluse
in doua categorii:

a. forte active, care intretin miscarea, clasificate in:
i. actiuni exterioare;
ii. forte de inertie, generate de masele in miscare;

b. forte pasive, care se opun miscarii, numite si forte de
rezistenta, generate de caracteristicile elastice si disipative
generate de amortizare, distingem:

i. forta elastica;
ii. forta de amortizare.

Actiunile exterioare care se manifesta asupra sistemelor cu 1GLD
se pot clasifica in doua categorii, in acest sens nominalizam:

a. actiuni aplicate direct pe sistem, figura 2.1.a, notate F(t);
b. actiuni aplicate indirect prin intermediul unei deplasari
aplicate bazei de rezemare a sistemului, figura 2.1.b, notate

u(t).

Fortele care participa la echilibrul dinamic instantaneu, in cazul
actiunilor aplicate direct pe sistem, figura 2.1, sunt urmatoarele:

a. forta de inertie:
i. notatie - Fi(t);
ii. relatie de calcul:

Fi(t) = -mx(t); (2.1)
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iii. unitate de masura - [N],
unde : m reprezinta masa concentrata a sistemului vibrant;
X(t) — deplasarea dinamica instantanee;
X(t) - acceleratia;

b. forta de amortizare:
i. notatie - F,(t);
ii. relatie de calcul:
Fa(t) = —cx(t) ; (2.2)

iii. unitate de masurd - [Kgs™],
in care: c reprezinta coeficientul de amortizare vascoasa;
x(t) - viteza;

c. forta perturbatoare:
i. notatie - F(t);
ii. relatie de calcul, in cazul actiunilor armonice:
F(t) =F,sinBt; (2.3)

iii. unitate de masura - [N],
unde: Fq reprezinta amplitudinea fortei perturbatoare, masurata in [N],
0 - pulsatia proprie a fortei perturbatoare, masuratd in [rad s'];

d. forta elastica:
i. notatie - Fe(t);
ii. relatie de calcul:
Fe(t) = kx(t); (2.4)

iii. unitate de masura - [N],
in care: k reprezint3 rigiditatea masuratd in [Nm™].

Obs.: in cazul aplicdrii indirecte a actiunilor pe sistemul vibrant,
prin intermediul deplasarii bazei sistemului, de exemplu producerea unei
miscari seismice, forta de inertie se determina cu relatia:

Fi(t) = -m((x(t) + U(t)), (2.5)
unde: m(x(t) + U(t) reprezinta acceleratia absoluta instantanee.
Ecuatiile miscarii vor fi:
a. in cazul aplicarii directe a actiunilor:
Fa(t) + Fe (1) = F(t) + Fi(t) (2.6)

sau introducand expresiile fortelor, relatiile: (2.2), (2.4) si (2.5), se
ajunge la forma:

mX(t) + cx(t) + kx(t) = F, sin6t ; (2.7)
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b. pentru situatia aplicarii indirecte a actiunilor:

Fa(t) + Fe(t) = Fi(t) (2.8)

sau nlocuind relatiile de definire a fortelor, relatiile: (2.1), (2.2) si (2.4),
obtinem

mX(t) + cx(t) + kx(t) = -mii(t). (2.9)

2.1.2, Vibratii libere fara amortizare

Se considera un sistem vibrant cu 1GLD, fara caracteristici
disipative, constituit dintr-o masa si un element elastic, figura 2.2. Cum
fortele perturbatoare sunt nule, atunci ecuatia (2.7) se reduce la forma:

——
IS

Fig. 2.2. Model dinamic simplu

mx(t) + kx(t) = 0. (2.10)

Prin Tmpartirea termenilor ecuatiei prim masa, ecuatia (2.10)
devine:

k(t)+£x(t):0. (2.11)
m
Pentru a defini pulsatia proprie a sistemului se introduce relatia:
w? = 5, (2.12)
m

in care: w reprezinta pulsatia proprie a sistemului vibrant.
Ecuatia (2.10) are alura:

X(t) + w?x(t) = 0. (2.13)
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Deoarece vibratiile unui sistem dinamic, fara a fi actionat de forte
perturbatoare, au un caracter armonic, solutia ecuatiei (2.13) este:

x(t)=C,sinot+C,coswt. (2.14)

Prin derivari succesive se calculeaza expresiile vitezelor si
acceleratiilor:

Xx(t)=C,wcoswt-C,sinnt, (2.15)
X(t) = -C,w? sinw t - C,w? cosw t. (2.16)

Constantele C, si C, se determind din conditiile initiale ale

miscarii, pentru o deplasare si o viteza. Deci, la momentul t=0,
cunoastem:

_ A Jx(0) = x,
t= O{)’((O) v, (2.17)

Introducand conditiile (2.17) in relatiile (2.14) si (2.15) se obtin
expresiile:
v
C, ZUO’ C, = X,- (2.18)

Cu expresiile (2.18), relatia (2.14) devine:

x(t)=\%’sino)t+x0 coswt (2.19)

sau comparand cele doua miscari rezulta:
x(t) = A sin(wt + y). (2.20)

Amplitudinea miscarii, notata A, se determina cu relatia:

2
A= (VKOJ %, (2.21)
iar faza initiald a vibratiei, y:
W = arctg Xo® (2.22)
OV

Derivand succesiv relatia (2.20) se deduc variatiile vitezelor si
acceleratiilor sistemului vibrant:

X(t) = wAcos(w t +y), (2.23)

X(t) = —w?Asin(w t + p) = —wx(t). (2.24)
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Conform relatiilor de mai sus, viteza este defazata cu n/2
fnaintea deplasarii, iar acceleratia cu n/2 finaintea deplasarii.

In figura 2.3 sunt prezentate reprezentdrile grafice ale
expresiilor: (2.20), (2.23), (2.24).

AX(t)

AN SN
W \

T=—
w

x(t)

2
7@7 ‘ Aw ‘
w

Fig.2.3. Sistem cu 1GLD. Reprezentarea grafica
a deplasarilor, vitezelor si acceleratiilor

Analizadnd reprezentarile grafice constatam:

a. reprezentarile definesc vibratii armonice;

b. miscarile (deplasari, viteze si acceleratii) au aceeasi pulsatie
w si, deci, aceeasi pulsatie T;
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c. vibratia libera are un caracter permanent si de durata infinita,
datoritd absentei fortei de amortizare.

Din studiul relatiei (2.12) rezultd ca pulsatia proprie de vibratie,
w, este o caracteristica intrinseca a sistemului vibrant, deoarece depinde
de doi parametri de definire ai sistemului: masa, m si rigiditatea, k. Se
determina cu relatia:

W=, |—, (2.25)
m

iar daca inlocuim regiditatea cu flexibilitatea, deoarece kd=1, rezulta:

w=(md)". (2.26)

Pulsatia proprie de vibratie reprezintd numarul de vibratii
complete care se produc intr-un interval de timp egal cu 2n secunde.

Perioada proprie de vibratie se identifica cu timpul minim necesar
pentru ca o miscare simpla periodicd sau oarecare sa se repete identic.
Se calculeaza cu relatia:

T=—, [s]. (2.27)
w
Frecventa proprie semnifica numarul de vibratii complete produse
intr-un interval de timp egal cu o secunda, se determina cu expresia:

10
f = == [s]sau[Hz]. (2.28)

2.1.3. Etape pentru calculul caracteristicilor proprii ale
unei vibratii

Pentru determinarea caracteristicilor proprii de vibratie ale unui
sistem vibrant se folosesc relatiile de calcul: (2.25) sau (2.26), (2.27) si
(2.28), urmand urmatoarea esalonare a calculelor:

a) Stabilirea sistemului vibrant. Se pleaca de la sistemul
constructiv real, pentru care se construieste modelul static
(schema statica a structurii), iar prin concentrarea masei intr-
0 sectiune si acordarea gradului de libertate semnificativ se
obtine sistemul vibrant (modelul dinamic), cu un GLD.

b) Determinarea flexibilitatii sau a rigiditatii sistemului vibrant:
b.1.) Calculul flexibilitatii, figura 2.4:

i. notatii: d sau f;
ii. definitie - flexibilitatea reprezinta deplasarea masurata
pe directia gradului de libertate dinamica a unui sistem
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vibrant, produsa de o forta egald cu unitatea aplicata
in dreptul masei si pe directia gradului de libertate;

iii. unitate de masura - [mN”];
iv. schema de calcul, figura 2.4;

o

m MD A"

//////

S——13 | " "

/////

T Tz

MD MS

T T oz

MD

Fig. 2.4. Modele dinamice si situatii de incarcare
pentru calculul flexibilitatii

v. relatie de calcul:
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5= j'de. (2.29)
o EI

Aplicarea relatiei (2.29) presupune existenta a doua situatii
(stari) de incarcare: starea reald si starea virtuala (fictivd). Starea reala
a fost definita in figura 2.3. Starea virtuald se constituie din structura
data (schema statica, modelul static) actionata in dreptul masei si pe
directia pe care dorim sa determinam deplasarea, aici directia este tot
directie GLD, de o forta egala cu unitatea. Rezulta ca in cazul sistemelor
cu 1GLD cele doua stari, reala si virtuala, coincid;

vi. Metode pentru trasarea diagramelor de eforturi. In
cazul structurilor static nedeterminate, in vederea
trasarii  diagramelor de eforturi - momente
incovoietoare, se folosesc doua metode: a eforturilor
(a fortelor) si a deplasarilor (deformatiilor).

b.2.) Calculul rigiditatii, figura 2.5:

i. notatie: k;

ii. definitie - rigiditatea reprezinta forta care aplicata in
dreptul masei si pe directia GLD, produce pe aceasta
directie o deplasare egala cu unitatea;

iii. unitate de masura - [m*‘N];

iv. scheme de calcul, figura 2.5.

Exista doua posibilitati de a afla valoarea unei rigiditati. Prima
metoda constd in aplicarea definitiei. Forta aplicata pe structura, figura
2.5.a sau b, notata k, necunoscuta, determind pe directia GLD o
deplasare egalda cu unitatea. Se aplicda metoda Mohr-Maxwell si se
calculeaza expresia deplasarii produse de forta k, care prin egalare cu
unitatea evidentiaza o ecuatie, in care necunoscuta este forta k. Prin
solutionarea ecuatiei se obtine valoarea rigiditatii.

A doua cale pentru gasirea valorii rigiditatii consta in blocarea
deplasarii pe directia GLD, figura 2.5.c sau d, printr-un blocaj de tip
reazem simplu, pentru deplasarea liniara sau un blocaj de nod, pentru
deplasarea unghiulara. Reactiunea din blocaj (blocaj de nod sau reazem
simplu), in cazul in care sistemul este actionat cu o cedare de reazem
egalad cu unitatea, in blocajul introdus fictiv, pe directia GLD, reprezinta
rigiditatea sistemului.

Prin introducerea blocajelor (pentru deplasari liniare sau
unghiulare) sistemul vibrant isi mareste nedeterminarea staticd, in cazul
unei structuri static nedeterminata si devine static nedeterminata, in
cazul unei structuri static determinata.
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¢ k MS . MS

////// A =1 30 11

MD MS MS

S Ve 7SS

Fig. 2.5. Modele dinamice si situatii de incarcare
pentru aflarea rigiditatii: a. model dinamic. b. schema de calcul cu
rigiditatea aplicata ca actiune; c. schema de calcul pentru
determinarea rigiditatii ca reactiune

c) Determinarea pulsatiei, frecventei si perioadei proprii de
vibratie:
c.1.) In cazul in care se lucreazd cu flexibilitatea sistemului,

pentru aflarea caracteristicilor dinamice se utilizeaza
relatiile: (2.26), (2.27) si (2.28).

c.2.) Atunci cand se foloseste rigiditatea in solutionarea
unui sistem dinamic cu un grad de libertate
dinamic, la calculul caracteristicilor dinamice se folosesc
expresiile: (2.25), (2.27) si (2.28).
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2.1.4. Vibratii libere cu amortizare vascoasa

Se considera un sistem vibrant, figura 2.6, definit prin trei
caracteristici:

a) masa (inertiald), m;

b) disipativa, definita prin intermediul coeficientului de
amortizare vascoasa, c;

c) elastica, coeficientul de rigiditate, k.

x(t)

N N
H-O

T
Fig. 2.6. Model dinamic complet

Un astfel de sistem, supus actiunii unui soc: deplasare si viteza
initiale, ntra in vibratii libere. Dar, deoarece poseda capacitate de
amortizare, miscarea sa inceteaza dupa un interval de timp, datorita
producerii unei disipari de energie.

In ecuatia de echilibru dinamic instantaneu intervin urmatoarele

forte:
a) forta de inertie:
Fi(t) = -mx(t) ; (2.30)
b) forta de amortizare:
Fa(t) = cx(t); (2.31)
c) forta elastica:
Fe(t) = kx(t) . (2.32)

Ecuatia de miscare va avea forma de mai jos:

Fa(t) + Fe () = Fi(t) (2.33)
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Se introduce in ecuatia (2.33) expresiile fortelor, relatiile (2.30),
(2.31) si (2.32), si se obtine ecuatia:
mx(t) + cx(t) + kx(t) = 0. (2.34)

Pentru a transforma ecuatia (2.34) intr-o ecuatie integrabila, toti
termenii ecuatiei se impart prin masa sistemului, m, rezulta:

(1) + - x(0) + K x(t) = 0. (2.35)
m m
Se introduc notatiile:

£ _o (2.36)

m

si

K w2, (2.37)

m

iar ecuatia (2.35) devine:
X(t) + 2Bx(t) + w*x(t) = 0, (2.38)

cu ecuatia caracteristica:
r2 +2Br+w’ =0, (2.39)

n, =-B+ JB: —w? . (2.40)

In functie de valoarea discriminantului, distingem urmatoarele
cazuri de amortizare in sistemul vibrant:

ale carei radacini sunt:

a) amortizare criticd cand este indeplinita conditia:

B? —w? =0; (2.41)
b) amortizare supracritica:
B —w?>0; (2.42)

c) amortizare subcritica:

B2 —w? <0. (2.43)

In cazul amortizdrii critice valoarea coeficientului de amortizare,
pentru care se anuleaza discriminantul, poarta denumirea de coeficient
de amortizare critica, notat c. . Se introduce expresia (2.36) in relatia

(2.41):

CCI‘

2 _
3 0w =0

4m
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de unde
Cor =2MW . (2.44)

Se introduce notiunea de fractiune din amortizarea criticd, notata
v, care, prin definitie, reprezinta raportul dintre coeficientul de
amortizare, c si coeficientul de amortizare critica, c.., astfel:

C
Cer

V= (2.45)

sau dacd se introduce in relatia (2.45), expresiile (2.36) si (2.44)
aceasta devine:

2mB (2.46)

T omoe
Din ultima expresie, se poate pune in evidenta o relatie de calcul
pentru coeficientul de amortizare (, functie de fractiunea din
amortizarea critica si pulsatia proprie:
B=vw. (2.47)

Miscarea vibratorie, Tn cazul amortizarii critice, Tisi pierde
caracterul vibratoriu si poartda denumirea de miscare aperiodica.

Amortizarea supracritica nu este proprie constructiilor, miscarea
sistemului este tot o miscare aperiodica.

Se vor analiza, in continuare, sistemele vibratorii care poseda
amortizarea subcritica, propriii constructiilor. Aceste sisteme sunt
caracterizate prin:

C<Cq
Si
v<l,
iar radacinile ecuatiei caracteristice sunt imaginare:

n,=-B+ Wo? -p?, (2.48)
unde j= V-1
Si
rn,=-p+jn’, (2.49)
in care

W' =0’ -p*, (2.50)
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iar w* reprezinta pulsatia proprie a sistemului vibrant, cadnd se ia in
considerare amortizarea.
Solutia ecuatiei (2.38) este:

x(t) = Ae"t + Be"t (2.51)
Si
X(t) = Ae(Priwlt | pel-B-jwlt (2.52)
sau
x(t) = e Pt(AeI¥t + Be I0t), (2.53)
De asemenea, se poate exprima deplasarea prin relatia:
x(t) = e PY(C, sinw*t + C, cos w*t (2.54)
sau
x(t) = Asin(w*t + @*), (2.55)
unde
A=|ct+c?, (2.56)
tgy” = % (2.57)
Constantele de integrare se determina din conditii initiale:
t=0 {igg; - 32 , (2.58)
rezulta:
C, = oY% (2.59)
)
C, =X,. (2.60)

Miscarea descrisa de functia (2.55) reprezintd o miscare

armonicd de pulsatie ®* si amplitudine Ae™®, care descreste
exponential In timp si care se numeste miscare pseudoarmonica.
Reprezentarea unei astfel de miscari este prezentata in figura 2.7.

Caracteristicile dinamice proprii ale miscarii sunt:
a) pulsatia proprie, calculata cu relatia:

0 = w?-p? (2.61)
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A X(t)
A* '}_
~ Ae Pt
/
| th ﬂ tny mwm >t
SRRV =
P Xp,
a)*
H
\\_ Aefﬁt T = 21:
A T

Fig. 2.7. Reprezentarea grafica a unei miscari
pseudoarmonice

si conform expresiei (2.47) rezulta:

o =wVl-v?; 2.62)

b) frecventa proprie:

f* =f1-v?; (2.63)

c) perioada proprie:
T = —. (2.64)
1-v?

Experimental s-au obtinut valori ale fractiunii din amortizarea
criticd pentru diferite materiale si constructii, acestea sunt prezentate in
tabelul nr.1.

Tabelul nr.1. Fractiunea din amortizarea critica

Constructii si terenuri V , fractiunea din

amortizarea critica
Constructie cu structura din beton armat monolit 0.02 - 0.14
Constructie cu structura din zidarie 0.06 - 0.18

Constructie industriala cu structura monolita 0.02 - 0.06
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Poduri din beton armat 0.03 - 0.016
Poduri metalice 0.02 - 0.08
Constructii masive 0.05-0.1
Terenuri de fundare 0.06 - 0.3
Nisip compact 0.1

Analizdnd valorile din tabel, global, se considera ca pentru
sectorul de constructii se poate accepta, referitor la fractiunea din
amortizarea critica, valoare:

vV ~0.2 (2.65)
si, deci

0 ~w, f"~f, T =T. (2.66)

Gradul de amortizare al unei constructii se defineste prin
intermediul decrementului logaritmic, notat A.

Decrementul logaritmic al amortizarii reprezinta logaritmul
natural al raportului dintre doua amplitudinii succesive decalate de o
perioada, figura 2.7.

A=In2n_ (2.67)
Xn+1
Dar, se cunoaste ca
x, = Ae P, (2.68)
Si
Xn. = AePoi. (2.69)
Introducand (2.68) si (2.69) in (2.67) rezulta
A =BT = voT” :VZ?HT* (2.70)
sau

A=2nv. (2.71)



