CURSUL 3

SISTEME VIBRANTE CU 1GLD

3.1 Vibratii fortate neamortizate

Se considera un sistem vibrant cu 1GLD actionat de o forta
perturbatoare de tip armonic, figura 3.1.
Fortele care fsi fac echilibru sunt:

a) forta de inertie

Fi(t) = -mx(t) ; (3.1)
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b) forta elastica

Fo(t) = kx(t) ; (3.2)
c) forta perturbatoare
F(t) =F, sin6t. (3.3)

F(t)

——
Ve

Fig. 3.1. Sistem vibrant actionat
de o forta armonica

Conform principiului lui d’Alembert ecuatia de echilibru dinamic
instantaneu va avea forma:

Fe (t) = Fi(t) + F(t) (3.4)

sau inlocuind expresiile fortelor, relatiile (3.1), (3.2) si (3.3), in ecuatia
(3.4), aceasta devine:

mx(t) + kx(t) = F, sin6t. (3.5)
Se imparte fiecare termen al ecuatiei prin masa sistemului
vibrant si se obtine o noud forma a ecuatiei
X(t) + w?x(t) :%’sin ot . (3.6)
Solutia generala a ecuatiei (3.6) este:
X(t) = x () + xg(t), (3.7)

unde: x,(t) reprezintd solutia ecuatiei omogene corespunzatoare
vibratiilor libere si are forma:

x () =C, sinwt + C, coswt; (3.8)
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Xg(t) - solutia particulard, corespunde perturbatiei armonice si
reprezinta raspunsul fortat al sistemului, se prezinta sub forma:

Xg(t) =MsinBt + Ncosbt. (3.9)

Aceasta solutie, relatia (3.9), trebuie sa satisfaca ecuatia
miscarii (3.6). Pentru aceasta, solutia (3.9) se deriveaza succesiv de
doua ori:

Xg(t) = MB sin 6t — NO cos 6t (3.10)
si
Xg(t) = -MB? sin 6t — N6 cos bt . (3.11)

Introducand expresiile (3.9), (3.10) si (3.11) In ecuatia (3.6) se
obtine:

- 8%(MsinBt + NcosBt) + w*(Msin Bt + Ncos6t) = %sin Bt (3.12)
sau
M(w? - 082)sin Bt + N((w? —ez)coset:%sinet. (3.13)

Prin identificarea coeficientilor functiilor trigonometrice se
determina constantele M si N:

M(w? —62)=F—° (3.14)
m
Si
N((w? - 8%)cosBt = 0 (3.15)
sau
M = Fo (3.16)
m(w? - 86?)
Si
N=0 (3.17)
Solutia particulara devine:
Xg(t) = I:—Osin et, (3.18)
m(w? - 8?)
iar cea generala:
X({)=C,sinwt+C, coswt+F—°sin8t (3.19)
m(w? — 62)

Si
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X(t):C,wcoswt—CzwsinthrLcoset. (3.20)
m(w? - 8?)
Constantele C, si C, se determina din conditii initiale:
x(0) = X,
t=0 . 3.21
Conform relatiilor (3.19), (3.20) si (3.21) rezulta:
\% 0 F

C="--__0 3.22

Solutia generala ia forma:

X(t)=V—°sinoot+x0 cos wt + Ry (sinet—ﬁsina)t). (3.24)
w m(w? - 6?%) W
In regim stationar solutia este:
F 0 .
X (t) = 0 sinft - —sinwt) . 3.25)
(t) e 92)( o ) (

Factorul adimensional al relatiei (3.25) se rearanjeaza sub forma:

F F F F, 1
m(ooZO_eZ): T D A
metle ) e, 0

unde p poartd numele de coeficient dinamic sau factor de amplificare
dinamica, se determina cu relatia:

1
-
8

(J.)Z

Cu notatiile de mai sus, expresia deplasarii dinamice, x(t) se
determina cu relatia:

(3.27)

IJ:

X (t) = pFoé(sinet—%sin wt). (3.28)

Luand in considerare faptul ca vibratiile proprii se amortizeaza si
fiind caracterizate, dupa cum rezultda in relatia (3.28), prin functia
sinwt, aceasta relatie se simplificd devenind:

X (t) = pF,6sinbt. (3.29)
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3.2. Vibratii fortate amortizate

Se considera un sistem vibrant, alcatuit prin asocierea a trei
caracteristici: inertiala, disipativa si elastica, actionat de o forta

perturbatoare, figura 3.2.

A

F(t)

k,c

C——
e i44

Fig. 3.2. Sistem vibrant complet
actionat de o forta armonica

F(t) =F, sin6t.
Ecuatia migcarii este:

mx(t) + cx(x) + kx(t) = F, sin6t

sau
(1) + - x(t) + £ x(t) = 0 sinet
m m m
si
. . 2 FO -
X(£) + 2Bx(t) + w-x(t) = Hsm ot.
Solutia generala a ecuatiei (3.33) are forma:
X(t) = x (£) + xg (L) .
Solutia vibratiilor libere este:
X (t) =e™PYC, sinw™t + C, cosw™t)
sau

X, (t) = Ae P sin(w t + 7).

Solutia particulara se adopta de forma:

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Xg(t) =MsinBt + cos 6t (3.37)

Aceasta solutie trebuie sa verifice ecuatia (3.33) pentru a
determina constantele de integrare

—M8? sin Bt — NB? cos 6t + 2B(M6 cos 6t — N8 sin 6t) +

, , F, . (3.38)
+Mw~ sinbt + NBw cosetzﬁsmet

sau
(M(w?* - 8%) — 2NBB) sin Bt + (N(w? — 8?) + 2MPBB) cos Bt = I%’sin 6t .(3.39)
Constantele M si N se determina prin identificarea coeficientilor

functiilor trigonometrice din relatia (3.39):

M(w? -ez)-ste:%". (3.40)

N(w? —8%)-2MBB =0

Constantele de integrare se determina rezolvand sistemul de
ecuatii (3.40), astfel:

N=-To 288 , (3.41)
m ((1)2 _ 82)2 _ 48282
2 2
M=_Fo @ -67) . (3.42)

m ((02 —62)2 _4[3292

Se introduc constantele (3.41) si (3.42) in expresia solutiei
particulare (3.37) si se obtine solutia vibratiilor fortate:

Xg(t) = A, sin(6t —u,), (3.43)
unde

A, =VN? + M? (3.44)
sau introducand relatiile (3.41) si (3.42), rezulta:
A, =dFu" (3.45)

in care

= (3.46)

si
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0
N 2V8

tgy, = - N _ . 47
w

Parametrul p* poartd numele de factor de amplificare dinamica in
care este inclusa si influenta amortizarii.

Solutia generala are forma:

X(t) = e™V®Y(C, sinw t + C, coswt) + SFyusin(Bt —yw,). (3.48)

t=0 {’)((((%)) i ":j . (3.49)
Se deduc constantele:
c,-m2 _nEB (3.50)
w w
C, =-N. (3.51)

3.3. Etape de calcul pentru trasarea diagramelor de
eforturi maxime si minime in cazul vibratiilor fortate

In vederea tras&rii diagramelor de eforturi minime si maxime,
pentru modelele dinamice ale unor structuri, se parcurg urmatoarele
etape de calculul:

a) Se determina rigiditatea sistemului, k [Nm’l];

b) Se calculeaza pulsatia proprie de vibratie, w, cu relatia:
w = k , [rads‘l];
m

c) Se determina factorul de amplificare dinamica, p, aplicand

relatia (3.26) sau (3.46), dupa cum luam sau nu in considerare
amortizarea in procedura de calcul;

d) Se incarca structura data, sistemul dinamic, cu amplitudinea
fortei de inertie si amplitudinea fortei perturbatoare.

Daca forta perturbatoare este aplicata in dreptul masei si pe
directia GLD, atunci cele doua forte se insumeaza formand asa zisa forta
dinamicd, notata F4(t), deci:
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Fa(t) = Fi(t) + F(t)

sau
Fq(t) = -mx(t) + F, sin6t, (3.52)
iar utilizand relatia (3.29), expresia (3.52) devine:
Fq(t) = udF,8? sinBt + F, sin Bt (3.53)
ori
Fq(t) = uF, sinbt. (3.54)

Amplitudinea fortei dinamice se calculeaza cu relatia:

Fy = uFy, (3.55)

in cazul vibratiilor fortate neamortizate si cu relatia:

Fq =H'Fy, (3.56)
in cazul vibratiilor fortate amortizate.

Pentru trasarea diagramelor de eforturi minime si maxime, forta
dinamica are dublu sens.

3.4. Vibratii fortate produse de forte perturbatoare in
alte situatii de incarcare
Se vor analiza mai multe situatii de incarcare:

a) Actiunea unei forte perturbatoare aplicata pe sistem in alta
sectiune decét in cea in care este concentrata masa, figura 3.3.

Pentru aflarea raspunsului in deplasari al sistemului vibrant
actionat de o fortd perturbatoare armonica in sectiunea k se utilizeaza
relatiile (3.29), in cazul vibratiilor fortate neamortizate si (3.43)
coroborat cu (3.45), in cazul vibratiilor amortizate. Rezulta expresiile:

X;(t) = pOFo, (t) sin Bt (3.56)
Si
X;(t) = p"8 4 Fo i () sin(Bt - @, ). (3.57)
b) Actiunea mai multor forte de aceeasi pulsatie, de forma
Fie(t) = Fy i sinbt (3.58)
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Fe(t) = Fy « sin6t

Fig. 3.3. Sistem vibrant incarcat cu o fortd perturbatoare

Raspunsul in deplasari se calculeaza cu expresia (3.29), in cazul
vibratiilor fortate neamortizate, si (3.43) coroborat cu (3.45), in
cazul vibratiilor amortizate. Se deduc relatiile:

m
X5(t) = B ByiFo (t)sin 6t (3.59)
k=1
Si
" n
x;(t) = Zéijolk(t)sin(et—(pl). (3.60)
k=1
c) Actiunea mai multor forte perturbatoare de pulsatii diferite:
F(t) =F, sinB;t (3.61)
Fe(t) = Fp i sinB, t. (3.62)

Pentru aflarea raspunsului in deplasari se folosesc relatiile (3.29),
(3.43) si (3.45). Se gasesc relatiile:

XJ(t) = p|6j|F0,|(t) sin 9|t + |Jk5ij0,k(t) Sinekt (363)
Si
n
X;(8) = D B uFo(t)sinBt  k=1,2,.....,n, (3.63)
k=1

unde
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Mk = 02 (3.64)
T ?
Si
ul = %, (3.65)
|
e
referitor la relatia (3.62) si
* 1
Mk = , (3.66)
Sh Sh
\/(1 -5 +avi K
) w

in ceea ce priveste expresia (3.63).



