CURSUL 4

SISTEME VIBRANTE CU nGLD

4.1 Vibratii libere. Metoda fortelor de inertie sau
metoda matricei de flexibilitate

Se considera un sistem vibrant cu nGLD. Sistemul este alcatuit
dintr-o grinda simplu rezematda (modelul static) cu n mase concentrate
carora li se acorda nGLD. Deplasarile necunoscute fiind deplasarile
masurate pe directia gradelor de libertate dinamica, notate y;(t), figura

4.1.a.
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Fig. 4.4. Sistem vibrant cu n GLD

Sub actiunea unui impuls initial (deplasare si vitezd) sistemul
vibrant va vibra in jurul unei pozitii de echilibru static, figura 4.1.b. La
momentul t al miscarii se pot madsura deplasarile dinamice instantanee
pe directia gradelor de libertate, de exemplu y;(t), pentru gradul de
libertate j. Pentru toate cele n deplasdri se constituie vectorul
deplasarilor dinamice instantanee, vectorul (matricea coloana) {y(t)}:
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y, ()
y,(t)

fy(t)} = (4.1)

y; ()

yn (1)
Pe directia gradelor de libertate iau nastere forte de inertie,
pentru GLDj, se noteaza forta de inertie I;(t), iar pentru toate gradele

de libertate ale sistemului vibrant se constituie vectorul fortelor de
inertie notat {I(t)}:

I (t) m,y, (t)
L () m,Y,(t)

IOI =11 0 = Jmyg,@ [ =~ MO (4.2)
In(t) MaYn(t)

unde: [m] reprezintd matricea diagonald a maselor sau matricea de
inertie;
{y(t)} - vectorul acceleratiilor.

Prin aplicarea pe sistemul virant a fortelor de inertie, pe directia
gradelor de libertate dinamica, figura 4.c, se obtine deformata dinamica
a sistemului dinamic, iar pe directia GLD se masoara deplasarile y,(t).

Acest lucru se datoreaza principiului lui d’Alembert.

Daca in locul fortelor de inertie, se aplica pe sistem cate o
singura fortd, egald cu unitatea, pe directia GLD, in ,n” situatii de
incarcare, corespunzdtoare celor nGLD, figura 4.1.d, e..., pe directiile
gradelor de libertate dinamicd se masoara ,n” seturi de cate ,n”
deplasari unitare, notate: §,,,9,, ..... 1O, eeeees Q557+ Opp . Cu aceste

deplasari unitare se constituie o matrice cu ,n” linii si ,n” coloane,
notatd [4], relatia (4.3).
Un element al matricei [A], notat &, reprezintd deplasarea

masurata pe directia GLDj, cand sistemul vibrant este actionat pe
directia GLDn cu o forta egala cu unitatea.
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Al=]." o T (4.3)
_6n1 6n2 . 6nj ' 6nn i

Prin suprapunerea efectelor, deplasarile pe directiile gradelor de
libertate ,1”, ,2",..., ,j" si , respectiv, ,n”, se determina cu relatiile:
Yi(t) = 8L (1) + O, L, (B) + .o + O5I5(E) + ... + 8,15 (F)
Yo (t) = 0L (1) + 0L, (t) +.ou + Oy5L5(E) + ... + 0515 (F)

yJ(t) = 6J'I]:l(t) + 6j2]:2(t) Tt t 6]JIJ(t) + ...+ 6jnIn(t) ' (44)

Yn(t) = 0L (E) + O Lo (t) + .o + OpyL(1) + ... + O I (1)
Ecuatiile (4.4) formeaza un sistem de ecuatii care, sub forma
matriceala, poate fi scrisa:

()} = [l 1)} (4.5)

Prin introducerea in sistemul (4.5) a vectorului fortelor de inertie,
relatia (4.2), se obtine:

[Allm] (0} + iv(v)} = o}, (4.6)
care reprezinta ecuatia matricealda a vibratiilor libere ale sistemelor
vibrante cu nGLD.

Sistemul de ecuatii (4.6) este verificat de solutii particulare
armonice de forma:
y;(t) = A; sin(wt + @) (4.7)

in care A; reprezintd amplitudinea deplasdrii dinamice, iar pentru toate
gradele de libertate dinamice se constituie vectorul deplasarilor:
()} = {A}sin(wt + @) (4.8)

si vectorul vitezelor:
W)} = ~{Ajw? sin(wt + @) (4.9)

unde {A} este vectorul amplitudinilor deplas&rilor dinamice.
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Solutiile particulare (4.8) si (4.9) caracterizeaza vibratiile proprii
ale sistemului dinamic. Se introduc aceste solutii in sistemul de ecuatii
(4.6) si se obtine:

—{A}sin(wt + @) + w*[aA]m]{A}sin(wt + @) = {0} (4.10)

sau
(@?[a][m] - [IDiA} = o},
care reprezinta ecuatia generald a vibratiilor proprii, unde [I] este

matricea diagonala unitate (toate elementele de pe diagonala principala
sunt egale cu unitatea, iar celelalte elemente sunt nule).

(4.11)

Ecuatia matriceala (4.11) este algebrica, liniara si omogena.

Sistemul vibreaza atunci cand A; =0, deoarece solutia banald

verifica ecuatia (4.11), dar nu este interensanta deoarece corespunde
unei pozitii de repaus a sistemului.

Pentru ca sistemul de ecuatii (4.11) sa admita solutii diferite de
zero, determinantul prrincipal trebuie sa fie nul:

jw2[a][m]-[] = 0 (4.12)
sau
w?d,;m, -1  ®?d,m, w?*d,;m; w?d,,m,
wd,m;,  w?d,m, -1 w?3,;m; ®28,,m,
) ) ) =0(4.13
w?*d;m, w?*d;,m, w*d;m; -1 0?*d;,m, ( )
| w?d,m, w?d,,m, >3 m; w*8pymy —1]
Daca se noteaza A = % ecuatia (4.13) devine:
(o
[d,m, -A  d,,m, 3,;m; wd,,m,, |
0,m, 0,,m, — A 62jmj wd,,m,
' ' =0 (4.14)
6j1m1 6]‘2m2 6]]m] - )\ 5jnmn
6nlml 5n2m2 6njmj annmn A

sau prin dezvoltare:




6 SISTEME VIBRANTE CU n6LD. Vibratii libere.
Metoda matricei de flexibilitate
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De asemenea, dezvoltdnd determinantul (4.13) se obtine o
ecuatie de gradul ,n” in w? numitd ecuatie caracteristicd sau ecuatia
frecventelor (pulsatiilor) sistemului vibrant.

Rezolvand ecuatia caracteristicilor (4.15) se obtin ,n” radacini
reale si pozitive notate:

reprezentand pulsatiilor proprii (naturale) ale sistemului dinamic.

Pulsatia proprie cu valoarea cea mai micd, notata prin w,, se
numeste pulsatie proprie fundamentala, iar celelalte valori, in general
notate, w;, reprezintd pulsatiile proprii de ordin superior:

w; > w,,i=23,....n.

Cunoscand cele n pulsatii proprii ale sistemului dinamic se
determina direct frecventa proprie fundamentala, f,, perioada proprie
fundamentala, T, si celelate valori proprii de ordin superior, notate
generic, f; si T;.

Prin urmare, valorile proprii sunt caracteristici intrinseci ale

sistemelor dinamice deoarece depind exclusiv de proprietatile inertiale si
elastice ale modelelor dinamice.

Fiecarei valori proprii ii corespunde o deformatd a sistemului
numita forma proprie de vibratie (principald, naturala).

Forma proprie coincide cu deformata sistemului actionata de
amplitudinile fortelor de inertie:

I =w’myy;; (4.16)
sau

{th = wf[mliy} (4.17)
unde: I;; reprezinta amplitudinea fortei de inertie corespunzatoare

gradului de libertate j, in modul i de vibratie;

y;i - amplitudinea deplasarii masurata pe directia GLD in modul
i de vibratie;

{y};- vectorul (matricea coloand) amplitudinilor, vectorul formei
proprii i.
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Ansamblulul format dintr-o form& proprie {y}; si perioada proprie
corespunzatoare T;, formeaza un mod propriu de vibratie, in acest caz,
modul propriu i de vibratie.

Configuratia geometrica a formelor proprii (vectori proprii) se
determind prin introducerea succesid a valorilor proprii w? in sistemul
de ecuatii (4.11). Se obtine ecuatia urmatoare:

(@?[A][m] - I){A} = ff, (4.18)
numita ecuatia generala a vectorilor proprii (dimensionali).
Ecuatia j din sistemul de ecuatii (4.18) are forma:

2

2 2 2
Wi 0;MA ;i + W70 pMyA,  +. + (W70 ;M — DA + ...+ W7 0;MA,; =0.

(4.19)
Se imparte ecuatia (4.19) prinA, ;. Se noteaza:
A Aji Ani
R e LIV 1R VR 4.20
A],i YI,l Al,i YJ,I Al,i yn,l ( )
Cu aceste notatii ecuatia (4.19.) devine:
W8 MY,  + e+ (W8 5My = 1Y + .o+ OO 5MpY 1 = —070;m, .(4.21)

Daca se impart toate ecuatiile sistemului de ecuatii (4.18) prin
A, ;, atunci aceast sistem, in forma matriceald, devine:

(?[a][m]- iy} = o, (4.22)

care reprezinta ecuatia generala a vectorilor proprii adimensionali.

Ecuatia matriceala (4.22) are numai ,n-1” necunoscute deoarece
y,i =1 (v. relatiile (4.20)) si pentru aflarea solutiei se vor utiliza numai
primele ,n-1" ecuatii, ultima ecuatie fiind folosita pentru verificarea
rezultatelor.

Se defineste matricea spectrald, notatd [Q], ca o matrice
diagonald care cuprinde pe diagonala principalda patratele pulsatiile
proprii de vibratie ale unui sistem dinamic cu n GLD, iar celelalte
elemente fiind nule:
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o] = T . (4.23)

I ;|

De asemenea, definim matricea modalad a unui sistem dinamic cu
nGLD, ca o matrice alcatuitd prin scrierea pe coloane a formelor proprii
de vibratie. Este notatd [Y]:

Yio Yi2 - Yiio - Yl,nW
You Y22 - Y2, - Yon

i ’ i ’

V-l S (4.24)
] Yii. Yiz - Yii - Yin

’

Yoi Yn2 - Yni - Yn,nj

sau

yl=livl, vl - b - el (4.25)

4.2. Aplicatie

Se cere sa se determine modurile proprii de vibratie pentru un
sistem cu doud grade de libertate dinamica pentru care se cunosc

matricea maselor:
m 0
m] =

Oy 612}
Al= .
[ ] {521 0,

Ecuatia generala a vibratiilor proprii dimensionale, ecuatia (4.18)

devine:
20, O, [m, 0 1 o}\JA | |o0
© {521 E322“ 0 mj ) [0 1}){'6‘2} B {0}

Ecuatia pulatiilor proprii este:

si matricea de flexibilitate:
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o] 0 m 0 1
w2 O On 1 3 0 ~0
Sau:
wd;m, -1  wd,m, | 0
w?d,m, w?d,,m, -1
Si
O;m; — A o;,m, -0
0,m 0,M, - A '
unde

A=—.
(1.)2

Se dezvolta determinantul de mai sus si se obtine:
N =A@ m; +8,,m,) + mm,(8,,8,, - 5,) =0.
Se rezolva ecuatia anterioara si se determina valorile proprii: A,
si A,, respectiv (pulsatiile proprii) wisi w3.

Dupa aflarea valorilor proprii se calculeaza vectorii proprii
(formele proprii de vibratie). Acestia se obtin prin rezolvarea
urmatoarelor doua sisteme de ecuatii:

o primul sistem
2 2
(0id;m; —1)y;; + ®;d;,myy,; =0
2 2 !
W0, Myyy,; +(Wid,,m, —1)y,, =0
pentru y,, =1 rezulta din prima ecuatie de mai sus:
wid,;m, —1
Yoo =-S5
w;d,,m,
o cel de al dolea sistem:
2 2
(w30, M = 1)y, , + W30,,M,y,, =0
2 2 Y
W30,/MyY; 5 + (W3,0,,M, —=1)y,, =0
pentru y,, =1 rezulta din prima ecuatie a sistemului anterior:
w33,,m, -1
Yoo =—"— 5
w30,,m,

Cele doua forme proprii de vibratii sunt:
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1 . 1
Yi = Sl WYy =
= dyr s b=,

4.3. Determinarea matricei de flexibilitate

Matricea de flexibilitate a unei structuri, in coordonatele dinamice
ale modelului vibrant, a fost definita in paragraful 4.1, relatia (4.3).

Un element al matricei de flexibilitate 8., conform celor expuse,
reprezinta deplasarea produsa de directia GLDj cand dupa directia GLDk,

3]~
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N

3
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I
(o] []

o0 © 0 o
fff ff f

Fig. 4.2. Sisteme dinamice

structura considerata (sistemul vibrant) este actionata de o forta egala
Cu unitatea.
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In figura 4.2 sunt prezentate cinci sisteme dinamice avand
nominalizate gradele de libertate dinamica acordate, iar in figurile 4.3 si
4.4. situatiile de fincdrcare, corespunzatoare gradelor de libertate
dinamica, in vederea determinarii elementelor matricei de flexibilitate.

1,1 i
_>

J
J

T 1,1

y ™I 1

a;. b,.
77 ez TI77
v 1
b,. bs.
S/ SSS s

Fig. 4.3. Situatii de incarcare pentru calculul matricelor
de flexibilitate ale sistemelor din fig.4.2.a. si b.

Pentru calculul elementelor matricei de flexibilitate se utilizeaza
metoda Mohr-Maxwell, materializata prin relatia:

By = 24”"1'("2\1"“") X, (4.27)



12 SISTEME VIBRANTE CU n6GLD. Vibratii libere.

Metoda matricei de flexibilitate
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Fig. 4.4. Situatii de Incarcare pentru calculul matricelor
de flexibilitate ale sistemelor din fig.4.2.c.,d.si e
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unde: Mj(x) reprezintd momentul incovoietor din sectiunea "x" masurat

in diagrama de moment incovoietor corespunzatoare situatiei virtuale de
incarcare "j" a sistemului vibrant;

M (x) - momentul incovoietor din sectiunea "x" madsurat in

diagrama de moment fincovoietor corespunzdtoare situatiei reale de
incarcare "k" a sistemului vibrant.

Obs. In cazul determinrii elementului Ok al matricei de

flexibilitate, se disting urmatoarele situatii de incarcare:
a) situatia reald de incarcare, constituita din structura data (static
nedeterminata sau determinatd) actionata in dreptul masei m,,
a sistemului dinamic, si pe directia GLDk, cu o forta egald cu
unitatea (notata 1);
b) situatia virtuala de incarcare, constituita din structura considerata
indrcata, in dreptul masei m; si pe directia GLDj, cu o forta

egala cu unitatea (notata 1).

De asemenea, situatia virtuald de incarcare poate fi
constituitda din orice structura static determinatd, obtinutda din
structura datd incdratd, in dreptul m; si pe directie GLDj, de o

forta egala cu unitatea.

In figura 4.5. sunt reprezentate situatile de incdrcare, virtuale si
reale ale sistemul dinamic desenat in figura 4.2.c., sistem cu doua grade
de libertate dinamica acordate, corespunzator GLD; (a se vedea figura
4.4.a.

Diagramele finale de moment incovoietor, in cele doua situatii de

a v .. v =l . . oy
incdrcare, reald si virtuald: M si Mg, care in cazul desfdsurdrii calculelor

pe sistemul considerat sunt identice, sunt trasate in figura 4.5.cs3,
folosind metoda fortelor.

Sistemul de baza este desenat in figura 4.5.b, diagrama de
moment incovoietor, produsa de incarcarea exterioara (forta egala cu

unitatea), este aratata in figura 4.5.c; (M:)), iar diagrama unitara de

moment incovoietor este schitata in figura 4.5. c, (M, ).

Sistemul analizat este o data static nedeterminat. Ecuatie de
echilibru elastic, corespunzatoare metodei fortelor, este:

0 X; +Xp =0,

unde coeficientul 3,, se determina cu relatia:
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Fig. 4.5. Situatii de incarcare si diagrame de moment incovoietor
pentru calculul elementelor matricei de flexibilitate

5, = 3 TOM By,
EI

iar termenul liber cu expresia:

ap = 3 MO 00,
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Cele doua integrale se rezolva prin inmultirea a cate doua
diagrame, in cazul coeficientului - &,, diagramele de moment

incovoietor: M si M,, figura 4.5.c, si diagramele: M si Mp, figurile
4.5.c; si ¢y, In cazul termenului liber.

Dupa rezolvarea ecuatiei de echilibru si aflarea solutiei X, se
traseazd diagrama finald de moment incovoietor M{ identic3, in acest
. v =l o ) i
caz, cu cea virtuala My, calculata pentru sistemul considerat.

Elemenul principal al matricei de flexibilitate, notat &,, se
determina cu relatia:

5, = 3 MO

sau

—1 =1
5. — Z Mf(X)M (X) X,
11 EI

v - v n . =1 R
daca se utilizeaza diagrama de moment incovoietor M obtinuta prin
solutionarea unei situatii virtuale de incarcare constituite din sistemul
de baza (structurad static determinatd) actionata in dreptul masei si pe

directia GLD; a unei forte virtuale egald cu unitatea (notatd 1).



