CURSUL

SISTEME VIBRANTE CU nGLD

5.1. Vibratii libere ale sistemelor cu nGLD. Metoda
matricei de rigiditate

Se considera un sistem cu nGLD. Sub actiunea unui impuls initial
(viteza si deplasare) sistemul va vibra in raport cu pozitia de echilibru
static, figura 5.1.

La momentul t al vibratiei pe directia gradelor de libertate
dinamicd se mdsoard deplasdrile y;(t),t=1,n, figura 5.1.b, care
alcituiesc vectorul (matricea coloand) {y(t)}.
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y,(t)
y,(t)

{y(t)} = (5.1)

y;(t) '

Yn(t)

Pentru a folosi, in analiza dinamica a sistemelor, metoda matricei
de rigiditate se vor bloca toate deplasarile pe directiile GLD, obtinand
sistemul de bazd dinamic. Impiedicarea deplasérilor se realizeazicu
ajutorul blocajelor simple: reazeme simplu rezemate, pentru deplasari
liniare si blocaje de nod, pentru deplasarile unghiulare.

In vederea aplicarii principiului Ilui d’Alembert se va actiona,
succesiv, sistemul de baza dinamic, cu deplasarile:
Yi(©),., ¥;5(8),.., ¥n(t), aplicate pe directiile GLD sub forma de ceddri de

reazem. In figura 5.1.d este desenata deformata sistemului vibrant
corespunzatoare cedarii de reazem, y,(t). In fiecare blocaj iau nagtere

reactiunile: R,(t),..,R;(t),..,R,(t), iar in blocajul corespunzdtor GLD; ia
nagtere si forta de inertie, datorita deplasdrii masei m;, notata I;(t).

Se constituie vectorul fortelor de inertie {I;(t)|:

L (t)
L, (1)

i)} = = —mlfy(t);. (5.2)

I(t)

1,

Cum insa, blocajele care au fost introduse pentru a impiedica
deplasarile pe directiile GLD, nu exista in realitate pe sistemul vibrant,
rezultd ca suma fortelor de inertie si a reactiunilor din blocajele GLD,
corespunzatoare celor ,,n” deformate ce se pot realiza, de tipul celei din
figura 5.1.d, trebuie sa fie nula si obtinem, astfel, ,n” ecuatii, cate una
pentru fiecare grad de libertate.

De exemplu, pentru gradul de linertate ,,j” se obtine ecuatia:
_I](t) + RJ,I(t) + R],Z(t) + e+ RJ,J(t) + e+ R],n(t) = 0 . (5.3)
Cele ,n” ecuatii, de tipul celei de mai sus, constituie ecuatiile de

echilibru dinamic ale sistemului vibrant si alcatuiesc un sistem de ecuatii
cu ,n” ecuatii si ,n” necunoscute.
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Comparand deformata din figura 1.d cu cea din figura 5.1.f
rezulta:
R ;(t) = Kjy;(0) (5.4)

a m m, m;

00 0 0 0 -
III II I@

77

b.
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Ri,j(t) Ry ;(t) Rj,j(t)¢ Ry, j(t) Rn,i(t)
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Fig. 5.1. Sistem vibrant cu nGLD
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De asemenea, se pot scrie, si pentru celelalte deformate,
expresiile:

Rji(0) =Kyyi(0), Ryp(t) =Kypy,(t), s Ryn(t) =Kjayn (D). (5.5)
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Introducem relatiile (5.4) si (5.5) in ecuatia (5.3) si se ajunge la
urmatoarea ecuatie:

—I](t) + K]lYl(t) + K_]ZY2(t) + et K]JY](t) + .0+ KJnYn(t) = O 7 (5.6)

iar pentru celelate ,n” deformate de tipul celei din fig.5.1.d., deci prin
producerea de cedari de reazeme pe directia fiecarui GLD, in blocajele
simple de GLD, va rezulta un sistem de ecuatii care, scris sub forma
matriceala, arata astfel:

~ {10} + Ky} = o}, (5.7)

unde [K] reprezintd matricea de rigiditate a sistemului vibrant
determinata in coordonatele dinamice ale sistemului,

_Ku Kip - Klj Kin |
Ky Ky sz Kon
K=, ' ' (5.8)
Ky Kp oo Ky oo Ky
_Knl an an Knn_

Un element al matricei de rigiditate [K], K;; are semnificatia unei
forte, care aplicata pe sistemul vibrant in dreptul masei m;, produce pe
directia GLD; o deplasare egala cu unitatea, in timp ce toate celelate
deplasari, de pe directia GLD, sunt blocate de fortele Ky, r= Ln.

Elementele matrice de rigiditate pot fi definite si ca reactiuni.
Astfel, K;; reprezintd reactiunea din blocajul GLD; cand in acest blocaj se

produce o cedare de reazem egala cu unitatea, iar in celelalte blocaje
ale sistemului de baza dinamic, figura 5.1.c, iau nastere reactiunile K,

r=1,n.

Substituind expresia matriceala a fortelor de inertie, relatia (5.2),
in ecuatia (5.7), obtinem:

[y} + K] iyt = {o}. (5.9)

Ecuatia (5.9) reprezinta ecuatia generald a vibratiilor libere ale
sistemelor vibrante cu nGLD. Sistemul este verificat de solutiile
particulare:

ly(t)} = {A}sin(ot + @).

Introducem solutia (5.10) in
devine:

(5.10)

ecuatia matriceald (5.9), care
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(K]- w*[mDiA} = o}, (5.11)

dup@ ce am impartit ecuatia (matriceald) prin sin(wt + ¢). Ecuatia
(5.11) este numita ecuatia generala a vibratiilor proprii.

Pentru ca sistemul de ecuatii (5.11) sa admita solutii diferite de
zero, determinantul principal trebuie sa se anuleze:

K] w?[m] = 0. (5.12)

Prin dezvoltarea determinantului (5.12) rezulta o ecuatie
caracteristica, numita si ecuatia pulsatiilor proprii. Rezolvdnd aceasta
ecuatie rezultd cele ,n” pulsatii proprii: w,,®,,...,®;, ..., w,, iar cu

patratele acestor valori se constituie matriea spectrala a sistemului
vibrant:

o] = ' . (5.13)

Pentru aflarea vectorilor proprii de vibratie ai sistemului vibrant
se rezolva ecuatia vectorilor proprii, care are alura urmatoare:

(K]- wf[mDly} = P}, i=1,n. (5.14)

Rezolvand cele ,n” sisteme de ecuatii, obtinute prin variatia
indicelui ,i”, se obtin cei ,n” vectori proprii adimensionali {y};, cu ajutorul

carora se constituie matricea modala a sistemului vibrant:

YI=[vh tvh - Wh - vh] (5.15)

5.2. Aplicatie - sistem vibrant cu 2GLD

Vom considera un sistem vibrant cu doua mase:m; si m,, carora
li se acordd cate un grad de libertate dinamicd. Se propune
determinarea modurilor proprii de vibratie: pulsatiile proprii w, si w, si
formele proprii de vibratie {y}, si {y},. Pentru aceasta, sunt parcurse
urmatoarele etape de calcul:

a. Se constituie matricea maselor:
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m
ml=] ]
m,

b. Se determina matricea de rigiditate a sistemului vibrant in
coordonatele dinamice ale acestuia:

] = {KM Klz}.

K21 K22

c. Se scrie si se rezolva ecuatia pulsatiilor proprii:

K K m
{11 12}_(02{ 1 }:O
Ky Ky m,
sau
Ky - w’m, Ky -0
Ky Ky - w2m2
si
mym, — A(m,K;; + MKy ) + )\Z(KuKzz - K122) =0
daca
1
A=—
(1)2
sau
034m1m2 - wz(man +mKy )+ (K Ky - K122) =0.
in final:
wl. = m,K,, + MKy, + \/(lezz + man)2 —4mm, (K Ky, _K|22
b2 2m,m,
d. Formele proprii de vibratii se caluleaza prin rezolvarea
urmatoarelor doua sisteme de ecuatii:
(K]- w?[mDiy}, = {o}
(K]- w3[mDly}, = {o}
unde:

wh - {y;} si b - {y;}-
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Fiecare dintre sistemele de mai sus cuprind cate doua ecuatii, dar
cum y,, =1 si y,, =1, atunci, din prima ecuatie a fiecarui sistem de

ecuatii se obtine ordonata vy, ,, respectiv y,,, iar cea de a doua ecuatie,
a fiecarui sistem, este utilizata pentru verificarea ordonate calculate.

5.3. Proprietatea de ortogonalitate a formelor proprii
de vibratie

Pentru a demonstra proprietatea de ortogonalitate a formelor
proprii de vibratie se pleaca de la ecuatia formelor proprii (5.14), scrisa
sub forma:

K]y} = o [mDly};. (5.16)

Se multiplica la stanga, ecuatia (5.16), cu o alta forma proprie de
vibratie transpus, de exemplu y}; , rezult3:

Wi (K = of iy} ImDiy);. (5.17)

Se transpune ecuatia (5.16) si se rescrie pentru modul ,r” de
vibratie, se obtine:

i (Kl= oy} [m), (5.18)

deoarece: [K]" =[K] si [m]" =[m].

Expresia (5.18) se postmultiplica cu forma proprie de vibratie
corespunzatoare modului ,i” de vibratie:

Wl (Kliy} = o? vl ImDiv); - (5.19)
Se scade relatia (5.18) din (5.16), rezulta:
0= (w7 - )iy} [m]iy} - (5.20)

Dar, cum w}? # w?, sunt doud pulsatii proprii diferite ale
sistemului vibrant, se ajunge la concluzia ca produsul celor doi vectori
proprii satisface relatia:

i ]y} =0, (5.21)

care va reprezenta proprietatea de ortogonalitate a doua forme proprii
de vibratie: {y}; si {y}, .
De asemenea, se pot demonstra si expresiile:

i cliyl =o, (5.22)

Wi [alty} =0 (5.23)
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Si
K] y) =0. (5.24)

unde: [C] reprezintd matricea de amortizare a sistemului vibrant
si [A] - matricea de flexibilitate a sistemului vibrant.

5.4. Normalizarea formelor proprii de vibratie

Ordonatele formelor (vectorilor) proprii de vibratie nu sunt
diferite in sens absolut. Cand unei ordonate a unui vector propriu i se
atribuie o anumita valoare, atunci se pot preciza si celelalte elemente
(ordonate), deoarece numai raportul dintre oricare doua ordonate sunt
constante si cunoscute. Numai in cazul in care unul dintre elementele
vectorului propriu este cunoscut, vectorul propriu devine unic in sens
absolut. Acest proces de ajustare a elementelor unui mod natural,
pentru a obtine o amplitudine unica, se numeste normalizare.

Se observa ca daca i=r, in expresia (5.21) produsul matriceal
este egal cu un scalar constant, diferit de zero, pe care il vom numi
termen inertial sau masa inertiala:

Y mly) =M., r=1,n. (5.25)
Aplicand acelasi rationament asupra relatiei (5.24) se obtine:
Wi Kl = oM, =K., (5.26)

unde K, reprezinta rigiditatea generalizata a sistemului vibrant.

Se cunosc urmatoarele modalitati de normalizare a unui vector
propriu:
a. atribuirea unei valori egale cu unitatea masei generalizate in

relatia (5.25):
VimlbE =1, (5.27)

unde &}r reprezinta vectorul propriu normalizat, se calculeaza cu
relatia:

Wi - ﬁ{y}r; (5.28)

b. normalizarea unui vector propriu prin acordarea valorii proprii
unitate celui mai mare termen al unui vector;

c. normalizarea prin atribuirea valorii unitate lungimii vectorului
modal.
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Daca folosim matricea modalg, [)7] :

R (7 S T A (5.29)

atunci se pot scrie relatiile:

YT Y] 1, (5.30)
¥ K1) = [e] (5.31)

Si
YT el [¥] = o). (5.32)

5.5. Proprietatile pulsatiilor proprii

Se defineste matricea dinamicd, notatd [D], prin intermediul
produsului matriceal dintre matricea de flexibilitatea a sistemului vibrant

si matricea de inertie:
D] = [a][m]. (5.33)

Determinantul si urma matricei dinamice sunt egale cu
determinantul si urma inversei matricei spectrale [Q] :

det([D]) = det([Q] ", (5.35)
u(D] = u(fQ] ™. (5.36)
Inversa matricei dinamice se calculeaza cu relatia
" = [m]'[a]" = [m]"[K], (5.37)
deoarece
[alK] =[] (5.38)

Determinantul si urma inversei matricei dinamice sunt egale cu
determinantul si urma matricei spectrale:

det(D]™") = det([m]'[K]) = det([)]), (5.39)
u(P]™) = u(m]'K] = u(@). (5.40)
5.6. Determinarea matricei de rigiditate a sistemului

vibrant

In vederea determindrii elementele matricei de rigiditate, inclusa
in relatia (5.7), vom considera o structurd static nedeterminata, figura
5.2.a si vom utiliza mai multe procedee de calcul. Pentru inceput, se vor
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bloca deplasarile pe directiile gradelor de libertate dinamica, figura
5.2.b, iar situatiile de incarcare sunt prezentate in figura 5.2.c si d.

In cazul structurii considerate, matricea de rigiditate are forma:

1Ky Ky
[K]—L<21 sz- (5.41)

e T

m,

N
J
]
J
J
I

N
J
|

. f. X,
b eza ez X5 WA
v

N|
N
J
N

Fig. 5.2. Calculul elementelor matricei de rigiditate:a. sistem vibrant;
b. sistem de baza dinamic; c. si d. situatii de incarcare; e. sistem de baza
in metoda deplasarilor; f. sistem de baza in metoda fortelor
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5.6.1. Folosirea metodei fortelor

Primul procedeu pentru determinarea elementelor matricei de
rigiditate consta in aplicarea metodei fortelor in cazul celor doua situatii
de incarcare, figura 5.2.c si d.

Datorita introducerii celor doua blocaje pe directiile GLD,
structura care era de trei ori static nedeterminata, a devenit de cinci ori
static nedeterminata.

Se alege un sistem de baza static determinat prin suprimarea a
cinci legaturi (interioare si/sau exterioare). Este indicat ca primele
necunoscute nominalizate sa fie cele corespunzatoare suprimarii
legaturilor suplimentare, introduse dupa directiile GLD, dupa care se
suprima si celelate legaturi, pana cand sistemul vibrant devine static
determinat, figura 5.2.f.

Ecuatia de echilibru matriceala are forma:

[o,]b7 )= ich r=12, (5.42)

unde: [511'] reprezinta matricea coeficientilor, un coeficient se determina
cu relatia:

3 = Z%x; (5.43)
X

i reprezinta necunoscuta introdusda pe directia legaturii

suprimate ,j”, pentru a transforma sistemul vibrant, din forma
sistemului de baza dinamic, intr-un sistem de baza, corespunzator
metodei fortelor;

r - o situatie de incarcare corespunzatoare GLD;

r

{AEC}- vectorul termenilor liberi, un element al acestui vector se
calculeaza cu expresia:

Aie = +1e A £ ) RLA; (5.44)
A; - cedarea de reazem produsa pe directia reazemului “i”;

Rl - reactiunea din blocajul ,k” al sistemului de bazd, cand
acesta este incarcat de o forta egala cu unitatea, aplicata pe directia
legaturii suprimate ,i”;

A, - cedarea de reazem produsa pe directia reazemului ,k”.

Prin rezolvarea celor doua sisteme sisteme de ecuatii (5.42) se
obtin cele patru elemente ale matricei de rigiditate:
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xi =K, si x5 =K,,, 5.45)

respectiv:
X =K, si X3 =K. (5.46)

5.6.2. Folosirea metodei deplasarilor

Un al doilea procedeu, pentru determinarea elementelor matricei
de rigiditate, constd in aplicarea metodei deplasarilor, in cazul celor
douad situatii de incarcare desenate in figura 2.c si d. Sistemul de baza
este aratat in figura 2.e.

Analizand sistemul de baza dinamic, figura 2.b, obtinut din
sistemul vibrant la care s-au blocat deplasarile pe directiile GLD,
constatam ca acesta este un cadru cu noduri fixe. Sistemul de baza
corespunzator metodei deplasarilor, prezentat in figura 2.e, are nodurile
blocate.

Ecuatia de echilibru, in forma matriceald, este:

[l 5+ Ry =0 r=12, (5.47)

in care: [rij] reprezintd matricea coeficientilor, matricea de rigiditate
dedusa in coordonatele statice ale sistemului;

i) - vectorul necunoscutelor, deplasarile unghiulare ale
nodurilor;
.
ip
cedarile de reazem, in cele doua situatii de incarcare,
r - situatii de incarcare.

} - vectorul termenilor liberi; termenii liberi sunt produsi de

Pentru calculul termenilor liberi se produc, pe sistemul de baza,
in cazul structurii propuse in studiu, figura 5.3, cedari de reazem. Cele
doua situatii de incarcare sunt prezentate in figura 5.b si c, iar pentru
calculul coeficientilor, de exemplu in cazul primei necunoscute, z,,

deformata sistemului de baza, figura 3.a, este desenata in figura 3.d.

Dupa ce se caluleaza coeficientii si termenii liberi, se rezolva cele
doua sisteme de ecuatii de echilibru static. Cu necunoscutele
determinate se traseaza diagramele de eforturi, momente incovoietoare.
Aplicdnd, apoi, principiul lucrului mecanic virtual se calculeaza, pentru
momentele incovoietoare determinate anterior, reactiunile din reazemele
simple introduse pe directiile GLD. Aceste reactiuni sunt identice cu
elementele matricei de rigiditate, pe care ne-am propus sa o
determinam.
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J
J

T \o777z)

Fig. 5.3. Calculul elementelor matricei de rigiditate: a. sistem de bazd;

b. deformata sistemului de baza pentru prima situatie de incarcare, cedare de
reazem pe directia GLD,; c. deformata sistemului de baza pentru a doua situatie de
incarcare, cedare de reazem pe directia GLD,; d. deformata sistemului de baza
pentru actiunea Z;=1, in vederea calcululul coeficientilor

5.6.3. Condensarea matricei de rigiditate

Un al trielea procedeu, pentru a gasi matricea de rigiditate in
coordonatele dinamice ale sistemului vibrant, constda in condensarea
matricei de rigiditate determinatda corespunzator coordonatelor statice
ale sistemului vibrant, deci a matricei coeficientilor din metoda
deplasarilor.

Sistemul vibrant este aratat in figura 4.a, iar sistemul de baza
corespunzator metodei deplasarilor in figura 4.b.

Pentru demonstratie, se pleaca de la ecuatia generala de
echilibru static, din metoda deplasarilor:
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[rij]{zj }: P} (5.48)

IR [ "
ol 1] |

unde: {X} reprezintd vectorul necunoscutelor deplasdri liniare ale
nodurilor structurii pe directia axei OX;

z, Z, aZs
’ — ‘' m [ —>

T ko7

77 ozl rrr

Fig. 5.4. Calculul elementelor matricei de rigiditate: a. sistem vibrant
(dinamic); b. sistem de baza in metoda deplasarilor

Y v i i i
{9} - vectorul necunoscutelor: deplasari liniare pe directia axei

QY si deplasari unghiulare in raport cu axa OZ, ale nodurilor structurii;
|[P] - vectorul termenilor liberi, in cazul fortelor exterioare

aplicate in noduri. Elementele fiind actiuni, vectorul termenilor liberi este
scris, in ecuatiile de conditie, in dreapta semnului de egalitate,.

Daca partitionam corespunzator si matricea coeficientilor, in
relatia (5.49), aceasta devine:

e[ (B
Hrzj [[zzﬂ {\e(} = {Eyl} : (5.50)

Cum {P,}= o}, iar {FI:/IY}:{O}’ se va elimina vectorul {;} din

relatia (5.50), rezulta:

OINELS U S (5.51)
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0

b b o) - ) (5.52)

Din relatia (5.52) se determina vectorul {;} :

bl bl = {3 (5.53)

Se substituie (5.53) in (5.51):
([rll]_ [rlz] [rzz ]_l [rZI]){X} = _{Px} . (5.54)

In concluzie: matricea de rigiditate in coordonatele dinamice ale
sistemului vibrant, notatd - [K], se determind cu relatia:

[K] = [rll]_ ["12]["22]71["21]- (5.55)



