CURSUL
SISTEME VIBRANTE CU nGLD

6.Vibratii fortate produse de actiunea unor forte
perturbatoare armonice.

6.1. Metoda matricei de rigiditate
6.1.1. Aspecte teoretice

Se considera un sistem vibrant cu n GLD actionat de un sistem
de forte perturbatoare armonice, figura 6.1.a.

Se constituie vectorul fortelor perturbatoare, {F(t)} , de forma:
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Q)
F,(0)

F(t)} = (6.1)

Ft) [

Fm.(t)

Sub actiunea fortelor perturbatoare la un moment dat t al
vibratiilor, pe directile GLD se pot masura deplasari dinamice, notate
y;(t), ordonate in vectorul {y(t)}:

y, (t)
y,(t)

()} = (6.2)

y;(t) .

yn(t)

Pentru a analiza vibratiile fortate ale sistemelor cu n GLD se va
utiliza un sistem de baza dinamic, figura 1.c, obtinut prin blocarea
tuturor deplasarilor pe directiile GLD.

Sistemul de ecuatii de echilibru dinamic instantaneu se deduce
prin producerea, succesiva, de deplasari pe directile GLD egale cu
deplasdrile reale y,(t), aplicate ca ceddri de reazeme, in ,n” situatii de

incarcare, pe sistemul de baza dinamic.

Urmand rationamentele de la vibratiile libere ale sistemelor cu n
GLD se constituie vectorul fortelor de inertie, {F(t)}, de forma:

I,(t)
L (t)

i)} = = ~[mlfy(v)}. (6.3)

I(t)

In(t)
unde: [m| reprezintd matricea diagonald a maselor sau matricea de
inertie;

{y(t)} - vectorul acceleratiilor

si vectorul fortelor elastice, {Fe(t)}, calculat cu relatia:
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Fe(t) = K]y (D)}, (6.4)
in care [K] reprezintd matricea de rigiditate a sistemului vibrant,
determinata in coordonatele dinamice ale sistemului.

Ecuatiile de echilibru dinamic instantaneu, stabilite prin aplicarea
principiului lui d’Alambret, au alura:

- 1)+ Ky @) + Re(0)f = 0}, (6.5)
unde vectorul {Re(t)} are forma urmétoare:
Ry£ ()
Ro,r (1)
Re(®)} = RO (6.6)
Rn,F(t)

in care, R;p(t) reprezind reactiunea din blocajul ,j” cand sistemul de
baza dinamic este actionat simultan de forte perturbatoare exterioare.

Deoarece fortele perturbatoare considerate, in studiu, sunt
armonice, de tipul:

Fk(t) = FO,k S|n et, (6.7)
rezulta:
Re(D)} = R, }sin6t (6.8)
Si
R0,1
Ro,z
Ro}= R [ (6.9)
Ro,n

unde R, ; reprezintd reactiunea din blocajul ,j” cand sistemul de baza
dinamic este actionat simultan de amplitudinile fortelor perturbatoare
FO k .

Raspunsul permanent al sistemului, la actiuni de tip armonic, are
totdeauna o variatie armonica de forma:

y(t)} = ly}sinet, (6.10)
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in care s-a notat cu {y} vectorul deplasarilor dinamice maxime (in regim
fortat).

De asemenea, in aceste conditii, fortele de inertie sunt
determinate cu relatia:

{i(t)} = 62[m] {y}sin6t, (6.11)
unde amplitudinile fortelor de inertie formeaza vectorul:
I} = *[m] iy} (6.12)

Introducand expresiile (6.8), (6.10), (6.11) in (6.5) se obtine
sistemul de ecuatii:

(K-8 [mly}+ Ro ) = 0}, (6.13)
care reprezinta un sistem de ecuatii algebrice.

Pentru ca sistemul, de mai sus, sa admite solutii finite este
necesar ca determinantul principal al sistemului sa fie diferit de zero.
Deci:

[K]-82[m)]=o. (6.14)

Daca determinantul este nul, atunci deplasarile tind catre infinit,
situatie in care 6 = w, deoarece

[K]-82[m)]=o0. (6.15)

Rezulta ca intalnim mai multe situatii de rezonanta, si anume:

B=w;, i=1,n. (6.16)
6.1.2. Ordinea de calcul

in vederea aflérii réspunsului dinamic in deplasari si in eforturi se
parcurg urmatoarele etape de calcul:

a. Se determina matricea de rigiditate in coordonatele dinamice
ale sistemului vibrant, [K];

b. Se constituie matricea maselor, [m];
c. Se calculeazd vectorul termenilor liberi, {R,}.

In cazul in care fortele perturbatoare sunt aplicate in dreptul
maselor si pe directiile GLD se poate scrie egalitatea:

{Ro}: _{Fo}; (6.17)
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d. Se rezolva sistemul de ecuatii (6.13) si se determina vectorul
deplasarilor {y}, reprezentdmd rdspunsul dinamic in deplasari

ale sistemului;

e. Se traseaza diagramele de eforturi maxime si minime prin
actionarea sistemului vibrant cu amplitudinile fortelor de
inertie, cu dublu sens, realatia (6.12), vectorul fortelor
perturbatoare, cu dublu sens si vectorul fortelor
gravitationale.

6.2. Metoda matricei de flexibilitate

6.2.1. Aspecte teoretice

in vederea rezolvérii problemei se considerd un sistem vibrant cu
n GLD, desenat in figura 6.2, actionat de un sistem de forte

perturbatoare. La momentul ,t” al vibratiei, pe directiile GLD se masoara
deplasarile dinamice instantanee, y;(t). Vectorul deplasarilor are forma:

y, ()
Yy, (t)

()} = (6.18)

y;(t)

yn(t)

Deplasarile pe directile GLD se obtin, prin suprapunerea
efectelor, actionand sistemul vibrant cu fortele de inertie si fortele
perturbatoare, v. figura 6.2.b:

()} = [AlI(t)} + {ar (b)) (6.19)

sau

)} - [Al )} + ar (0} = {0}, (6.20)
unde: [A] reprezintd matricea de flexibilitate a sistemului vibrant;
{I(t)} - vectorul fortelor de inertie, determinat cu relatia:
1)} = -[m] {y ()} (6.21)

{AF(t)} - vectorul deplasarilor produse de fortele perturbatoare,
care reprezinta termenul liber al ecuatiei matriceale de echilibru dinamic
instantaneu.

Ecuatia matriceala (6.20), dupd introducerea relatiei (6.21),
devine:
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Fi(t) Fz(f) Fi(t) Fm(t)
o866 -0_8o"
o0 o -

& f.f.f Iy & I

b.
yi(t) yiet) yﬁj?t) Ya(t)
Fi(t) F.(t) Fr(t)
It )¢ I, (% I, (t)¢ % * In(t)¢
ne s Yn(t)

4,

Fig. 6.2. Sistem vibrant cu n GLD:

a. sistemul actionat de forte perturbatoare; b. deformata sistemului sub
actiunea fortelor perturbatoare; c. si d. deformatele sistemului vibrant
produse de actiuni egale cu unitatea aplicate succesiv in dreptul maselor si
pe directiile GLD; e. deformata sistemului produsa de amplitudinile fortelor
perturbatoare.

[A][m] {0} + {y(0)} - {ap ()} = {o}. (6.22)
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Solutia admisa de ecuatia (6.22) este de tip armonic:
(®)} = ly}sinet, (6.23)
in care: {y} reprezintd vectorul amplitudinilor deplas&rilor dinamice;
0 - pulsatia proprie a fortei perturbatoare
Fortele perturbatoare se caluleaza cu relatia:
Fm(t) = Fp m sinbt. (6.24)
Introducand relatia (6.23) in ecuatia (6.22) se obtine:
©*[a][m]-[ID v} + a0} = {0}, (6.25)

deoarece:
{Ap(D)} = {ay}sinbt. (6.26)

6.2.2. Etape de calcul

Pentru determinarea raspunsului dinamic in deplasari si in
eforturi se parcurg urmatoarele etape de calcul:

a. Se constituie matricea maselor:

my
m,

[m] = ' ; (6.27)

my

b. Se determina matricea de flexibilitate a sistemului vibrant:

B, By . . . By
5y By . . . Oy
[A]z . . . . . . ; (6.28)
5 8, . . . By
_6nl anl ot 6nn_

c. Se calculeazd vectorul termenilor liberi, {A,}. Pentru
aceasta se incarca sistemul vibrant cu amplitudinile fortelor
perturbatoare si se determina deplasarile pe directiile GLD.

In cazul in care fortele perturbatoare sunt aplicate in dreptul
maselor si pe directiile GLD, atunci:
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Ao} =[]}, (6.29)

unde {F,] reprezintd
perturbatoare:

o

d. Raspunsul in deplasari

vectorul  amplitudinilor  fortelor

(6.30)

se obtine prin rezolvarea sistemului

de ecuatii de echilibru (6.25);

de calculeaza prin actionarea
sistemului vibrant cu amplitudinile fortelor de inertie, {I}:

T} = 0°[m]ly} (6.31)

si amplitudinile fortelor perturbatoare, {F,}.

e. Raspunsul 1in eforturi



