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APLICATIA

SISTEME CU 1GLD

1. Determinarea caracteristicilor dinamice ale
structurilor folosind flexibilitate sistemului

Pentru determinarea caracteristicilor proprii de vibratie ale unui sistem
vibrant, cu un singur grad de libertate dinamica, se folosesc urmatoarele
relatii de calcul: (1.1), (1.2) si (1.3).

Pentru pulsatia proprie de vibratie relatia (1.1):
w=(md) "3, (1.1)
functie de flexibilitatea sistemului vibrant.

Pentru perioada proprie de vibratie expresia (1.2):
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T=—, [s] (1.2)

Pentru frecventa proprie de vibratie formula (1.3):

1@
f—T o [s"*]sau[Hz]. (1.3)

Principalele etape de calcule sunt prezentate in continuare:

a) Se stabileste sistemul vibrant. Se pleacd de la sistemul
constructiv real, pentru care se construieste modelul static
(schema statica a structurii), iar prin concentrarea masei intr-
o sectiune si acordarea gradului de libertate semnificativ se
obtine sistemul dinamic (modelul dinamic), cu un GLD.

b) Se determina flexibilitatea sistemului vibrant, figura 1.1:

i. notatii: d sau f;

ii. definitie - flexibilitatea reprezinta deplasarea masurata
pe directia gradului de libertate dinamica a unui sistem
vibrant, produsa de o forta egald cu unitatea aplicata
in dreptul masei si pe directia gradului de libertate;

iii. unitate de masura - [mN”];
iv. schema de calcul, figura 1.1;
v. relatie de calcul:

5= j M<X)M(X) (1.4)

Aplicarea relatiei (1.4) presupune existenta a doud situatii (stari) de
incdrcare: starea reald si starea virtuald (fictivd). Starea reald este
definita ca in figura 1.1. Aceasta, este constituitd din modelul static al
constructiei, incarcata in dreptul masei si pe directia GLD cu o forta
egald cu unitatea. Starea virtuald este realizata din structura data
(schema statica, modelul static) actionata, in dreptul masei si pe directia
pe care dorim sa determinam deplasarea, aici directia este tot directia
GLD, de o forta egalad cu unitatea. Rezulta faptul ca, in cazul sistemelor
cu 1GLD, cele doua stari reala si virtuala, coincid;

vi. Metode pentru trasarea diagramelor de eforturi. in
cazul structurilor static nedeterminate, in vederea
trasarii  diagramelor de eforturi - momente
incovoietoare, se folosesc douda metode: a eforturilor
(a fortelor) si a deplasarilor (deformatiilor).
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Fig. 1.1. Modele dinamice si situatii de incarcare
pentru calculul flexibilitatii
c) Determinarea pulsatiei, frecventei si perioadei proprii de
vibratie, relatiile: (1.1), (1.2) si (1.3).
1.1. Grinzi drepte
1.1.1. Structura 1

Pentru structura din figura 1.2 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.
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Fig.1.2. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. Situatii de
incarcare pentru calculul flexibilitatii, ® ; c. Diagrame de momete
incovoietoare corespunzétoare celor doud stari: reald, (M)si virtuald, @

Calculul flexibilitatii

Pentru determinarea flexibilitatii se aplica relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore (figura 1.2.c.) rezulta:

3
5:3'3a~3a, 6=27a
3 3EI

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie
Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

0= - EI, ® = 0.333 |-

Jm- 0 oma’> ma’

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

2n ma>

T==, T =18.850
w E
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1.1.2. Structura 2

Pentru structura din figura 1.3 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

f =

1.5a <I GLD 1.5
¢ 1,1
” >/1 @
4

0.75a

Fig.1.3. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. Situatii de
incarcare pentru calculul flexibilitatii, o ; c. Diagrame de momete
incovoietoare corespunzatoare celor doud stari: reald, @ si virtualé,@

Calculul flexibilitatii

In figura 1.3. sunt trasate diagramele de momente corespunzdtoare
celor doua stari de incarcare: reala si virtuala. In cest caz situatiile de
incarcare sunt identice.

Pentru determinarea flexibilitdtii se aplica relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore rezulta:

3
.1.5a.1.5a'1.5a, 5 - 1.688 2
3EI 2 2 3EI

0=2

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:
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W= — = | EI © = 1.333 | L
Jm.d 1.688ma> ma>

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicdnd expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

o ma’

T , T =4.714
@

1.1.3. Structura 3

Pentru structura din figura 1.4 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

/////
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0.667a

Fig.1.4. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. Situatii de
incarcare pentru calculul flexibilitatii, o ; c. diagrame de momete
incovoietoare corespunzatoare celor doud stari: reald, @ Si virtualé,@

Calculul flexibilitatii

In vederea trasérii diagramele de momente corespunzitoare celor doud
stari de ncarcare: reald si virtualda se vor parcurge cateva etape de
calcul. Se vor determina reactiunile grinzii simplu rezemata (sistemul
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static, modelul static) incarcata cu o forta egala cu unitatea (cele doua
stari sunt identice, in cazul structurilor static determinate).

Calculul reactiunilor

My =0; Vi-3a-l-a=0 = V1=%-
2
ZMI:O; V,-3a+1-2a=0 = VZZE.

Verificare:
DY=0; Vi-1+Vy=0; %—1+%:0.

Concluzie - reactiunile sunt corect calculate.

Calculul momentelor incovoietoare
1 2
M31:V1-2a:§-2a, = M31:?a

M32:V2-a:%~a, = M32:§a.

Diagrama de momente incovoietoare (identica in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.4.c.

Pentru determinarea flexibilitdtii se aplica relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore rezulta:

3
5-2 2,2,,a 2,2/ 5=1.3332
L 30 3° 36 30 3 3EI

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie
Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

oo L[ oo 15| E

- , _
Jm .3 1.333ma’> ma3

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
L T = 4.189,/ M2
w
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1.1.4. Structura 4

Pentru structura din figura 1.5 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

0 2  ©®
.- : ‘D@

2a ﬂ a <] GLD

o
<«
01@

7777 =

Fig.1.5. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. Situatii de
incarcare pentru calculul flexibilitatii, d ; c. diagrame de momete
incovoietoare corespunzétoare celor dous stéri: reald, (M) si virtual3,

Calculul flexibilitatii

In vederea trasérii diagramele de momente corespunzitoare celor doud
stari de ncarcare: reald si virtualda se vor parcurge cateva etape de
calcul. Se vor determina reactiunile grinzii simplu rezemata (sistemul
static, modelul static) incarcata cu o fortd egala cu unitatea (cele doua
stari sunt identice, in cazul structurilor static determinate).

Calculul reactiunilor

DMy =0; Vi-2a+l-a=0 = Vl=%.

DM =0; 1:3a-V,-2a=0 = V2:%'

Verificare:
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DY =0; -Vi-1+V,-1=0; —%+%+1=m

Concluzie - reactiunile sunt corect calculate.
Calculul momentelor incovoietoare
M12 = 0 7

M21 :—V1-2a:—%-2a, = M21 =a,

M3, =0,
My; =-1-a, = Myz3=-a

Diagrama de momente incovoietoare (identicd in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.5.c.

Pentru determinarea flexibilitatii se aplica relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore rezulta:

3
6:2_a.a.a+i.a.a, 5:33_
3EI 3EI 3EI

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

oo L _[E o_ |E
Jym-d ma’ ma’

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicdnd expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
T-2, T = 6,283,100
w

1.1.5. Structura 5

Pentru structura din figura 1.6 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

Structura este static nedeterminata dupa cum rezulta din determinarea
gradului de nedeterminare statica. Se aplica relatia de calcul (1.5):
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Fig.1.6. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si situatie
de incarcare pentru calculul flexibilitatii, & ; c. sistem de baza corespunzator
metodei fortelor; d. situatie de incarcare pentru calculul coeficientului &;; si

diagrama de momente incovoietoare corespunzatoare; e. situatie de incarcare

pentru calculul termenului liber Ajp si diagrama de momente corespunzatoare;
f. diagrama de momente finale

11
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GNS = (I+r)-3c (1.5)

unde: | reprezinta numarul de legaturi simple interioare,
r — numarul de legaturi simple din reazeme;
¢ — numarul de corpuri.

Din analiza structurii, se distinge un singur corp, c=1 si trei reazeme:
unul articulat, r =2 si alte doua simple, fiecare presupune r =1. Aplicand
relatia (1.5), rezulta:

GNS=(0+4)-3-1=1,

prin urmare structura are o singura nedeterminare statica. Numarul de
nedeterminadri statice este egal cu numarul de necunoscute in metoda
fortelor.

In metoda deplasdrilor num&rul de necunoscute este dat gradul de
nedeterminare cinematico-elastica a structurii, notat GNCE, care se
calculeaza cu relatiile (1.6) si (1.7):

GNCE=N+g, (1.6)
g=3xc—(+r), (1.7)

unde: N reprezinta numarul de noduri rigide,

g - numarul de grade de libertate, care se determina pe o
structura obtinuta din structura data (static nedeterminatd) prin
introducerea de articulatii in nodurile rigide si in reazemele incastrate;

¢, |, r — idem relatia (1.5)

In primul rand, se determind gradul de libertate al structurii, structura
determinata obtinuta din structura data prin introducerea unei articulatii
in nodul notat 3, se identifica, In acest caz cu sistemul de baza desenat
in figura 1.6.c Constatam existenta a doua corpuri, notate 1 -3 si 3-2,
a unui articulatii interioare in nodul 3, a unui reazem articulat si a doua
reazeme simple, deci:

c=2, =2, r=2+1+1,
g=3+%2-(2+2+1+1) = g=0.
Cum structura considerata are un singur nod rigid, nodul 3, conchidem:
N=1 si GNCE=1+0 = GNCE-=0.

In concluzie, structura este cu noduri fixe si are o singurd necunoscuts
corespunzatoare metodei deplasarilor.

Pentru ridicarea nedeterminarii statice, se vor utiliza, succesiv, cele doua
metode cunoscute din Statica Structurilor: metoda fortelor si metoda
deplasarilor.



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 13

in figura 1.6 sunt prezentate situatiile de incdrcare si diagramele de
eforturi necesare aplicarii metodei fortelor, iar in figura 1.7 situatiile de
incdrcare si deformatele specifice metodei deplasarilor.

Calculul flexibilitatii

In vederea trasérii diagramele de momente corespunzitoare celor doud
stari de incarcare: reala si virtuala, necesare determinarii flexibilitatii, se
vor parcurge cateva etape de calcul, prezentate in continuare.

Ridicarea nedetermindrii statice prin metoda fortelor
Ecuatia de echilibru corespunzatoare metodei fortelor este:
01Xy +Ap =0.
In figura 1.6.c. este prezentat sistemul de baza, iar in figura 1.6.d. sunt
desenate diagramele unitare de momente incovoietoare, in cele doua

situatii de incarcare: reald si virtuald, acestea sunt identice. Integrand
cele doua diagrame rezulta:

a
= 611 ZE.

-~
011 =I MLOOM Oy = 28 4142 1.q

0 EIl 3EI 3EI
Situatia de fincarcare pentru calculul termenului liber al ecuatiei de

echilibru este prezentata in figura 1.6.e, de asemenea, si diagrame de
momente incovoietoare corespunzatoare. Se aplica relatia de calcul:

o
AIP:dex:i.l.i+i(2.l.i+1.o+l.o+i) N
2 2

0 EIl 3BT 2 2 6EI 2 2
2
a
Ap = —.
LTS
Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru rezulta:
2
XlZ_A_IP:_a_.E = Xlz_i_
611 4EI a 4

Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

In vederea determindrii eforturilor, se aplicd principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f 1 P
Mij = Mij - X, +Mij,
se obtin eforturile:

f
Ml3 =0,
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f 1 a f 3a
My =—-Xi+— = My =—
41 B 1 ) 41 8 ’

M, =ML, =1 X, +0 = M, =M, 2—31
f
M23 = O .
Diagrama de momente incovoietoare finala este desenata in figura 1.6.f.
Verificarea diagramei finale

Verificarea diagramei finale se face, conform celor cunoscute din Statica
Structurilor, aplicand relatia:

[ MM g

Prin urmare, se integreaza diagramele din figurile 1.6.d. si e., se obtine:

JUCICOLLACOMINE: RO O B PV TR O BT
0 El 3EI 2 8 6EI 2 8 4 2 4 8

a .2 332 9a?

T3E 4 16EI 48EI
in concluzie diagrama a fost corect trasata.
Ridicarea nedetermindrii statice prin metoda deplasarilor
Ecuatia de echilibru corespunzatoare metodei fortelor este:
rnZ; +Rp =0.
in figura 1.7.c. este prezentat sistemul de baz3, iar in figura 1.7.d. este

prezentatd deformata sistemului de baza pentru incarcarea, cedare de
reazem, Z, =1 Exprimand echilibrul nodului 3, se obtine relatia de

calcul al coeficientului r;:

DMy =0, ry-Kyp-Ky =0,
se cunosc expresiile de calcul ale rigiditatilor:

3EI  3EI
K = —-—— - _, = —-——
T T 2a 2
si rezulta:

rhy—.
11 2a
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C.
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e.
.o\

0.375a

g. N/
0.25a

Fig.1.7. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si situatie
de incarcare pentru calculul flexibilitatii, k ; c. sistem de baza corespunzator
metodei deplasarilor; d. situatie de incarcare pentru calculul coeficientului ry; ;

e. situatie de incarcare pentru calculul termenului liber Rip;
f. diagrama de momente finale
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In figura 1.7.e. este prezentata deformata sistemului de baza, pentru
incércarea exterioara, de intensitate egala cu unitatea, pentru calculul
termenului liber Rp,. Exprimand echilibrul nodului 3, se obtine relatia de

calcul al coeficientului:
DMy =0, Ryp-9;=0,
unde

3pL 323 6 _ o 3
_16_161 31 16 1P_8'

Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru rezulta:

M3y

Z __Ryp 33 22 -~ 7z, -__2
17, 8 oE 17 2R

Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

In vederea determindrii eforturilor, se aplicd principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f_w.. . P
ME = Kiy - 2y + 9,

3EI a
ML, = K3y Zy —13y, MO === .(-
31 31741 71 c R P T

3a £ a
)—? = M31 =—Z.

Pentru aflarea valorii momentului incovoietor, in sectiunea, notata 4, in
care este aplicatd forta concentrata, se descompune structura data in
doua grinzi simplu rezemate incarcate cu forta exterioarda si momentele
din extremitati, determinate anterior, M3; = M35, figura 1.7.g.

Calculul reactiunilor la grinda 1 -4 -2

4

>'My =0, V1-2a—1~a+%:0 = V=

|l o|w

>'M; =0, —V2-2a+%+1-a=0 = V=
Verificare:
dDY=0, Vi+V,-1=0 = 3.2 10,
8 8

rezultd ca reactiunile sunt calculate corect.

Calculul momentului incovoietor din sectiunea 4 :
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Diagramele de momente finale, corespunzatoare celor doud stari: reala
si virtuala, care sunt identice, sunt trasate in figura 1.7.g si sunt
identice cu cele obtinute prin metoda fortelor.

Flexibilitatea d se determinarea aplicand relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore, rezulta:

5- MFOOM (X) 4

El

3
_a 33 a ;33 ,aa ;33 _ 5 (332
3 8 8 6EI° 8 8 44 8 4 3EI

De asemenea, flexibilitatea d se poate determinarea si aplicand relatia:

5 - [ M0,
0 El

deoarece starea virtuala se constituie si din orice structura static
determinata obtinutd din structura data. Aici, se considera sistemul de
baza, iar diagrama de momente incovoietoare este identica cu diagrama
trasata pentru incarcarea exterioara, care este o forta de intensitate
egalad cu unitatea, figura 1.6.3. Prin urmare, se integreaza diagramele:

@ si @, rezulta:

3
_a agzd a;,ad aa ) = 8=03132,
3B 2 8 6EI 28 24 3EI

se constata ca s-a obtinut aceeasi valoare pentru flexibilitate.
Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

1 EI EI
© = _ | , ® = 3.098 .
Jm .5 0.313-ma’> ma3

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
T2, T - 2.028) 0
w EI
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1.1.6. Structura 6

Pentru structura din figura 1.8 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

1
a 4 ._

GLD

=

Fig.1.8. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. Situatii de
incarcare pentru calculul flexibilitdtii, o ; c. Diagrame de momete
fncovoietoare corespunzatoare celor doua stari: realé,@ si virtuala, @

o

Calculul flexibilitatii

Pentru determinarea flexibilitatii se aplica relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore, trasate in (figura 1.8.c.)
rezulta:

3
S:E-Zala, ézsi
3EI 3EI

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie
Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

S w=0.612 El .

1
Jm-5 \Vsmad ' ma3

Calculul perioadei proprii de vibratie

w

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:
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3
T2 T - 10.260, 13"
w EI

1.1.7. Structura 7

Pentru structura din figura 1.9 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

)
L

Fig.1.9. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. Situatii de
incarcare pentru calculul flexibilitatii, 0 ; c. Diagrame de momete
incovoietoare corespunzatoare celor doua stari: real3, @ Si virtualé,@

Calculul flexibilitatii

Pentru determinarea flexibilitatii se aplica relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore, trasate in (figura 1.9.c.)

rezulta:
3
6:i.a.a, 6:a_
3EI 3EI

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie
Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

3L ®=1.732 |-EL

1
_\/m~6_ ma ma3'

w
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Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicdnd expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
T-21, T -3.628) 0
© El

1.1.8. Structura 8

Pentru structura din figura 1.10 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

Structura este static nedeterminata dupa cum rezulta din determinarea
gradului de nedeterminare statica. Se aplica relatia de calcul (1.5):

GNS = (1+r)-3c (1.5)
unde: | reprezintd numarul de legaturi simple interioare,

r — numarul de legaturi simple din reazeme;
¢ — numarul de corpuri.

Din analiza structurii, se distinge un singur corp, c=1 si doua reazeme:
unul Tncastrat, r = 3 si un altul simplu rezemat cu r =1. Aplicand relatia
(1.5), rezulta:

GNS=(0+4)-3-1=1,

prin urmare structura are o singura nedeterminare statica. Numarul de
nedeterminadri statice este egal cu numarul de necunoscute in metoda
fortelor.

Pentru ridicarea nedeterminadrii statice, se utilizeaza metoda fortelor.

In figura 1.10 sunt prezentate situatiile de incdrcare si diagramele de
eforturi corespunzatoare.

Calculul flexibilitatii

In vederea trasérii diagramele de momente corespunzitoare celor doud
stari de incarcare: reala si virtuala, necesare determinarii flexibilitatii, se
vor parcurge cateva etape de calcul, prezentate in continuare.

Ridicarea nedetermindrii statice prin metoda fortelor
Ecuatia de echilibru corespunzatoare metodei fortelor este:
O X; +Ap =0.
In figura 1.10.c. este prezentat sistemul de bazd, iar in figura 1.10.d.
sunt desenate diagramele unitare de momente incovoietoare, in cele

doua situatii de incarcare: reala si virtuald, acestea sunt identice.
Integrand cele doua diagrame rezulta:
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kO oo
—0

leaa

GLD

B L >

| 2a | a <]

1,i¢

1

C. /l .
‘4

2a
1,1
d 9 -
3a
N
4 s
€. 1

0.5a

. oP— i

Fig.1.10. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si
situatie de incarcare pentru calculul flexibilitatii, & ; c. sistem de baza
corespunzator metodei fortelor; d. situatie de incarcare pentru calculul

coeficientului d;; si diagrama de momente incovoietoare corespunzatoare; e.
situatie de incarcare pentru calculul coeficientului Ajp si diagramd de momente
corespunzatoare; f. diagrama de momente finale
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5 :j'Ml(X)Ml(X)dx:za-za-za L o5, 8
117 )y EI 3EI T

Situatia de fincarcare pentru calculul termenului liber al ecuatiei de
echilibru este prezentata in figura 1.10.e, de asemenea, si diagrame de
momente incovoietoare corespunzatoare. Se aplica relatia de calcul:

-
pp = [ TBOTRCIgy _ 225 0,42 .22.3+0-3a+2-22) =
0 EI 6EI

14a°
3EI °

Ap =
Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru rezulta:

3
Xlz_Alp:_14a 3EL Xlz_z_
611 3EI 8a3 4

Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

In vederea determindrii eforturilor, se aplicd principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f 1 P
Mij = Mij - X, +Mij,
se obtin eforturile:

Mf

12 =0,

f f
M21=1~a = M21—

ML, =2a-X; +3a = M§4=-§.
Diagrama de momente incovoietoare finala este desenatd in figura
1.10.f.

Verificarea diagramei finale

Verificarea diagramei finale se face, conform celor cunoscute din Statica
Structurilor, aplicand relatia:

[ MMy g

Prin urmare, se integreaza diagramele din figurile 1.10.d si e, se obtine:

-
I MM (X gy - 22 2.0.2a-2.2a-2 0.2 4a.2a)-0,
0 E 6E1 2772
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in concluzie diagrama a fost corect trasata.

Flexibilitatea d se determinarea aplicand relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore finale, rezulta:

o
5 [ MMy,
0 EI
5a3

a 2a
a-a+ — - =<
6EI

-2 3. (2-a.a+2-22_2.38) o
3EI 6EI 22 2

De asemenea, flexibilitatea d se poate determina si aplicand relatia:
N
5- MOOM ()4
0 El

deoarece starea virtuald se constituie si din orice structura static
determinata obtinuta din structura data. Aici, se considera sistemul de
baza, iar diagrama de momente incovoietoare este identicd cu diagrama
trasata pentru incarcarea exterioara, care este o forta de intensitate
egala cu unitatea, figura 1.10.c. Prin urmare, se integreaza diagramele:

@ si @, rezulta:
6=%oa-a+%(2~a~a—2-3ag—a§+3a~a) = 6:561;1,
se constata ca s-a obtinut aceeasi valoare pentru flexibilitate.
Determinarea pulsatiei proprii de vibratie
Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

0o+ _ | 6 ® =1.095 |-

Jm- 3 5-ma’ ma’

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicdnd expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
T2 T -5.738,/Ma"
w EI

1.1.9. Structura 9

Pentru structura din figura 1.11 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

Structura este static nedeterminata dupa cum rezulta din determinarea
gradului de nedeterminare statica. Se aplica relatia de calcul (1.5):
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Fig.1.11. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si
situatie de incarcare pentru calculul flexibilitatii, & ; c. sistem de baza
corespunzator metodei fortelor; d. situatie de incarcare pentru calculul

coeficientului §;; si diagrama de momente incovoietoare corespunzatoare; e.
situatie de incarcare pentru calculul coeficientului Ap si diagrama de momente
corespunzatoare; f. diagrama de momente finale



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 25

GNS =(I+r)-3c (1.5)

unde: | reprezinta numarul de legaturi simple interioare,
r — numarul de legaturi simple din reazeme;
¢ — numarul de corpuri.

Din analiza structurii, se disting: un corp, c=1 si doua reazeme: unul
incastrat, r =3 si un altul simplu rezemat cu r=1. Aplicand relatia
(1.5), rezulta:

GNS=(0+4)-3-1=1,

prin urmare structura are o singura nedeterminare statica. Numarul de
nedetermindri statice este egal cu numarul de necunoscute in metoda
fortelor.

Pentru ridicarea nedeterminadrii statice, se utilizeaza metoda fortelor.

in figura 1.11 sunt prezentate situatiile de incrcare si diagramele de
eforturi corespunzatoare.

Calculul flexibilitatii

In vederea trasérii diagramele de momente corespunzitoare celor doud
stari de incarcare: reald si virtuald, necesare determinarii flexibilitatii, se
vor parcurge cateva etape de calcul, prezentate in continuare.

Ridicarea nedetermindrii statice prin metoda fortelor
Ecuatia de echilibru corespunzatoare metodei fortelor este:
01Xy +Ap =0.
In figura 1.11.c. este prezentat sistemul de bazd, iar in figura 1.11.d
sunt desenate diagramele unitare de momente incovoietoare, in cele

doua situatii de incarcare: realda si virtuald, acestea sunt identice.
Integrand cele doua diagrame rezulta:

I M1 (x)My (X) a a3
011 = dx = -a-a 011 = ==
=) EI 3E DR
Situatia de fincarcare pentru calculul termenului liber al ecuatiei de

echilibru este prezentata in figura 1.11.e, de asemenea, si diagrame de
momente incovoietoare corespunzatoare. Se aplica relatia de calcul:

=
Agp = | MiOMp (Vg — 3 (2.0.a+2.a-3a+a-2a+0-3a) =
o El 6EI

433

Ap = ——.
P 3Er
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Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru rezulta:

X _ Ap 42 3EI ~ X, -4,
S T 3EI 3

Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

In vederea determindrii eforturilor, se aplicd principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f 1 P
M =My X, +ME,

se obtin eforturile:
f
M;, =0,
M. =1.2a = M, =2a
21 21 '
Mo -—a-X;+3a = ML, --a
32 1 34 :
Diagrama de momente incovoietoare finald este desenata in figura
1.11.f.

Verificarea diagramei finale

Verificarea diagramei finale se face, conform celor cunoscute din Statica
Structurilor, aplicand relatia:

[
I MLOOMe (), o
0 El
Prin urmare, se integreaza diagramele din figurile 1.11.d si e, se obtine:
o
I MMy —(2.0.2a-2.2-0+0-a-2a-a)=0,
0 EI
in concluzie diagrama a fost corect trasata.

Flexibilitatea 0 se determinarea aplicand relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore finale, rezulta:

5- | MFOOM (X) g
0 EI

5-22 2a.2a+-2 (2.2a-2a+2-a-a-2-2a-a) = &=
3 6EI

De asemenea, flexibilitatea d se poate determinara si aplicand relatia:
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5 - [ MM,
0 El
deoarece starea virtuala se constituie si din orice structura static
determinata obtinuta din structura data. Aici, se considera sistemul de
baza, iar diagrama de momente incovoietoare este identicd cu diagrama
trasata pentru incdrcarea exterioara, care este o forta de intensitate
egala cu unitatea, figura 1.11.c. Prin urmare, se integreaza diagramele:

@ si @, rezulta:

3
5-22 2a.2a+-2 (2.2a-2a-2-3a-a-2a-a+2a-3a) > &=
3EI 6EI 3EI

se constata ca s-a obtinut aceeasi valoare pentru flexibilitate.
Determinarea pulsatiei proprii de vibratie
Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

W= 1 = 3EL w = 0.522 EI

Jm-9d 11.ma3 ma>

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
L T -12.032, 22,
w EI

1.1.10. Structura 10

Pentru structura din figura 1.12 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

Calculul flexibilitatii

Pentru determinarea flexibilitatii se aplica relatia o relatie de calcul din

l.11.c:

3 13 3 3 3
a-b 5:(1.5a) -(1.5a) N 5-1.2662_

0= 3 e 3
(a+b)’ - EI (3a)° - El 3EI

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:



28 SISTEME CU 16LD. Caracteristicilor dinamice

| 1.5a <] 1.5a /

0
¢1,1
¢ 4 E
2 | |
| a | b ]

Fig.1.12. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic;
b. situatii de incarcare pentru calculul flexibilitatii, & ; c. grinda
dublu incastrata, caz general, actionatd de o fortd concentrata

S 3EL ©=1.539 | L

Jm-5 1.266 -mas ma3

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicdnd expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
T-24, T - 4.083, 0.
w El

1.1.11. Structura 11

Pentru structura din figura 1.13 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie.

Calculul flexibilitatii

Pentru determinarea flexibilitatii se aplica relatia de calcul din tabelul
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GLD

aa

—— P

Fig.1.13. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic;
b. situatii de incarcare pentru calculul flexibilitatii, 0 ; c. grinda
dublu incastrata, caz general, actionata de o fortd concentrata

b @) ) i

6=—-———) = 5-0.2962_
(a+b)3 -EI (3a) - EI EI

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie
Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

El ©=1.838 |_FL

1
Jm-3 10.296 -ma3 ' ma?3

Calculul perioadei proprii de vibratie

w

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

2n ma3

T=2", T =3.418
w
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1.2. Cadre
1.2.1. Structura 1

Pentru cadrul din figura 1.14 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

GLD I, 1
v Z
) wl
2a
H,
A . R ]
. - v . 1
a b.
o)
2a +—F

AN s AN i

777 =3 7775 7= 7

Fig.1.14. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. situatii de
incarcare pentru calculul flexibilitatii, ® ; c. diagrame de momete
incovoietoare corespunzatoare celor doua stari: reala, @si virtuala,
d. deformata sistemului datorita aplicarii actiunii egale cu unitatea

Calculul flexibilitatii

in vederea trasarii diagramele de momente corespunzitoare celor dous
stari de incarcare: reald si virtualda calcul se vor determina reactiunile
cadrului (sistemul static, modelul static) incarcat cu o fortda egald cu
unitatea (cele doua stari sunt identice, iIn cazul structurilor static
determinate).
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Calculul reactiunilor
ZX:O; 1-H; =0; H; =1.

D My=0; -Vy-3a+1-2a=0 = V=

WIN wN

DM =0; 1-2a-V,:3a=0 = V,-=

Verificare:

DY=0; -Vi+V,=0; ~2.2_ 0,
3 3

Concluzie - reactiunile sunt corect calculate.
Calculul momentelor incovoietoare
M;3 =0
M3y =H; -2a, = M;3 =2a
M34 = M3y,
Mag =Myy = 0.

Diagrama de momente incovoietoare (identicd in cele doua stari) este

trasata in fig. 1.14.c.
Pentru determinarea flexibilitatii se aplica relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore rezulta:

5 - [ MM,
0 EI

3
5-22 2a.2a+32 2a.2a, = 5-22
3EI 3El 3EI

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

W= 1 = 3EL , w:0.387i.
Jm - & 20ma’ \ ma3

Calculul perioadei proprii de vibratie
Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:
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3
T2 T - 162232
w EI

1.2.2. Structura 2

Pentru cadrul din figura 1.15 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

GLD 1,1

OGO

2a

T L vV, i
" 1.5a 1 1.5a ¢ : 2 T
a b.
a A\a i+ 8
O \ —
a

& g 7 bz

C. d.

Fig.1.15. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. situatii de
fncarcare pentru calculul flexibilitatii, o ; c. diagrame de momete

fncovoietoare corespunzatoare celor doua stari: reald, @§i virtualg, @
d. deformata sistemului datorita aplicarii actiunii egale cu unitatea

Calculul flexibilitatii

In vederea trasarii diagramele de momente corespunzatoare celor doua
stari de incarcare: reala si virtualda calcul se vor determina reactiunile
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cadrului (sistemul static, modelul static) incarcat cu o fortda egalda cu
unitatea (cele doua stari sunt identice, n cazul structurilor static
determinate).

Calculul reactiunilor

I

DMy =0; -Vi-3a+1-2a=0 = Vj-=

D> M;=0; 1.2a-V,-3a=0 = V,-=

I

WIN  w|N

D MF9=0; -Vy-1.5a+H;-2a=0 = Hj=

I

N[= N =

MY =0; -V, 1.5a+Hy 2a=0 = H,=

Verificare:

> X=0; 1-Hj-H;=0 = 1-05-0.5=0
ZY=0; -V +V5 =0; _2,2 0.
3 3

Concluzie - reactiunile sunt corect calculate.
Calculul momentelor incovoietoare
Mi3 =0,
M3;=Hy-2a, = M3 =a
M43 =Mys =0,
Mgy =-Vy -3a+Hy-2a = Mgy =-a,
Msy = 0.

Diagrama de momente incovoietoare (identicd in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.15.c.

Pentru determinarea flexibilitatii se aplica relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore rezulta:

5 - [ MM,
0 EI

3
2a 1.5a 5 7a

0=——-a-a+——-a-a,
3EI 3EI



34 SISTEME CU 16LD. Caracteristicilor dinamice

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

1 3EI EI
W= = , w = 0.655 /— .
Jm-9d 7ma3 ma>

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicdnd expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
T-24, T - 9.597, 0
w EI

1.2.3. Structura 3

Pentru cadrul din figura 1.16 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.
Calculul flexibilitatii

In vederea trasérii diagramele de momente corespunzitoare celor doud
stari de incarcare: reald si virtuald calcul se vor determina reactiunile
cadrului (sistemul static, modelul static) incarcat cu o fortda egalda cu
unitatea (cele doua stari sunt identice, n cazul structurilor static
determinate).

Calculul reactiunilor

Sistemul secundar 3-4-2, figura 1.16.c.
D X=0; -H3+1=0 = Hz=1
D> M3=0; -V,:33=0 = V3=0,
DMy =0; V3-3a-Hz-2a+1:2a=0 = V,=0,
Verificare:
ZY:O; V3+V,=0; 0+0=0.

Concluzie - reactiunile sunt corect calculate.

Sistemul principal 1-3- figura 1.16.c.
D> X=0; -Hy+H3=0 = Hy=1

ZYzO; V; -V3=0; 0+0=0.



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 35

GLD 1,1
- O ‘— O —
@
2a
I ©), 4
\/ 3a \// 77
1 1
a b.
¢ Vi H, 1,1
— < —
Dl TEG
tv,
H
21 ]
T Vi V, T
C.
+—+ 0
O
2a
//
L A
7777

i 7 i

d. 2 e. 2

Fig.1.16. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. situatii de
incarcare pentru calculul flexibilitatii, & ;c. sistemul secundar si sistemul
principal utilizate pentru calculul reactiunilor; d. diagrame de momete
incovoietoare corespunzatoare celor doua stari: reala, @ si virtualg,
d. deformata sistemului datorita aplicarii actiunii egale cu unitatea
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Calculul momentelor incovoietoare
M3g4 =My3 =Mpq =My =M33 =0,
M13 =—H3 -2a, = M13 = -2a.

Diagrama de momente incovoietoare (identica in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.16.d.

Pentru determinarea flexibilitdtii se aplica relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore rezulta:

5 _ I' MOOMOX) .
0 El

3
6:&.2a.23, = 5=8i
3EI 3EI

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

1 3EI EI
o = - , w=0.612|— .
Jm-d 8ma’ ma’

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
7=, T =1.260, M2

w

1.2.4. Structura 4

Pentru cadrul din figura 1.17 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Structura este static nedeterminata dupa cum rezulta din determinarea
gradului de nedeterminare statica. Se aplica relatia de calcul (1.5):

GNS =(1+r)-3c
Din analiza structurii, constatam existenta unui singur corp, c=1 si a
douad reazeme articulate - r = 4. Aplicand relatia (1.5), rezulta:
GNS=(0+4)-3-1=1,
prin urmare structura are o singura nedeterminare statica. Numarul de

nedeterminari statice este egal cu numarul de necunoscute in metoda
fortelor.
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GLD

@ @)

2a
BPAN AY AN Y
§/ 3a /{/ 77
a b.
1,1 1,1
I 4 ‘ ’
—> —> JASN
Xl
Xl
—
C. d.
2a
2a
H, :
s AN {

VAN

T Vi Vs ¢

Fig.1.17. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si
situatie d€4ncircare pentru calculul flexibilitatii, © ; c.fsi d. sisteme de baza

corespunzator metodei fortelor; e. situatie de incarcare pentru calculul
coeficientului 9;;; f. diagrama de momente incovoietoare corespunzatoare

actiunii, de intensitate egala cu unitatea, aplicata pe directia necunoscutei
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—
~
[l

2a

AN Y Y AN

i.
Fig.1.11. Sistem dinamic cu 1 GLD - continuare: g. situalie de incdrcare pentru
calculul termenului liber Ajp h. diagrama de momente produsa de actiunea

exterioara aplicata pe sistemul de baza; i. diagrama de momente finale;
j. deformata sistemului
Pentru ridicarea nedeterminarii statice, vom utiliza metoda fortelor.

in figura 1.17 sunt prezentate situatiile de incdrcare si diagramele de
eforturi corespunzatoare.

Calculul flexibilitatii

Pentru trasarii diagramele de momente corespunzatoare celor doua stari
de incarcare: reala si virtuala, necesare determinarii flexibilitatii, se vor
parcurge cateva etape de calcul, prezentate in continuare.

Ecuatia de echilibru corespunzatoare metodei fortelor este:
611)(1 + AIP =0.
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Calculul coeficientului 644

In figura 1.17.b. este prezentd structura incdrcatd cu o fortd de
intensitate egala cu unitatea, in vederea calculului flexibilitatii, iar in
figura 1.17.e, sistemul de baza corespunzator metodei fortelor.

Calculul reactiunilor

Sistemul static determinat din figura 1.17.e.
D X=0; -Hy+1=0 = H;=1
D> M;=0; Vi-3a=0 = V=0,
dY=0; Vi+V,=0; = V,=0.
Calculul momentelor incovoietoare
Maq4 =M3; =0,
M31:H1-2a, = M31 :2a,
M42:1-2a, = M42 = 2a.

Diagrama de momente incovoietoare (identicd in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.17.f.

Integrand cele doua diagrame rezulta:

J-I M1(x)M1(x) 5 22 5 5 322 . 5, - 52a3

6 11 = a - .
3EI Ei 3EI

Calculul termenului liber Aqp

in figura 1.17.g este prezentat sistemul de baz3 actionat, in dreptul
masei si pe directia gradului de libertate dinamica, cu o fortda de
intensitate egala cu unitatea.

Calculul reactiunilor
Sistemul static determinat din figura 1.17.q.
Y X=0; -Hy+1=0 = H;=1
2
DMy =0; -Vj-3a+1-2a=0 = V, -3

SY=0; Vy+Vp=0; = vzzé
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Calculul momentelor incovoietoare
Mz4 =M3; =0,
M31=H;-2a, = Mj31 =2a,
M4 =-V; -3a+H; -2a, = My, =0.
Diagrama de momente incovoietoare este trasata in fig. 1.17.h.

Pentru determinarea termenului liber se aplica relatia:

| M ) 3
:J> Ml(X)Mp(X)dX _ 2a 2323+ 2a-3a 2a = Ap - 26a .
0 EI 3EI 3EI

Rezolvarea ecuatiei de echilibru

Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru rezulta:

X, = — 2P _ 262’ EL X; = -0.5.
011 3EI 5233

Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

In vederea determindrii eforturilor, se aplicd principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f 1 P
M =My X, +ME,

se obtin eforturile:

f
M13 =0,
f f f f
M31:M34:2a-X1+2a = M31:M34:a
f f f f
M43=M42=2a-X1+0 = M43=M42=—a.

Diagrama de momente incovoietoare finald este desenata in figura
1.11.h.
Verificarea diagramei finale

Verificarea diagramei finale se face, conform celor cunoscute din Statica
Structurilor, aplicand relatia:

[ M1OOMe(X) g _ o
0 El

Prin urmare, se integreaza diagramele din figurile 1.11.f si h, se obtine:
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J‘ M1OME() gy — 0,
o EI

deoarece se integreaza o diagrama simetrica cu alta antisimetrica, in
concluzie diagrama a fost corect trasata.

Flexibilitatea 0 se determinarea aplicand relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore finale, rezulta:

6:fﬁdmwu)k
0 El

3
6:§.a.a+2.ﬁa.a = 6:7i
3 3EI 3EI

De asemenea, flexibilitatea d se poate determinara si aplicand relatia:

o - [ oM
0 EI

deoarece starea virtuald se constituie si din orice structurda static
determinata obtinuta din structura data. Aici, se considera sistemul de
baza, iar diagrama de momente incovoietoare este identicd cu diagrama
trasata pentru incdrcarea exterioara, care este o forta de intensitate
egala cu unitatea, figura 1.17.h. Prin urmare, se integreaza diagramele:

@ si @, rezulta:

3
5:—.a-2a+£(2~2a~a+2~0.a—2a'a+0~a):> 6=7i,
6EI 3EI

se constatd ca s-a obtinut aceeasi valoare pentru flexibilitate.
Determinarea pulsatiei proprii de vibratie
Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

w = 1 . SEL , w = 0.655 El .

Jm -0 7 -ma3 ma’

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
-2, T =9.597, &
w
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1.2.5. Structura 5

Pentru cadrul din figura 1.18 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Structura este static nedeterminata dupa cum rezulta din determinarea
gradului de nedeterminare statica. Se aplica relatia de calcul (1.5):
GNS = (1+r)-3c

Din analiza structurii, constatam existenta unui singur corp, c=1 si a
doud reazeme unul incastrat si altul simplu rezemat - r = 4. Aplicand
relatia (1.5), rezulta:

GNS=(0+4)-3-1=1,

prin urmare structura are o singura nedeterminare statica. Numarul de
nedeterminari statice este egal cu numarul de necunoscute in metoda
fortelor.

Pentru ridicarea nedeterminarii statice, vom utiliza metoda fortelor.

In figura 1.18 sunt prezentate situatiile de incdrcare si diagramele de
eforturi corespunzatoare.

Calculul flexibilitatii

Pentru trasarea diagramele de momente corespunzatoare celor doua
stari de incarcare: reala si virtualda, necesare determinarii flexibilitatii, se
vor parcurge cateva etape de calcul, prezentate in continuare.

Ecuatia de echilibru corespunzatoare metodei fortelor este:
5]1)(1 + A]p =0.
Calculul coeficientului 044

In figura 1.18.b. este prezentd structura incdrcatd cu o fortd de
intensitate egala cu unitatea, in vederea calculului flexibilitatii, iar in
figura 1.18.e, sistemul de baza corespunzator metodei fortelor.

Calculul reactiunilor

Sistemul static determinat din figura 1.18.f.

D X=0; -Hy =0 = H;=0
> My =0; M;-1-3a=0 = M =3a,

DY=0; -Vi+1=0 = V;=1.
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Fig.1.18. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si
situatie de incarcare pentru calculul flexibilitatii, 0 ; c., d. si e. sisteme
de baza corespunzator metodei fortelor; f. situatie de incarcare
pentru calculul coeficientului &;1;
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Fig.1.18. Sistem dinamic cu 1 GLD - continuare: g. diagrama unitara de
momente corespunzatoare actiunii, de intensitate egala cu unitatea, aplicata pe
directia necunoscutei; h. situatie de incarcare pentru calculul termenului liber
Ap i. diagrama de momente produsa de actiunea exterioara aplicata pe

sistemul de baza; j. diagrama de momente finale; k. deformata sistemului
Calculul momentelor incovoietoare
Mog =Myp =My3 =0,
M3y =M31 =1-3a = M3y =M3q =3a,

M13 = Ml = M42 =3a.
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Diagrama de momente incovoietoare (identica in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.18.g.

Integrand cele doua diagrame rezulta:

5 :jl MiOOMi(x), _2a-3a-3a 3a . .. _ 5 _27a
Hoh  E El 3EI 1= 3

Calculul termenului liber Aqp

In figura 1.18.h este prezentat sistemul de bazi actionat, in dreptul
masei si pe directia gradului de libertate dinamica, cu o forta de
intensitate egald cu unitatea.

Calculul reactiunilor

Sistemul static determinat din figura 1.18.h.

D> X=0; -Hy+1=0 = H;=1
DMy =0; -My+1.2a=0 = M =2a,
dDY=0; Vi=0= V;=0,
Calculul momentelor incovoietoare
Mog =Myy =My3 =M3; =0,
M3 =-1-2a, = My3 =-2a.
Diagrama de momente incovoietoare este trasata in fig. 1.18.i.

Pentru determinarea termenului liber se aplica relatia:

I M1(x)Mp () 2a-2a 6a’
Ap = | ——2L " dx = -—_="".33 Ap = ———.
1P .[o EI 2EI = AP T T

Rezolvarea ecuatiei de echilibru

Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru rezulta:

X :_A1P:_6a3_3EI - Xlzz.
! 011 EI 27a3 9

Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

In vederea determinadrii eforturilor, se aplica principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f 1 P
ML =ML X+ ME,
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se obtin eforturile:
f
Mi; =0,

f f f fo_4a
M31=M34=3aX1—2a = M31:M34:?

2

3

Diagrama de momente incovoietoare finald este desenata in figura
1.18.].

Verificarea diagramei finale

f f f f
M3p =M3q =3a- X3 = My =Mz, =

Verificarea diagramei finale se face, conform celor cunoscute din Statica
Structurilor, aplicand relatia:

[ MM g

Prin urmare, se integreaza diagramele din figurile 1.18.g si j, se obtine:

-
[ MiOMEC gy = 23 (5.3a.42,2.35.23 %3 35,3529,
o El 6EI 3 33 3
3 3 ’
+E.3a.£=_4i+4i=0
3 3 El  EI

rezultd ca diagrama finala a fost corect trasata.

Flexibilitatea d se determinarea aplicand relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore finale, rezulta:

5- M OOMe ()

EI
_ 28 4% 4 5,28 28 , 2a da, 33 23 2a
6EI 3 3 3 3 3 3736l 3 3
433
-~ 3EL

De asemenea, flexibilitatea d se poate determinara si aplicand relatia:
-~
5 = [ MOMeL
0 EI

deoarece starea virtuala se constituie si din orice structura static
determinata obtinuta din structura data. Aici, se considera sistemul de
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baza, iar diagrama de momente incovoietoare este identicd cu diagrama
trasata pentru incarcarea exterioara, care este o forta de intensitate
egala cu unitatea, figura 1.17.h. Prin urmare, se integreaza diagramele:

@ Si @, rezulta:
4a 2a 2a

5-22 (@a.2a2_22 23,2.0.2, %8 o 5-
6ET 5 3 373

4a>

3EI '

se constatd ca s-a obtinut aceeasi valoare pentru flexibilitate.
Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

3EL ® = 0.866. |-

1
_\/m—~6_ 4.ma3 ma’

Calculul perioadei proprii de vibratie

w

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

_2n ma3

T , T =7.255
w

1.2.6. Structura 6

Pentru cadrul din figura 1.19 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Structura este static nedeterminata dupa cum rezulta din determinarea
gradului de nedeterminare statica. Se aplica relatia de calcul (1.5):

GNS = (1+r)-3c
Din analiza structurii, constatam existenta unui singur corp, c=1 si a

doud reazeme unul incastrat si altul simplu rezemat - r = 4. Aplicand
relatia (1.5), rezulta:

GNS=(0+4)-3-1=1,

prin urmare structura are o singura nedeterminare statica. Numarul de
nedeterminadri statice este egal cu numarul de necunoscute in metoda
fortelor.

Pentru ridicarea nedeterminarii statice, vom utiliza metoda fortelor.

In figura 1.19 sunt prezentate situatiile de incdrcare si diagramele de
eforturi corespunzatoare.
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Fig.1.19. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si
situatie de incarcare pentru calculul flexibilitatii, o ; c., d. si e. sisteme
de baza corespunzator metodei fortelor; f. situatie de incarcare
pentru calculul coeficientului 87 ;



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 49

4 7777

2a 0.667a 0.567a 0.189a
0.1.433a
oo
e | i
1,1
—

Fig.1.19. Sistem dinamic cu 1 GLD - continuare: g. diagrama unitara de
momente corespunzatoare actiunii, de intensitate egala cu unitatea, aplicata pe
directia necunoscutei; h. situatie de incarcare pentru calculul termenului liber
Ap i. diagramd de momente produsa de actiunea exterioara aplicata pe

sistemul de baza; j. diagrama de momente finale; k. deformata sistemului
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Calculul flexibilitatii

Pentru trasarea diagramele de momente corespunzatoare celor doua
stari de incarcare: reala si virtuald, necesare determinarii flexibilitatii, se
vor parcurge cateva etape de calcul, prezentate in continuare.

Ecuatia de echilibru corespunzatoare metodei fortelor este:
511)(1 + Alp =0.
Calculul coeficientului 044

In figura 1.19.b. este prezentd structura incdrcatd cu o fortd de
intensitate egala cu unitatea, in vederea calculului flexibilitatii, iar in
figura 1.18.e, sistemul de baza corespunzator metodei fortelor.

Calculul reactiunilor
Sistemul static determinat din figura 1.19.f.
D X=0; H =0 = H; =0

>M;=0; -1+V,-3a=0 = vz=%,

dM; =0; V;-3a-1=0 = V;=2-
Verificare:

DY=0; Vi-V,=0= %—%:0,
rezultd ca reactiunile sunt corect calculate.
Calculul momentelor incovoietoare
Mz =-1 Myq =0,
M34 =M3; = -1,

1
M42 = M43 = —V2 -3a = M42 = —E.

Diagrama de momente incovoietoare (identica in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.19.qg.

Integrand cele doua diagrame rezulta:

5 =f| Ml(x)Ml(x)dX: 2a-1-1  3a 21142
1= EI EI 6EI

Wl
Wl
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Calculul termenului liber Aqp

in figura 1.19.h este prezentat sistemul de baz3 actionat, in dreptul
masei si pe directia gradului de libertate dinamica, cu o fortda de
intensitate egala cu unitatea.

Calculul reactiunilor
Sistemul static determinat din figura 1.19.h.

D X=0; 1-H; =0 = H;=1

A

DMy =0; -V,-3a+1-2a=0 = V, =

A

WiN wiN

DMy =0; -Vj-3a+1-2a=0 = V;=

verificare:

ZYZO; —V1+V2 =0 = _34_3:0,
3 3

rezultd ca reactiunile sunt corect calculate.

Calculul momentelor incovoietoare
Mi3 =0 My, =0,

M34 =M3; =H;-2a = M3q =Mz =2a,
M42:V2-a = M42=23.
Diagrama de momente incovoietoare este trasata in fig. 1.18.i.

Pentru determinarea termenului liber se aplica relatia:

A =jIM1(x)Mp(x)X:_Za-Za.l_3a(2.1'2a+2.llé+
o S 2FI 6EI 3 3
2a)? + a2 2
1.E+l.2a)_Lllj Alp:_ﬂ,
33 3EI 33 EI

Rezolvarea ecuatiei de echilibru

Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru se obtine solutia:
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Ap _ 5.055a®  3EI
011 El  3.527a2

Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

Xy = -

= Xy =1.433a.

In vederea determindrii eforturilor, se aplicd principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f 1 P
ML =M X+ ME,
se obtin eforturile:
M, =-1.X; = Ml;=1.433a
M =ME, =-1.%; +2 mMf. =ML, =0.567
31 = M3, =-1-Xy+2a = 31 = M34 = 0.567a
M=M= 1 x,+2a = M. =M -0.189
43_ 42_ 3 1 3 43_ 42_ ' !
f f
Miz =My, = 0.

Diagrama de momente incovoietoare finald este desenata in figura
1.19.].
Verificarea diagramei finale

Verificarea diagramei finale se face, conform celor cunoscute din Statica
Structurilor, aplicand relatia:
| M1(x)M
[} aeoM g .
0 EI

Prin urmare, se integreaza diagramele din figurile 1.18.g si j, se obtine:

o
j MLOOMe () gy — 23 (5.1.1.433a-2-1-0.567a—1-0.567a +
0 EI 6E1

1.1.433a)+%(-2 1. 0.567a—2%.0.189a-1 : 0.189a—%-0.567a)—

V(2a)? +a* 1 1.433a°  1.4332

-————-0.18%9a =
3EI 3 El EI

rezultd ca diagrama finala a fost corect trasata.

=0

Flexibilitatea O se determinarea aplicand relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore finale, rezulta:
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O
0 EI

5= %(2 .(-1.433a)2 +2-(0.567a)%2 - 2.(-1.433a)-0.567a) +

+%(2,(0_567a)2 +2-(0.189a)? +2-0.567a-0.189a) +

2 2 2
V@A A 189a)2 5 19333
3EI EI

De asemenea, flexibilitatea & se poate determinara si aplicand relatia:

5 - [ MOOMe00,,
0 El

deoarece starea virtuald se constituie si din orice structura static
determinatd obtinutd din structura datd. Aici, se considera sistemul de
baza, iar diagrama de momente incovoietoare este identicd cu diagrama
trasata pentru incarcarea exterioara, care este o forta de intensitate
egala cu unitatea, figura 1.17.h. Prin urmare, se integreaza diagramele:

@ Si @, rezulta:

0= %(2 -0-1.433a+2-2a-0.567a-2a-1.433a+0-0.567a) +
3a 2 2
+—(2-2a-0.567a+2-—a-0.189a+2a-0.189a+ —a-0.567a) +
6EI 3 3
2 2
V@A +a% 2 4 1g0a = - 19333
3EI 3 EI

se constata ca s-a obtinut aceeasi valoare pentru flexibilitate.
Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

1 EI EI
w= = / , w = 0.808
Jm - d 1.533.ma’ ma3

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicdnd expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:
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T-2, T =7.779) =
w EI

1.2.7. Structura 7

Pentru cadrul din figura 1.20 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Structura este static nedeterminata dupa cum rezulta din determinarea
gradului de nedeterminare statica. Se aplica relatia de calcul (1.5):
GNS = (1+r)-3c

Din analiza structurii, constatam existenta a doua corpuri, c =2, a unei
articulatii interioare, | =2 si doua reazeme incastrate - r = 6. Aplicand
relatia (1.5), rezulta:

GNS=(2+6)-3.2=2,

prin urmare, structura are doud nedeterminare statice. Numarul de
nedetermindri statice este egal cu numarul de necunoscute in metoda
fortelor.

Pentru ridicarea nedeterminarii statice, vom utiliza metoda fortelor.

in figura 1.20 sunt prezentate situatiile de incrcare si diagramele de
eforturi corespunzatoare.

Calculul flexibilitatii

Pentru trasarea diagramele de momente corespunzatoare celor doua
stari de incarcare: reald si virtuald, necesare determinarii flexibilitatii, se
vor parcurge cateva etape de calcul, prezentate in continuare.

Sistemul de ecuatii de echilibru corespunzator metodei fortelor este:
611X1 + 612X2 + Alp =0
621)(1 + 622)(2 + AZP =0 '
Calculul coeficientului 614

in figura 1.20.b. este prezentat sistemul de baza incércat cu o fortd de
intensitate egala cu unitatea, in vederea calculului coeficientului 841, iar

in figura 1.20.d, sistemul de baza corespunzator metodei fortelor.
Calculul reactiunilor

Sistemul static determinat din figura 1.20.f. Subsistemul 1-3-4:
ZX = O, Hl =0 = Hl =0
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Fig.1.20. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si

situatie de incdrcare pentru calculul flexibilitatii, d ; c., d. si e. sisteme
de baza corespunzator metodei fortelor; f. situatie de incarcare
pentru calculul coeficientului &;1;
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Fig.1.20.1. Sistem dinamic cu 1 GLD - continuare: g. diagrama unitara de
momente corespunzatoare actiunii, de intensitate egala cu unitatea, aplicata pe
directia necunoscutei X;; h. situatie de incarcare pentru calculul coeficientului
05> i. diagrama unitara de momente corespunzatoare actiunii, de intensitate
egald cu unitatea, aplicatd pe directia necunoscutei X5; j. situatie de incarcare
pentru erificarea coeficientilor; k. diagrama de momente unitara sumata; I.
situatie de incarcare pentru calculul termenilor liberi
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Fig.20.2. Sistem dinamic cu 1 GLD: m. diagrama de momente produsa de
actiunea exterioara aplicata pe sistemul de baza; j. diagrama de momente
finale; k. deformata sistemului

dY=0; Vi-1=0 = V;=1
DMy =0; -M;j+1:32=0 = M;=-3a.
Subsistemul 4-2:
DX=0; Hy=0 = Hy;=0
DY=0; 1-V,=0 = V,=1
DMy =0; -M;=0 = M, =0.

Calculul momentelor incovoietoare
Mgz =Mygy =Mys =0,

M34 = M31 =-1-3a = M34 = M31 =-3a

57
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M13 = _Ml =-3a = M13 =3a.

Diagrama de momente incovoietoare (identicd in cele doud stari) este
trasata in fig. 1.20.g.

Integrand cele doua diagrame rezulta:

I'M )
514 2.[ M1(x)M1(x)dx _ 3a-2a 33+ ﬁ 3a.3a = Oy - 3.527a.
0 EI EI 3EI EI

Calculul coeficientului 55

In figura 1.20.h. este prezentat sistemul de bazd incdrcat cu o fortd de
intensitate egala cu unitatea, in vederea calculului coeficientului 855, iar

in figura 1.20.i, sistemul de baza corespunzator metodei fortelor.
Calculul reactiunilor

Sistemul static determinat din figura 1.20.h. Subsistemul 1-3-4:
D X=0; -Hy+1=0 = H;=1
DY=0; Vi=0 = V=0
D> M;=0; -Mj+1.2a=0 = M;=2a.
Subsistemul 4-2:
D X=0; Hy-1=0 = Hy=1
dY=0; V=0 = V,=0
d>My;=0; M;-1.-2a=0 = M, =2a.
Calculul momentelor incovoietoare
M43 =My =M34 =M31 =0,
M24 = —M2 = M24 =-2a
M13 = _Ml = M13 =-2a.

Diagrama de momente incovoietoare (identica in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.20.i.

Integrand cele doua diagrame rezulta:

J-I M2(x)M2(x) _o. 2a-2a 33 = 5oy - 16a
2EI 22 '
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Calculul coeficientului 615

Pentru calculul coeficientului lateral (secundar) 0i, se integreaza
diagramele din figurile 1.21.g. si i. Rezulta:

5 :jlﬁl(x)Mz(x)dX:2a~2a_3a ~ s :g
127 g EI 2EI 1= g

Verificarea coeficientilor

Se incarca sistemul de baza cu forte concentrate de intensitati egale cu
unitatea aplicate, simultan, pe directia necunoscutelor (X; si X5) si se

determina o diagrama unitara (M), egald cu suma diagramelor unitare
trasate pentru fiecare necunoscuta (M;, M,). Integrand diagrama
unitara Mg cu ea insasi, se obtine 8. Daca valoarea d. este egald cu

suma tuturor coeficientilor necunoscutelor sistemului de ecuatii, rezulta
ca toti coeficientii au fost corect calculati.

In figura 1.21.j, sistemul de baza este actionat, pe directiile
necunoscutelor de forte cu intensitati egale cu unitatea. Calculul
reactiunilor:

Subsistemul 1-3-4:
D> X=0; -Hy+1=0 = H;=1
dDY=0; Vi-1=0 = Vj=1
> My =0; -Mj+1-15a+1.-2a=0 = M; =3.5a.
Subsistemul 4-2:
D X=0; Hy-1=0 = H;=1
DY=0; -V,+1=0 = V,=1
DMy =0; -M;+1.2a=0 = M, =2a.
Calculul momentelor incovoietoare
My3 =Mygp =0,
M34 =M31 =-1-3a = M34 =M31 = -3a

M13 = _Ml = M13 =-3a.
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Diagrama de momente incovoietoare (identica in cele douad stari: reala si
virtuald) este trasata in fig. 1.20.k.

Integrand cele doua diagrame rezulta:

| Ms(x)M
8es = | sCMs() 4 — 28 (2.5a.5a+2-3a-3a+2-3a-5a) +
I

0 EI 6E
+ 38 33.334++22 2328 = b5 - 1338,
3EI 3EI 3EI
fnsumand coeficientii se obtine:
133a
0, =0 0 2-0 O = — |
ss 11 + 022 + 12 = ss 3EL

rezultd ca s-au calculat corect coeficientii.

Calculul termenului liber Aqp

In figura 1.20.1 este prezentat sistemul de bazd actionat, in dreptul
masei si pe directia gradului de libertate dinamica, cu o fortd de
intensitate egald cu unitatea.

Calculul reactiunilor
Sistemul static determinat din figura 1.20.1I.
Subsistemul 1-3-4:

D X=0; -Hy+1=0 = H;=1
ZY =0, V1 =0 = Vl =0
DMy =0; -My+1.2a=0 = M =2a,
Subsistemul 4-2:
H, =0, V,=0, M, =0,
sistemul nefiind incarcat.
Calculul momentelor incovoietoare
M34 =M3; =My3 =My =Mp4 =0,
M13 = _Ml = M13 =-2a .

Diagrama de momente incovoietoare este trasata in fig. 1.20.m. Pentru
determinarea termenului liber se aplica relatia:



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 61

Alpzjwdxz_za‘za.l_ 3a (2.1.2a+2.l.§+
0 EI 2EI 6EI 3 3
2a)? +a’ 2
g2, 1 et ea? 1y sossa?
3 3 3EI 33 EI

Verificarea termenilor liberi

Integrand diagrama unitara Mg cu diagrama produsa prin incdrcarea
sistemului de baza cu actiunile exterioare, Mp, se obtine termenul Agp.
Daca valoarea termenului Agp este egald cu suma tuturor termenilor

liberi din sistemului de ecuatii, rezulta ca toti coeficientii au fost corect
calculat;i.

(' Ms(xMp(x) . 2a _ 262°
Asp = [, X = gr(25a-2a+3a-2a) = Agp = o

fnsumand termenii liberi se obtine:

Asp =Apy +Ap =  Agp =

rezultd ca s-au calculat corect coeficientii.
Rezolvarea ecuatiei de echilibru
Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru se gaseste solutia:

X; =-0.1481 = xzz—%.

Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

In vederea determindrii eforturilor, se aplicd principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f 1 2 P
ME =ML Xp +ME Xy +ME,

se obtin eforturile:

M, =-3a-X; -2a-X;-2a = M, =-0.8889a
f f f f
ME, =M}, =-3a-X; +0-X, +0 = ML =Mf, =0.44442
Mi, =0-X; -2a-X; +0 = M), =0.6667a,

f f
My3 =My, =0
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Diagrama de momente incovoietoare finald este desenata in figura
1.20.m.

Verificarea diagramei finale

Verificarea diagramei finale se face, conform celor cunoscute din Statica
Structurilor, aplicand relatia:
I M1 (x)M
j 10Me(X) g _ 0.
0 EI

Prin urmare, se integreaza diagramele din figurile 1.20.g si m, se obtine:

J-l M1 OMe (X) 4 _ 62EaI (2-(-3a)-0.4444a + 2 - (-3a) - (-0.8889a) +

o El
+3a-0.8889a + (-3a) - 0.4444a) + % .(~3a) - 0.4444a -
3 3
= 2.6667 2 _2.6664 2,
EI EI
3

€y = o.ooo3aE—I,

€

€% = —a3.100 =0.0112 < 0.1.

2.6667 2
EI
rezultd ca diagrama finala a fost corect trasata.

Flexibilitatea d se determinarea aplicand relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore finale, rezulta:

5 - J-l Ms (X)M¢(X) X,
0 El

522

= <57 (2+(-0.8889a)° +2.(0.4444a)” —2-(-0.8889a) - 0.4444a) +

3a 2 3a 2
——((0.4444 ——((0.6667
+ 3EL (( a)” + 3ET (( a)

— 5=0.8889-2,
EI

De asemenea, flexibilitatea d se poate determinara si aplicand relatia:
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5 - [ oM 00,
0 El

deoarece starea virtuala se constituie si din orice structura static
determinata obtinuta din structura data. Aici, se considera sistemul de
baza, iar diagrama de momente incovoietoare este identicd cu diagrama
trasata pentru incdrcarea exterioara, care este o forta de intensitate
egala cu unitatea, figura 1.20.h. Prin urmare, se integreaza diagramele:

@ si @, rezulta:

522

a (2-0.8889a-2a-2a-0.4444a
6EI

— 5-0.8889-2,
EI

se constata ca s-a obtinut aceeasi valoare pentru flexibilitate.
Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

w = 1 = EI w=1.061 EI
Jm-9d V0.8889-ma3 ' ma3

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
T2 T -5.922,/Ma"
w EI

1.2.8. Structura 8

Pentru cadrul din figura 1.21 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Structura este static nedeterminata dupa cum rezulta din determinarea
gradului de nedeterminare statica. Se aplica relatia de calcul (1.5):
GNS =(1+r)-3c

Din analiza structurii, constatam existenta a doua corpuri, c =2, a unei
articulatii interioare, | =2 si un reazem articulat si un reazem incastrate
- r =5. Aplicand relatia (1.5), rezulta:

GNS=(2+5)-3.2=1,
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Go| 1,1
@ Ol —» O
2a
2& 3a e
b.
1,1 1,1
— O —p 'S
Fay Ay

2a

Fig.1.21. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si

situatie de incarcare pentru calculul flexibilitatii, & ; c. si d. sisteme

de baza corespunzdtoare metodei fortelor; e. situatie de incarcare
pentru calculul coeficientului d;; ;f. diagrama unitard de momente
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1,1 @H4 IR
>

D — S&

2a

@ Ha \_‘Mz
: 4+ g&: eeeas
ivl g h

1,1
= q > Q
0.571a
1.429a 2a

A - Ay -

Yl <>

i. d.
Fig.21.1. Sistem dinamic cu 1 GLD: g. situatie de incarcare produsa de o forta
exterioara de intensitate egala cu unitatea; h. diagrama de momente produsa
de actiunea exterioara aplicata pe sistemul de baza; i. diagrama de momente
finale; j. deformata sistemului

prin urmare structura este o data static nedeterminata. Numarul de
nedeterminari statice este egal cu numarul de necunoscute in metoda
fortelor.

Pentru ridicarea nedeterminarii statice, vom utiliza metoda fortelor.

In figura 1.21 sunt prezentate situatiile de incdrcare si diagramele de
eforturi corespunzatoare.

Calculul flexibilitatii

Pentru trasarea diagramele de momente corespunzatoare celor doua
stari de incarcare: reala si virtuala, necesare determinarii flexibilitatii, se
vor parcurge cateva etape de calcul, prezentate in continuare.

Ecuatia de echilibru corespunzatoare metodei fortelor este:
511)(1 + Alp =0.
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Calculul coeficientului 644

In figura 1.21.b este prezentd structura incdrcatd cu o fortd de
intensitate egala cu unitatea, in vederea calculului flexibilitatii, iar in
figura 1.21.d, sistemul de baza corespunzator metodei fortelor.

Calculul reactiunilor
Sistemul static determinat din figura 1.21.e. Subsistemul 1-3-4:
D X=0; 1-Hy=0 = Hy=1
2
D> M4=0; -V;-3a-1.2a=0 = V, -3

DMy =0; -V4-3a-Hq-2a=0 = V=

DY=0; Vi-V4=0 =

win WN

in concluzie, reactiunile au fost corect calculat.
Subsistemul 4-2:

D X=0; Hg-Hy=0 = Hy=1
DY=0; Vo-V4=0 = V,=0
DMy =0; -M;+Hg-2a=0 = M, =2a.
Calculul momentelor incovoietoare
Mi3 =My3 =My =0,
M3y =M34 =-1-2a = M3zq; =M3y =-2a
Moy =My = My, =2a.

Diagrama de momente incovoietoare (identicd in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.20.f.

o
011 :J. IVI1(X)Ml(x)dx: 2a .2a'2a+£'2a-2a+£-2a-2a
0 EI 3EI 3EI 3

8a3

= 511 = —

Calculul termenului liber Aqp
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in figura 1.21.g este prezentat sistemul de baz3 actionat, in dreptul
masei si pe directia gradului de libertate dinamica, cu o fortd de
intensitate egala cu unitatea.

Calculul reactiunilor

Sistemul static determinat din figura 1.21.q.
D X=0; 1-Hy=0 = Hy=1
DMy =0; -V4-3a-Hg-2aM; +1:2a=0 = V4 =0.
DY=0; Vi+Vg=0 = V;=0
Subsistemul 4-2:
D X=0; Hg-Hy=0 = Hy=1
DY=0; Vo-V4=0 = V,=0
DMy =0; -M;+Hg-2a=0 = M, =2a.
Calculul momentelor incovoietoare
Subsistemul 1-3-4:
Mi3 =M3;3 =M3q =My =0,
M24 = M2 = M24 = 2a.
Diagrama de momente incovoietoare este trasata in fig. 1.21.h.

Pentru determinarea termenului liber se aplica relatia:

np = [ OMe0O,, 32

2a-2a
0 EI 3EI
8a2
Agp = ——2_
O T

Rezolvarea ecuatiei de echilibru

Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru se obtine solutia:

8a’
Xy = -2 3Ly, _0.286.
011 28a

3EI
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Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

In vederea determindrii eforturilor, se aplicd principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f 1 P
M =My X, + ME,

se obtin eforturile:

f f
M, =0 = MI;=1.433a
Mo =mf - 2a.x;,+0 = M™ME. =ML -0.5714a
31 ~ "'34 T 1 31 ~ "'3g — ¢
f f
Maz =My, =0,
Mf, =2a-X; +2a = M{, =1.4286a

Diagrama de momente incovoietoare finald este desenata in figura
1.19.i.
Verificarea diagramei finale

Verificarea diagramei finale se face, conform celor cunoscute din Statica
Structurilor, aplicand relatia:

[ MM g

Prin urmare, se integreaza diagramele din figurile 1.18.f si i, se obtine:

-
j MMy — =23 54 0.5714a - 32 .2a3.0.5714a
0o EI 3EI 3EI
3 3
+£~2a-1.4286a:—1'9047a N 1.9048a ,
3EI El El
3

£, = o.ooo1aE—I,
€% = —— 2100 = 0.0052 < 0.1.
1.9048 2
EI

rezultd ca diagrama finald a fost corect trasata.

Flexibilitatea d se determinarea aplicand relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore finale, se obtine:
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5- | M OOM () g
0 EI

5 - 22 (0.5741a)? + 22 (0.5741a)2 + == (1.42862)
3EI 3EI 3EI

a3
= 0=1.9048 —.
El

De asemenea, flexibilitatea d se poate determinara si aplicand relatia:
-~
5- | MOOME ()
0 EI

deoarece starea virtuala se constituie si din orice structura static
determinata obtinuta din structura data. Aici, se considera sistemul de
baza, iar diagrama de momente incovoietoare este identicd cu diagrama
trasata pentru incarcarea exterioara, care este o forta de intensitate
egala cu unitatea, figura 1.17.h. Prin urmare, se integreaza diagramele:

@ Si @, rezulta:

5=

3

23 5a.1.4286a = 5-1.90482,

3EI EIl

se constata ca s-a obtinut aceeasi valoare pentru flexibilitate.
Determinarea pulsatiei proprii de vibratie

Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

w= ! = / El , w =0.7246 EL .
Jm-9d 1.9048 - ma’3 ma3

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

3
L T -8.6717 02 .
w EI

1.2.9. Structura 9

Pentru cadrul din figura 1.22 se vor determina pulsatia si perioada
proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Structura este static nedeterminata dupa cum rezulta din determinarea
gradului de nedeterminare statica. Se aplica relatia de calcul (1.5):
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GLD 1,1

2a
L 3a L
. a . b. X
1
1,1 1,1 l T
) — — d__‘
X5 X5

C d.
1,1 1,il T
e O,
e x N iy ' |
ol T Y
N 1 TVI ] v

Fig.1.22. Sistem dinamic cu 1 GLD: a. sistem dinamic; b. sistem static si
situatie de incarcare pentru calculul flexibilitatii, & ; c., d. si e. sisteme
de baza corespunzator metodei fortelor; f. situatie de incarcare
pentru calculul coeficientului &;1;
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N _»1,1‘_

1.5a 1.5a =< |
My M
JA Hy %
77— —>En/-
g H, T v, h A T

2a 2a
M1 M2
[ A RN P Ho W)
L HIT v, j Vs l
1.5a 1,1
O —
1.5a
3.5a
M; M
2
0.5a EJ Ha %]
— - <+ — >
k. H, T v, | v, T

Fig.1.22.1. Sistem dinamic cu 1 GLD: g. diagrama unitara de momente
corespunzatoare actiunii, de intensitate egald cu unitatea, aplicata pe directia
necunoscutei X;; h. situatie de incarcare pentru calculul coeficientului &5 i.

diagrama unitarda de momente corespunzatoare actiunii, de intensitate egala cu
unitatea, aplicata pe directia necunoscutei X»; j. situatie de incarcare pentru
erificarea coeficientilor; k. diagrama de momente unitara sumata; I. situatie de
incarcare pentru calculul termenilor liberi

GNS = (1+r)-3c
Din analiza structurii, constatam existenta a doua corpuri, c =2, a unei
articulatii interioare, | = 2 si a doua reazeme incastrate - r = 6. Aplicand

relatia (1.5), rezulta:



72 SISTEME CU 16LD. Caracteristicilor dinamice

GNS=(2+6)-3.2=2,

prin urmare, structura are doud nedeterminare statice. Numarul de
nedetermindri statice este egal cu numarul de necunoscute in metoda
fortelor.

Pentru ridicarea nedeterminarii statice, vom utiliza metoda fortelor.

in figura 1.22 sunt prezentate situatiile de incdrcare si diagramele de
eforturi corespunzatoare.

Calculul flexibilitatii

Pentru trasarea diagramele de momente corespunzatoare celor douad
stari de incarcare: reald si virtuald, necesare determinarii flexibilitatii, se
vor parcurge cateva etape de calcul, prezentate in continuare.

Sistemul de ecuatii de echilibru corespunzator metodei fortelor este:
611X1 + 612X2 + Alp =0
621X1 + 622)(2 + AZP =0 '

Calculul coeficientului 044

In figura 1.22.f este prezentat sistemul de baz& incdrcat cu o fortd de
intensitate egala cu unitatea, in vederea calculului coeficientului 841, iar

in figura 1.22.g, sistemul de baza corespunzator metodei fortelor.
Calculul reactiunilor

Sistemul static determinat din figura 1.20.f. Subsistemul 1-3-5:
D X=0; H =0 = H;=0
dDY=0; Vi-1=0 = V;=1
D> My =0; -My+1.1.5a=0 = M; =1.5a.
Subsistemul 5-4-2:
D X=0; Hy=0 = H;=0
DY=0; 1-V,=0 = V,=1
> M, =0; 1:1.5a-M, =0 = M, =1.5a,

Calculul momentelor incovoietoare
Mg3 =Mgy =Mpq =0,
M35 =M31 =-1-1.5a = M35 =M31 =-1.5a,
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Ms3 =Ms4 =0,
M45 =M42 =1-1.5a = M45 =M42 =1.5a,
M24 = M2 = M24 =1.5a.

Diagrama de momente incovoietoare (identica in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.22.q.

Integrand cele doua diagrame rezulta:

I .
61_J‘Ml(X)M (X) Z.M-B zljlsa 1.5a
= 3EI
11.25a
= 611 = EI .

Calculul coeficientului 55

In figura 1.20.l. este prezentat sistemul de bazd incdrcat cu o fortd de
intensitate egala cu unitatea, in vederea calculului coeficientului 55 .

Calculul reactiunilor

Sistemul static determinat din figura 1.20.l. Subsistemul 1-3-5:
D> X=0; -Hy+1=0 = H;=1
ZY =0, Vl =0 = Vl =0
D> My =0; -My+1.2a=0 = M =2a,
Subsistemul 5-4-2:
D> X=0; Hy-1=0 = Hy=1
ZY = 0; V2 =0 = V2 =0
d>M;=0; M;-1.2a=0 = M, =2a.
Calculul momentelor incovoietoare
Ms3 = Ms5q =M35 =M3; =My =0,
Moy =My, = Moy = -2a
M13 = —Ml = M13 =-2a.

Diagrama de momente incovoietoare (identicd in cele doua stari) este
trasata in fig. 1.20.i.
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Integrand cele doua diagrame rezulta:

I M2 (x)M5 (x) 2a 16a
6 = 4d = 2 o 2 . 2 5 = —
22 .[o EI X 3Er 00 T 273

Calculul coeficientului 615

Pentru calculul coeficientului lateral (secundar) &i, se integreaza
diagramele din figurile 1.21.g. si i. Rezulta:

| M1(x)M(x)

01p =| —=—=—dx=0 = 011 =0.

12 Io El 11

deoarece am integrat o diagrama simetrica cu alta antisimetrica.
Verificarea coeficientilor

Se incarca sistemul de baza cu forte concentrate de intensitati egale cu
unitatea aplicate, simultan, pe directia necunoscutelor (X; si X5) si se

determina o diagrama unitara (M), egald cu suma diagramelor unitare
trasate pentru fiecare necunoscuta (M;, M,). Integréand diagrama
unitara Mg cu ea insasi, se obtine 84 . Daca valoarea &, este egala cu

suma tuturor coeficientilor necunoscutelor sistemului de ecuatii, rezulta
ca toti coeficientii au fost corect calculati.

In figura 1.21.j, sistemul de baza este actionat, pe directiile
necunoscutelor de forte cu intensitati egale cu unitatea.

Calculul reactiunilor
Subsistemul 1-3-5:

D X=0; -Hy+1=0 = H;=1
dDY=0; Vi-1=0 = Vv;=1
D> My =0; -My+1-1.5a+1.2a=0 = M; =3.5a.

Subsistemul 5-4-2:
D X=0; Hy-1=0 = H;=1

DY=0; -V,+1=0 = V,=1
D> M;=0; Mp;-1.-2a+1-1.5a=0 = M, =0.5a.

Calculul momentelor incovoietoare
Ms3 =Msq =0,
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M3s =M3; =-1-1.5a = M35 =Ms3; =-1.5a
M;3 =-M; = M3 =-3.5a.
Mys =-My = My, =-0.5a

Mgs =My =1-1.5a = Mys = My, = 1.5a

Diagrama de momente incovoietoare, identica in cele doua stari: reald si
virtuala, este trasata in fig. 1.20.k.

Integrand cele doua diagrame rezulta:

J'l Ms(X)M (X) _o. 1.5 1.5a

.1.5.1.5a —2 1.5a)2 +
3ET + 2-( )

+2-(-3.5a)% + +2 - (-1.5a) - (35a))+ (2 (1.5a)% +2-(-0.5a) +

_ 49.75a°
-2.(-0.5a)2 +2-(1.5a) - (-0.5a) 3EI

Insuméand coeficientii se obtine:

11.25a° 1633 49.75a
0ss =011 +057 +2:045 = e + 3ET +2:-0 = 655:?'

rezultd ca s-au calculat corect coeficientii.

Calculul termenului liber Aqp

In figura 1.20.1 este prezentat sistemul de bazd actionat, in dreptul
masei si pe directia gradului de libertate dinamica, cu o forta de
intensitate egald cu unitatea.

Calculul reactiunilor
Sistemul static determinat din figura 1.20.1I.
Subsistemul 1-3-5:

D X=0; -H+1=0 = Hy=1
dY=0; Vi=0 = V;=0
DMy =0; -Mj+1.2a=0 = M;=2a.

Subsistemul 5-4-2:
H, =0, V,=0, M =0,
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sistemul nefiind incarcat.
Calculul momentelor incovoietoare
M35 =M31 =Ms3 =Myp =Myy =0,

M13 = _Ml = M13 =-2a .

]
e\ M\

7\§ 0.4a ]

0.4a

2a
0.6a
0.6a
Peccd <o - 7T
m. n
b eeed 7T
0.

Fig.22.2. Sistem dinamic cu 1 GLD: h. diagrama de momente produsa de
actiunea exterioara aplicata pe sistemul de baza; i. diagrama de momente
finale; j. deformata sistemului
Diagrama de momente incovoietoare este trasata in fig. 1.20.m. Pentru
determinarea termenului liber se aplica relatia:

e J-I Ml(X)Mp(X)dX _2a2a . o, :ﬁ
P~ EI 2E1 P =g
- J-I Ml(X)lvlp(x)dx 28 5223 = Ap = 8a®

P~ ) EI 3EI S

Verificarea termenilor liberi

Integrand diagrama unitara Mg cu diagrama produsa prin incdrcarea
sistemului de baza cu actiunile exterioare, Mp, se obtine termenul Agp.
Daca valoarea termenului Agp este egala cu suma tuturor termenilor
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liberi din sistemului de ecuatii, rezulta ca toti coeficientii au fost corect
calculat;i.

-
Aep = | MsCOMp () gx — 28 (2.24.3.5+2.0-1.5a+1.5a- 2a+ 3.5a - 0)
o EI 6E1

17 3
= A =——-a".
P 73Rl
fnsumand termenii liberi se obtine:

Asp = Apy +Ap = Agp :%-a3,
rezultd ca s-au calculat corect coeficientii.
Rezolvarea ecuatiei de echilibru
Prin rezolvarea ecuatiei de echilibru se gaseste solutia:
Xy =-0.2667 = X, =-0.5.
Calculul eforturilor si trasarea diagramei finale

In vederea determindrii eforturilor, se aplicd principiul suprapunerii
efectelor, cu ajutorul relatiei de calcul:

f 1 2 P
Mij = Mij - Xy +Mij - X5 +Mij,
se obtin eforturile:

Ml = (-1.58)- X; +(-2a)- X, +(-2a) = M, =-0.6a
ML, =Ml =(-1.5)a-X; +0-X, +0 = ML, =M}, -0.4a
Mi, =Ml  =1.5a-X; +0-X, +0 = M5, =M, =-0.4a,
ML, Mg -0,
M0, =(-2a) X +1.5a-X; +0 = M), =-0.6a,

Diagrama de momente incovoietoare finala este desenatd in figura
1.20.n.
Verificarea diagramei finale

Verificarea diagramei finale se face, conform celor cunoscute din Statica
Structurilor, aplicand relatia:
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J‘(') M1(X;|‘I’|f(X) X =0,

Prin urmare, se integreaza diagramele din figurile 1.20.g si m, se obtine:

o
J. de = Z-E-(—l.Sa) -0.4a + Z-E -(2a-0.4a-(-1.5a) +
0 EI 3EI 6EI

+2-(-0.6a)-(-1.5a) + (-0.6a)-(-1.5a) + 0.4a- (-1.5a)
rezultd ca diagrama finala a fost trasata corect.

Flexibilitatea d se determinarea aplicand relatia (1.4). Prin inmultirea
celor doua diagrame de momente incovoietore finale, se obtine:

5- | MM () g
0 EI

2a 2 2 1.5a
=—(2-(0.4 2-(0. -2-(0.4a) - (0. 2-=—.04a-0.4
o) 6EI( (0.4a)° +2-(0.6a) (0.4a) - (0.6a)) + 3EL 0.4a-0.4a
3
= 5=1.6—a .
EI

De asemenea, flexibilitatea d se poate determinara si aplicand relatia:
-~
5- | MOOME ()
0 EI

deoarece starea virtuala se constituie si din orice structura static
determinata obtinuta din structura data. Aici, se considera sistemul de
baza, iar diagrama de momente incovoietoare este identicd cu diagrama
trasata pentru incdrcarea exterioara, care este o forta de intensitate
egala cu unitatea, figura 1.20.h. Prin urmare, se integreaza diagramele:

@ Si @, rezulta:

5- | M OOMe () g
0 EI

0= %(2 -(-2a)-(-0.6a)+2-0-0.4a+0-(-0.6a) + 0.4a-(-2a)

3
~ 5-162,
El
se constata ca s-a obtinut aceeasi valoare pentru flexibilitate.

Determinarea pulsatiei proprii de vibratie
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Prin aplicarea relatiei (1.1) se deduce:

w= 1 = 3EL w=1.369 El

Jm - 9o 1.6-ma3 mad

Calculul perioadei proprii de vibratie

Aplicand expresia (1.2) se deduce perioada proprie de vibratie:

2n ma3

T-=, T = 4.590
w




APLICATIA

SISTEME CU 1GLD

1. Determinarea caracteristicilor dinamice ale
structurilor utilizand rigiditatea sistemului

Caracteristicile proprii de vibratie ale unui sistem vibrant, cu un singur
grad de libertate dinamica, de determina folosind urmatoarele relatii de
calcul:

a) Pentru pulsatia proprie de vibratie

0=, (1)
m

functie de rigiditatea sistemului vibrant;

b) Pentru perioada proprie de vibratie
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-2, [s]; ()
w

c) Pentru frecventa proprie de vibratie

1w -1
f__I_ o [s!]sau[Hz]. (3)

Principalele etape de calcule sunt prezentate in continuare:

a) Se stabileste sistemul vibrant. Se pleacd de la sistemul
constructiv real, pentru care se construieste modelul static
(schema statica a structurii), iar prin concentrarea masei intr-
o sectiune si acordarea gradului de libertate semnificativ se
obtine sistemul vibrant (modelul dinamic), cu un GLD.

b) Se determina rigiditatea sistemului vibrant, figura 1:
i. notatie: k;
ii. definitie - rigiditatea reprezinta forta care aplicata in
dreptul masei si pe directia GLD, produce pe aceasta
directie o deplasare egala cu unitatea;

iii. unitate de masurd - [m"N];
iv. scheme de calcul, figura 1.

Exista mai multe posibilitati pentru a afla valoarea unei rigiditati.
Prima metoda consta in stabilirea unui model static in conformitate cu
definitia rigiditatii. Astfel, rigiditatea este egala cu forta aplicata pe
structura, figurile 1.a sau 1.b, notata k, necunoscuta, determina pe
directia GLD o deplasare egald cu unitatea. Se aplicd metoda Mohr-
Maxwell si se calculeaza expresia deplasarii produse de forta k, care
prin egalare cu unitatea evidentiaza o ecuatie, in care necunoscuta este
forta k. Prin solutionarea ecuatiei se obtine valoarea rigiditatii.

A doua cale pentru gasirea valorii rigiditatii consta in blocarea
deplasarii pe directia GLD, figura 1.c sau d, printr-un blocaj de tip
reazem simplu, pentru deplasarea liniara sau un blocaj de nod, pentru
deplasarea unghiulara. Reactiunea din blocaj (blocaj de nod sau reazem
simplu), in cazul in care sistemul este actionat cu o cedare de reazem
egald cu unitatea, in blocajul introdus fictiv, pe directia GLD, reprezinta
rigiditatea sistemului.

Prin introducerea blocajelor (reazeme simple si/sau blocaje de
nod), sistemul vibrant se transforma intr-un sistem de baza dinamic
pentru calculul rigiditatii, si isi mareste nedeterminarea statica, in cazul
unei structuri static nedeterminata si devine static nedeterminat, in
cazul unei structuri static determinata.
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a m MD
5@
1 16LD
b. C.
|
S— 145 I, 3
ky
A=l

—_

MD MS MS

Ve e Ve

Fig. 1.2. Modele dinamice si situatii de incarcare
pentru aflarea rigiditatii: a. model dinamic. b. schema de calcul cu
rigiditatea aplicatd ca actiune; c. schema de calcul pentru
determinarea rigiditatii ca reactiune

Reactiunea din blocajul GLD introdus pe sistemul dinamic
reprezinta rigiditatea sistemului dinamic. Pentru calculul rigiditatii se va
utiliza una din metodele Staticii Constructiilor, metoda fortelor sau
metoda deplasarilor. Incdrcarea aplicatd sistemului de bazd dinamic
consta dintr-o cedare de reazem (blocaje de GLD).

O a treia cale, poate fi evidentiatd plecand de la matricea
coeficientilor corespunzatoare metodei deplasarilor, care reprezinta
matricea de rigiditate a sistemului determinatd in coordonatele statice
ale acestuia (coordonate fixate de numarul gradelor de nedeterminare
cinematico-elastic ale sistemului de baza dinamic). Rigiditatea se obtine
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prin condensarea matricei coeficientilor. Astfel, se considera echilibrul
static exprimat, conform metodei deplasarilor, prin relatia:

Iy ] {Zj }= P} (4)

G-

unde: X reprezinta necunoscuta - deplasare liniara a sectiunii structurii,
in care este concentratd masa sistemului dinamic, pe directia axei OX;

sau

Y s ) ) i
{e} - vectorul necunoscutelor: deplasari liniare pe directia axei

QY si deplasari unghiulare in raport cu axa OZ, ale nodurilor structurii;
P| - vectorul termenilor liberi, in cazul fortelor exterioare

aplicate in noduri. Elementele fiind actiuni, vectorul termenilor liberi este
scris, in ecuatiile de conditie, in dreapta semnului de egalitate.

Daca se partitioneaza corespunzator si matricea coeficientilor, in
relatia (5), aceasta devine:

P
K11 [klz]} i(( ~
- . 6
{{ku} [k22] {9} {q} ©
Cum Py =0, iar {FI:;I’} = {0}, se va elimina vectorul {g} din relatia

(6), rezulta:

kig X+ [Mz]{é} =Py (7)
fkop )X+ [kzz]{g} ={0} . (8)
Din relatia (8) se determina vectorul {g} :

ko] Hkar ) = —{;} - (9)

Se substituie (9) in (7):
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(kq1 - [kaz] kool Hkar X =Py (10)

In concluzie: rigiditate in coordonata dinamicd a sistemului
vibrant, notata - k, se determina cu relatia:

k =ki1 - [ki2]lkaa ko ). (11)
c) Determinarea pulsatiei, frecventei si perioadei proprii de
vibratie, relatiile: (1), (2) si (3).
1.1. Grinzi drepte
1.1.1. Structura 1

Pentru structura din figura 2 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se respecta etapele de calcul expuse in
preambului capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determinarii rigiditatii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 2.a, se construieste sistemul de baza
dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 2.b si se
precizeaza situatia de incarcare, figura 2.c. Sistemul de baza dinamic
este actionat de o cedare de reazem, egald cu unitatea, aplicatda pe
directia blocajului introdus pe directia GLD.

Sistemul de baza dinamic este un sistem static nedeterminat
avand o singurda nedeterminare staticd. Calculele se vor efectua prin
metoda fortelor. Sistemul de baza este desenat in figura 2.d.

Ecuatia de echilibru elastic este
011 X1 = Agc.
Calculul coeficientului 614

in figura 2.e este ardtatd situatia de incdrcare pentru trasarea
diagramei unitare de moment incovoietor. Pentru inceput se determina
reactiunile:

D X=0; Hy=0,
ZY=0; Vo, -1=0 = V,=1,

> My =0; -M;+1.3a=0 = M, =-3a.

Calculul eforturilor:
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M21 = —Mz = M21 = —33,

M12=0 = M12=0,

diagrama unitara de moment incovoietor este trasata in figura 2.f.

a 4

1

@

/

@?

| 3a

GLD

’

3a

Fig.1. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda fortelor; e. si f.
situatie de incdrcare pentru calculul coeficientului 8141 si diagrama

de moment incovoietor

Coeficientul 817 se determina cu relatia Mohr-Maxwell
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I M1(x)-M
511 =2 |, 1(X)EI ox,

rezulta

3a 9a3
611=ﬁ-(—3a)~(—3a) = 611:?'

Termenul liber Ajc se calculeaza cu relatia
Arc =1-44 JFZRk Ay,

reactiunile din figura 2.e au fost calculate anterior, iar Ay, cedarea de
reazem este:
Ay =1.
Rezulta:
Aic =1-A1 +V5-0+H; -0+My, -0 = Ay =1.

Solutia ecuatiei de echilibru elastic este

A
STV VA
011 9a 9a
EI

Conform figurilor 2.c si 2.e rezulta

K=X; = k=—t.
9a
Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

m 9ma3 ma

ma3

T =18.850 .
El

1.1.2. Structura 2

Pentru structura din figura 3 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor respecta etapele de calcul expuse la
inceputul capitolului.
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Fig.3. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda fortelor; e. si f.
situatie de incarcare pentru calculul coeficientului &1 si diagrama

de moment incovoietor

87
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Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigiditdtii corespunzitoare sistemului
dinamic prezentat in figura 3.a, se construieste sistemul de baza
dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 3.b si se
precizeaza situatia de incarcare, figura 3.c. Sistemul de baza dinamic
este actionat de o cedare de reazem, egald cu unitatea, aplicata pe
directia blocajului introdus pe directia GLD.

Sistemul de baza dinamic este un sistem static nedeterminat
avand o singura nedeterminare statica. Calculele se vor efectua prin
metoda fortelor. Sistemul de baza este desenat in figura 3.d.

Ecuatia de echilibru elastic este
011 X1 = Agc.
Calculul coeficientului 044

In figura 3.e este ardtatd situatia de ncdrcare pentru trasarea
diagramei unitare de moment incovoietor. Pentru inceput se determina
reactiunile:

> M, =0; V;-3a-1-1.5a=0 = V;=0.5,
DMy =0; -V,-3a+1:1.5a=0 =V, =05,
Calculul eforturilor:
Mi3 =My3 =0,
M3; =M3, =V; -1.5a = Ms3; =Ms3, =0.75a,
diagrama unitara de moment incovoietor este trasata in figura 2.f.

Coeficientul 817 se determina cu relatia Mohr-Maxwell

| M1(x) - My (x)
011 = ZjonX'
rezulta

3
5y -2-222.0.75a.0.75a = 8y, = 2283
3E1 El

Termenul liber Ayc se calculeaza cu relatia

AlC =1-A3 +2Ri -Ak,
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reactiunile din figura 2.e au fost calculate anterior, iar A3, cedarea de
reazem este:

Az =1.
Rezulta:
A]_C:l-A3+V1-0+V2-O = A]_C:l.

Solutia ecuatiei de echilibru elastic este

xg-c o, oYy —17778 EL.
1 1 3 1 3
011 0.5625a a
EI

Conform figurilor 3.c si 3.d rezulta

k=X, = k=1.7778EL,
3
a
Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

w- X, - ji7e B o o-1.3333)-FEL
m mas3 ma>
3
T =4.7125,/M2"
\ B

1.1.3. Structura 3

Pentru structura din figura 4 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Etapele de calcul au fost detaliate in partea
de inceput a capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigiditdtii corespunzitoare sistemului
dinamic prezentat in figura 4.a, se construieste sistemul de baza
dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 4.b si se
precizeaza situatia de incarcare, figura 4.c. Sistemul de baza dinamic
este actionat de o cedare de reazem, egald cu unitatea, aplicata pe
directia blocajului introdus pe directia GLD.

Sistemul de bazd dinamic este un sistem static nedeterminat
avand o singura nedeterminare statica. Calculele se vor efectua prin
metoda fortelor. Sistemul de baza este desenat in figura 4.d.

Ecuatia de echilibru elastic este
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Fig.4. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda fortelor; e. si f.
situatie de incarcare pentru calculul coeficientului d11 si diagrama

de moment incovoietor

011 X1 = Agc.
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Calculul coeficientului 644

In figura 4.e este ardtatd situatia de incdrcare pentru trasarea
diagramei unitare de moment incovoietor. Pentru inceput se determina
reactiunile:

D> M;=0; 1.33-V3-2a=0 = V3=1.5,

DMy =0; -Vj-2a+1-a=0 = V;=0.5,
verificare

ZY:O; -V; +V3-1=0 = -0.5+1.5-1=0,
ceea ce Inseamna ca reactiunile sunt corect determinate.
Calculul eforturilor:
M1z =My3 =0,
M3; =M3; =-Vp-2a = M3; =M3; =-a,

diagrama unitara de moment incovoietor este trasata in figura 4.f.

Coeficientul 817 se determina cu relatia Mohr-Maxwell

I M1(x) - My (x)
011 = zfo EI dx.,
rezulta

be) :ﬁ.a.a_i_i.a.a = be) :i
117 36 3EI =

Termenul liber Aic se calculeaza cu relatia
1
AlC = 1‘A1 +ZRk 'Ak ,?7?

reactiunile din figura 4.e au fost calculate anterior, iar A3, cedarea de
reazem este:
Ay =1.
Rezulta:
Ajc =1-0+V; -0-V3-A3 = Asc =-1.5.

Solutia ecuatiei de echilibru elastic este
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A 1.
X, == X, = 1351 = x1=—1.5E—3I.
011 a’ a
EI

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

M 09 = MO0 - X1,

f f .
Mi3 =M33 =0;

3EI
2a? '

diagrama finala de moment incovoietor este trasata in figura 4.g.

_ f_Mf _
=a-X; = M =M, -

- M31 \C{ M32
%Y 71N i

///// 77
7

Q

M32

M31
¥

Fig.4. continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: g.
diagrama finala de moment incovoietor; h si i. mecanism si deplasata
corespunzatoare pentru determinarea rigiditatii

Diagrama finala de moment incovoietor se verifica cu relatia

5 M100-ME00 g

Aic
= 1C

rezulta
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ZMl(x)-Mf(x) g .28 3EL _a  3EI

- 2. =-1-0.5=-1.5.
El 3EI 252 3Bl 232

Dar cum Ajc =-1.5, rezultd ca s-a calculat corect diagrama de
moment ncovoietor.

Avand calculata diagrama finald de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul 4, iar pentru aflarea valorii acesteia se va folosi
principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza
dinamic intr-un mecanism, figura 4.h. actionat de momentele
incovoietoare care finlocuiesc legatura suprimata din bara 123, in
dreptul reazemului 3 si se evidentiazd rigiditatea sistemului, k. In
vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce o
deplasare virtuala compatibila cu legaturile, egala cu unitatea, figura 4.i:

LMV =0; k-1—M§1-91—M§2-62=0 = k=M21'91+M22‘82

Cunoscand
1 1
81 ==, ©6y=-,
1 2a 2 a
rezulta
(_3EL 1 3 1 ol
2a2 2a 232 a 433

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

T =4.189 .
EI

1.1.4. Structura 4

Pentru structura din figura 5 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Calcul practic se conduce conform celor
expuse in preambului capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determinarii rigiditatii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 5.a, se construieste sistemul de baza
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2a ﬂ a N GLD

s ¢ p (ses)

Rip 4

AW E [~ 11
77 K32
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Fig.5. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda deplasarilor;

e. situatie de incarcare produsa de o cedare de blocaj de nod,

Z1 =1, f. situatie de incarcare produsa de actiunea exterioara,

cedare de reazem egala cu unitatea

dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 5.b si se
precizeaza situatia de incarcare, figura 5.c. Sistemul de baza dinamic
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este actionat de o cedare de reazem, egala cu unitatea, aplicata pe
directia blocajului introdus pe directia GLD.

Sistemul de bazd dinamic este un sistem static nedeterminat
avand o singurda nedeterminare staticd. Calculele se vor efectua prin
metoda deplasarilor. Sistemul de baza este desenat in figura 5.d.

Ecuatia de echilibru static este
1 'Zl +R1p =0.
Coeficientul ry; se determind prin producerea unei cedari de

blocaj de nod egald cu unitatea, Z; =1, deformata corespunzatoare
este prezentata in figura 5.e. Se scrie o ecuatie de echilibru static

D M3 =0; ryy-Ksg; —Kzg =0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara

3EI 3EI
K3y = ===,
31 [ 2a
3EI 3EI
K = — = ’
32 i a

rezulta

b, L 3EL %
17232 " a =2
Termenul liber Ryp se calculeaza prin exprimarea echilibrului

static al fortelor de pe deformata sistemului de baza dinamic produsa de
o cedare de reazem, egald cu unitatea produsa pe directia GLD. in
blocajul introdus pe sistemul static al modelului dinamic. Se obtine

ZM3 =0, R1P+R32 =0,

dar
K3z :% -
a
Rezulta
R1p -K2 = Rip :—%.

Solutia ecuatiei de echilibru este
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3
Rip a’ 2
= —-— = - —— Z = —,
Zl i E = 1 3a
2a

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

Mifj(x):Mij(x)-z1 +ME,
f f .
Mi3 =My3 =0;

f f v f f EI
M31 :M32 :K32 Zl —K32 = M31 :M32 :_a_z’
diagrama finala de moment incovoietor este trasata in figura 5.q.

24
a2 ‘

b

7\

<y

Fig.5. continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:
g. diagrama finala de moment incovoietor; h si i. mecanism si
deplasata corespunzatoare pentru determinarea rigiditatii

Avand calculata diagrama finala de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul 2, iar pentru aflarea valorii acesteia se va folosi
principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza
dinamic intr-un mecanism, figura 5.h. actionat de momentele
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incovoietoare care inlocuiesc legatura suprimata din bara 123, in
dreptul reazemului 3 si se evidentiazd rigiditatea sistemului, k. In
vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce o
deplasare virtuala compatibila cu legaturile, egala cu unitatea, figura 4.i:

. f f
LMV=0; k-1-M},.6=0 = k=M, .6

Cunoscand

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie
Se aplica relatiile

k EI
w = 1/— , = /— ,
m ma3
3
T - 6.2832,(0_
EI
1.1.5. Structura 5

Pentru structura din figura 6 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor respecta etapele de calcul expuse la
inceputul capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigiditatii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 6.a, se construieste sistemul de baza
dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 6.b si se
precizeaza situatia de incarcare, figura 6.c. Sistemul de baza dinamic
este actionat de o cedare de reazem, egala cu unitatea, aplicata pe
directia blocajului introdus pe directia GLD.

Sistemul de bazd dinamic este un sistem static nedeterminat
avand o singura nedeterminare statica. Calculele se vor efectua prin
metoda deplasarilor. Numarul de necunoscute, in aceasta metoda, este
dat de gradul de nedeterminare cinematico-elastic al sistemului de baza
dinamic. Rezultd GNCE =2, deoarece structura are doua noduri,
sectiunile din dreptul reazemelor 2 si 3. Sistemul de baza este desenat
in figura 6.d.

Sistemul de ecuatii de echilibru elastic este
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r11-Zl +r12'22 +R1p =0
r21~Zl +|’22~Zz +R2p 20'

In continuare se vor calcula coeficientii rj; si ry;

@ @ ® ©

T A O T 1

" 5 T T } (seo)

s 777

A

k LI1 s
— Z, X 2,

d /\ E E )s

T 1
i
S U
e.
by
Y K21 M l
' T Kz oMy, #

Fig.6. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:
a. sistem dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de
incarcare specifica calculului rigiditatii; d. sistem de baza
in metoda deplasarilor; e. situatie de incarcare produsa
de o cedare de blocaj de nod, Zq{ =1

Cei doi coeficienti se determind prin producerea unei cedari de
blocaj de nod egald cu unitatea, Z; =1, deformata corespunzatoare

este prezentata in figura 6.e. Se scriu doua ecuatii de echilibru static:
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DMy =0; 1y -Ksz -K3 =0
Si
ZM3 :O, er—Mt3r2=0

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire si a momentului
transmis a extremitatilor de bara

3EI 3EI
K =— =,
21 I a
Kyg — JEL_4EL = pger _ 2B1 2FT
[ a 32 [ a
rezulta
3EI 4EI 7EI
ri1 =Ky +Kaz, = t5 = Mu=—_
Si
_ Mt _ 2EL
r21 = M32 = M = a .

Se continua cu calculul coeficientilor ry5 si ry,. Coeficienti se

determina prin producerea unei cedari de blocaj de nod egald cu
unitatea, Z, =1, deformata corespunzatoare este prezentata in figura

6.f. Se scriu doua ecuatii de echilibru static:

D M3=0; rp-Kzs-Ks =0

DMy =0; rp-M> =0

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire si a momentului
transmis a extremitatilor de bara

4E1 _ 4E1 o _ 261 _ 2EI

K = —_— = ’ = —_—
327 a 23 | a
3EI 3EI
K = — = —
34 = 5
rezultd

3EI 4EI 7EI
2 =K3qg +K32, Mmp=—+— = Inp=—r

a a a
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()

7777

£, ° 34
f f
0 1 0 M3, M34
J-

S
M>q ¢ M5
k

Fig. 6. continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:
f. situatie de incarcare produsa de o cedare de blocaj de nod,
Z> =1; g. situatie de incarcare produsa de actiunea exterioara,
cedare de reazem egala cu unitatea; h. diagrama finala de moment

incovoietor; i si j. mecanism si deplasata corespunzatoare pentru
determinarea rigiditatii
Si

tr
rio =M =
12 23
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Termenii liber Rip si Rop se calculeaza prin exprimarea

echilibrului static al fortelor de pe deformata sistemului de baza dinamic
produsa de o cedare de reazem, egala cu unitatea produsa pe directia
GLD, in blocajul introdus pe sistemul static al sistemului de baza
dinamic, figura 6.g. Se obtine

ZMZZO; R21+R1P—R23:0,

D M3=0; -Ks2+Ryp =0,

dar
— — 6 EI 6 EI
K32 =K23 = sz a—z,
Koq = oEL _ 3EL
12 a2
Rezulta
= = 3EI
Rip =K23 -K21 = Ryp =
a
6EI

R2p = K32 = RZP = —2 .
a

Solutia sistemului de ecuatii de echilibru este

02, 08

Z =
1 a a

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

Mifj(x) = ME(X) - 21 + ME(X) - Z5 + ME(X),

f f .
M12 :M43 =0;

= 3EI 0.2 3EI .
Mglz_K21'Zl+K21 == a '(_ )+ a = ME]_: 5 !
a
f o tr = 4El 0.2 2EI 0.8 6EI
M23—_K23‘21_M23'22_K23—_ a (= a)_ a (= a)—az
~ Mfo-_ 3.6EI

23
a2
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2EI 0.2, 4EI 0.8, 6EI

Mf :_Mtr.z - K .Z _R32=_ (= = — (= = _
32 32 1 32 2 a ( a ) a ( a ) a2
f 2.4E1
= M3 =——,
a
foo ~ 3EI 0.8 f 2.4E1
M43_0_K34'22+0——T'(—T) = M3, =- 32 ’

diagrama finala de moment incovoietor este trasata in figura 6.h.

Avand calculata diagrama finald de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul 2, iar pentru aflarea valorii acesteia se va folosi
principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza
dinamic intr-un mecanism, figura 6.i. actionat de momentele
incovoietoare care finlocuiesc legatura suprimata din bara 123, in
dreptul reazemului 2 si se evidentiazd rigiditatea sistemului, k. In
vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce o
deplasare virtuald compatibila cu legaturile, egala cu unitatea, figura 6.j:

. f f f f
LMV =0; k-1-M5 -8-M5..6-M},.6=0 = k=M, .6

Cunoscand
o -1
a
. k_p.36EL 1 24E1 1 O.6El
a2 a a2 a a3

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

m:JL, w = 9'6EI, w = 3.0984 El
m \ ma3 ma3

ma3

T =2.0279

1.1.6. Structura 6

Pentru structura din figura 7 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor respecta etapele de calcul expuse in
partea introductiva a capitolului.
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GLD
L |
| 2a a /]
1
> T
1
¢ 7

Fig. 7. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda fortelor; e. si f.
situatie de incdrcare pentru calculul coeficientului 811 si diagrama

de moment incovoietor

Calculul rigiditatii

In vederea determinrii rigiditdtii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 7.a, se construieste sistemul de baza
dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 7.b si se
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precizeaza situatia de incarcare, figura 7.c. Sistemul de baza dinamic
este actionat de o cedare de reazem, egald cu unitatea, aplicata pe
directia blocajului introdus pe directia GLD.

Sistemul de baza dinamic este un sistem static nedeterminat
avand o singura nedeterminare statica. Calculele se vor efectua folosind
metoda fortelor. Sistemul de baza este desenat in figura 7.d.

Ecuatia de echilibru elastic este
011 X1 = Agc.
Calculul coeficientului 644

In figura 7.e este ardtatd situatia de incdrcare pentru trasarea
diagramei unitare de moment incovoietor. Pentru inceput se determina
reactiunile:

2.X=0. H; =0

Y=0, vy+1-0 - v, =1

le :O; -M; +1-2a=0 = M; =2a.
Calculul eforturilor:
M3z =My3 =My =0,
Mi> =-My.
diagrama unitara de moment incovoietor este trasata in figura 7.f.

Coeficientul 811 se determina cu relatia Mohr-Maxwell

I'M .
511 =2 |, MI(X)EIMl(X) .

rezulta

2a 8a3
011 = ——-2a-2a 011 = —.
11 = 36y = 0117 3

Termenul liber Ayc se calculeaza cu relatia
Alc—l Al +ZRk Ak,

reactiunile din figura 7.e au fost calculate anterior, iar Ay, cedarea de
reazem este:
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Ay =1.
Rezulta:
A1C21~1+V1'0+H1~AH+V1‘AV = AlC:

Solutia ecuatiei de echilibru elastic este

Aic 1 3EI
Xl = — Xl = = Xl = —.
011 8a3 8a3
3EI
Conform figurilor 3.c si 3.d rezulta
k=X; = k=t
8a3

O alta cale pentru determinarea rigiditatii consta in trasarea
diagramei finale de moment incovoietor si aflarea rectiunii din blocajul
GLD prin lucru mecanic virtual.

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

M 00 = M50 - Xy,

f f f .
M3, =Myz =My, =05
ME =ML X, = -2a. 0 o M -_3EL
12 21 833 12 432
diagrama finala de moment incovoietor este trasata in figura 7.g.
Diagrama finald de moment incovoietor se verifica cu relatia

z My (x) - M¢(x) d

X = Aqc,
= 1C
rezulta
Z My (X) - M¢(X) dx — 2a _ 3EI a1,
EI 3EI 432

Dar cum Ajc =1, rezultéd ca s-a calculat corect diagrama de
moment incovoietor.

Avand calculata diagrama finald de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul 2, iar pentru aflarea valorii acesteia se va folosi
principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza
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dinamic intr-un mecanism, figura 7.h. actionat de momentele
incovoietoare care finlocuiesc legatura suprimata din bara 123, in
dreptul reazemului 2 si se evidentiazd rigiditatea sistemului, k. in
vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce o
deplasare virtuala compatibild cu legaturile, egala cu unitatea, figura
7.h:

mf_ _ 3EL
127 42
> | )
f
o M12 0
- Wlﬂ

k

Fig. 7. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:
g. diagrama finala de moment incovoietor; h. deplasata
pentru determinarea rigiditatii

: f f f
LMV=0; k-1-M,.8=0 = k=M .6, +ML, -6,

Cunoscand
o -1,
2a
rezulta
(o 3EL 1 3EL
432 2a 8a3

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

w- &, oo 3B o o _o06124/-F
m 8ma’> ma3
ma>
T =10.2604 .
EI
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1.1.7. Structura 7

Pentru structura din figura 8 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor respecta etapele de calcul expuse in
partea introductiva a capitolului.

| a NEEE 2a ’

. ¥ - T

Fig. 8. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:

a. sistem dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de
incarcare specifica calculului rigiditatii; d. deformata sistemului
sub actiunea unei cedari de reazem egald cu unitatea;

e. deplasata pentru determinarea rigiditatii



108 Sisteme cu 16LD

Calculul rigiditatii

In vederea determinrii rigiditdtii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 8.a, se construieste sistemul de baza
dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 8.b si se
precizeaza situatia de incarcare, figura 8.c. Sistemul de baza dinamic
este actionat de o cedare de reazem, egald cu unitatea, aplicata pe
directia blocajului introdus pe directia GLD.

Sistemul poate fi analizat ca o grinda incastrata in sectiunea 1 si
simplu rezemata in sectiunea 2, facand abstractie de consola 23,
neincarcatd, figura 8.d. In aceasta situatie, momentul din sectiunea 1,

notat M{z, reprezinta rigiditatea la deplasare, K12, deci
f o= 3EI  3EI

in figura 8.e s-a prezentat deplasata sistemului pentru calculul
rigiditatii prin aplicarea principiului lucrului mecanic virtual. Ecuatia de
echilibru este
. f _
LNV=0; k-1-M;,-6=0,

unde

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie
Se aplica relatiile

w= |k w=/3E13 . w=1.7321 EI3
m ma ma

3

T = 3.6275,/ 12

1.1.8. Structura 8

Pentru structura din figura 9 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse la
inceputul capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigiditdtii corespunzitoare sistemului
dinamic prezentat in figura 9.a, se construieste sistemul de baza
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b ”; GLD[\

| 2a

) )
H
bo—d
®

M1
e ;JI /7 = M Z; =1
Mtr K o
12 21 K>3
K23
e o | (m)
Mtr 21
12

Fig. 9. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:

a. sistem dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de
incdrcare specifica calculului rigiditatii; d. sistem de baza
in metoda deplasarilor; e. si f. situatie de incarcare produsa
de o cedare de blocaj de nod, Z;{ =1 si diagrama unitara

de moment incovoietor

dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 9.b si se
precizeaza situatia de incarcare, figura 9.c. Sistemul de baza dinamic
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este actionat de o cedare de reazem, egala cu unitatea, aplicata pe
directia blocajului introdus pe directia GLD.

Sistemul de bazad dinamic este un sistem static nedeterminat
avand o singurda nedeterminare staticd. Calculele se vor efectua prin
metoda deplasarilor. Sistemul de baza este desenat in figura 9.d.

Ecuatia de echilibru elastic este
1 'Zl +R1p =0.
Coeficientul ry; se determind prin producerea unei cedari de

blocaj de nod egald cu unitatea, Z; =1, deformata corespunzatoare
este prezentata in figura 9.e. Se scrie o ecuatie de echilibru static

DMy =0; iy —Koz —Kp =0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara

3EI 3EI
Kyy = = =2,
23 [ a
4EI 4EI 2EI
Kag === 2= ==,
[ 2a a
rezultd
. _3EI+2EI - . _ 5EI
n=—4*t4 ="

Termenul liber Ryp se calculeazad prin exprimarea echilibrului
static al fortelor de pe deformata sistemului de baza dinamic, produsa
de o cedare de reazem, egala cu unitatea produsa pe directia GLD, in
blocajul introdus pe sistemul static al modelului dinamic, figura 9.g. Se
obtine

D M =0; Ryp+K23 =0,

unde
= 3EI 3EI
K23 = IT = —2 .
a
Rezulta
= 3EI
RlP =K23 = RlP =——2.
a

Solutia ecuatiei de echilibru este
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S
Rip a’ 3
i =——7""-=-°"— Zi =—.
1 ri E = 1 5a
a

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

Mifj(x) = ME(x) -2 + M,
f .
M3, =0;

f tr
M12 =M12 -Z1+0

unde
tr 4E1 tr_ 2EI
M12 :K21t21 :2—a'0.5 j—t M12 :T’
rezulta
3EI
mf_ = 2=,
12 Saz
£ _ 2EI 3 £ 6EI
M21——K21‘Zl+0——7‘5 = M21——5a—2,
= 3EI 3 3EI £ 6EI
Ml =Kyg -2y K23 =— .= — - Mf,=->,
23 23 41 3 a 5a g2 23 542

diagrama finala de moment incovoietor este trasata in figura 9.i.

Diagrama finala de moment incovoietor se verifica cu relatia

Z M1(X)E-1Mf(X) dx = 0.

Situatia de incarcare si diagrama unitara virtuala de moment
incovoietor sunt prezentate in figurile 9.j si k.

Aplicand relatia de mai sus rezulta

ZM1(X)'Mf(X) dx = 22 (2. 3EL 5 OFL 5 6EL -y -,
EI 3EI 532 5a2 5a°
5 5

deci s-a calculat corect diagrama de moment incovoietor.
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RlP A

\
o EJRB\Z 1
h. Kas

—

AN -,
=
-«

2a

L o Mby O_&y\
-QC\ M }; . k¢I1

Fig. 8. continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:
g. si h. situatie de incarcare produsa de actiunea exterioard, cedare de
reazem egala cu unitatea si diagrama de moment incovoietor; i.
diagrama finala de moment incovoietor; j. si k. situatie de incarcare
pentru verificarea diagramei finale de moment incovoietor si diagrama
corespunzatoare; |. deplasata specifica pentru determinarea rigiditatii

Avand calculatd diagrama finala de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul 2, iar pentru aflarea valorii acesteia se va folosi
principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza
dinamic intr-un mecanism, figura 9.l. actionat de momentele
incovoietoare care inlocuiesc legatura suprimatda din bara 123, in
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dreptul reazemului 3 si se evidentiazd rigiditatea sistemului, k. in
vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce o
deplasare virtuala compatibila cu legaturile, egala cu unitatea, figura 9.I:

. f _ _mf
LMV =0; k-1-M},.6=0 = k=M, .6

Cunoscand
_ 6EI

6 :l = k .
a 5a3

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

w- |, oo | 6L 4 _1.0954|F
m 5ma’> ma3

ma3

T =5.736

1.1.9. Structura 9

Pentru structura din figura 10 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
introducerea capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigiditdtii corespunzitoare sistemului
dinamic prezentat in figura 10.a, se construieste sistemul de baza
dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 10.b si se
precizeaza situatia de incarcare, figura 10.c. Sistemul de baza dinamic
este actionat de o cedare de reazem, egald cu unitatea, aplicata pe
directia blocajului introdus pe directia GLD.

Sistemul de bazad dinamic este de doua ori static nedeterminat.
Calculele se vor efectua prin metoda fortelor. Sistemul de baza este
desenat in figura 10.d.

Sistemul de ecuatii de echilibru elastic este

{511 X1 +012 - Xy = Aqc
021 - X1 +022 - Xy =Ayc
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Calculul coeficientilor 811, 031, 012 Si 05>

In figura 10.e este ardtatd situatia de incircare pentru trasarea
diagramei unitare de moment incovoietor, sistemul de baza actionat de
ofortd X; =1 . Pentru inceput se determina reactiunile:

0 (2 (3)

a. ?I I ‘
~ GLD
% | >
| a / 2a N

b. 4 7 ;

i 1Ii7k

¢ Pl Nor
\X1 };\ 1:[

q::\ 1,1 3 ,Z,

T vi V3 Vi ¢

Fig. 10. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:
a. sistem dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare
specifica calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda fortelor; e.
situatie de incarcare pentru calculul coeficientului 814

ZMzzo; —Vl-a+1:0 = Vlzé
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ZM1=O; 1—V2-a=0 = V2

1]
Q|-

V3 =0,
deoarece grinda 23 este nesolicitata.
Calculul eforturilor:
Mig =-1, My1 =My3=M3;, =0
diagrama unitara de moment incovoietor este trasata in figura 10.f.

Cea de a doua situatie de incarcare a sistemului de baza static cu
o fortd X, =1, figura 10.g. Se determina reactiunile prin considerarea a

doua grinzi simplu rezemate - grinda 1-2 si grinda 2-3:
1

YM*=0; 1-V?-a=0 = VZ==,
2 1 a
SM-0; -V2 -a+1-0 = Vv -1,
21 21 a
M -0; -1+V: 2a=0 = vzt
2 3 2a
SM3=0; V2 .2-1=0 = V2 -1
23 23 2a

rezultd evident ca reactiunea Vg se obtine prin insumarea urmatoarelor

dou3 reactiuni V2. si V2_:
21 23
v2oy2 gy St 12 3
2 21 23 a 2a 2 2a

Calculul eforturilor:
Mip =M3; =0, My; =Mp3 =-1,
diagrama unitara de moment incovoietor este trasata in figura 10.h.

Coeficientii se determina aplicand relatia Mohr-Maxwell, astfel
| M1(x) - My (x)
011 = ——=d
11 Zjo = X,

rezulta
a

a
811 =—1-1 = 8y =—,
11 11 3EI

3EI
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1,1
o P N ol
£ 1
b wtte 2
. N
3EI
11a2
: |// 6EI
11a2
f 6EI
TR 4 M\21 M3 = 21:11a2 )
P

I M2(X) - My (X) a 2a a
_ dx = -2 .1.1+22 1.1 5y = 2,
022 zIo EI X = 3E "3RI - %27 F
l M1(x) -M5 (x) a a
- M) o) g = -2 1.1 510 = — 2.
012 Zjo El == = 912 7GR

Termenii liberi se calculeaza cu relatia

AiC =1~Ai+ZRik 'Ak'

Astfel, vom obtine



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 117

Arc =1-A +ZR11< yy

sau
Aic =1-A3+V 04V -0+VI-1 = Ac=0,

deoarece V3 =0 si A3 =1

. 2 .
Ay = 1 Ay + E Rk Ay

sau
. 2 2 2 1
Azc—l A2+V1 O-i-V2 0-‘:—V3 1 = Aic = —,

1 .
deoarece V1 = = si Az =1.
3 2a S 3

Solutia sistemului de ecuatii de echilibru elastic este

X = 6E12, Xy = 3E12.
11a 11a
Eforturile diagramei finale de moment incovoietor se determina
cu relatia

Mifj(x) = Mifj(x) <Xy + Mifj(X) X2,

iar prin aplicarea acestei relatii se obtin eforturile

3EI
ML) =ML () - Xy + M2, (x)- X3 =1-X1 +0-X; = Miz(x)=ﬁr
ME (%) = ML (x)- Xy + M2 (X)- X5 =0 Xy +1-X M (x) = BT
21X = M5 (X) - A + M5 (X)- R =0 - A+ 122 = Py T 1122
f f f
M3 =My, Ms, =0,

diagrama finala de moment incovoietor este trasata in figura 10.i.

Diagrama finala de moment incovoietor se verifica cu relatiile
I M1(X) - M¢ (X
> MO M) gy~ Ay
0 EI

si
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I M2(x) - M¢(x)
ZIO—EI f dXZAzc.

Folosind prima relatie de mai sus si diagramele desenate in
figurile 10.f si i, rezulta

> MO M09 5 8 (5 3EL 4,5 GEL g, . 3
0 EI 6EI 1132 1182 11a%
6EI, 1 1
1132 11a 11a

4

rezultatul este corect deoarece Aic =0.

Utilizand cea de a doua relatie de verificare se obtine

Zr M2(x) Me(x) 4 _ @ (3EL g, 6EL 4 3E
0 EI

. +
6EI 1132 11a2 11a2
L0 6EI)+2a.1 6E1 _ 1

11227 3El 1152 22’

1 . " v
rezultatul este corect deoarece Asc =5 In concluzie, constatam ca
a

diagrama finalda de moment incovoietor este bine calculata.

Avand calculatd diagrama finala de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul 3, iar pentru aflarea valorii acesteia se va folosi
principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza
dinamic intr-un mecanism, figura 10.j. actionat de momentele
incovoietoare care finlocuiesc legatura suprimata din bara 123, in
dreptul reazemului 2 si se evidentiazd rigiditatea sistemului, k. In
vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce o
deplasare virtuala compatibild cu legaturile, egala cu unitatea, figura
10.j:

. f f
LMV=0; k-1-M;.86=0 = k=M, .6

Cunoscand

6:i = k = 3EI.
2a 11a3

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile
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wzwfﬁ, W= 3E = w=0.5222 E—I3;
m \ 11ma3 | ma

ma3
EI

T =12.0315

1.1.10. Structura 10

Pentru structura din figura 11 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se respecta etapele de calcul expuse in
preambului capitolului.

Calculul rigiditatii

in vederea determindrii rigiditatii corespunzitoare sistemului dinamic
prezentat in figura 11.a, se construieste sistemul de baza dinamic
prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 11.b. Sistemul de baza
dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu unitatea, aplicata
pe directia blocajului introdus pe directia GLD.

Deoarece sistemul de baza dinamic este un sistem static
nedeterminat, fiind de patru ori static nedeterminat, calculele se vor
efectua prin metoda deplasarilor. Sistemul de baza este desenat in
figura 11.c, care presupune o singura necunoscuta.

Ecuatia de echilibru static are forma
1 'Zl +R1p =0.
Coeficientul r;; se determina prin producerea unei cedari de

blocaj de nod egald cu unitatea, Z; =1, deformata corespunzatoare
este prezentata in figura 11.d. Se scrie o ecuatie de echilibru static

DMy =0; 11y -Kaz—Kp =0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara

4E1  4EI
K =K :—:_,
21 =023 =TT T 1 5,
4E1 1 2EI
Mtr =K .t = . ==, Mtr =Mtr
12 7021721 e S T 1 5, 32 7 T2

rezulta

4EI 4EI 8EI

fp = ——0 fy=—07 7o .
177532 15a 1177175,
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Fig.11. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:
a. sistem dinamic; b. sistem de baza dinamic; csistem de baza
in metoda deplasarilor si situatie de incarcare; d. si e. situatie
de incarcare produsa de o cedare de blocaj de nod, Z; =1

si diagrama unitara de moment incovoietor

Termenul liber Ryp se calculeaza prin exprimarea echilibrului

static al fortelor de pe deformata sistemului de baza dinamic produsa de
o cedare de reazem, egald cu unitatea produsa pe directia GLD in
blocajul introdus pe sistemul static al modelului dinamic, figura 11.f. Se
obtine
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1 R
1" AP 1
R A—— \
K12 Kor 7717 Kas K32
¢ 6l of__GEl
M2 = s } 23 5 2542
g. '
f f 6EI
M21=Ma3 = 2.25a2

, 1.5a
h. %‘ — @

12 f f
IV|21 M23

Fig.11. continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:

f. situatie de incarcare produsa de actiunea exterioara, cedare de
reazem egala cu unitatea; g diagrama de moment incovoietor pentru

incarcarea exterioara si diagrama finala de moment incovoietor
(identice); h. diagrama unitara pentru verificarea diagramei finale;
i. deplasata specifica pentru determinarea rigiditatii

ZMZ -0; Ryp -K23+K21 =0,

dar
v v = = 6EI 6EI
Ki2 =K21 =K23 =K32 = —=———-.
[ 2.25a

Rezulta
Rip —K23 -K21 = Ryp =0.

Solutia ecuatiei de echilibru static este
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R
Zl =—i = Zl =0.
ri

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

Mifj () =ME(x)-Zy +ME(x) = Mifj (x) = ME(x)

6EI
/LY V L V| SR V |
12 21 23 32 7 5502
diagrama finala de moment incovoietor este trasata in figura 11.g.

Corectitudinea trasarii diagramei de moment fincovoietor se
verifica cu relatia

I M(x) - M¢(X)
D R Rt

cele doud diagrame de moment fincovoietor care se inmultesc sunt
trasate in figurile 11.g (diagrama reald) si 11.i (diagrama virtuala
trasata pe un sistem static determinat obtinut din structura
considerata), rezulta

I M(x) -
Zj M) -Mg(x) . _ 1.5a (2150 (- 6E12)+ 6E12 154
0 EI 6EI 2.25a 2.25a

2+1=-1.

Dar cum,
Ac=1-A+ Y Rg-A=-1-1+> R -0=-1,

deoarece deplasarile pe directia reactiunilor sunt nule, singura deplasare
fiind dupa directia fortei egala cu unitatea, corespunzatoare situatiei
virtuale de incarcare, rezulta ca s-a trasat corect diagrama de moment
incovoietor.

Avand calculatd diagrama finald de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul 2, iar pentru aflarea valorii acesteia se va folosi
principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza
dinamic intr-un mecanism, figura 11.i. actionat de momentele
incovoietoare care finlocuiesc legatura suprimata din bara 123, in
dreptul reazemului 2 si se evidentiazd rigiditatea sistemului, k. In
vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce o
deplasare virtuala compatibild cu legaturile, egala cu unitatea, figura
11.i:
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LMV =0; k-1-4-3"M[.8;=0,

6E1 L = k:7.1111E—§

k=4. —/ _._—
2.253%2 1.5a a

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

(ozwfh, w=_[7.1111 El = =2.6667 El
m \ ma3 ma3
3
T = 2.3562, 12
EI

1.1.11. Structura 11

Pentru structura din figura 12 se cere sa se determine pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor urmari etapele de calcul expuse in
preambului capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigidititii corespunzitoare sistemului
dinamic prezentat in figura 12.a, se construieste sistemul de
baza dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 12.b.
Sistemul de baza dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu
unitatea, aplicata pe directia blocajului introdus pe directia GLD.

Deoarece sistemul de baza dinamic este un sistem static
nedeterminat, avand patru nedeterminari statice, calculele se vor
efectua prin metoda deplasarilor. Sistemul de baza desenat in figura
12.c presupune o singura necunoscuta.

Ecuatia de echilibru static are forma
1 'Zl +R1p =0.
Coeficientul r;; se determina prin producerea unei cedari de

blocaj de nod egald cu unitatea, Z; =1, deformata corespunzatoare
este prezentata in figura 12.d. Se scrie o ecuatie de echilibru static

ZMz =0; r;—-Ky3-Ky =0.
Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara

«.. _ 4EL _4EL _ 2FI
21 I 2a a '
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Fig.12. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:

a. sistem dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. sistem de baza
in metoda deplasarilor si situatie de incarcare; d. si e. situatie
de incarcare produsa de o cedare de blocaj de nod, Z; =1
si diagrama unitara de moment incovoietor

4EI  4EI

Ky3 = ——

2EI 1 EI
MU =Ky ity =—= = = —,
12 21 " t21 a a
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4EI 1 2EI
MY —Kos itgg = — . = = =
1 23 23
32 a 2 a
rezulta
4EI  2EI 6EI
Mp=——+— = TI1=—:

a a

Termenul liber Ryp se calculeaza prin exprimarea echilibrului

static al fortelor de pe deformata sistemului de baza dinamic produsa de
o cedare de reazem, egald cu unitatea produsd pe directia GLD in
blocajul introdus pe sistemul static al modelului dinamic, figura 12. f. Se
obtine

ZMZ =0; Ryp ~K23 +K21 =0,

dar cum
= = 6EI 6EI 3EI
Ki2 =K21 = > =5 = '
I 4a 2a
= = 6EI  6EI
K23 =K32 =IT=—2,
a
rezulta
— — 9EI
RlP = K23 - K21 :%— 3E£ = RlP:_z'
a 2a a

Solutia ecuatiei de echilibru static este
R
i = Zl — _i

Z4 =- .
1 i 4a

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

M (x) = M50 - 21 + M{(x),

si se obtin urmatoarele momente incovoietoare

EI 3 3EI 9EI
M =ML oz, e MP = S (- ) - 2 mb_ = - =
12 12 " ~1 12 75 ( 4a) 232 12 432
fo gl p _, 2EI 3 3EI £ 3EI
Myy =My -2y + My, _(_T)'(_4_a)+237 M3y _a_z’
2EI 6EI 9EI

f 1 3 f
M3p =M3, - Z1 + M5, = (- )2 = Ma=-T3

= ,
a a 2a2
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diagrama finala de moment incovoietor este trasata in figura 12.g.

T 4« Rep 4

1.
£/ 1MF
K \ K32

K12 Ko 4 " Kas
6ET
— ’
& 3EL 3E1 6EI
2a2 2a° a_2
3 ‘
ho a’

OFI e
4a® 2a2

" —

61

f
M

12 f f
M21 M23

Fig. 12 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:
f. si g. situatie de incarcare produsa de actiunea exterioara, cedare
de reazem egala cu unitatea si diagrama de moment incovoietor;
h. diagrama finala de moment incovoietor; i. diagrama unitara
pentru verificarea diagramei finale; j. deplasata specifica
pentru determinarea rigiditatii
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Corectitudinea trasarii diagramei de moment incovoietor se
verifica cu relatia

I M1(x) - M¢(X)
ZJ.O El f dx = A].Cl

cele doud diagrame de moment fincovoietor care se inmultesc sunt
trasate in figurile 12.h (diagrama reald) si 12.i (diagrama virtuala
trasata pe un sistem static determinat obtinut din structura considerata
prin suprimarea legaturilor suplimentare), rezulta

I'M )
ZJ- M1(X) - M¢(X) dx — 2a 2-2a(- 9EI)+£-2a):—1
0 EI 6EI 4a2 az

Se calculeaza scalarul Aic care reprezinta deplasarea masurata

pe directia fortei virtuale egala cu unitatea. Pentru aceasta se foloseste
relatia

A =1-Ag+ ) Rp-A=-1-1+)» Ry -0=-1.

Rezultatul a aparut deoarece deplasarile pe directia reactiunilor sunt
nule, singura deplasare fiind dupa directia fortei egala cu unitatea,
corespunzatoare situatiei virtuale de incarcare si indica faptul ca s-a
trasat corect diagrama de moment incovoietor.

Avéand calculatd diagrama finald de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul 2, iar pentru aflarea valorii acesteia se va folosi
principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza
dinamic intr-un mecanism, figura 12.j. actionat de momentele
incovoietoare care finlocuiesc legatura suprimata din bara 123, in
dreptul reazemului 2 si se evidentiazd rigiditatea sistemului, k. In
vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce o
deplasare virtuala compatibilda cu legaturile, egala cu unitatea, figura
11.j:

LMV =0; k-1-(Mf, +M5.).8; —(M5; +ME,) -8, =0,

unde

Si
k- (EL, e, 1 (3B Ofy 1 k = 10.1250 EL
422 a2’ 2a a2 23° a a’
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Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

© = /5, ® = [10.1250 EI3 —  ©=3.1820 EI3
m ma ma
3
T = 1.9746, 02
El

1.2. Cadre
1.2.1. Structura 1

Pentru cadrul din figura 1.13 se vor determina pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigidititii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 13.a, se construieste sistemul de
baza dinamic prin blocarea deplasdrii pe directia GLD, figura 13.b.
Sistemul de baza dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu
unitatea, aplicatd in blocajului introdus pe directia GLD, situatie de
incdrcare aratata in figura 13.c.

Pentru calculul rigiditatii k, reactiunea din blocajul GLD, se va
folosi metoda deplasarilor. Sistemul de baza este constituit in figura
13.d, prin introducerea unui numar de blocaje egal cu gradul de
nedeterminare cinematico-elastica al sistemului de baza dinamic.

Sistemul de ecuatii de echilibru static are forma
i1 'Zl +r> -22 +r3 -Z3 +R1p =0
M1 'Zl + Iy 'ZZ + 3 ~Z3 +R2p =0.
31 'Zl +I3) '22 + 33 -Z3 +R3p =0
Determinarea coeficientilor ri1 si 1
Coeficientul ry; si rp; se determind prin producerea unei cedari

de blocaj de nod, nodul 3, egala cu unitatea, Z; =1, deformata

corespunzatoare este prezentata in figura 13.d. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

D M3 =0; ryy-Ksg-Kz =0,

> My =0; r21—Mt4r3 =0.
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Fig.13. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda deplasarilor; e. si f.

situatie de incdrcare produsd de o cedare de blocaj de nod, Z; =1 si
diagrama de moment incovoietor

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
ce concura in nodul 3
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EL_El | _ 4Bl _ 4EI

K :—:—, = —
3177 7 2a ¥ 77 3a
4E1 1 2EI
MU, =Ky tgg = — = = =,
43 T34 7034 T3 ) T 3,
rezulta
rip =Ksg +K r _£+_4EI = r _ 17
11 34 317/ 11 2a 3a 11 6a r
_ 2EI

tr
ry =M rhy =—.
21 a3’ 21 =35
Determinarea coeficientilor ri5 si 15

Coeficientul ry5> si ro, se determina prin producerea unei cedari
de blocaj de nod, nodul 4, egald cu unitatea, Z, =1, deformata

corespunzatoare este prezentata in figura 13.g. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

ZM3=O; r12—Mt3r4=0,

D M4 =0; ryp -Kyu3-Kgp =0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
ce concura in nodul 4

3EI EI K 4EI  4EI

K =—=-—, = =
42 [ 2a 43 [ 3a
tr 4EI 1 2EI
Maq =Raz tas =55 =5
rezulta
i 2
ry = M34 = a1 =73-

oy =Kyz +K r —£+£ r _L7EL
22 = ™43 42 22 = 33 2a ' 22 = 6a

Determinarea coeficientilor ry3 Si ra3

Coeficientul ry3 si rp3 se determina prin producerea unei cedari
de blocaj de reazem, nodul 2, egald cu unitatea, Z3 =1, deformata

corespunzatoare este prezentatd in figura 13.i. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 131

h
rs n3

A /‘

» o—ot

R42 R42
o—o—p»
AY Z3 =1 >4 )y
aa ~ 33
] i
4 Rp Rap —¢

o—o)
— 1 _ _
Ka1 Ka2 K31 Ka2
R3p

)N I 5 1
k. l,

Fig.13 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: g. si
h. situatie de incdrcare produsé de o cedare de blocaj de nod, Z, =1
si diagrama de moment incovoietor; i. si j. situatie de incarcare produsa
de o cedare de blocaj grad de libertate, Z3 =1 si diagrama de
moment incovoietor ; k. si l. situatie de incarcare produsa de actiunea

exterioara, cedare de reazem egala cu unitatea si diagrama de moment
fncovoietor
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D> M3=0; ri3=0,
ZM4=0; r23—R42=0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la deplasare a extremitatii de
bara ce concura in nodul 4

= 3EI 3EI
Kaz =—5==—"—"
| 4a
rezulta
3EI
r13 =0 r23 = —2 .
4a

Calculul termenilor liberi Rip si Rop

Termenii liberi Rip si Rop se determind prin producerea unei

cedari de blocaj de reazem de GLD, egala cu unitatea, deformata
corespunzatoare este prezentata in figura 13.k. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

ZM3 =0, R1P+R31 =0,
ZM4:0; R2p+R42=0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la deplasare a extremitatii de
bara ce concura in nodul 4, respectiv in nodul 3

—  3EI 3El - 3EI 3El

Kag = =5-=—-, K31="5-="—-
12 2a2 12 2a2
rezulta
= 3EI
Rip =K31, Rypp =-—-,
2a
= 3EI
Rop =K42, Rp =-—-.
2a

Determinarea coeficientilor r31, 3 Si 33

Avand calculate diagramele de moment incovoietor corespunzatoare
deformatele sistemului de baza actionat, succesiv, cu cedarile de
reazem: Z; =1, Z, =1 si Z3 =1, prezentate in figurile 13.f., h., j.,
coeficientii r3;, r3» si r33 se pot determina folosind principiul lucrului
mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza dinamic intr-un
mecanism actionat, succesiv, de momentele incovoietoare introduse in
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f f
M31 = M34 =0.3 1
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Fig.13 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: m.,
n., 0. si p. deplasate specifice pentru calculul coeficientilor - 31, '3y,

r.

33 si termenului liber - R3p ; r. diagrama finald de moment
incovoietor; s. deplasatd specificd pentru calculul rigiditatii - K

locul legaturile suprimate, figurile 13.m., n. si o.
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In vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce
o deplasare virtuala compatibild cu legaturile, egala cu unitatea, figurile
13.m., n. si o.:

LMV =0; r3;:-1=0 = 1r3;=0
LMVZO; r32-1—K42-9:0,

dar
e—i r —Ei = r —E
2a’ 32 2a 2a 32 7,32
Si
LMV =0; r33-1-Ks42-6=0,
dar
.t .. & 1 3El

Calculul termenului liber R3p

Se foloseste diagrama de moment incovoietor, figura 13.1,
corespunzatoare deformatei sistemului de baza actionat cu cedarea de
blocaj de GLD, egala cu unitatea figura 13.k. Pentru calculul termenului
liber R3p se utilizeaza principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma

sistemul de baza dinamic intr-un mecanism actionat de momentele
incovoietoare introduse in locul legaturile suprimate, figura 13.p.

In vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce
o deplasare virtualda compatibild cu legaturile, egala cu unitatea, figura
13.p

LMV =0; R3p-1+Ks2-6=0

dar
-1, Rgpo--t. 1 g, 3B
432 2a 8

Rezolvarea sistemului ecuatiilor de echilibru

Sistemul de ecuatii de echilibru static, dupa inlocuirea
coeficientilor si a termenilor liberi, are forma
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17EI 2EI 3EI
2y +—-25,+0-2Z3-——=0
6a 17733 72 3 432
E-Zl N 17EI Zy+ 3EI Z5 - 3EI _0
3a 6a 432 432
OZl+3EI ZZ+3EI-Z3—3EI_O
4a 8a3 8a>
cu solutiile:
0.3 0.15
Zy=—-, Z5=13, Z3=-
1 a 2 3 a

Calculul momentelor incovoietoare finale

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

Mifj(x) = Mi00) - Z1 + MZ(X) - Z5 + M3 (X) - Z3 + ME(X),

si se obtin urmatoarele momente incovoietoare

f f
Mi3 =My, =0
ME, = Ks;-Z3+0-2Z +0-23 +K31 =
3EI 0.3 3El wf  _ 03I
2a  a  43? 32

ML, =K34-Z3 +Mg, -Zp +0-23+0=

4EI 0.3 2EI 0.15 0.3EI
S () = ML =,

3a a 3a a a

M, = -MY, Z) ~Ky3-2,+0-23+0 =

__21 03 4B 0.5

3a a 3a a

) = M23=O,

MZZ :O-Zl +K42‘Zz +0'Z3—R42 =

_3EL 045 3L g 3L e o
2a a 432 432

Diagrama final de moment incovoietor este trasata in figura 13.r.
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Calculul rigiditatii

Avand calculatd diagrama finala de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul simplu, blocajul GLD, iar pentru aflarea valorii
acesteia se va folosi principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma
sistemul de baza dinamic intr-un mecanism, figura 13.s. actionat de
momentele incovoietoare care inlocuiesc legaturile suprimate si se
evidentiaza rigiditatea sistemului, k. In vederea scrierii ecuatiei de lucru
mecanic virtual se va produce o deplasare virtuala compatibilda cu
legaturile, egala cu unitatea, figura 13.s:

. f -
LMV =0; k-1-M3,-6=0,

unde
o L
2a
Si
0.3 1 1 EI
k=mf g=22. > . - k=0.15  —
31 a2 2a 2a = a2

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

w- X, w-jo1sEL o w-0.3873]-E
m ma3 mas>
3
T =16.223,[M2
El
1.2.2. Structura 2

Pentru cadrul din figura 1.14 se vor determina pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigidititii corespunzitoare sistemului
dinamic prezentat in figura 14.a, se construieste sistemul de
baza dinamic prin blocarea deplasdrii pe directia GLD, figura 14.b.
Sistemul de baza dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu
unitatea, aplicata in blocajului de pe directia GLD, situatie de incarcare
aratata in figura 14.c.
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N
O

(s)

3)
0

NGt

2 2
L L
" 1.5a 5a '
a b.
AL Z, /A
O Z [ O N
i
1 2
C. d.
1 & K3y
.>—0|f O y

777

7777 7777

Fig.14. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda deplasarilor; e. si f.

situatie de incércare produsd de o cedare de blocaj de nod, Z; =1 si
diagrama de moment incovoietor
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In vederea determinérii rigiditétii k, reactiunea din blocajul GLD,
se va folosi metoda deplasarilor. Sistemul de baza este constituit in
figura 14.d, prin introducerea unui numar de blocaje egal cu gradul de
nedeterminare cinematico-elastica al sistemului de baza dinamic.

Sistemul de ecuatii de echilibru static are forma
M1 'Zl +r2 -22 +r3 -Z3 +R1p =0
M1 'Zl + Iy -Zz +M3 ~Z3 +R2p =0.
31 'Zl +I3 -Zz + 33 -23 +R3p =0
Determinarea coeficientilor ri1 si 1
Coeficientul ry; i rp; se determind prin producerea unei cedari

de blocaj de nod, nodul 3, egala cu unitatea, Z; =1, deformata

corespunzatoare este prezentata in figura 14.d. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

D M3 =0; ryy-Ksg-Kz =0,

D M5 =0; ry =0,

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
ce concura in nodul 3

3EI EI 3EI  3EI

K =—=——, K =—=—,
177 T 2a7 YT 1 T 15a
rezulta
3EI 2EI 7EI
r1 =Ksq +Ksyg, =5+ = Mmi=—
M1 =0.

Determinarea coeficientilor ri5 si >

Coeficientul ry5 si ro, se determina prin producerea unei cedari
de blocaj de nod, nodul 5, egald cu unitatea, Z, =1, deformata

corespunzatoare este prezentatda in figura 14.g. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

ZM4 =0; rny=0,
ZMs =0; rp -Ksy -Ksq =0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
ce concura in nodul 4
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o, JFEL_EL 3
>4 I 1.5a' > I 2a
rezulta
r12 =0
3EI 2EI 7EI
r2 =Ksy +Ksg, 122 =t 2=

Determinarea coeficientilor ry3 si r3

Coeficientul r;3 si ro3 se determina prin producerea unei cedari
de blocaj de reazem, nodul 4, egald cu unitatea, Z3 =1, deformata

corespunzatoare este prezentatda in figura 14.i. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

ZM3=0; I’13+R34 =0,

ZM5 =0; r23—R54:O.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la deplasare a extremitatii de
bara ce concura in nodurile 3 si 5

3EI 3EI 3EI

R54 = = = s
1> (1.5a)> 2.25a°
= 3EI 3EI 3EI
K3a = —== 2 2
12 (1.5a)2 2.25a
rezulta
- 3EI - 3EI
13~~~ __~>r 237 ___— 5"
2.25a° 2.25a°

Calculul termenilor liberi Rip Si Rop

Termenii liberi Ryp si Rop se determind prin producerea unei

cedari de blocaj de reazem de GLD, egala cu unitatea, deformata
corespunzatoare este prezentata in figura 14.k. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

ZM3:0; R1P+R31=0,

DM5 =0; Ryp +Ks2=0.
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Ksq

ﬁ

K52
()
A

77 777 i A ard

9. h.

2

7777 R F77

777 7774

~ARp Ryp ~ A
C O—q; C 4
g IR
Ks1 5 Ks2 h —
R3p * K31 Ks2
£ A
K. i

Fig.14 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: g. si
h. situatie de incarcare produsd de o cedare de blocaj de nod, Z, =1
si diagrama de moment incovoietor; i. si j. situatie de incarcare produsa
de o cedare de blocaj grad de libertate, Z5 =1 si diagrama de
moment incovoietor ; k. si l. situatie de incarcare produsa de actiunea

exterioara, cedare de reazem egala cu unitatea si diagrama de moment
fncovoietor
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Determinarea coeficientilor r31, r3> Si 33

Avand calculate diagramele de moment incovoietor
corespunzatoare deformatele sistemului de baza actionat, succesiv, cu
cedarile de reazem: Z; =1, Z, =1 si Z3 =1, prezentate in figurile 14.f,
h, j, coeficientii r3;, r3» si r33 se pot determina folosind principiul
lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza dinamic intr-un
mecanism actionat, succesiv, de momentele incovoietoare introduse in
locul legaturile suprimate, figurile 14.m, n si o.

in vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce
o deplasare virtuala compatibila cu legaturile, egala cu unitatea, figurile
14.m, n. si o:

LMVZO, r31~1+K24~9:0
LMV=0, r32~1—K54~9=0,

LMV =0; r33-1-K34-86-Ks4-6=0,

dar
g-_1
1.5a
3EI 1 3EI
I :—K -e:——.— I A
317 7034 152 1.5a 327 5552
3EI 1 3EI
r3p =Kgg -6=—— —— r3) = —
32 =054 Y T e T sa 32T S o2
Si
3EI 1 3EI 1
3 =Kgg -8+Kzyq -8 = . .
33 =54 ¥ R 2.25a2 1-5a+2.25a2 1.5a
6EI
= MB2=————3"
3.375a

Calculul termenului liber Rsp

Se foloseste diagrama de moment fincovoietor, figura 14.l,
corespunzatoare deformatei sistemului de baza actionat cu cedarea de
blocaj de GLD, egala cu unitatea figura 14.k. Pentru calculul termenului
liber R3p se utilizeaza principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma

sistemul de baza dinamic intr-un mecanism actionat de momentele
incovoietoare introduse in locul legaturile suprimate, figura 14.p.
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Was
O T Oo—dy
Ksq
"y
74N S
n.
O O (Jo—f
R3p + !
p.
1
f
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ME, 52
W31 ¥s2
S Al
s.

Fig.14 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: m.,
n., o. si p. deplasate specifice pentru calculul coeficientilor - 31, 35,

33 si termenului liber - R3p; r. diagrama finald de moment

incovoietor; s. deplasatd specificd pentru calculul rigiditatii - kK
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Pentru scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce o
deplasare virtuala compatibilda cu legaturile, egala cu unitatea, figura
14.p

LMV =0; R3p-1+Ka2-8=0
dar
1 3Bl 1 3EI

0oL, Rpo-otL. L g __3EL
2a * 432 2a * T g3

Rezolvarea sistemului ecuatiilor de echilibru

Sistemul de ecuatii de echilibru static, dupa inlocuirea
coeficientilor si a termenilor liberi, are forma

3.5a-Z; +0-Z5 —1.3333-Z3 - 0.75=0
0.2, +3.5a-Z, +1.3333.23 -0.75=0
~1.3333.Z; +1.3333-2Z, +1.7778.Z3-0=0

cu solutiile:

0.2143 0.2143
2, = =05, Zp =00, 23=0.

Calculul momentelor incovoietoare finale

Ordonatele din diagrama unitara finala de moment incovoietor se
determina folosind relatia de calcul

Mifj(x) = ME(X) - Zg +ME(X) - Z5 + M2 (X) - Z3 + ML (%),
se obtin urmatoarele momente incovoietoare
M£3 - M23 - M25 - M£5 =0
ML, = K3y 23 +0-25+0-Z5 +K31 =

3EI 0.2143 3EI f 0.4286EI
. + M31 - -

2a a 432 a?

=(-

4

ML, =K34-Z3 +Mg, -Z, +0-23+0=

¢ 0.3El
) = M34 :a—zl

4EI 0.3 2EI 0.15
. + . (_
3a a 3a a

ML, =K34-2; -0-25 +K34-Z3+0 =
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3El 0.2143

3 0.4286EI
1.5a a

f'
M =
43 '
22

Mg4 =0‘Zl—K54~22—R54~Z3 +0 =

3EI 0.2143 £ 0.4286EI
Bl et mf, = 2229080
2a a >4 a2

ML, =0-2Z; +Ksp -Zy +0-Z3 -Ks2 =

3EI 0.2143  3EI f 0.4286EI

2a a 432 a’

Diagrama final de moment incovoietor este trasata in figura 14.r.
Calculul rigiditatii

Avand calculatd diagrama finala de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul simplu, blocajul GLD, iar pentru aflarea valorii
acesteia se va folosi principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma
sistemul de baza dinamic intr-un mecanism, figura 14.s. actionat de
momentele incovoietoare care inlocuiesc legaturile suprimate si se
evidentiaz3 rigiditatea sistemului, k. In vederea scrierii ecuatiei de lucru
mecanic virtual se va produce o deplasare virtuala compatibilda cu
legaturile, egala cu unitatea, figura 14.s:

: f f g_
LtMv=0; k-1-M} -6-ML, .6=0,

unde
o-L,
2a
Si
f £ ElI 1 EI

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

w- |5, w- oase-EL = o-0.6547|-F
m ma3 ma3
ma3
T =9.5973 .
El
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1.2.3. Structura 3

Pentru cadrul din figura 1.15 se vor determina pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigidititii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 15.a, se construieste sistemul de
baza dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 15.b.
Sistemul de baza dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu
unitatea, aplicata in blocajului de pe directia GLD, situatie de incarcare
aratata in figura 14.c.

in vederea determinérii rigiditétii k, reactiunea din blocajul GLD,
se va folosi metoda deplasarilor. Sistemul de baza este constituit in
figura 14.d, prin introducerea unui numar de blocaje egal cu gradul de
nedeterminare cinematico-elastica al sistemului de baza dinamic.

Sistemul de ecuatii de echilibru static are forma

rll-Zl +r12~22 +R1p =0
r21-Zl +r22~22 +R2p =0'

Determinarea coeficientului ryq

Coeficientul r;; se determind prin producerea unei cedari de
blocaj de nod, nodul 4, egald cu unitatea, Z; =1, deformata

corespunzatoare este prezentatd in figura 15.e. Se scrie urmatoarea
ecuatie de echilibru static

ZM4 =0; r1 -Kg3 -Kgp =0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara ce
concura in nodul 3

. 3EL_3EL_EL 3B 3El _ 1.5EI
BT T3 a’ YT T2 a !
rezulta
EI 1.5EI 2.5EI

ri1 =Kgz +K r + = Mm=—"":
11 43 *Ra2, T — a 11 a
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/‘V 3a /‘V 7
a. b
Z, A
O 7 O o
1
2
keced -1- T —»_I-O—di
c i d. ”
K M1
e o—a; O
Z, =1
1 Kao Ka3
Kaz
2] o
beeed o—of, —

e. € =

Fig.15. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda deplasarilor; e. si f.

situatie de incdrcare produsd de o cedare de blocaj de nod, Z; =1 si
diagrama de moment incovoietor

Determinarea coeficientului ry>

Coeficientul ry, se determina prin producerea unei cedari de
blocaj de grad de libertate, nodul 2, egald cu unitatea, Z, =1,
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deformata corespunzatoare este prezentatda in figura 15.g. Se scrie
urmatoarea ecuatie de echilibru static

DMy =0; r,-Kaz =0,

Cunoscand expresiile rigiditatii la rotire a extremitatii barei ce
concura in nodul 4

3EI 3EI 3EI

R42 = = = .
12 (2a)®> 4a’
rezulta
v 0.75EI
Mo = K24 = Mo = 5 .
a

Calculul termenului liber R1p

Termenul liber Rip se determind prin producerea unei cedari de

blocaj de reazem de GLD, egala cu unitatea, deformata corespunzatoare
este prezentata in figura 14.i. Se scrie urmatoarea ecuatie de echilibru
static

ZM4 20, RlP +R42:0,
DM5 =0; Ryp +Ks2=0.

Cunoscand expresia rigiditatilor la deplasare a extremitatii de
bara ce concura in nodul 4

3EI 3EI  0.75EI

Ka2 = - -
12 (2a)? a’

Determinarea coeficientilor ryq Si 13

Avand calculate diagramele de moment incovoietor
corespunzatoare deformatele sistemului de baza actionat, succesiv, cu
cedarile de reazem: Zy =1 si Z, =1, prezentate in figurile 15.f si h,

coeficientii rpy si rpp se pot determina folosind principiul lucrului

mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza dinamic intr-un
mecanism actionat, succesiv, de momentele incovoietoare introduse in
locul legaturile suprimate, figurile 15.k si I.
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Mo 4

Kaz _
Ka2

Kis
o—o—P I

i . Je
O Q) o—o; O O o—of
K42 d R42
Wa2 Wa2

Mo

M1

2 2 1 L3

k. l.

Fig.15 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: g. si
h. situatie de incdrcare produsd de o cedare de blocaj de nod, Z, =1
si diagrama de moment incovoietor; i. si j. situatie de incarcare produsa
de actiunea exterioara, cedare de reazem egala cu unitatea si diagrama
de moment incovoietor; k., |. deplasate specifice pentru calculul
coeficientilor - 1 si Ry
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In vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce
o deplasare virtuala compatibild cu legaturile, egala cu unitatea, figurile
14 .k, sil.:

LMV =0; ry;-1+Kgp -06=0

LMV =0; ry, -1-K42-6=0,

dar
o--1,
1.5a
o K. .g_ LSEL 1 0.75E
21 42 a 23 21 2
o —K .G_E_i ot _ 0.375EI
22 = K42 = Za 7a 22——a3 .
O o—d’
Ka2
W42
Rop
_>
1/
m.
1
O O | —>
k
Y13
; 3E1 Wa2
13 2
4a
o | e

AN o
0.

Fig.15 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: m.,

deplasata specificd pentru calculul termenului liber - R3p ; n. diagrama

finala de moment incovoietor; o. deplasata specificad pentru calculul
rigiditatii - Kk
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Calculul termenului liber Rp

Se foloseste diagrama de moment incovoietor, figura 15.j,
corespunzatoare deformatei sistemului de baza actionat cu cedarea de
blocaj de GLD, egala cu unitatea figura 14.m. Pentru calculul termenului
liber Rop se utilizeaza principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma
sistemul de baza dinamic intr-un mecanism actionat de momentele
incovoietoare introduse in locul legaturile suprimate, figura 14.m.

In vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce
o deplasare virtuala compatibild cu legaturile, egala cu unitatea, figura
14.m

LMV =0; Rop-1+K42:8=0
dar

o_l m,_ L L _ o 0375
2 a3

Rezolvarea sistemului ecuatiilor de echilibru

Sistemul de ecuatii de echilibru static, dupa finlocuirea
coeficientilor si a termenilor liberi, are forma

2.561 ,  0.75EL ,  0.75E_,
a a? a?
0.75EI 74+ 0.375EI 7y - 0.375EI _0
a2 a3 a3

cu solutiile:

Calculul momentelor incovoietoare finale

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

Mifj(x) = Mi0) - 21 + ME(X) - Z5 +ME (%),

si se obtin urmatoarele momente incovoietoare
f _mf _mf
M3y =Mzq =My, =0

3EI

f K f
M13=0‘21+O-ZZ—K13 = M13=_E’

Mf

43=—K43‘Zl+0~22+0 = ME]-3:O
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ME — Ky -2y +Kaa -Z5 ~Koa - 1.Z>E1_0+ L, 3El

432 432

f
= M42=0.

Diagrama final de moment incovoietor este trasata in figura 15.n.
Calculul rigiditatii

Avand calculata diagrama finald de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul simplu, blocajul GLD, iar pentru aflarea valorii
acesteia se va folosi principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma
sistemul de baza dinamic intr-un mecanism, figura 15.0. actionat de
momentele incovoietoare care inlocuiesc legaturile suprimate si se
evidentiaza rigiditatea sistemului, k. In vederea scrierii ecuatiei de lucru
mecanic virtual se va produce o deplasare virtuala compatibilda cu
legaturile, egala cu unitatea, figura 15.0:

. f _
LMV =0; k~1—M13~9_0,
unde

e:_l
2a

Si

¢ 3Bl 1 EI
k=Ml;.8-== .- = k=0375-—

4% 2a a

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

=X, w-jorsEL o w-o.6124 "
m ma3 ma>
ma3
T =10.2604 .
El

1.2.4. Structura 4

Pentru cadrul din figura 1.16 se vor determina pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.
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M43
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Fig.16. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda deplasarilor; e. si f.
situatie de incdrcare produsd de o cedare de blocaj de nod, Z; =1 si

diagrama de moment incovoietor
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Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigiditdtii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 16.a, se construieste sistemul de
baza dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 16.b.
Sistemul de baza dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu
unitatea, aplicata in blocajului de pe directia GLD, situatie de incarcare
aratata in figura 16.c.

Pentru calculul rigiditatii k, reactiunea din blocajul GLD, se va
folosi metoda deplasarilor. Sistemul de baza este constituit in figura
16.d, prin introducerea unui numar de blocaje egal cu gradul de
nedeterminare cinematico-elastica al sistemului de baza dinamic.

Sistemul de ecuatii de echilibru static are forma
M1 'Zl +r2 'ZZ +r3 -23 +R1p =0
M1 'Zl + Iy -Zz + 3 ‘23 +R2p =0.
31 'Zl +r3> -22 +r33 -23 +R3p =0
Determinarea coeficientilor ri1 Si raq
Coeficientul ry; si ry; se determind prin producerea unei cedari

de blocaj de nod, nodul 3, egala cu unitatea, Z; =1, deformata

corespunzatoare este prezentata in figura 16.d. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

D M3 =0; ryy-Ksq-Kz =0,
ZM4 =0, er—Mt‘:a:O.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara ce
concura in nodul 3

361 EI 4E1  4EI
K =—=——, K = = —
377 " 23 ¥ 77 3a
r 4E1 1 2EI
Mas =Kaa taa =50 5 =55 -
rezulta
ke K L_3EL 4Bl 17EI
11 34 31/ 11 2a 3a 11 6a 1]
e _ 2EI
ri —M43, M1 =35
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7777

777,

4 Ryp Rop -
o—d

Ka1 Ka2 K31 Kaz

777 rss rrrs

7777

///// 7777 7777 777,

Fig.16 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: g. si
h. situatie de incarcare produsa de o cedare de blocaj de nod, Z, =1

si diagrama de moment incovoietor; i. si j. situatie de incarcare produsa
de actiunea exterioara, cedare de reazem egala cu unitatea si diagrama
de moment incovoietor; k. diagrama finala de moment incovoietor; I.

deplasatd specificd pentru calculul rigiditatii - k
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Determinarea coeficientilor ri> si
Coeficientul ry5 si rp, se determina prin producerea unei cedari
Z, =1, deformata

de blocaj de nod, nodul 4, egala cu unitatea,
corespunzatoare este prezentata in figura 16.g. Se scriu urmatoarele

ecuatii de echilibru static
_Nn- _mtr _

ZM3 =0 ’ r12 M34 0 ’

DMy =0; ry -Kyu3-Kgp =0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara

ce concura in nodul 4
3EI EI 4EI  4EI
Kgp =~ =—, Ky3=—>=120
2T 2@ BT 3a
4E1 1 B 2EI

MY =Ky tg3 = — - =,
s P B P

rezulta
r 2FI
r21 =M = r21 = -,
34 3a

4EI  3EI - _17EI
22 6a

o =Kg3 +Kap, 12 =35 25"

Calculul termenilor liberi Rip Si Rop

Termenii liberi Ryp si Rop se determind prin producerea unei
cedari de blocaj de reazem de GLD, egala cu unitatea, deformata
corespunzatoare este prezentatd in figura 16.i. Se scriu urmatoarele

ecuatii de echilibru static
ZM3=O; Rlp—R31:0,
> My =0; Ryp-Ka2 =0,
Cunoscand expresiile rigiditatilor la deplasare a extremitatii de
bara ce concura in nodul 4, respectiv in nodul 3
= 3El  3EI

= 3EI 3EI
Kaz == ="+ K1 =—35-="-
I 2a I 2a

rezulta
= 3EI



156 Sisteme cu 16LD

Rezolvarea sistemului ecuatiilor de echilibru

Sistemul de ecuatii de echilibru static, dupa

inlocuirea
coeficientilor si a termenilor liberi, are forma

17EI .2, +£-Zz _ 3El _0
6a 3a 432
1761 , 26l , 3E _,
6a 3a 43°
cu solutiile:
Z, 9 9

= r 22:
42a 42a

Calculul momentelor incovoietoare finale

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

f 1 2 P
MU(X): MU(X)-Zl4—MU(X)-ZZ4—MU(X),
si se obtin urmatoarele momente incovoietoare
fo_mf
Myz3 =M, =0

Mgl =—K31‘Zl +0-Zz +R31 =

_EL 9 L EL o ME —0.4286 L,
2a 42a 4a2 a2

ML, =K3q -2 +MY, -2, +0 =

_HEL 9 L EL 9 L M, -o0.4286 5,
3a 42a 3a 42a a2

M, = -MY, - Z) ~Ka3 25 +0 =

_ 2Bl 9 4Bl 9 M. - _0.4286FEL
3a 42a 3a 42a 43

MZ-Z =0-Zl +K42~22—R42 =
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_EL 9 Bl 9 L M, --0.4286 B
2a 42a 432 42a a2

Diagrama final de moment incovoietor este trasatda in figura
16.m.

Calculul rigiditatii

Avand calculatd diagrama finala de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul simplu, blocajul GLD, iar pentru aflarea valorii
acesteia se va folosi principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma
sistemul de baza dinamic intr-un mecanism, figura 16.n. actionat de
momentele incovoietoare care inlocuiesc legaturile suprimate si se
evidentiazd rigiditatea sistemului, k. In vederea scrierii ecuatiei de lucru
mecanic virtual se va produce o deplasare virtuala compatibilda cu
legaturile, egala cu unitatea, figura 16.n:

. f f _
LMV =0; k-1-M}, .6-M}, 8=0,

unde
0=,
2a
Si
Caf ¢ B El 1 El 1
k_M31~E)+M42-6_0.4286a—2-£+O.4286a—2-Z

= k= 0.42865.
a3

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

w=- X, w-jo4286-FL - ©-0.6547 |
m ma3 ma3
3
T =9.5973, 12
El

1.2.5. Structura 5

Pentru cadrul din figura 1.17 se vor determina pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.
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C d.
A M1 rZ}/'\ K1
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tr
z,=1 M
K31 K34 ! 3 ME{3
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tr t
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booed _>f_q5

~
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Fig.17. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda deplasarilor; e. si f.

situatie de incdrcare produsa de o cedare de blocaj de nod, Z; =1 si
diagrama de moment incovoietor
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Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigiditdtii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 17.a, se construieste sistemul de
baza dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 17.b.
Sistemul de baza dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu
unitatea, aplicatda in blocajului introdus pe directia GLD, situatie de
fncdrcare aratata in figura 17.c.

Pentru calculul rigiditatii k, reactiunea din blocajul GLD, se va
folosi metoda deplasarilor. Sistemul de baza este constituit in figura
17.d, prin introducerea unui numar de blocaje egal cu gradul de
nedeterminare cinematico-elastica al sistemului de baza dinamic.

Sistemul de ecuatii de echilibru static are forma
M1 'Zl +r2 'ZZ +r3 -23 +R1p =0
M1 'Zl + Iy -Zz + 3 ‘23 +R2p =0.
31 'Zl +r3> -22 +r33 -23 +R3p =0
Determinarea coeficientilor ri1 Si raq
Coeficientul ry; si ry; se determind prin producerea unei cedari

de blocaj de nod, nodul 3, egala cu unitatea, Z; =1, deformata

corespunzatoare este prezentata in figura 17.d. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

D M3 =0; ryy-Ksq-Kz =0,
ZM4 =0, er—Mt‘:a:O.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
ce concura in nodul 3

«. _EL_4EL 2Bl  ~ 4EI _ 4EI
31777 7 2 a ' 3 I 3a
4EI 1 2EI
MY, =Ky tgq = — = = =—,
43 7347034 T3 0 T 33
2ET 1 EI
MU CKay ity = 2= = = =2
13 31 %31 a 2 a
rezultd
4EI  2EI 10EI
r1 =Ksg +K31, mi=——+— = =

3a a 3a '
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Fig.17 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: g. si
h. situatie de incarcare produsd de o cedare de blocaj de nod, Z, =1
si diagrama de moment incovoietor; i. si j. situatie de incarcare produsa
de o cedare de blocaj grad de libertate, Z3 =1 si diagrama de
moment ncovoietor ; k. si l. situatie de incarcare produsa de actiunea

exterioara, cedare de reazem egala cu unitatea si diagrama de moment
incovoietor
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) 2EI
M1 =M4r3, 1 =¥-

Determinarea coeficientilor ri5 Si 5
Coeficientul ry5 si ro, se determina prin producerea unei cedari
Z, =1, deformata

de blocaj de nod, nodul 4, egala cu unitatea,
corespunzatoare este prezentatda in figura 17.g. Se scriu urmatoarele

ecuatii de echilibru static

ZM3=O; r12—Mgr4=0,

DMy =0; ry -Kyu3-Kgp =0.
Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara

ce concura in nodul 4
3EI EI K 3 4EI 4EI
437 3a

Kag == =5,
42 [ 2a
4E1 1  2FEI

3 2 3

MY — Kus -tus =
34 43 43 3a >

rezulta
r1 —M34 = ==
4El 3EI 17EI
+ Mo = .
6a

ry =Kyz +K My = — + —~

22 43 420 22 =+
Determinarea coeficientilor ry3 si r3

Coeficientul ry3 si rp3 se determina prin producerea unei cedari

de blocaj de reazem, nodul 2, egalda cu unitatea, Z3 =1, deformata

corespunzatoare este prezentatda in figura 17.i. Se scriu urmatoarele

ecuatii de echilibru static
> M3=0; r3=0,
ZM4=0; r23—E42=0.
Cunoscand expresiile rigiditatilor la deplasare a extremitatii de
bara ce concura in nodul 4

= 3EI 3EI
Kaz =—5==—"—"
I 4a
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rezulta
3EI
3 = 0 M3 = —
4a
Calculul termenilor liberi Rip Si Rop

Termenii liberi Rip si Rop se determind prin producerea unei

cedari de blocaj de reazem de GLD, egala cu unitatea, deformata
corespunzatoare este prezentata in figura 17.k. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

ZM3=0; R1P+R31=0,
ZM4:O; Rop +Ka2 = 0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la deplasare a extremitatii de
bara ce concura in nodul 4, respectiv in nodul 3

= 3EI 3EI = 6EI 6EI 3EI
Kazg =—5-=—"—=/+ Ksi=—7-=—"5=">
I 2a I (2a) 2a
rezulta
= 3EI
RlP = —-K31, R1P == 5 !
2a
= 3EI
Rop = K42, Rop =-—
4a

Determinarea coeficientilor r3;, r3> §i r33

Avand calculate diagramele de moment incovoietor
corespunzatoare deformatele sistemului de baza actionat, succesiv, cu
cedarile de reazem: Z; =1, Z, =1 si Z3 =1, prezentate in figurile
17.f., h., j., coeficientii r3;, r3> si r33 se pot determina folosind

principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma sistemul de baza
dinamic intr-un mecanism actionat, succesiv, de momentele
incovoietoare introduse in locul legaturile suprimate, figurile 17.m., n.
Si o.

In vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce
o deplasare virtuala compatibila cu legaturile, egala cu unitatea, figurile
17.m., n. si o.:

LMV=0; r31:-1=0 = r33=0
LMVZO; r32-1—K42-9:0,
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0 Qoo O Qo
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m. n
O QOo—d O o—of
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Wao Wao
. R3p
toeeri 33 _>/ boeea / —>
1 o 1
) p.
f 0.5EI
M3y =M3g4 =—> .
o o | —»
k

O I [
EL

fo_
s 2’ " M
r S.

Fig.17 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: m.,
n., 0. si p. deplasate specifice pentru calculul coeficientilor - 31, '35,

33 si termenului liber - R3p ; r. diagrama finald de moment
incovoietor; s. deplasatd specifici pentru calculul rigiditatii - kK
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dar
o1 . _3E 1 _ 3l
2a’ 32 2a 2a 32 7,32
si
LMVIO, r33~1—K42~9:0,
dar
o L . _ 3 1 3l
2a’ 77 432 2a > ga3

Calculul termenului liber Rsp

Se foloseste diagrama de moment fincovoietor, figura 17.1,
corespunzatoare deformatei sistemului de baza actionat cu cedarea de
blocaj de GLD, egala cu unitatea figura 17.k. Pentru calculul termenului
liber R3p se utilizeaza principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma

sistemul de baza dinamic intr-un mecanism actionat de momentele
fncovoietoare introduse in locul legaturile suprimate, figura 17.p.

In vederea scrierii ecuatiei de lucru mecanic virtual se va produce
o deplasare virtuala compatibild cu legaturile, egala cu unitatea, figura
17.p

LMV =0; R3p-1+K42:6=0
dar
3EI 1 3EI

1 —
0=—, Rzp =Ka2:-6=-———-— = Rzp=-——1.
2a 3P 42 422 2a 3P

Rezolvarea sistemului ecuatiilor de echilibru

Sistemul de ecuatii de echilibru static, dupa finlocuirea
coeficientilor si a termenilor liberi, are forma

10EI 2EI 3EI
Zy+—-25,+0-23-—=0
3a Lh3g ezt 3 232
E-Zl . 17EI Zy+ 3EI 75— 3EI _0
3a 6a 432 432
0 Zl+3EI ZZ+3EI Z3_3EI _0
4a 8a3 8a>
cu solutiile:
leg, Z, =1.5, Z3=—0'25
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Calculul momentelor incovoietoare finale

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

Mifj(x) = ME(X) - Zg +ME(X) - Z + M3 (X) - Z3 + ME(X)
si se obtin urmatoarele momente incovoietoare
Mf, =0
ME, =MD Z; +0-2, +0-2Z5 -Ki3 =

_EI 0.5 3EI

M§3 3 EI
a a 2a2

-
Ml = K3y 23 +0-2, +0-Z3 +K31 =

__ 2EI 0.5 N 3EI - Mgl _ 0.5EI

a a 2a2 a?

I

ML, =K3q -2 +MY, -Z, +0-23+0=

4EI 0.5 2EI 0.25 0.5EI
2 (=) = ML, =,

32 a 3a a a2

My = -MY, - Z) ~Ky3 -2, +0-23+0 =

_2EI 0.5 A4EI e 0.25

M. =0,
32 a 3a a) = 43

MZZ =0‘Zl +K42~Zz +R42'Z3—R42 =

_EL 025 3L o SEL e o
2a a 4a° 4a°

Diagrama final de moment incovoietor este trasata in figura 17.r.
Calculul rigiditatii

Avéand calculata diagrama finald de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul simplu, blocajul GLD, iar pentru aflarea valorii
acesteia se va folosi principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma
sistemul de baza dinamic intr-un mecanism, figura 17.s. actionat de
momentele incovoietoare care inlocuiesc legaturile suprimate si se
evidentiaza rigiditatea sistemului, k. In vederea scrierii ecuatiei de lucru
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mecanic virtual se va produce o deplasare virtuala compatibilda cu
legaturile, egala cu unitatea, figura 17.s:

: f f .g-
LMv=0; k-1-M} .6-Mf .6=0,

unde

ez_l
2a

Si
EI 1 EI 1 EI
k=M, .6+Mf..86=05— . —+—.— = k=075 —
31 13 a2 2a 2 2a a2
Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

w-JX e fosBL o & _0.866 | "
m ma3 ma3
3
T = 7.2552,/ M
El

1.2.6. Structura 6

Pentru cadrul din figura 1.18 se vor determina pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigidititii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 18.a, se construieste sistemul de
baza dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 18.b.
Sistemul de baza dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu
unitatea, aplicata in blocajului de pe directia GLD, situatie de incarcare
aratata in figura 18.c.

Sistemul de bazad dinamic (fig.18.b) este un cadru cu doud
nedetermindri statice. Rigiditatea sistemului dinamic va fi determinata
folosind metoda fortelor. Se va utiliza un sistem de baza static
nedeterminat (fig.18.d), aceasta se va identifica cu structura real3,
cadru o data static nedeterminat.

Ecuatia de echilibru elastic are forma
011 - X1 = Agc.
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GLD

O\ -

2a

0.567a 0.189a

0.1.433a

7

e. 77

In general, alegerea unui sistem de baz3 static nedeterminat este
posibila, numai daca diagramele unitate si din incarcari, trasate pe
sistemul de bazd sunt cunoscute. In acest caz, diagrama unitara de
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moment incovoietor este cunoscuta de la aplicatia 1, structura 1.2.6,
fiind identica cu diagrama finala, pe care o reproducem in figura 18.e.

Determinarea coeficientului 614

Coeficientul 817 se calculeaza cu relatia

011 = Zj—dﬁl(x)éIMl(x) X .

Constatam ca valoarea coeficientului este egald cu cea a
flexibilitatii & din aplicatia anterioara, deci

a3
011 =0 =1.533—
11 E

Calculul termenului liber Aqc

Relatia de calcul are forma

Arc =1-Ag %) Ry Ay,

unde
Ay =1,

reprezentand cedarea de reazem produsa pe directia DLD, actiune in
sistemul de baza dinamic,

Ag =0, k=1,n.

Deoarece nu se produc cedari de reazeme pe directiile
reactiunilor sistemului de baza (fig.18.e), nu este necesar sa le
calculam, deci

Alc = 1.
Calculul necunoscutei X4
A
Xp=s€- L o x -o065235
011 a a
1.533 —
EI

Dar cum necunoscuta reprezinta insasi rigiditatea sistemului
dinamic, atunci

K = 0.6523 EL .
a3
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Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

0= %, w-j06523FL = w-0.7952|-~
m ma ma
3
T =7.9017,/Ma"
| EI

1.2.7. Structura 7

Pentru cadrul din figura 1.19 se vor determina pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigiditdtii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 19.a, se construieste sistemul de
baza dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 19.b.
Sistemul de baza dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu
unitatea, aplicata in blocajului de pe directia GLD, situatie de incarcare
aratata in figura 19.c.

Pentru calculul rigiditatii k, reactiunea din blocajul GLD, se va
folosi metoda deplasarilor. Sistemul de baza este constituit in figura
17.d, obtinut prin introducerea unui blocaj de nod, in nodul numarul 3,
functie de gradul de nedeterminare cinematico-elastica al sistemului de
baza dinamic, care este egal cu unu.

Ecuatii de echilibru static are forma
riiZ1 +Ryp =0.
Determinarea coeficientului ryq
Coeficientul ry; se determind prin producerea unei cedari de

blocaj de nod, nodul 3, egald cu unitatea, Z; =1, deformata

corespunzatoare este prezentata in figura 17.e. Se scrie urmatoarea
ecuatie de echilibru static

D M3 =0; ryy-Kss-Kzp =0.
Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
ce concura in nodul 3

4EI 4EI  2EI 3EI 3EI EI
R T R~
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GLD
1 @ @ Ol Oo—df
’
74 @ @’7’7 keeed -
L 3a L
- a | b.
A Z
(Oo—ok o Oo—ol,
By
- Eeccd Y e teees
c d.
a1 K3y

| L tr
o NLLE % Mi3
-7 ¢

© f.
tr 2EI 1 EI
Miz =Ksitar =25 =
rezultd
2EI EI 3EI
r1 =Kszq +K31, nmy=—+— = rng3=—.

3a a a
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Calculul termenului liber R1p

Termenul liberi Ryp se determina prin producerea unei cedari de

blocaj de reazem de GLD, egala cu unitatea, deformata corespunzatoare
este prezentata in figura 19.g. Se scrie urmatoarea ecuatie de echilibru
static

ZM3 :O; R1P+R31 =0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la deplasare a extremitatii de
bara din deformata prezentata in figura 19.g

= 3EI 3EI = = 6EI 6EI 3EI
K2a =—-=—"5, Ka1=Kiz=—~=""5=">
I 4a I (2a) 2a
rezulta
= 3EI
Rip = K31, Repp =-—-.
2a

Rezolvarea ecuatiei de echilibru

Ecuatia de echilibru static, dupa Iinlocuirea expresiilor

coeficientului si a termenului liberi are forma
a 2a°

cu solutia:

Calculul momentelor incovoietoare finale

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul
ME 00 = M) 23 + M{(¥),

si se obtin urmatoarele momente incovoietoare

= EI 0.5 3EI f EI
Mf :_Mtr .Zs —K i — M =—-—,
13 13 "41 - ™3 == a2 13 22
£ ~  2EI 0.5 3EI ¢ _ 0.5EI
M3; = K31 -Z3 +K31 = - 2 a +2a2 = Mg = 2
F o _EI 0.5 £ 0.5EI
M34—K3421 +0—?'T = M34:T’
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Fig.19 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: g. si
h. situatie de incarcare produsa de incarcarea exterioara, situatie de
incarcare produsa de o cedare de reazem egala cu unitatea si diagrama
de moment incovoietor deplasata specifica pentru calculul termenului
liber - Ryp; i. diagrama finalda de moment incovoietor; j. deplasata

specificd pentru calculul rigiditatii - K

f f
My =My, =0

f = 3EI ¢ EI
Mb, =0:2; +Kaa === = Mb, =0.75—.
4a a

Diagrama final de moment incovoietor este trasata in figura 19.i.
Calculul rigiditatii

Avand calculata diagrama finala de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul simplu, blocajul GLD, iar pentru aflarea valorii
acesteia se va folosi principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma
sistemul de baza dinamic intr-un mecanism, figura 19.j. actionat de
momentele incovoietoare care inlocuiesc legaturile suprimate si se
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evidentiaz3 rigiditatea sistemului, k. in vederea scrierii ecuatiei de lucru
mecanic virtual se va produce o deplasare virtuald compatibila cu
legaturile, egala cu unitatea, figura 19.j:

: f f f _
LMV =0; k-1-M} -e-Ml,.e-M{, . 0=0,

unde
-1
2a
si
EI 1 EI 1 EI
k=Mt .o+Mf,. 0+Mf . B=05— —+— = +0.75—
31 13 42 2 2a 22 2a a2
- |<=1.125-E—3I

a

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie
Se aplica relatiile

w=X, w-|t12s S S 0-1.0607—
m ma ma
3
T -5.9236, 12
El

1.2.8. Structura 8

Pentru cadrul din figura 1.20 se vor determina pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Calculul rigiditatii

In vederea determindrii rigiditatii corespunzdtoare sistemului
dinamic prezentat in figura 20.a, se construieste sistemul de
baza dinamic prin blocarea deplasarii pe directia GLD, figura 20.b.
Sistemul de baza dinamic este actionat de o cedare de reazem, egala cu
unitatea, aplicata in blocajului de pe directia GLD, situatie de incarcare
aratata in figura 20.c.

Pentru calculul rigiditatii k, reactiunea din blocajul GLD, se va
folosi metoda deplasarilor. Sistemul de baza este constituit in figura
20.d, obtinut prin introducerea unui blocaj de nod, in nodul numarul 3,
functie de gradul de nedeterminare cinematico-elastica al sistemului de
baza dinamic, care este egal cu unu.
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Fig.20. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza dinamic; c. situatie de incarcare specifica
calculului rigiditatii; d. sistem de baza in metoda deplasarilor; e. si f.

situatie de incdrcare produsa de o cedare de blocaj de nod, Z; =1 si
diagrama de moment incovoietor
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Ecuatii de echilibru static are forma

r1121 + RlP =0.

Determinarea coeficientului ry4

Coeficientul r;; se determina prin producerea unei cedari de
blocaj de nod, nodul 3, egala cu unitatea,

Zy =1, deformata
corespunzatoare este prezentatda in figura 20.e. Se scrie urmatoarea
ecuatie de echilibru static

D M3 =0;

ri1 —Ksq —K3p =0.
Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
ce concura in nodul 3

<,  JET_3E | 3El 3El_EI
31 I 2a ' 4 I 32 a
2EI 1 EI
MG =Ksp -ty = > =5
rezultd
ri;1 =Ksg +K r —E+£ = r —E
11 34 31, M1 = o 1n=>-
Calculul termenului liber Rqp

Termenul liberi Rip se determina prin producerea unei cedari de

blocaj de reazem de GLD, egala cu unitatea, deformata corespunzatoare
este prezentata in figura 20.g. Se scrie urmatoarea ecuatie de echilibru
static

dM3=0; Rypp+Ks1 =0,

Cunoscand expresiile rigiditatilor la deplasare a extremitatii de
bara din deformata prezentata in figura 20.g

= 3EI 3EI
Kaa = —==—"—
[ 43

= 3EI 3EI 3EI
K31 =—-= 2 - 2

2 (2a? 4a
rezulta

>

= 3EI
Rip = K31, Ryp

4a

Rezolvarea ecuatiei de echilibru

Ecuatia de echilibru static,

dupa inlocuirea expresiilor
coeficientului si a termenului liberi are forma
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4 Ryp
o—a
_ 1 3
K31 K31 B
K42
— N
K42 \\
” T777
A8 - £y
g. h.
¢ 0.3EI
M3y =M3q 22 1
— o o o —>
f k
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@ W31 Wa2
¢ 0.75El MDa ™
£ My, = > :
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Fig.20 continuare. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD:
g. si h. situatie de incdrcare produsa de actiunea exterioara,
cedare de reazem egala cu unitatea si diagrama de moment

incovoietor i. diagrama finald de moment incovoietor;

j. deplasaté specifica pentru calculul rigiditatii- k

SEL , 3L,
2a 432
cu solutia:
0.3
Zy =——
1 a

Calculul momentelor incovoietoare finale

Pentru a trasa diagrama unitara finala de moment incovoietor se
aplica relatia de calcul

MZ 00 = M50 23 + M{(9),

si se obtin urmatoarele momente incovoietoare
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f f f
M13 :M43 :M42 =0,

- 2E1 0.3 3El ¢ 0.3EI
ME = K3y Zy +K31 = - == 4 = M, ===,
31 a 432 31 a2
M£4:0~21+R24=3—E; = M§4:0.75E—21.

4a a

Diagrama final de moment incovoietor este trasata in figura 20.i.
Calculul rigiditatii

Avand calculatd diagrama finald de moment incovoietor se poate
determina rigiditatea sistemului dinamic. Rigiditatea reprezinta
reactiunea din reazemul simplu, blocajul GLD, iar pentru aflarea valorii
acesteia se va folosi principiul lucrului mecanic virtual. Se transforma
sistemul de baza dinamic intr-un mecanism, figura 20.j. actionat de
momentele incovoietoare care inlocuiesc legaturile suprimate si se
evidentiaza rigiditatea sistemului, k. In vederea scrierii ecuatiei de lucru
mecanic virtual se va produce o deplasare virtuala compatibild cu
legaturile, egala cu unitatea, figura 20.j:

: f f
LMV =0; k-1-M} -6-Mf, .6=0,

unde
o 1
2a
Si
EI 1 EI
k=Mf e+Mf .@-03=".2 10.75 =—.
31 24 a2 2a a2
= k:0.525~E
23

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

w:w/ﬁ, ®=[1.125 EL . &=0.7246 |-F
m ma> ma3
3
T =8.6716, 12"
\ " EL
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1.2.9. Structura 9

Pentru cadrul din figura 1.21 se vor determina pulsatia si
perioada proprie de vibratie. Se vor parcurge etapele de calcul expuse in
preambulul capitolului.

Calculul rigiditatii

Rigiditatea corespunzatoare sistemului dinamic prezentat in
figura 21.a se va determina prin procedeul condensarii matricei de
rigiditate a sistemului static, matrice identica cu matricea coeficientilor
din metoda deplasarilor. Sistemul de baza corespunzator metodei
deplasarilor este desenata in figura 21.b. Procedeul a fost prezentat la
inceputul capitolului. Rigiditatea sistemului dinamic se determina cu
relatia:

k =kig - ka2 ]lkoa T ka1,

daca matricea coeficientilor are urmatoarea forma si este partitionata
dupd cum urmeaza

N1 N2 N3 ha
[]= |t T2 T3 Mo ={kn ['ﬁz]}
Moy r32 a3 oraa | [kor) kool
F41 T42 Ta3 Ta4
Matricea coeficientilor are patru linii si patru coloane deoarece
sistemul considerat are patru grade de nedeterminare cinematico-

elastice. Se face precizarea ca totdeauna se noteazd ca prima
necunoscuta, cea corespunzatoare deplasarii de pe directia GLD.

Calculul coeficientilor ri1, 21, 31 Si a1
Coeficientii ri1, 1, r3; §i ra; se determind prin producerea

unei cedari de blocaj de grad de libertate, egald cu unitatea, Z; =1,

deformata corespunzatoare este prezentata in figura 21.c. Se scriu
urmatoarele ecuatii de echilibru static

> M3=0; r3 -Ks3=0,

ZM4=0; r41—R42=O.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
conform deformatei sistemului de baza, figura 21.c
6EI 6EI 3EI

R31 = R13 = R42 =R24 = = = ,
12 (2a)? 2a?
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@ GLD A Z3 Z4 A 4

D @ ,,
, ® 1

T 7 7777
| 3a |
1 1
a. b.
A T3 fa1 4 My
fi o—o, —p»
_ e
K31 + %] Ka2
¥ Kis K24
777
C.
W3s 1 11
O O (o—of @ O —>
E31 7I7 R
42
+ 1 W31 W42
M1
Wl Kis K24
boerd - eeea
d.
e.

Fig.21. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: a. sistem
dinamic; b. sistem de baza in metoda deplasarilor; c.; situatie de
incdrcare pentru calculul coeficientilor: ri1, ro1, r3y si r41; d. sie.

deplasate specifice pentru calculul coeficientilor: r31 si rqq

rezulta expresiile de calcul ale coeficienti r3; si rgq

= 3EI
r3; = Ksi, = 1 =-C"75
2a
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= 3EI
rg1 = Kaz, = g =-—.

2a°
Coeficientii ry; si rj; se determind folosind principiul lucrului

mecanic virtual. Momentele de capat, din extremitatile barelor,
evidentiate pe deformata sistemului de bazd, pentru deplasarea Z; =1,

figura 21. ¢, parcurgand deplasarile virtuale din deplasata obtinuta prin
producerea unei deplasari virtuale pe directia celei de a doua
necunoscuta, figura 21.d, sau pe directia primei necunoscute, figura
21.e, pun in evidenta ecuatiile

LMVIO, r21-1:0 = r21:0

LMV =0; ry;-1-(K31 +K13 +Ka2 +K24)-6 =0,
dar

ez_l
2a

% 1V 12 v 3BEI 1 3EI
rip = (K31 +K13 +Ka2 +K24) -8 =4-——— = 1y ="+.
232 2a a
Calculul Coeficien;i/or M2, Mo, N32 Si Fq2

Coeficientii r{5, s, r3s Si ryo se determina prin producerea unei
cedari de blocaj de grad de libertate, egald cu unitatea, Z, =1,

deformata corespunzatoare este prezentata in figura 21.f. Se scriu
urmatoarele ecuatii de echilibru static

ZM3=0; r32+R25=0,

DMy =0; 14 -Kas=0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
conform deformatei sistemului de baza, figura 21.f
3EI 3EI 3EI

12 (1.5a)> 2.25a°

rezulta expresiile de calcul ale coeficienti r3, si rgs
3EI
2.25a%

_ 3EI
2.25a2

r3; =-Kzs, = r33=-

rap =Kas, = g
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Fig.21. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: f. situatie de
incarcare pentru calculul coeficientilor: ry, o, 3 siraz; g.sih.

deplasate specifice pentru calculul coeficientilor: 35 si rqy; i. situatie
de incarcare pentru calculul coeficientilor: ri3, a3, 33 si ra3;j. si k.
deplasate specifice pentru calculul coeficientilor: r33 si ri3

Coeficientii ry, si rip se determind folosind principiul lucrului
mecanic virtual. Momentele de capat, din extremitatile barelor,
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evidentiate pe deformata sistemului de baza, pentru deplasarea Z, =1,

figura 21. f, parcurgand deplasarile virtuale din deplasata obtinuta prin
producerea unei deplasari virtuale pe directia celei de a doua
necunoscuta, figura 21.g, sau pe directia primei necunoscute, figura
21.h, pun in evidenta ecuatiile

LMV =0; ry -1-K25 -8-K45-8=0
LMV =0; r12~1:0 = r12=0

dar
oo L,
1.5a
- = 3EI 1 4E1
rii =(Kos +Kg5)-0=2- ——— —— = Iy = ———.
22532 1.5a 2.253a3

Calculul coeficientilor ry3, ry3, 33 Si g3

Coeficientii ry3, 3, r33 Si ry3 se determina prin producerea
unei cedari de blocaj de nod, egald cu unitatea, Z3 =1, deformata

corespunzatoare este prezentatda in figura 21.i. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

zMa =0; r33-K35-K31 =0,
ZM4=O; rg3 =0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
conform deformatei sistemului de baza, figura 21.i

_4EI 4EI 2ED g 21 1 EI
K31—|—2a—a,M13—K31t31—a > =5
3EI 3EI 2EI
[ 1.5a a

rezulta expresiile de calcul ale coeficienti rs3s3

2EI 2EI 4E]
33 =Kas +Kap ===+ == = 3=

Coeficientii ry3 si ry3 se determind folosind principiul lucrului

mecanic virtual. Momentele de capat, din extremitatile barelor,
evidentiate pe deformata sistemului de baza, pentru deplasarea Z3 =1,
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figura 21. i, parcurgand deplasarile virtuale din deplasata obtinuta prin
producerea unei deplasari virtuale pe directia celei de a doua
necunoscuta, figura 21.g, sau pe directia primei necunoscute, figura
21.k, pun in evidenta ecuatiile

LMVZO, r23-1+K35-935:0

LMV =0; ry3 -1+ (K3 +Mt1r3)-613 =0,

dar
035 =ﬁ, 013 =2ia
Q3::_K3'e35:_"§%%'1%5' Qazz_I%i%v

Calculul coeficientilor ri4, 24, 34 Si a4

Coeficientii ry4, 4, r3a Si ras se determina prin producerea
unei cedari de blocaj de nod, egald cu unitatea, Z4 =1, deformata

corespunzatoare este prezentatda in figura 21.l. Se scriu urmatoarele
ecuatii de echilibru static

ZM3 IO; 34 =0,
D Mg =0; r4q -Kgp-Kys5=0.

Cunoscand expresiile rigiditatilor la rotire a extremitatilor de bara
conform deformatei sistemului de baza, figura 21.1

K. _ 3EL_ 3Bl 2Bl | ~~ _4El _4El _ 2FI
45 I 1.5a a ' ¥ I 2a a '
2EI 1 EI
MY = Kyy tyy =— == —,
4 42 tax = —=5 = —

rezultd expresiile de calcul ale coeficienti raq4

= Koo+ Kae = 2EI+2EI o paa - 4EI
44 42 45 =t 44 =
Coeficientii ry4 si ri4 se determind folosind principiul lucrului

mecanic virtual. Momentele de capat, din extremitatile barelor,
evidentiate pe deformata sistemului de baza, pentru deplasarea Z, =1,
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figura 21.l, parcurgand deplasarile virtuale din deplasata obtinuta prin
producerea unei deplasari virtuale pe directia celei de a doua
necunoscuta, figura 21.m, sau pe directia primei necunoscute, figura
21.n, pun in evidenta ecuatiile

r
Z4 = 1
/‘\ I’34 r14
. o—a) — P
v
Kaz
r24
tr
Y Moy,
7777 7777
Was 1 M4
O O (o—of, O E —>
Kgs - Ksz
r + 1 W31 W42
24
tr
IV|24
7777 7777 7777
m. n.

Fig.21. Calculul rigiditatii unui sistem dinamic cu 1GLD: I. situatie de
incdrcare pentru calculul coeficientilor: ri4, 4, 34 Si Fa4; M. sin.

deplasate specifice pentru calculul coeficientilor: r34 si ri4
LMV =0; r24.1—K45~645=0
LMV=0, I"14-1+(K42+Mt2r4)-924=0,

dar

1 1
Oac = ——, By = —
4 "985’ %% 23
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fon =Kue 0,0 c2EL 1 __2EI
24 a5 "Y45 = —= T 24=7 7"
2EI EI, 1 3EI
g =—(Kgp + MY ) B0g = (- + 50) == = ryq = -,
14 = (Kgz + M ) -824 = 5 a) > 14 532
Calculul rigiditatii k
Matricea coeficientilor are forma
3EI { 3EI 351]
el 0 el il
a’ L 2a2 2a? |
0 4EI B 3EI 3EI
E ki ko] 2.25a°  2.25a® 2.25a% ||,
ko1t [kaa] C3EI| | 3EI 4EI 0
2a° 2.25a° a
3EI 3EI 4EI
T2 | 2 0 a
[l 2a) | 2.25a a
iar rigiditatea rezulta
1 EI
k =Ky - [k12][ka2] {k21}:1-875a—3-

Determinarea pulsatiei si perioadei proprii de vibratie

Se aplica relatiile

w = w/h , = f1.875 E13 = =1.3693 EI3
m ma ma
ma3
T = 4.5886 .
EI
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