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PROBLEME REZOLVATE

SISTEME CU 1 GLD - VIBRATII LIBERE

Problema 1.1

Sa se calculeze pulsatia, perioada si frecventa proprie de vibratie pentru
urmatoarele sisteme dinamice.

1.1.1 m EI = const

P S
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4 Probleme rezolvate. Sisteme cu 1 GLD - vibratii libere

Tabelul 1.1. Date numerice

Nr. E I A I h m Fo Obs.
apl. (Nm?) | (m*H) [ (m») | (m) | (m)]| (kg)
1.1.1. | 2.1-10* | 5-.10° | 0.375 | 5.0 - 41073 10* | G=0.4E
101 El=c
1.1.2. | 2.1-10* | 5-10° - 5.0 - 41073 10* El=c
1.1.3. | 2.1-10' | 510 | 0.25- - 3.5 | 41073 10* | G=0.4E
10! El=c
1.1.4. | 2.1-10' | 5.10° - 5.0 | 3.5 | 41073 104 El=c
1.1.5. | 2.1-10** | 5:.10° | 0.375 | 5.0 | 3.5 | 4107 104 El=c
107t
1.2.1. | 2.1-10* | 5-10° - 5.0 - 41073 10* El=c
1.2.2. | 2.1-10** | 5.10° - 5.0 - 41073 10% El=c
1.2.3. | 2.1-10* | 5-10° - 5.0 - 41073 104 El=c
1.2.4. | 2.1-10" | 5.10° - 5.0 - 41073 104 El=c
1.2.5. | 2.1-10* | 5-10° - 5.0 | 3.5 | 41073 104 El=c

Breviar teoretic
1. Sistem vibrant, SV

Sistemul vibrant este constituit din urmatoarele marimi:
o caracteristica inertiala, masa m[kg];
o caracteristica disipativa, coeficientul de amortizare vascoasa c
[kgs™1;
caracteristica elasticd, coeficientul de flexibilitate & [mN] sau
coeficientul de rigiditate k[Nm™].

2. Flexibilitate, &

Flexibilitatea reprezinta deplasarea masuratéd pe directia GLD la
structura actionata in dreptul masei si pe directia GLD de o forta egala
cu unitatea. Flexibilitatea se calculeaza cu relatia Mohr - Maxwell:

5= 3 MO g 3 [T T g 3 RO R0 g (1.4

prin integrarea diagramelor de eforturi M, N, T, trasate in starea reala,
SR, de actionare a structurii (o forta egali cu unitatea aplicata in dreptul
masei si pe directia GLD) si a diagramelor de eforturi M, N, T, trasate in
starea virtualda, SV, de actionare a structurii (o forta egald cu unitatea
aplicat in dreptul sectiunii si pe directia de determinare a deplasarii).

3. Rigiditate, k

Rigiditatea reprezinta forta care actionand structura considerata in
dreptul masei si pe directia GLD produce pe acea directie o deplasare
egald cu unitatea. Rigiditatea se poate determina si prin inversarea
flexibilitatii:
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K== (1.2)

Rigiditatea se defineste si ca reactiunea din blocajul introdus pe directia
GLD, in structura data si in care se produce o cedare egala cu unitatea.
Conform acestei definitii, rigiditatea se poate calcula prin metodele
Staticii Constructiilor.

4. Forte

Fortele care participd la echilibrul dinamic instantaneu, in cazul
vibratiilor libere neamortizate ale unui SV, sunt:

o forta de inertie,
Fi(t) = - mx (t); (1.3)

o forta elastics,
Fe(t) = kx(t); (1.4)
in care:
x(t) reprezinta deplasarea masurata pe directia GLD;
X (t) reprezinta acceleratia sistemului.
5. Ecuatia de echilibru

Echilibrul dinamic instantaneu se exprima prin aplicarea principiului lui
d'Alambert:
- Fi(t) + Fe(t) =0 (1.5)

sau
-mx(t) + kx(t) =0

Solutia ecuatiei de miscare de mai sus are forma:
x(t) = Asin(o t + ¢) (1.6)
in care:

2
A = [ﬁj +X%
w

reprezinti amplitudinea miscarii;

tg o =
g0 Vo

apreciaza faza initiala a oscilatiei (¢).
Conditiile initiale sunt: xq si Vo (deplasarea si viteza la timpul t=0).

6. Pulsatia proprie, o



6 Probleme rezolvate. Sisteme cu 1 GLD - vibratii libere

Pulsatia proprie reprezinta numarul de vibratii complete efectuate de un
SV in timp de 2rn secunde. Pentru calculul pulsatiei proprii se utilizeaza
relatia:

o = \/%:ﬁ [rad s™] (1.7)

7. Perioada proprie, T. Frecventa proprie, f.

Pentru determinarea perioadei proprii si frecventei proprii se utilizeaza
relatiile:

T= 2]
w
si
f= %[s‘l],[Hz] (1.8)
Aplicatii
Aplicatia 1.1

1. Trasarea diagramelor de eforturi

Se constituie cele doua stari de actionare: starea reala (SR) prin
incarcarea sistemului oscilant in dreptul masei si pe directia GLD cu o
forta egala cu unitatea si starea virtuala (SV) prin incarcarea sistemului
cu o forta egala cu unitatea in sectiunea si pe directia pentru care se
determina deplasarea §. Diagramele de eforturi se traseaza utilizand
metodele din Statica Constructiilor.

2. Calculul flexibilitatii, &

Coeficientul de flexibilitate, 5, se determina prin integrarea diagramelor
de eforturi:

6<M>=ijdxzzi.'/_2.i.i=
EI El 3 4 4 48l

5 = ZkJ‘ LLCIRRICY PR SIS T S
GA GA 2 2 2 4GA
K !
S=6M 4+ M=~ 1 k—_
48EI 4GA

3. Determinarea pulsatiei proprii, »
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Fig.1.6

Inlocuind datele numerice din tabelul 1.1 in relatiile de mai sus rezults:

8™ = 2,480159-107 (mN™),
M = 4,7619048-101° (mN™),

o™ = 31,71858 (rad.s?),
o™ = 31,749016 (rad.s™).

4. Calculul perioadei si frecventei:

2n
T= 2" _0,1979 (s),
o™
f= 1 =5053 (st
T ! '
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Aplicatia 1.2.
1. Trasarea diagramelor de eforturi M si M

Diagramele de eforturi in cele doua stari de incarcare (SR si SV) sunt
prezentate in figura 1.7

@ 1,1
A, s

21 |

Fig.1.7
2. Calculul flexibilitatii, &

Integrand diagramele de momente, figura 1.8 se obtine valoarea
coeficientului de flexibilitate:

5=ZJM(X)'M(X)dx: 2 P
El 3El 3El El

3 si 4. Determinarea caracteristicilor dinamice, o, T si f

Pulsatia proprie se determina cu relatia:

-1 _|EB
Jmd mi3
si prin aplicarea datelor numerice din tabelul 1.1 rezulta:
§ = 1,1904761-10°(mN™?), o = 4,58257(rad.s™?)

T= 2" _13711(s),f = L —0,7293s 1.
w T

w



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 9

Aplicatia 1.3
1. Trasarea diagramelor de eforturi, M si M

in figura 1.6 sunt trasate cele doud diagrame de eforturi.

1,1

h ®
&)

o |2

Fig.1.8
2. Calculul flexibilitatii, &

Integrand diagramele de eforturi obtinem marirea coeficientului de
flexibilitate:

h3 h

RLIE LU

3EI GA

si utilizdnd datele numerice din tabelul 1.1, rezulta:
§ = 1,36244.-10° (mN™).

3 si 4. Determinarea caracteristicilor dinamice, o, T si f

1 ]
o= ———=13,546 (rads™)
Jmod
T= 20,4628 (s) f = = =2,1559 (s,

Aplicatia 1.4

1. Trasarea diagramelor de eforturi, figura 1.9
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L1 h
h/2
h/3
S
H=1/3 H=2/3
A,
Vi=h2l | p) Ve=4/21
Fig. 1.9

2. Calculul flexibilitatii, &
Prin integrarea diagramelor de eforturi, M si M, rezulta:

h h h+|1 h h 2 hh+1’5h

L LA L I S L L. S ‘h-h=
3B 3 3 3EI 3 3 3EI 3EI
3 2
__1 0 L h |1+2h2_|)
3EI 9 9

si utilizdnd datele numerice din tabelul 1.1 se obtine:
§ = 5,4339-10° (mN™)
3 si 4. Determinarea caracteristicilor dinamice, o, T si f
o = 6,782859 (rad s?),
T =0,92633 (s),
f=1,07952 (s).
Aplicatia 1.5
1. Determinarea eforturilor din barele structurii

Structura fiind o grindd cu zabrele articulata in noduri, pentru calculul
eforturilor din bare se foloseste metoda izolarii nodurilor. Cele doua stari
de incarcare sunt prezentate in figura 1.10

Eforturile din bare se determina prin echilibrul fortelor ce concura in
nodurile grinzii cu zabrele, figura 1.11 obtindndu-se urmitorul sistem de
ecuatii:
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D x=0;Nj; cosa+Ny3 =0
nodul 1: 1
Dy =0;5 +Ngp sina=0

o) @ o/ &
@ h

ONN© ) 9
A, -

V1=1/3 V2=2/3

Fig.11

nodul 2:

=

—N15 cos « +Ny3 cos « +Nyy =0
N12 sin o« +N23 sin =0
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ZX =0;
nodul 3:
dy=0;
—N13 - N23 COS « +N35N34 cos =0
N23 COS(90— OC) + N34 COS(90— OC) =0
ZX =0;
nodul 4:
dy=0;
—N24 — N34 COS o _N46 - N45 cos o= 0
N34 sin oc +N45 sin =0
nodul 5:

=

—N35 - N45 COS « +N57 + N56 cos «=0
N45 sin o +N56 sinc-1=0

nodul 6: EZXZZO;
dy=0;

—N46 - N56 COS « +N57 cos «=0
N56 sin oc +N57 sin =0

Tabelul 1.2.

Bare i,j li,; (M) EA (N) Niji, Nipg (N) | NijyNiglig
1.2 4,3 7.875-108 -0.4095 0.721
1,3 5,0 0.238 0.283
2,3 4,3 0.4095 0.721
2,4 5,0 -0.476 1.133
3,4 4,3 -0.4095 0.721
3,5 5,0 0.714 2.549
4,5 4,3 0.4095 0.721
4,6 5,0 -0.952 4,532
5,6 4,3 0.819 2.884
5,7 5,0 0.476 1.133
6,7 4,3 -0.819 2.894

EAi,]'S:ZNi,ij 10.282
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ZX:O;
>y=0;

—N57 - N67 cos =0

nodul 7:

§+N67 sin =0

Rezolvand sistemele de ecuatii de mai sus si utilizand datele numerice
din tabelul 1.1, se obtin eforturile axiale din tabelul 1.2.

2. Calculul flexibilitatii, &

in cazul structurilor cu z&brele cu barele articulate in noduri, coeficientul
de flexibilitate se determina cu relatia:

si folosind datele din tabelul 1.2 rezulta:

5 = _ 18282 2,3215 (mN™).

7,.875-108



PROBLEME REZOLVATE

SISTEME CU 1 GLD - VIBRATII FORTATE
Problema 2.1

Pentru urmatoarele structuri actionate de incarcarea gravitationald, Q si
forta perturbatoare, F(t), sa se traseze diagramele de eforturi maxime si
minime, in regim stationar, figurile 2.1 - 2.4.

21 F(t)=Fgsin6t
EI=const
WG/Q% ’m W;W
| 0.5l 0.5l \
[ [ N
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2.2, El=const F(t)=Fgsinét %
A A ’m
‘ 2l ‘ |
/! ! S
Fig.2.2

2.3.
F(t)=Fosin6t %
) EI=const .
y I ) -
l L | \ 0.5 |/
Fig.2.3
2.4 F(t)=Fgsino6t
EI=const
i .i m \I\ TTTI‘TT\
L L2l | 2l
! A A /
Fig.2.4

Problema 2.2

Sa se reprezinte grafic variatiile masei m exprimate in deplasari, viteze

si acceleratii pentru:

2.1. Vibratiile libere neamortizate ale sistemului
vo=1ms;
2.2. Vibratiile libere amortizate ale sistemului 2.
lsiv=0.1;

2.3. Vibratiile fortate in regim stationar
perturbatoare ale sistemelor din figurile 2.2- 2.5

vibrant2.1, x,=0.02m si

1, X0=0.02m, v(=0.5ms’

de actionare a fortei
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2.5. — > .L/

F(t)=Fosinbt
(0)=Fo EI 0.5h
EI
2El El h
%

Fig.2.5 Cadru static nedeterminat

Problema 2.3

Si se determine presiunile pe talpa unei fundatii paralelipipedice din
beton care sustine o masind cu greutatea Q; si care produce o incarcare
dinamica pe verticala F(t)=Fgsinét, figura 2.6.

%F(t)

| @

1.50m

2.00m

2.00m
Fig.2.6 Fundatie de masini
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Breviar teoretic
1. Forte

17

Fortele care intervin in echilibrul dinamic instantaneu in cazul vibratiilor

fortate cu amortizare vascoasa, sunt urmatoarele:
o forta de inertie
Fi(t) = - mX(t)
o forta de amortizare
Fa(t) = cx(t)
o forta elastica
Fe(t) = kx(t)
o forta perturbatoare
F(t) = Fo-sindt
2. Ecuatii de conditie

Ecuatia de miscare va avea forma finala:

X(t) + 2BX(t) + w?x(t) = %’sin ot

unde s-au introdus notatiile:

C
ZB =
m
B reprezinta un factor de amortizare
k
w? ==,
m

pulsatia proprie a sistemului oscilant neamortizat.

3. Raspunsul exprimat in deplasari

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Raspunsul fortat stationar, fara a considera amortizarea se determina cu

expresia:
X(t) = pFod(sin6t - %sin ot)
sau
x(t) = pFy-d-sinbt,

considerand numai influenta raspunsului fortat.

(2.6)

(2.7)
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In expresiile de mai sus cu p s-a notat coeficientul dinamic sau
factorul de amplificare dinamica care se determina cu relatia:

1 1
= -

- - (2.8)
-2 1-pt

in care p = 6/o.

Raspunsul fortat, in cazul vibratiilor fortate cu amortizare, se
calculeaza cu relatia:

X(t) = p'Fo:é-sin(6t - ¢) = Xg-sin(0t - ¢") (2.9)
unde factorul dinamic cu considerarea amortizarii este:
o= 1 (2.10)

\/(1 _ pz)z 4 4V2p2

si Xo=u"Fpd reprezinti amplitudinea deplasarii fortate, iar:

¢" = arctg Zsz (2.11)
1-p
in care factorul sau procentul din amortizarea critica v are expresia:

c _2Bm _B_A

Cor 20m @ 2n
V% = 5100
Cer
4. Raspunsul exprimat in eforturi

Pentru trasarea diagramelor de eforturi maxime si minime, in
cazul unui sistem oscilant actionat de forte perturbatoare, structura se
fncarca cu urmatoarele forte:

amplitudinea fortei de inertie, Iy:
Fi(t) = - mX (t) = mo?uFy-8-sinot (2.12)
Ip = Mm0%wFe:d = m-0%X (2.13)
amplitudinea fortei perturbatoare,
Fo (F(t) = Fo'sinét);

forta gravitationald,
G = maq.
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Obs. 1. In cazul vibratiilor fortate cu amortizare in relatiile de mai sus se
inlocuieste p cu p".

Obs. 2. In cazul in care forta perturbatoare este aplicatd in dreptul
masei pe directia GLD, primele doua forte de mai sus se inlocuiesc cu
amplitudinile fortei dinamice, Fq:

Fa(t) = F(t)+Fi(t) (2.14)
cu amplitudinea:
Fa = +uFo;
sau
Fg = +u'Fo (2.15)
Aplicatii
Aplicatia 2.1

1-3. Calculul pulsatiei proprii, ®

Conform aplicatiei 1.1.1
$=2,480159-10"mN™

©=31,749016 rad s!

4. Determinarea factorului de amplificare dinamica, u

S S 1 ~1,657895
0.2 20 2
1-() 1-(o o)
® 31,744016

5. Calculul fortei dinamice, Fqy
Amplitudinea fortei dinamice se calculeaza cu relatia:
Fg = uFo=1,657895.10"N;

iar forta gravitationala:
Q = mg = 4.10%9,81=3,924-10*N

6. Trasarea diagramelor de eforturi maxime si minime

Diagramele de eforturi se traseaza prin suprapunerea efectelor si sunt
prezentate in figura 2.7.

Aplicatia 2.2
1-3. Calculul pulsatiei proprii, o

Conform aplicatiei 1.2:
$=1,1905-10° mN™*

»=4,5826 rad S!
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4. Determinarea factorului de amplificare dinamica, u
1 1

- = =-0,35
L8 12y
_F 45826
5. Calculul fortei dinamice, Fy
Amplitudinea fortei dinamice, Fq4, rezulta:
\LiFd

A -

(Fd+Q)I/4=6.97737-10* N-m

I/2(Fd+Q)=2.79095-10* N

\l/'

(Q-Fd)I/4=2.8326-10% N-m

Q

I/2(Q-Fd)=1.133-10* N

Fig.2.7
Fq = uFo = -3,5.10°N
iar a fortei gravitationale
Q=mg=4-103.9,81=3,924-10°N

6. Diagramele de eforturi maxime si minime: Mmyax si Mmin
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Diagramele de momente incovoietoare sunt prezentate in figura 2.8.

o

(Fd+Q)I=1.787-10° N-m

(Q-Fd)I=2.137-10° N-m

Fig.2.8
Aplicatia 2.3

1. Calculul factorului de amplificare dinamica, p.

Diagrama de momente pentru calculul flexibilitatii este trasata in
figura 2.9.

Coeficientul de flexibilitate rezulta:

113 -6 -1
=== _=272817-10°mNt,
48EI

iar pulsatia proprie
o =9,57269 rad s!

si factorul de amplificare:

ue—1 1 —2,14925
LS B RRE
_F 9,57269

2. Determinarea raspunsului exprimat in deplasari
y(t)=pFo 8 sinbt=0,0586352 sin7t
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1/2

/4

Fig.2.9
Ya = uFp3=0,0586352m
Deplasarea produsa de forta gravitationala
Yo=Q & =410%9,81.2,72817.10°°
Yq= 0,1070534 m
Deplasarile finale (maxime si minime) rezulta:
Ymax = Ya+Yq=0,1656886m
Yomin = Yo-Y4=0,0484182m
3. Determinarea raspunsului exprimat in eforturi
Calculam valorile fortelor maxime si minime:
Fo = uFo = 2,14925.10°N
Q = mg = 3,924-10"N
Frax = Q + F4 = 6,07325.10"N
Fmin= Q - Fg = 1,77475-10*N

si trasam diagramele de eforturi, figura 2.10.
Aplicatia 2.4
1. Calculul flexibilitatii, &

Constituim cele doua stari de actionare: reale si virtuale, figura 2.11.
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15.183-10*
Fmax
Q ¢
7.59156-10%
4.436875-10* N-m l/me
1
e
2.2184375.10* N-m
Fig.2.10
\
| \ 21 | ‘ 21
¢ 1 <:>
- ha ha

Fig.2.11

23
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Diagramele de momente M, M vor fi trasate prin procedeul distribuirii si
transmiterii momentelor, figurile 2.12, 2.13 si 2.14.

de

Determinam rigiditatile la rotire, rigiditatile nodurilor, factorii
distributie si momentele de incastrare perfecta:
3EI 13EI
K21 = — K2 = K21+K23 = —
I 3l
K
dy = —21 = 0,6923
K2
_ 4EI
23 _3|
4EI 10EI
= — K3=Kgp+Ky= ——
32 3| 3 32 34 3|
K
ds; - —22-0,4
K3
-1481.4808
1111.0672 0.0906
-1.0196 —== _0.2266
1.4728 -—— ) 0456 1481.4808 | —=—|740.7404
-14.7279 —= _7.3639
47.8645  <a—— 95.7289
-1111.0672 0.136
331366 H4444 = 8BBE88 1435033
-1076.911  [H11L111 2222222 | 1333.3332 :
A [0.6923].2[03077] “ o] \
Fig.2.12
_ 4EI
34 — —
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K3
2 2
M, = Pazb _1 2'2' ~21-111111Nm
| (3l 9
2 2
My, = P30 _1-CD"-1_ 4 55550oNm
12 (31)2 9

Verificarea diagramei M:

de = —L-1,111067 : 1+A(—2-1,111067 -1+
ZJ‘ EI 3EI 6EI
|

+2:1,975324 - 2 +1:1,975324 -

~1 1111067)+ (2. 1,975324 . L _ L. 1,481481) =
3 6EI 3 3

__!_(7,901296 - 7,90094)
6E1

1.111067 1.481481

1.975324
| 3

e e i

@ 0.7074
1

1.11067 1.481481

S

‘ 21 [

Fig.2.13

_ 7,901296 - 7,90094
7,901296

£1% .100=4,5-10"3 < 0,1

Calculam coeficientul de flexibilitate:



26 Probleme rezolvate. Sisteme cu 1 GLD - vibratii fortate

1 1/3

A

Z
Ve

2|

1
I

Fig.2.14

I 2l 2
11,111067 -1,111067 + = - (2 - (1,111067
5= ZJ‘ 1 “eer )

+2-(1, 975324)2

~-2-1,111067 -1,975324) + % 2.(1,975324)% + 2 -(1,481481)?

-2.1,975324 -1,481481 +
62E' .2-(1,481481)% +2-(0,74074)% - 2-1,481481 - 0,74074
_ 2716049927 —
6EI

$=2,155595.10° mN™*

w=_1 _ 10,7693rads !

Jmd

2. Determinarea factorului de amplificare dinamica, .

W= 1 -1,72072
72 5 5 72
(1-—")? +40,05° —
10,4693 10,7693

Fg = u'Fo=1,72072-10*N

3. Determinarea raspunsului in eforturi

Cunoscand marimea fortei dinamice se determina fortele maxime si
minime:
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6.27166-10*
‘ 8.36254.10%
e e s
4.18127-10%
11.15015-10*
2.448.10*
¢ ‘ 3.26412-10*
e b e
1.63206-10*
4.35219.10%
Fig.2.15

Fmax=Q+Fd=4-10°9,81+1,72072-10*=5,64472-10"N
min=Q-Fd=3,924.10%-1,72072-10*=2,20328-10"N

iar diagramele de eforturi sunt trasate in figura 2.15.

Aplicatia 2.5

1. Calculul flexibilitatii, s

27

Pentru calculul coeficientului de flexibilitate utilizam metoda

fortelor, figura 2.16.

1,1 —_— 1 — 1

®

Fig.2.16.a.
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Probleme rezolvate. Sisteme cu 1 GLD - vibratii fortate

h/2 1,1
EI h h |
h 2E EI
X1 1/71
\ [ ) 11
Fig. 2.16.b.
Calculul coeficientilor:
MM h3  h?l
1"
o = X [T = g
MM 12h  h2l
51y = 2 dx
12 = ZI T 2E | aEI

(h+1) h h/2 Iﬂ

b | 11

| L1 3h/2
Fig. 2.16.cC.
M2M2 1> ?h
022 = ZI dX= 27 * 2

Verificarea coeficientilor:
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h3 1B 3n?
Oss =011 +2012 +0pp =

3h2|
+ +
3EI  3EI

+
2EI ' 2EI
MM h3 1B 3n2  3n?
6 — S Sd —

s Zj EIl O 38l 3Bl 2EI | 2EI

Calculul termenilor liberi:

M:M 2 3
Alpzz'[ :lEIde__u Sl

2EI  24EI
MaMp hi2  h2l
Aoy = dx = —— ' *
=2, EI 4E1  2EI
Verificarea termenilor liberi:
5h3  hIZ2  h2
I 7 TS

MsMp sh3  hi2  h2l
Ae, = dx = =20t hol
sp ZI El 24EI  4EI @ EI

Sistemul de ecuatii de conditie:

611X1 + 612)(2 + Alp =0
621)(1 + 622)(2 + AZp =0
Pentru datele din tabelul

nr. 1 si expresiile coeficientilor si
termenilor liberi determinate mai sus, rezulta solutia:

X;1=0,0777927
X»,=0,5608432
Diagrama de momente finale se determina prin suprapunerea
efectelor, figura 2.17.
Me(X)=M1(X)-X1+Mz(x)-Xa+Mp(X).
Verificarea diagramei finale de momente:

- deplasarea dupa directia necunoscutei X;:

ra =Y MoMe | 1542682342 1542684033 _A-B
£l £l El
1% = %100 ~1,096-10% < 0,1%
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1
—
1.75 —— /
1.3264 N/ 1477726 N2

L 0.27227

() (o) )
i2.4457 - 3h/2 - A

Fig. 2.17

- deplasarea dupi directia necunoscutei X,:

M>M _ 16,85747708 - 16,85749667
Axz = Zj o EI

£1% =1,162-10"% < 0,1%

Prin integrarea diagramelor de momente M_f si Mg, rezulta:

5= Zj MM: . _ 78013729 = 7,429879-1077(m)

sau prin integrarea diagramelor M¢ si M, rezulta:

MMe | 7,80126 _ -
5= Zj dx e[ = 7/429879-1077(m)

2. Determinarea factorului de amplificare dinamica,

1 -1
w=-——— =18,34337(rads ™ })
Vmd
o= 1 _ 1
2 2 2 2
\/(1-92)2 +4v2972 (1-L2)2 +4-0,052L2
W ) 18,34337 18,34337

w'=1,556393
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3. Determinarea raspunsului in eforturi
Calculam forta dinamica:
Fg= pn Fo=1,556393-10* (N)

iar diagramele de eforturi sunt trasate in figura 2.18.

l Q
Fd 2.06524-10*

Q

| Fd

——
2.06524-10* /) 27210 2.723687-10° N\Qz.zmo“

0.423765-10° k 2.299922-\1%
0.42-10*
3.8.104 @
Y 3.8066-10*

Problema nr. 2.2

Fig.2.18

Aplicatia 2.6

Variatiile deplasarilor, vitezelor si acceleratiilor masei m a unui sistem cu
1 GLD se determina cu expresia:

x(t) = Asin(ot + ¢)
x(t) = A ocos(ot + o)
x(t) = -Aw’sin(ot + ¢)

A= |(Y0y2 x2
w

X oW
= arctg 29— .
Vo

unde:

Sistemul oscilant are o pulsatie proprie de oscilatie calculatd in cadrul
aplicatiei 1.1
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©=31,7490 rad s},

luand in considerare si conditiile initiale, aflam:

Exp

A=0,0373 (m), A0=0,1846 ms™, Aw’=37,6088 ms™
¢=0,5657 (s), ¢/®=0,01782

resiile x(t), x(t), X(t) sunt reprezentate in figura 2.19.

“X(t)

0.02=X0

/ 0.0373A

/ i
-

- ¢/®=0.017

T=0.197s

Fig. 2.19

b (t)
A,=0.1846 m-s!

/o

NaAANVAN

£0.01782 s
T=0.197 s

Fig.2.19.a
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b %(t)

A,=37.6088 m-s™

\ ¢/9p=0.01782 s

T=0.197s

Xo®

Fig.2.19.b
Aplicatia 2.7
Pentru a reprezenta grafic variatia deplasarilor masei m utilizdm
expresia:
x(t) = Ae V9 sin(w*t + ¢*)
unde:

Vo + VWXqg 2 2
A= \/(—*) + X
w

*

XoW

¢* =arctg————
Vg + VWX

Introducand in expresiile de mai sus urmatoarele date numerice:
o = 4,5826 rad s}, T=1,3711 s (vezi 1.2)

®* = wyl-v? =4,5596radS1

T = T . 1,378S

1-v2
Xo = 0,02m, v, =0,5mstsiv=0,1

rezulta:
%

A =0,1134, ¢" = 0,1772 si —=0,0389

w
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Reprezentarea grafica a variatiei deplasarilor masei m este data in figura
2. 20

X(t ') 0.1134
\
A,=0.1846
1
t
J_ "
/0=0.038
=1.378
Fig. 2.20
Aplicatia 2.8

In cadrul aplicatiei 2.5, pentru sistemul oscilant analizat s-au obtinut:
5 =7,42977-107 (m), T = 0,3425 (s) si u* = 1,556393

Variatia deplasarilor masei m a sistemului oscilant, in regim permanent
de actionare a fortei perturbatoare se determina cu relatia:

X(t) = u'Fo & sin(0t - ¢1)

unde:
uwFed =1,556393.10%7,42977-107 = 0,01156 (m)

Py = arctg% = 0,1193radE1 =6,209-1073

w

In figura 2.21 este prezentatd variatia deplasdrilor masei sistemului
oscilant.

Aplicatia 2.8

In figura 1.25 este prezentatd fundatia pentru care se cere s3 se
efectueze o analiza dinamica. Datele numerice ale ansamblului utilizat,
fundatie si teren sunt urmatoarele:

vy =24 KN/m’, Q; =400 KN, F, = 40 KN, 0 = 60 rad/s
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A,=0.1846 m-s!
t
1 Fod-sin(-d)
o/®
T =0.3425 s
Fig. 2.21
v = 18%, R; = 2 daN/cm?, C, = 4 daN/cm?3(pt.R
CgORECTAT _ |10 _ 6,3daN / cm?
Af
Rezolvare

Pulsatia proprie a ansamblului fundatie + teren se determina cu relatia:
W= |—
m

unde:
K = CSORECTAT A¢,

Q1 +Q
g I

Qy =V-yp =(2-2-1,5)-24 = 144Km,

m

rezulta:

wz\/g-cz-Af =\/981-6,3~2200 _673rad /s
Q1 +Q2 544.10

Factorul de amplificare dinamica:
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. 1 o 0 _ 60
\/(1—p2)2 1 4v2p2 " w 673

. 1
J(1-0,89%)% + 4.0,182 . 0,892

=0,89

¥

M =26.

Presiunile maxime si minime pe talpa fundatiei se calculeaza cu
expresia:

— 0 F
O maxmin = © iHGO
in care:

2
0Q- Q _Qu+Q  544-10° 364N/ cm2
A Af 200200

Si
ofo —Fo _ 40-10° _ 10N/ em?
A 200-200
Obtinem in final:
Omax = 1,62daN/cm? < 2daN/cm? = Rt
Omin = 1,10daN / cm?

Deplasarile maxime si minime, pe verticala, ale fundatiei sunt date de
relatia:

Ymaxmin = y(SQt x UYE?

unde:
2
Q _ Q =Q1+Q2— >44-10 =0,216cm

Vst C;Ar CzA¢f  6,3-200-200
2
yro- Fo _ 4010° 4 416cm

" C,A;  6,3-200-200

si efectuand calculele obtinem:
Ymax = 01258 Cm, Ymin = 0,174 cm.



PROBLEME PROPUSE

SISTEME CU 1GLD - VIBRATII LIBERE

SI FORTATE

Probleme propuse spre rezolvare:

1.1 Sa se determine caracteristicile dinamice T, o, f pentru urmatoarele

sisteme oscilante:
m

y(t) —
EI=const.
A *L
/3 ‘ 21/3 21/3
A 7] \

Fig. 1.1
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m
® I 4
1, v
h
EI=const.
: ] |
Fig.1.2
m
@ 1
yo Wz |
/2 |/2L|/2 |
Fig. 1.3
m
@ T E
y(t)
2 L L
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m

A, $y(t) A
‘ /2 /2 s /2 1/2 b

Fig. 1.5

1.2 Si se traseze diagramele de eforturi M, T, N maxime si minime
pentru sistemele urmatoare:

F(t) = Fg sinBt

m
y(t) L
El=const.
A, *L
/3 ‘ 21/3 21/3
A 7] \

Fig.1.6
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% F(t) = Fo sin 6t
Q k

yy

—_ }
‘ —

I/2

Fig.1.7

— m .

F(t) = Fg sinBt
h
s
h
1.51 77 ,
/ | |
Fig. 1.8
%F(t) = Fg sin6t
o s . s
154 | L] 1sa
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b

F(t) = Fg sinBt

41



PROBLEME REZOLVATE

SISTEME CU n GLD - VIBRATII LIBERE
Problema 3.1

Sa se determine pulsatiile si formele proprii de vibratie ale urmatoarelor
sisteme dinamice si sa se verifice modurile proprii de vibratie.

3.1 M,

= )
- i 0

1.5l 0.5l ‘

3.2

| D 2 @

Fig. 3.1
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3.3 .
m;
? EI
2EI my
EI
o A
0.5l 0.5l
[
Fig. 3.2

3.4

0.5h

Fig. 3.3
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3.5
El my;=m
a
EI EI
2E1 m;=1.5m
a
2EI 2EI
1.5a
Fig. 3.4

Breviar teoretic

DETERMINAREA MODURILOR PROPRII DE VIBRATIE UTILIZiND

MATRICEA DE FLEXIBILITATE

Prin mod propriu de vibratie se intelege ansamblul format dintr-o

pulsatie (valoare) proprie si o forma (vector) proprie de vibratie.

1. Constituirea matricei de inertie, [m]

Matricea de inertie a unui sistem oscilant se constituie prin scrierea pe
diagonala principald a maselor sistemului oscilant.

] -

0

2-3. Determinarea matricei de flexibilitate, [A]

Matricea de flexibilitate a unui sistem oscilant are forma:

0

Mp

(3.1)
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[a]=| 5. R (3.2)

unde 3y reprezinta deplasarea produsa pe directia GLD cand structura
considerata este actionata in dreptul masei my si pe directia GLD k de o
forta egala cu unitatea.

Coeficientul de flexibilitate se determina cu relatia Mohr - Maxwell

Mk
Jk_zj J(X) 0 dx 4. (3.3)

prin integrarea diagramelor de eforturi trasate in cele doua stari de
actionare: reald (SR) si virtuald (SV).

4. Calculul valorilor (pulsatiilor) proprii, o;.

Ecuatia generala a vibratiilor libere ale sistemului oscilant cu un GLD
scrisa prin intermediul matricei de flexibilitate este:

[AIm]ict)} + fv(v)} = o) (3.4)
Adoptand o solutie particulara de forma armonica
()} = (Alsin(wt + ) (3.5)

ecuatia (2.4) se transforma in:
(w2 [aIm] - [§A} = o}, (3.6)

care reprezinta ecuatia generalda a vibratiilor proprii a unui sistem
vibrant cu un GLD.

Ecuatia (3.6) admite solutii diferite de zero cand determinantul principal
este nul:

‘wz[A][m]— [11 =0 (3.7)
= [aTm]- AlT] = 0 (3.8)
unde
a1,

(1)2
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iar matricea rezultata din inmultirea matricei de flexibilitate cu matricea
de inertie poarta denumirea de matrice dinamica a sistemului dinamic.

Prin dezvoltarea determinantului (ecuatia 2.8) se obtine o ecuatie de
gradul n in A numitdi ecuatia caracteristici sau ecuatia valorilor
(pulsatiilor) proprii.

5. Constituirea matricei spectrale, [®?*]

Matricea spectrala se constituie prin scrierea pe diagonala principala a
pulsatiilor sau a patratului pulsatiilor proprii in ordine crescatoare:
- _
W 0
2
w3

[coz]: (3.9)

0 wrz,

6. Verificarea pulsatiilor proprii

Pentru a verifica valorile proprii determinate se compara urma (suma
elementelor de pe diagonala principala) si determinantul matricei
dinamice [A]-[m] cu urma si determinantul inversei matricei spectrale

1 . N <
[0)2] si daca acestea sunt egale atunci avem certitudinea ca sunt
corect determinate:

u(aTm) = ulw?[ ) (3.10)
det(a]m) = det(w?] ). (3.11)

Practic verificarea consta in a determina eroarea absoluti (¢,) si eroarea
relativ (%) cu relatiile:

€, _u( ) u([(o T ) 3.12)
Si
0/, — €a .
Er/o_u_([ﬂ[rﬂ)_ 100<0,1,
g, = det([Am]) - det([mZT1 ) (3.13)
si
€% =—-2-—.100<0,1,

det([(o T )
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unde 0,1 reprezintd eroarea relativa admisibila acceptata pentru un
calculator electronic numeric.

7. Determinarea vectorilor (formelor) proprii de vibratie, {yi}.

Forma (vectorul) proprie de vibratie reprezinta deformata sistemului
oscilant sub actiunea amplitudinilor fortelor de inertie.

Ecuatia vectorilor proprii adimensionali este:
(w5 [A]m] - [ID{yiy = {0} (3.14)

sau

([a]m] - AID{yi} = {0} (3.15)

Introducand succesiv valorile proprii in sistemul de ecuatii al formelor
proprii de vibratie se obtin n sisteme de ecuatii, iar solutiile acestor
sisteme, determinate admitand y;;=1, j fiind, in general, orice GLD, dar
acelasi pentru cele n forme proprii de vibratie, reprezintd ordonatele
proprii de vibratie.

8. Constituirea matricei modale, [Y].

Matricea modalda se constituie prin scrierea pe coloane a vectorilor
(formelor) proprii de vibratie.

v]=lyilty2)--tvif-- vnll (3.16)

9. Verificarea formelor proprii de vibratie

Formele proprii de vibratie determinate trebuie sa verifice conditiile de
ortogonalitate. Conditia de ortogonalitate se aplicd pentru cate doua
forme proprii de vibratie:

il lmllye}=0 (3.17)
sau
D MYy =0. (3.18)
j=1

Verificarea corectitudinii formelor proprii de vibratie se efectueaza prin
calcularea erorii absolute si a erorii relative:

n
€3 :ijyj,lyj,z =A-B, (319)
j=1

unde: A reprezinta o variabild in care s-au cumulat valorile numerice
pozitive din suma si
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B reprezinta o variabil in care s-au cumulat valorile numerice
negative din suma,

€% =53.100<0,1. (3.20)
A

DETERMINAREA MODURILOR PROPRII DE VIBRATIE UTILIZIND
MATRICEA DE RIGIDITATE

1. Constituirea matricei de inertie, [m]
my
m]=| ™
Mn
2-3. Determinarea matricei de rigiditate, [k]

Matricea de rigiditate a unui sistem dinamic are forma:

ki1 Kki2 K1j Kin
ko1 Koo K2j Kon
kl={, (3.21)
ki kg - kg o ki
_knl I(n2 kn] I(nn_

unde kj reprezinta forta care aplicata in dreptul masei si pe directia
GLD, in sistemul oscilant, produce o deplasare egala cu unitatea in timp
ce deplasarile pe directiile celorlalte GLD sunt blocate de fortele ki;.

De asemenea, k;; se defineste si ca reactiunea ce ia nastere in blocajul
GLD j ce produce o deplasare egala cu unitatea.

Pentru determinarea coeficientilor de rigiditate kj se aplica metodele
staticii constructiilor, Tn cazul sistemului de bazd dinamic (SBD)
constituit din sistemul oscilant, prin introducerea de blocaje GLD,
incdrcat succesiv cu deplasari egale cu unitatea produse pe directia
blocajelor GLD.

4. Calculul valorilor (pulsatiilor) proprii, o,

Ecuatia generala a vibratiilor libere a sistemului oscilant cu n GLD scrisa
prin intermediul matricei de rigiditate este:

[mlly(0)} + iy} = {o}. (3.22)

Aplicand solutia particulara de tip armonic (3.5) ecuatia (3.22) devine:
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(k]- w?[mDia} = {0}, (3.23)

care reprezinta ecuatia generala a vibratiilor proprii a unui sistem vibrant
scrisa prin intermediul matricei de rigiditate.

Ecuatia (3.23) admite solutii diferite de zero cand determinantul
principal este zero:

‘[k]— wz[m] -0 (3.24)

Prin dezvoltarea determinantului ecuatiei (3.24) se obtine o ecuatie de
gradul n in ®? numita ecuatia caracteristici sau ecuatia valorilor
(pulsatiilor) proprii.

5. Constituirea matricei spectrale, [»?*]

]
2
|
wa
6. Verificarea pulsatiilor proprii
-1 2
£ % = u([m] [k]); “(I‘” b .100 < 0,1 (3.25)
u((m] kD
si
-1 2
€% = det(m* i) - det(w?) 1100 <0,1. (2.26)

det(m] k]
7. Determinarea vectorilor (formelor) proprii de vibratie, {y;}

Introducand succesiv valorile proprii in sistemul de ecuatii al formelor
proprii de vibratii adimensionale se obtin in sisteme de ecuatii ale caror
solutii, determinate pentru y;;=1, reprezinta ordonatele formelor proprii
de vibratie:

(k] - w?[mDly1 } = {0}
(k] - w3[m]{y2} = {0}

(3.27)

(k] - wa[mP<ynt = {0}
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8. Constituirea matricei modale, [y]:

[v]= Kyitya ). vl vnll

9. Verificarea formelor proprii de vibratie.

Aplicand conditiile de ortogonalitate ale formelor proprii se verifica
corectitudinea formelor proprii de vibratie determinate prin compararea
erorii relative calculate cu eroarea relativa admisibila a instrumentului de
calcul utilizat.

Aplicatii
Aplicatia 3.1
1. Constituirea matricei de inertie, [m]

Pentru sistemul oscilant considerat, figura 3.1 si tindnd seama de datele
numerice din tabelul 2.1, matricea de inertie va fi:

[ 8]fy o

2. Determinarea matricei de flexibilitate,[A]

Prin integrarea diagramelor de momente din figura 3.5 se determina
elementele matricei de flexibilitate.

JL 1,1
S om]
| 1.5 0.5 | | \
A A A /1

| 2 L
v Ve V4
Fig. 3.5
33 713 3213
011 012 =031 = ;020 =

" 32EI’ T 32ED’ 32EI
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iar matricea de inertie are forma:

5 5 3 _
[a]=| 11 12|= | 3 -7 =9,5238095 1078 3 7 (mN™)
551 Oyp| 32EI|-7 32 7 32

3. Calculul valorilor (pulsatiilor) proprii, w;

Introducdnd matricele de inertie si flexibilitate determinate mai sus in
ecuatia caracteristica, aceasta devine:

miPP [ 3 —720_)\10
32EI|-7 320 1 01

si prin dezvoltarea determinantului;

=0

3_38a2+94=0
unde:

3261, 3261 1
A=22 S

B mB e
In urma rezolvarii acestei ecuatii se obtin urmatoarele rad&cini:
a1=35,34013464, 0,=2,659865362
si deci:
A =35 34013464:?]2—I3 Ay =2 659865362;1—:;

Matricea spectralid va avea forma:

0 0,375958879

[2] w? 0 32EI{0,02829640 0
[6)] =
mli3

si utilizdnd date numerice, rezulta:
©:=30,83438081 (rad s');
T,=0,20377206 (s);
®=112,3931419 (rad s);
T,=0,055903633
4. Verificarea pulsatiilor proprii

Valorile pulsatiilor proprii determinate mai sus sunt corecte daca verifica

expresiile:
o) - f o2 ]|
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det([a]m]) = det([oo2 ]>1 j

Utilizdnd matricele [A], [m] si [w?], determinate anterior, cele doud
relatii pentru verificare, exprimate prin intermediul erorilor absolute si
relative, devin:

€4 = u([A][m])—([wz]lj - 38 m> 3g. M

32EI 32E1

3
0

g, = det((a]m]) - det([wz]_lj = 94[”"—'3}2 - 94,00000002[3”"2—;}2 =

13 2
— 0,00000002|
32E1

&% =——2_.100=181-10"° <0,1

5. Calculul vectorilor (formelor) proprii de vibrajie, {y;}

Prima forma proprie de vibratie se determini rezolvand sistemul de
ecuatii:

(®11m1 — A1) Y11 +81omyypq =0
d21Myy11 +(820m2 —A)-y21 =0

Admiténd y, ;=1 din prima ecuatie se obtine y;; si ordonatele formei
proprii fundamentale de vibratie vor fi:

lyi}= {ylfl} _ {— 0,238581045}

Y2,1 1,0

Cea de a doua forma proprie de vibratie se determina prin rezolvarea
sistemului de ecuatii al formelor proprii adimensionale:

(B11m1 —=A2) Y12 +812Myyz2 =0
521M1y12 +(B22Mp —A3) y22 =0

Considerand y,,=1, forma proprie de vibratie va rezulta:
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Y2,2 1,0

fyy = {VLZ} _ {2,095723903} |

Cele doua forme proprii de vibratie sunt trasate in figura 3.6.

=0.238
| Y11 yo1 =1

A S |
b 2l b | b

AN |
g i L]

Fig. 3.6
6. Verificarea formelor proprii de vibratie

Formele proprii de vibratie vor fi verificate prin aplicarea conditiilor de
ortogonalitate:

2
D Myyj1yj2 =0
j=1
M1y11Y12 + MaY21Y22 = 2m(- 0,238581045)- (2,095723903) +
+m-1.1=2-4.107° =0

9
£.% - 2410 "M 400_2,4.107 <0,1.
1-1-m

Aplicatia 3.2
1. Constituirea matricei de inertie, [m]

Conform datelor numerice ale sistemului oscilant considerat, figura 3.1,
matricea de inertie se constituie sub forma:
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mg 0 O 15 0 0 15 0 0
[mM]=| 0 my 0 |=m0 2 0[=153-10% 0 2 0} (kg)
0 0 ms 0 01 0 01

2. Determinarea matricei de flexibilitate, [A]

Elementele matricei de flexibilitate se determina prin integrarea
diagramelor de momente trasate in cele doua stari de incarcare, reala si
virtuald, si prezentate in figura 3.7. Matricea de flexibilitate este:

3 1 4 7 1 4 7
[A]:ﬁ 4 27 54 |=2,7210884-10"7 -|4 27 54 | (mN71)
7 54 125 7 54 125
i -

1,1

—

51 4l 2l L1 |

I 21 | ol P

A A
Fig. 3.7

3. Calculul valorilor (pulsatiilor) proprii, o,

Ecuatia caracteristica in care s-au introdus matricele de inertie si de
flexibilitate este in acest caz:

1,5 8 7 100
6 54 54 | -AN0 1 0|=0
10,5 108 125 0 01

mi3
3EI

Sau.
a3 -180,50% + 1065a - 480 = 0
unde:
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_ 3EI)\ 3EI 1

mi3 mli3 0)2

Radacinile ecuatiei caracteristice sunt:
a1=174,409459, a,=5,59899808, 03=0,491542283
si rezulta pentru pulsatiile proprii valorile:
®1=2,0326311 (rad s!), 0>,=11,34458006 (rad s™),
»3=38,28804067 (rad s™).

Matricea spectrala este:

w? 0 0
[u) ]: O w% 0 |=
2
0 0 w3
5 57336339 - 1073 0 0
- = 0 0,178603383 0
ml 0 0 2,034412979

4. Verificarea pulsatiilor proprii
Prin efectuarea produsului matriceal [A][m], matricea rezultanta este
numita matricea dinamica, rezulta:
£ 15 8 7
[A][m]:% 6 54 54
10,5 108 125

Daca urma si determinantul matricei dinamice sunt egale cu urma si
determinantul inversei matricei spectrale, exprimatd in ®?, atunci rezultd
ca s-a calculat corect valorile proprii. Efectuand aceste verificari

obtinem:
= uAm]) -u ([m T j=6-1o—7-%
€% =73 .100 =3,546-10"7 <0,1
u(A]m))
si

e, :det([A][m])—det([mzrj 1.8.10 6(3EI)
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€a

.100=3,75-10"7 <0,1.
det(|a|m

€% =

5. Calculul vectorilor (formelor) proprii de vibratie

Introducand succesiv valorile pulsatiilor proprii in sistemul de ecuatii al
formelor proprii:

(B11mMy1 = A)-y1i +81omMpyp +813mM3y3; =0
821M1y1,; +(B22m2 = Aj)-ya2,i +823mM3y3,; =0
831Myy1 i +83Mayo; +(833mM3 —A)-y3; =0
si admitand ys;;=1 se obtin formele proprii care constituie matricea

modala:
0,061374457 -0,378225022 9,636072984

[Y]=| 0,45128037 -1,068792955 -2,08969652 |.
1,0 1,0 1,0

Formele proprii sunt trasate in figura 3.8.

y11 = 0.06 Y31 =1
3
YZ,l =0.45
Y12 =0.378 Y32 =
y
i
yle =1.068

A Y253 =9.63 Y33 =1
)

\ |
Y1,3 =2.089

Fig. 3.8
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6. Verificarea formelor proprii de vibratie

Formele proprii de vibratie vor fi verificate prin aplicarea urmatoarelor
conditii:
o ortogonalitatea formei 1 cu forma 2:
3
> mjyi1 Y2 =0
j=1
si utilizdnd datele anterioare rezulta:
£4=-3-10"m, g% =3-10"7 < 0,1
o ortogonalitatea formei 1 cu forma 3:
€,=-1,4-108m,e,% =7,42-10"" <0,1
o ortogonalitatea formei 2 cu forma 3:
£,=-38-10°m, g% =6,95-10"" <0,1
Aplicatia 3.3
1. Constituirea matricei de inertie, [m]

Tinand seama de datele numerice cuprinse in tabelul 2.1 matricea de
inertie a sistemului oscilant considerat, figura 3.2, va fi:
100
[m]=m/0 1 0
0 01

2. Determinarea matricei de flexibilitate

Pentru determinarea coeficientilor de flexibilitate utilizam formula Mohr -

Maxwell si diagramele de momente M si M din stdrile reald si virtuald de
incarcare care sunt trasate in figura 3.9.a, b. si c, prin utilizarea
metodelor Staticii Constructiilor.

Integrénd aceste diagrame elementele matricei de flexibilitate sunt:

M;M, 1
611:Zj L dx =7,8014 =

M;M5 1
315 = ZJ?dx = -0,2366

1 1
053 =0,4726 —,013 =3,6393 —
23 EI 13 EI



58 Probleme rezolvate. Sisteme cu n 6LD - Vibratii libere

1 1
055 =1,1574 — , 0833 =3,2248 —
22 El 33 EI

si matricea de flexibilitate devine:

, [ 78014 -02366 36393
[A]==|-0,2366 1,1574 10,4726
3,6393 04726 3,2248

3. Calculul valorilor (pulsatiilor) proprii, w;

Tindnd seama de matricele de flexibilitate si inertie, determinate
anterior, ecuatia caracteristica va avea forma:
78014 -0,2366 3,6393 100
% -0,2366 11574 0,43,2248726|-A0 1 0|=0
3,6393 0,4726 001

Introducand notatia:
EL\
m

a=

si efectudnd diferenta celor doua matrice ecuatia caracteristica devine:
78014 -a -0,2366 3,6393
-0,2366 1,1574-a 04726 |=0
3,6393 0,4726 3,2248 -a
Prin dezvoltarea determinantului se obtine ecuatia caracteristica:
a>-12,18360°+24,39580-11,05178=0
ale carei radacini sunt:
01=9,81208592,
a=1,71460089,
a3=0,656913185.

Matricea spectrala are forma:

- [0101915128 0 0
L°2L:;; 0 0,851353007 0
0 0 1,52271166

iar perioadele proprii:
T,:=0,064521966 (s),
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T,=0,022324 (s)
si
T3=0,016692373 (s).

4. Verificarea pulsatiilor proprii

m 1 m
u(a]m]) = 12,18365,u[[m2T j = 12,1836 7, &% =0

Si
det((a]m]) = 05978341(%)3 ,

21 m)?
det([co I j=11,05178343(ﬁj

€% =2,08-10"7 <0,1

5. Calculul vectorilor (formelor) proprii de vibratie
Prin introducerea in sistemul de ecuatii al formelor proprii adimensionale
a matricelor de inertie si de flexibilitate si a pulsatiilor proprii se obtin, in
cazul analizat, trei sisteme de ecuatii. Solutiile acestor sisteme pentru
y3,i = 1 reprezinta formele proprii:
1,809374292
fy1}=151419592.1073 |,
1,0

- 0,555758284
{yo} =1 1,084155486 |,
1,0

- 0,54925585
{ys}=1-1,203935681
1,0

Formele proprii de vibratie sunt trasate in figura 3.9.d, e si f.
6. Verificarea formelor proprii de vibratie

Aplicdm conditiile de ortogonalitate ale formelor proprii:
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1.75 0.463

1.3265 1.4777 0.463

0.2723

2.4458

Y11 = 1.809

0.8892 0.5867
y31=1
]

21=514-1073

c d.
A . PO . - O
y1,2 = 0.5557 "\ y31 =0.549
y32 =1.0 y2,3=1.204
\\_/
y2,2 =1.084 y33 =1
e. f

. s A
Fig. 3.9

3
zijj,1Yj,2 =0;m1Y11Y12 +M2Y21Y22 + M3Y31Y32 =
j=1
(1,089374292)- 0,555758284)m + ,

51419592 -1073 .1,084155486m +m-1-1
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£, = 4,005574683m - 1,005574687m = -3,2-107°
€% =3,18-10"7 <01

I

3
> miyiavis =0€a =-3-1072;€.% =3-10"7 <04

j=1

> 9 7
ijyjlzyjﬁ =0;e5=-44-10"7;¢,%=3,37-10"" <01
j=1

si din calculele efectuate a rezultat corectitudinea formelor proprii.

Aplicatia 3.4
1. Constituirea matricei de inertie, [m]

Conform datelor numerice ale sistemului dinamic considerat, figura 3.3,
matricea de inertie se constituie sub forma:

=[5 ] =rfg 2]-3e2 0] P

2. Determinarea matricei de flexibilitate,[A]

Eforturile din barele grinzii cu zabrele si valorile coeficientilor de
flexibilitate sunt cuprinse in tabelul 3.1 si au fost determinate aplicand
metoda izolarii nodurilor si corespunzator formulei Mohr - Maxwell.

Tabelul 3.1

Bara | he | N NZ | (N e (N - (N e
1,2 | 4.3 | -1.024 | -0.4095 | 4.5089 | 0.7211 1.8031
1,3 | 5.0 | 0.5952 0.328 1.7713 | 0.2832 0.7083
2,3 [ 4.3 ] -0.2048 | 0.4095 | 0.1804 | 0.7211 -0.3606
2,4 | 5.0] 0.4761 -0.476 | 1.1334 | 1.1329 1.1331
3,4 | 4.3 ] 0.2048 | -0.4095 | 0.1804 | 0.7211 -0.3606
3,5 | 5.0] 0.3571 0.714 0.6376 2.549 1.2748
4,5 | 4.3 | -0.2048 | 0.4095 | 0.1804 | 0.7211 -0.3606
4,6 | 5.0 [ -0.2380 -0.952 | 0.2833 | 4.5315 1.1331
56 | 4.3 | 0.2048 0.819 0.1804 | 2.8843 0.7212
57 | 5.0] 0.1190 0.476 | 0.0709 | 1.1329 0.2833
6,7 | 4.3 ] -0.2048 | -0.819 | 0.1804 | 2.8843 0.7212

5, - Nir’NEr Z 9.3074 | 18.2825 6.6963

EAkr
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Matricea de flexibilitate se constituie sub forma:

] 1[9,3074 6,6963
" EA|6,6963 18,2825/

3. Calculul pulsatiilor proprii, o

Tindnd seama de matricele de flexibilitate si de inertie, ecuatia
caracteristica este:

2
N2 36,8973 ;2506442 | -0
EA EA
ale carei radacini sunt:
Ay =27,9201 00\, =8,9772
EA EA

Matricea spectrala va avea forma:

[mZ]:E[O'O358 0 }
m| 0 01114

4. Verificarea pulsatiilor proprii

g5 = u((A]m]) - U([wz]_lj = (B11m1 +022mz) - (A +A2) =

- 36,8973 36,8973 _ 0
EA EA

€% =0

g, = det((A]m]) - det([mz]_lj = m1m2(611622 - 6%2)— A1 -Ay)=

2 2 2
- 250,6442| ™| _~2506443217| ] -=_1217.1074 .|
EA EA EA
£ % = fa____-48610° <01
250,0644(”"}
EA

5. Calculul valorilor (formelor) proprii de vibratie

Prima forma proprie de vibratie se determind rezolvand urmatorul
sistem de ecuatii:
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-9,3053yy1 +6,6963y,4 =0
13,3926y - 9,6376y,1 =0
obtinut prin introducerea matricei de flexibilitate si de inertie si a valorii
proprii
A = 27,9507
EA

in sistemul de ecuatii ale formelor proprii.

Admitand y, =1, rezultd y; 1=0,7196.

Cea de a doua forma proprie de vibratie se determina identic, folosind
cea de a doua valoare proprie

Ay = 8,9772%rezu|ta 'Y2,2 =1y12 =-0,9648.

Matricea modala devine:
[y] _ 0,7196 -0,6948
1 1 '
6. Verificarea formelor proprii de vibratie

Prin aplicarea conditiei de ortogonalitate a celor doua forme proprii de
vibratie se obtine o eroare absoluta:

€3 =M1Y11Y1,2 +M2Y21Y2,2 =
=2m-0,7196 - (-0,6948) + m-1-1 = 4,384 -10"°m
si 0 eroare relativa:

€% =2 -4384.1073 <0,1,
m

atestand corectitudinea valorilor ordonatelor formelor proprii de vibratie.
Aplicatia 3.5

1. Constituirea matricei de inertie [m]
my 0 1,5 0
[m] = =m
0 ms 0 1
2-3. Determinarea matricei de rigiditate, [k]

Matricea de rigiditate, in coordonatele dinamice ale sistemului oscilant,
se va determina din matricea de rigiditate a structurii in coordonatele
statice, patru rotiri: Zs....Zg si doud translatii, pe directia gradelor de
libertate: Z; si Z,, figura 3.4, prin procedeul de condensare.
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Daca se noteaza matricea de rigiditate a structurii cu [R], aceasta are
forma:

M1 f2 | N3 Ma hs fe
1 M2 | M3 g Iy g

e e[ 0]

I
|
I
Te1 Te2 | Te3 Tea Tes5 Tee |

in care: r; reprezinta reactiunea din blocajul i, cand in blocajul j se
produce, pe sistemul de baza din metoda deplasarilor, o deplasare egala
cu unitatea, atunci matricea de rigiditate a sistemului oscilant se
calculeaza cu relatia:

K]=[Ri1]- R12JR221 " Ra4 ]

Coeficientii de rigiditate r; se determinia prin scrierea ecuatiilor de
echilibru static pe noduri (ZM:O), in deformate si ecuatii de lucru

i
mecanic virtual, LMV=0, in deplasate, figura 3.10. Constituim matricea
de rigiditate [R], care are forma:

[ 54EI 24E1 6EI 6EI  6EI |
3 =3 - 0 =2 2
a a a a a

Ri:] | Ri>]

_ 24E1 24EL | _GEL _GEI _6EL _6EL
a3 a3 a2 a2 <':12 a2
6E1 6EI . 12EI B 2EI R

- = - 0 = 0

Rl=| 22 2
9 _ 6EI | 14E1 0 2EI
2 a a
R21] | R22]
6EI _ 6EI | 2EI 0 10EI  2EI
a? a2 a 1,5a 1,5a
6E1 _ 6EI | 0 2E1 2EI  10EI
| a? a? a 15a 15a |

care prin condensare ne conduce la matricea de rigiditate a sistemului
oscilant:
[ ]_ EI | 39,90468365 —18,43878389}

"~ 43/-18,43878389 11,738701173
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EI EI 2, 2
~ ) 7l
2EI . . ~
2E1 2FI ) '
a b.
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f. o

Probleme rezolvate. Sisteme cu n GLD - Vibratii libere

d A
s
/]
4El
——
a
2EI
a
e.

Fig.3.10.b

Ms
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4ET
w%{ a

21

M4

C. A o

Fig. 3.10.c
4. Calculul valorilor proprii, w;

Introducadnd matricele de inertie si de flexibilitate, deduse la punctele 1,
2 si 3 in ecuatia caracteristica (3.24) se obtine:

EI| 39,90468365 -18,43878389 _ w2m 15 0 _0
a3 |-18,43878389 11,73870177 0 1|

si prin dezvoltarea determinantului:

2
1,5m2w* - 57,51273625"‘—3')5%2 + 128,4404277[E—;J -0

a a
Radacinile ecuatiei de mai sus sunt:

w? =2,381125963 EI3 ,

ma
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©2 = 3596069821 .

ma

5. Constituirea matricei spectrale, [®?]
[coz]— EI [2,381125953 0
" ma3 0 35,96069821
6. Verificarea pulsatiilor proprii
Efectuand produsul matriceal:
[m]‘l[K]— EI | 26,60312243 -12,29052259
- -18,43878389 11,73870173

ma3

verificarea pulsatiilor proprii se efectueaza prin intermediul erorilor
relative, rezulta:

€% = u([m]_l[K])— U(I(‘)z D .100 =0

] K]

sau

det(m]_l[k])— det{w?
det(m] ]

7-8. Determinarea vectorilor proprii, {X;}

€% = :100 = 0

Prin introducerea succesiv a valorilor proprii m%,w% in sistemul de

ecuatii al formelor proprii de vibratie se obtin doua sisteme de ecuatii:

2
(K11 - (Dlml)' X11 +K12X51 =0
2
K21Xq1 + (Kzz - mlmz)- X1 =0

sau

39,90468365 —= - 2,381125953

( EI El
a ma

3 1,5mJ . Xl,l -
El
~18,43878384 — X5, =0
a

~18,43878389 - Xy +
a

N [1 1,73870173 E—3I 2381125953

3 mj-lel =0
a ma
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(39,90468365 E—; —-35,96069821 El

- 1,5m) XKyp -
a ma

~18,43878389 E—3I X2 =0
a
El
~18,43878389 — - X5 +
a

+ (1 173870173 = - 3596069821 - mj Xy2 =0

a3 ma

Rezolvand sistemele de ecuatii ale formelor proprii pentru X,:=1,
respectiv X;,=1, stabilim urmatoarea solutii:

X;,,=0,507494194
Si

X1,2=-1,313643927.
Matricea modala are forma:

0,507494194 -1,313643927
[X]=
1 1

9. Verificarea formelor proprii de vibratie

Aplicam conditia de ortogonalitate:

-
X1} [mlixzf =0
si determinam eroarea absoluta si cea relativa:
€5 = X1,1X1,20My + X5 1X5 oMy =
= 0,507494194(- 1,313643927)-1,5m +1-1-m =1,09-10"°m

_ 1,09-10° - m

=1,09-1077 <0,1.
1-1-m

€%



PROBLEME REZOLVATE

SISTEME CU n GLD - VIBRATII FORTATE

Problema 4.1

Sa se traseze diagramele de eforturi maxime si minime, pentru
urmatoarele structuri, actionate de incarcarile gravitationale si forte
perturbatoare F(t) de tip armonic.

4.2.1 F2(t)=Fo2sin6bt
e
2 h/2
~ o
1 EI m; Fl(t)=F01Sinet
h
2EI 2EI
s z L

Fig. 4.1
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4.2.2
Fa(t)
S ~[
h/2 El
- @ =
Fi(t) El 2
h
2EI 2EI El
TR TR
[
Fig. 4.2
4.2.2
Fi(t) Fa(t)
% mi % m2
\
——@  oa——
1 2
Fig. 4.3
Obs.1. Sistemul dinamic 4.2.1 se va rezolva prin metoda fortelor de
inertie.
Obs.2. Sistemul dinamic 4.2.2 se va rezolva prin metoda matricei de
rigiditate.

Obs.3. Sistemul vibrant 4.2.3 se va rezolva prin efectuarea unei analize
modale.
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Breviar teoretic

RASPUNSUL FORTAT AL SISTEMELOR CU N GLD UTILIZiND
METODA MATRICEI DE FLEXIBILITATE

1. Constituirea matricei de inertie, [m]
my 0

m]=| ™
0 mp,

2-3. Determinarea matricei de flexibilitate, [A]

Elementele matricei de flexibilitate se calculeazd in conformitate cu
urmatoarele etape :

o constituirea celor doua stari de incarcare: reald si virtual3;

o trasarea diagramelor de eforturi - (Mij);
o calculul coeficientilor de flexibilitate si constituirea matricei de
flexibilitate.
4. Calculul pulsatiilor proprii, o
Radacinile urmatoarei ecuatiei caracteristice:
‘wz[A][m] - [11 =0

reprezinta pulsatiile proprii, o;, cu ajutorul carora se constituie matricea
spectrala.
5. Verificarea situatiei de rezonanta 6 = o

In cazul fenomenului de rezonanta, 6 = w;, raspunsul sistemului este
puternic amplificat. Aceasta situatie se poate evita prin respectarea
urmatoarei conditii:

0

1,3<—<0,7 (4.1)
;
6. Constituirea vectorului amplitudinilor fortelor perturbatoare,{F,}.
in cazul excitatiei de tip armonic:
Fx = Fok sin 6t

se constituie vectorul amplitudinilor fortelor perturbatoare:
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{Fo)=1Foxk (4.2)

7. Determinarea vectorului {A.}

Un element al vectorului {A.}, A.;j, reprezinta deplasarea masurata, in
sistemul dinamic, pe directia GLD cand acesta este actionat de
amplitudinile fortelor perturbatoare.

Acest vector se determina cu relatia:
{40} = [A{Fo} (4.3)
8. Determinarea amplitudinilor fortelor de inertie, 1.

Amplitudinile fortelor de inertie se determina prin rezolvarea sistemului
de ecuatii:

[[A]—i[m]-lJ{x}+{Ao}:{o} (4.4)

9. Calculul fortelor dinamice, Fqy
Valorile fortelor dinamice maxime se determina cu relatia:

{Fa} = {I}+{Fo} (4.5)
10. Determinarea raspunsului dinamic in eforturi

Sistemul oscilant se incarca cu ansamblul de forte dinamice aplicate in
dreptul maselor si pe directia GLD si cu fortele gravitationale aplicate in
dreptul maselor si pe directie verticala. Diagramele de eforturi trasate
prin metodele staticii constructiilor, pentru incarcarile de mai sus,
reprezinta raspunsul dinamic in eforturi.

RASPUNSUL FORTAT AL SISTEMELOR CU N GLD UTILIZiND
METODA MATRICEI DE RIGIDITATE

1. Constituirea matricei de inertie, [m]

mq 0 0
[m] =10 m» 0
| 0 0 mp |

2-3. Determinarea matricei de rigiditate, [K]
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Aflarea elementelor matricei de rigiditate presupune parcurgerea
urmatoarelor etape:

o constituirea sistemului de baza dinamic (sistemul oscilant cu
deplasarile pe directiile GLD blocate);

o calculul coeficientilor de rigiditate (reactiunile din blocajele GLD
produse de deplasari succesive egale cu unitatea) si constituirea
matricei de rigiditate.

4. Calculul pulsatiilor proprii, ;
Radacinile ecuatiei caracteristice:
‘[K] - wz[ml =0
reprezintda pulsatiile proprii, cu ajutorul carora se constituie matricea
spectrala.
5. Verificarea situatiei de rezonanta, 6=w;

Fenomenul de rezonantda (6=w;) produce o puternica amplificare a
raspunsului sistemului si pentru evitarea acestei situatii este necesar sa
se respecta conditia:

1,3< 8 <0,7
[
6. Constituirea vectorului amplitudinilor fortelor perturbatoare, {F.}
In cazul excitatiei de tip armonic:
Fr = Fo,k sinot

se constituie vectorul amplitudinilor fortelor perturbatoare:

Fo,1

{Fo} = I:o,k

Fo,n

7. Determinarea vectorului {R,}

Un element al vectorului {R,}, R,; reprezinta reactiunea din blocajul
GLD ce se produce cand sistemul de baza dinamic este actionat de
amplitudinile fortelor perturbatoare.

in cazul in care fortele perturbatoare actioneaza i\in dreptul maselor si
pe directia GLD, atunci:
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{Ro} = -{Fo}. (4.6)
8. Calculul deplasarilor maxime, vy;

Amplitudinile deplasarilor maxime, care se produc pe directiile GLD,
reprezinta solutiile sistemului de ecuatii:

(<]~ 8%m]ly} + Ro} = O} (4.7)

9. Determinarea fortelor dinamice maxime, Fy4

Amplitudinile fortelor dinamice maxime se determina cu relatia:

Fab=1_ t=Klv} (4.8)

10. Determinarea raspunsului dinamic in eforturi

Diagramele de eforturi maxime si minime se traseaza aplicand metodele
Staticii Constructiilor in cazul actiondrii sistemului oscilant cu fortele
dinamice maxime, F4, In dreptul maselor si pe directiile GLD si cu fortele
gravitationale aplicate pe directii verticale.

RASPUNSUL FORTAT AL SISTEMELOR CU N GLD UTILIZiND
METODA ANALIZEI MODALE

1. Constituirea matricei maselor, [m]

mq 0

[m] = mp

0 mp

2-3. Determinarea modurilor proprii de vibratii, [0?], [Y]
Se realizeaza urmatoarele:
o stabilirea situatiilor de incarcare;
o calculul coeficientilor de rigiditate;
o determinarea pulsatiilor proprii si constituirea matricei spectrale;
o calculul formelor proprii de vibratie;

o verificarea pulsatiilor si formelor proprii de vibratie.
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4. Verificarea eventualei rezonante, 0=uw;

Pentru evitarea amplificarii raspunsului dinamic, in cazul situatiei de
rezonanta, 6=w;, se impune respectarea conditiei:

13<9 <07

Dacd acest fenomen este greu de evitat atunci in determinarea
raspunsului trebuie inclusd influenta amortizarii sistemului, care se
poate face prin aplicarea metodei analizei modale.

5. Determinarea factorilor de amplificare dinamica, p;
Factorii de amplificare dinamica se determina cu relatia:

by = . (4.9)

2
2 2
1- e—z + 4vi2(ej

w; i

prin introducerea succesiva a pulsatiilor proprii in sistemul de ecuatii de
echilibru.

6. Calculul deplasarilor maxime, y;

Deplasarile maxime masurate pe directia GLD se determina prin
aplicarea principiului superpozitiei cu relatia:

n
0 D FoiYy,
j=1
Yi= D vy . (4.10)

n
i-1 2 2
f > m; Y3,

=1

7. Determinarea fortelor dinamice maxime, Fy

Fortele dinamice maxime se determina cu relatia:

Fd,1 Y1
Fa,2 Y2
Fal=1_" t=k}°
Fo=p. -E
Fd,n Yn

8. Calculul rdaspunsului dinamic in eforturi
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Diagramele de eforturi (maxime si minime) se traseaza prin actionarea
sistemului oscilant in dreptul maselor si pe directia gradelor de libertate
cu amplitudinile fortelor dinamice (Fq4) si pe directia verticala cu fortele
gravitationale utilizdnd metodele staticii constructiilor.

Aplicatii
Aplicatia 4.1
1. Constituirea matricei de inertie, [m]

=[5 g 2]-s7e a0y ] e

2-3. Determinarea matricei de flexibilitate, [A]

Integrand diagramele de momente incovoietoare trasate in figura 4.4,
rezultd urmatoarea matrice de flexibilitate:

[A]_i 3,224819 3,6393475 _10-8 2,9653508 3,3465264 (mN)
"~ EI|3,6393475 7,8013729| 3,3465264 7,1736762

4. Calculul pulsatiilor proprii, o

Matricea spectrala are forma:

[wz]_E 0,101915383 0  [622,657009 0
om 0 0,823634488 | 0 5032,03655

(rad s),
w; = 24,95309618(rads 1)

w, = 70,93684903(rads 1)
5. Verificarea conditiei de rezonantd, 0=w;
Pentru a evita fenomenul de rezonanta, in situatia cand raspunsul
sistemului este puternic amplificat, este necesar sa fie satisfacuta
conditia:
0

0,7>—=>13
W;j

In cazul sistemului oscilant de fat3

S _ge011, 0 - 15
©; 2495309618 ©,  70,93684903

-0,2114

este satisfacuta conditia de mai sus.

6. Constituirea vectorului amplitudinilor fortelor perturbatoare, {F,}
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Pl foaf =7 0

7. Determinarea vectorului {Aq}

_JAoa]| _ 103 [27,8711945
Ao} = {AOZ} =[alFot= 5 {49,924907}

8. Determinarea amplitudinilor fortelor de inertie, 1;.

Introducédnd in ecuatia amplitudinilor fortelor de inertie matricele de
inertie si de flexibilitate, determinate anterior si a pulsatiilor fortelor
perturbatoare

6 =15rads™!,8% = 3,6827586 -1072 %

aceasta devine:
1 3,224819 3,6393475 ~ 1 m 1 1 0f|[I; .
EI|3,6393475 7,8013729 3,6827586-10‘2 EI m|0 1|]|I,

, 10° [27,8711945] _ 0
EI |49,924907 | |0

sau

—~23,92873921, + 3,63934751, +2,78711945-.10% = 0
3,63934751; - 19,352185321, +4,9924907 -10% = 0

Solutiile sistemului de mai sus reprezintd amplitudinile fortelor de
inertie:

1,=1602,972097 (N),
1,=2881,260106 (N).
9. Calculul fortelor dinamice maxime, Fg4
Fa1 = I1+Fo1 = 4,6029721-10% (N)
Fa2 = LL+Fp, = 7,8812601-10° (N),
10. Determinarea raspunsului dinamic in eforturi

in vederea trasarii diagramelor de eforturi dinamice se va incarca
sistemul oscilant cu fortele dinamice si fortele gravitationale. Pentru
sistemul oscilant luat in studiu diagramele de eforturi sunt prezentate in
figura 4.4
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—>
~ 1.75 11
0.88892 1,1 1.3265 ,
—>»
0.5867 0.2723 1.4777
a. b
2.0241 A 2.4458 A
Fdl ¢ Ql Q1¢ Fdl
—>
Q2 & Q2 &
— -
Fd2 Fd2
c d.
A A5
14346.701 14547.4543
554.4966
1457.4543 554.4966
13792.205 13792.205 14346.7018
e. @ f.
T A, . A
28542.861 28542.861
Fig.4.4
Aplicatia 4.2

1. Constituirea matricei de inertie, [m]

_ mq 0 _ 1 0 _ ) 4 1 0
[m]_{o mz}_m{o 1,5}_2,29 10 {0 1,5} (kg)
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2-3. Determinarea matricei de rigiditate, [K]

Conform situatiilor de incarcare prezentate in figura 4.5, prin aplicarea
metodei deplasarilor rezultd urmatoarea matrice de rigiditate:

[k] _EI 34,0503 -8,7935
h31-8,7935 6,14 |
4. Calculul pulsatiilor proprii, ;

Prin rezolvarea ecuatiei caracteristice, se obtin pulsatiile proprii ale
sistemului vibrant cuprinse in matricea spectrala:

[ ] EI {24614 0 }

mh3 35,6822
-
K21
K11
—p
1
a.
A -
Ko
A
1
Ki2
{ -
b.
A -
Fig.4.5

5. Verificarea conditiei de rezonantd, 0=

Pentru valoarea pulsatiei fortelor perturbatoare 6 = 30 rad s rezulta:
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LR = 1,547;i =0,4063
Wq w7

fiind verificata conditia pentru evitarea fenomenului de rezonanta
07>2 513

W;

6a. Constituirea matricei amplitudinilor fortelor

Pl - 2% 0

6b. Constituirea vectorului amplitudinilor fortelor perturbatoare

F
ol = {Fgl} - 104{1} (N).

7. Determinarea vectorului, {Ry}

Fortele perturbatoare actionand in dreptul maselor si pe directia GLD,

rezulta:
R
Roj= {Rgl} = o} = —104{1} (N).

8. Calculul deplasérilor maxime, y;

Introducdnd datele calculate anterior in sistemul de ecuatii al
amplitudinilor deplasarilor ce se produc pe directia GLD:

[k]-62[mDiy}+ Ro} = {0}

se obtine sistemul:

(34,0503E—5,891025£-mJ y;-8,7935EL .y, —10% -0
h3 3 h3

mh
—8,7935E—3I-y1 +(6,14E—§—5,891025E—I3~1,5mj Yo — 104 =0
h h mh

ale carui solutii sunt:

v} = {yl} _ ﬁ{- 1286,000894} |

Yo EI |-5255,342334

9. Determinarea fortelor dinamice maxime, Fq

Fortele dinamice maxime se determina cu relatia:
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{Far=[kI{y>
Ssau.
F }:{Fdl}zg{m,osm —8,7935}&{—1286,000894}
F/ h3|-87935 6,14 |EI |-5255342334

Si

) - 2424136573 | | o
47 1_20959,35307(" V"

10. Determinarea raspunsului dinamic in eforturi

Actionand sistemul oscilant cu fortele dinamice obtinute mai sus, Fig.4.6
se vor trasa prin metodele Staticii Constructiilor, diagramele maxime si
minime, figura 4.7.

QIV

-
Fa1

Fig.4.6
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2.8817-10°
4.2993.10°
3.5858-10°
6
1.11736-10 5 5048 . 106
4.7594 .10°
e'
A - -

3.271-10° 3.181-10°

2.8817 -10° 4.7594 .10°
1.11736-10° | 2.5048.10°
47594 .10°
f.
A ”

3.271-10° 3.181-10°
Fig.4.7

Aplicatia 4.3

1. Constituirea matricei de inertie, [m]

=™ O _m P % 220.10412 O, (ke).
0 m 0 1 0 1

2-3. Determinarea modurilor proprii de vibratie

83

Utilizand diagramele de eforturi trasate in figura 4.8, matricea de

flexibilitate va avea forma:
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41 2

1112 9
[A]_ 6EI _3 % ’
9 81
iar matricea de rigiditate:
[k]: [A]‘l :@. 1 [9856 2016
13 3160|2016 3321

Prin rezolvarea ecuatiei caracteristice se determina matricea spectrala:
[wz]— EI [5,0939323 0
 mi3 0 15,60709

iar solutiile ecuatiilor formelor proprii adimensionale constituie matricea
modala:

y]=| Y1t Y12 | {— 0,3165653 2,4299277}
Y21 Y22 1 1 '

4. Verificarea conditiei de rezonanta
Pentru valoarea pulsatiei fortei perturbatoare 6 = 30 rad s rezulta:

9 _ 2,24921,i =1,049

Of w3
Cel de-al doilea raport nu respecta conditia:

0,7> i >13,
w;

rezulta ca amortizarea sistemului oscilant trebuie luata in considerare la
determinarea fortelor dinamice si in consecinta vom utiliza analiza
modala.

5. Determinarea factorilor de amplificare dinamica, w
Factorul de amplificare dinamica, pentru:
0= 3Orads’1,92 = 17,175E—I3 ,
ml

corespunzator primului mod de vibratie, se determina cu relatia:
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246295.4626

285139.8515

d 41777259.9605 206432.2163
Qi -F
4 i 17 d1 l Qo -Fa2

3 e I ]

164147.6591 206331.7093 378824.6906

407731.7469

1 1
M1 > = >
L 17,1752 17,175 EL
w? w? 1- M| +4 0,052 M
50939323 — 50939323 —
m m
a.
55
168 1,1 16
J l 168
] - 0
48.5 | 6
168 168
b.
81 81 81
ﬁ A ] ]
32
81
C.
497341.796/1
220670.9583
4 Qi +Fa1 ¢ Q2 +Fg2

Fig. 4.8
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si prin efectuarea calculelor, rezulta:
n1=0,420387784.
Pentru cel de-al doilea mod propriu de vibratie, rezulta:

s = 1 - 6,884756168 .

2
2 2

[1 - GZJ + 4v?2 %
w3 w3

6. Calculul deplasarilor maxime, vyj;.

Deplasarea ce se produce pe directia primului grad de libertate dinamica
se determina cu relatia:

Y1,2F0,1 +¥2,2F0,2
2 2 2 )
"’z(mlyl,z +M2Y30

Y11Fo1 +Y2,1F0,2
2 2 2
w (m1y1,1 + m2y2,1)

Y1 =Y11 M1 +Y1,2 “H2

si prin introducerea datelor numerice se obtine:
y1=1,1873259-10> m.
Deplasarea masurata pe directia GLD rezulta:
Y1,1Fo,1 +Y2,1F0,2 Uy Yas Y1,2Fo0,1 +Y2,2F0,2
w3lmiyd; +may3, )  wilmiyi, +mav3,)

=7,671761-10"%m

Y2 =Y21

7. Determinarea fortelor dinamice maxime, Fy4
Fq 30187,39235
Fal={ 0 = kY1 = (N)
Fa,2 Yo 11258,97914
8. Calculul raspunsului dinamic in eforturi

Diagramele finale sunt trasate in figura 4.7.c si d.



PROBLEME PROPUSE

SISTEME CU n GLD - VIBRATII LIBERE
SI FORTATE

Probleme propuse spre rezolvare:

2.1 Sa se determine modurile proprii de vibratie pentru sistemele
desenate in continuare.

. o
JOIS.I | o LO'ZS.IL 0.25.1], 0.5

Fig.2.1
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0.25-1 L

Fig.2.3
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0.5-|/ [ { ‘0.5-|/
/1
00 my my
ey e
L@ @
PR S S A B
Fig.2.4

2.2 Sa se traseze diagramele M, T, N, maxime si minime pentru
sistemele dinamice prezentate mai jos.

my

F(f) = F02 sin 6t
h
F(f) = FOl sin Bt my
@
h
1.5.1
1

Fig.2.5
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F(t) =Fgq1 sinbt F(t) = Fg3 sinBt
F(t) = Fgo sinBt

WEWQM mlmwﬁgés%

05'u05' \ 05|?05| Lo. |

05|\

Fig.2.6

F(t) = F02 sinBt

F(t) = Fyy SinBt % %
my my

,/\(\;7&77 ‘ 4@74
. mq
F(t) = Fgo sin6bt h
/\(& .ﬂ @,4
F(t) = Fpy sinbt my
h
|

Fig.2.8
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