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CURSUL 1 

STABILITATEA ŞI DINAMICA 
CONSTRUCŢIILOR 

 
1.1.Generalităţi 

Obiectul de studiu “Stabilitatea şi Dinamica Construcţiilor” se 
predă studenţilor, care aprofundează profilul construcţii, în anul al III-
lea, semestrul 6, pe durata a 14 săptămâni. 

Disciplina se compune din trei părţi distincte:   
a) Dinamica Construcţiilor; 
b) Stabilitatea Construcţiilor şi 
c) Calculul de Ordinul II. 

Dinamica construcţiilor este o ştiinţă ce face parte din 
Mecanica construcţiilor, alături de: Mecanica Teoretică, Rezistenţa 
Materialelor, Statica Construcţiilor, Teoria Elasticităţii etc. Are ca obiect 
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de studiu echilibrul dinamic al structurilor, exprimat prin metode 
specifice pentru aflarea stării de efort şi deformaţie, produsă de acţiuni. 

Scrierea ecuaţiilor de echilibru se face aplicând principiul lucrului 
mecanic virtual, principiul lui D’Alembert, ecuaţiile lui Lagrange de speţa 
a doua sau principiul lui Hamilton. 

Stabilitatea Construcţiilor şi Calculul de Ordinul II. 
Exprimarea echilibrului unei structuri în raport cu poziţia sa deformată, 
face obiectul de studiu  al stabilităţii şi calculului de ordinal II. 

Calculul de stabilitate constă din identificarea naturii echilibrului 
poziţiei deformate a unei structuri. Mărimile eforturilor axiale sunt 
necunoscute. 

Calculul de ordinul II al unei structuri de rezistenţă, constă din 
determinarea stării de tensiune şi deformaţie prin exprimarea 
echilibrului în raport cu poziţia sa deformată. În calculul de ordinul II, 
sarcinile transversale şi eforturile axiale se presupun cunoscute. 

1.2. Dinamica construcţiilor 

1.2.1. Acţiuni. Sistem. Răspuns 

Abordarea sistemică a problemelor din Dinamica Structurilor 
presupune definirea sistemului vibrant, a acţiunilor şi a răspunsului. 

Acţiunea reprezintă o cauză care produce, în elementele unei 
structuri de rezistenţă a unei construcţii, eforturi şi tensiuni, deplasări şi 
deformaţii, pulsaţii etc. Pentru calcul, acţiunea se reprezintă sub formă 
de forţe şi deplasări, caracterizate cantitativ prin parametri 
corespunzători. 

Acţiunea dinamică reprezintă o cauză rapid variabilă în timp, ce 
se manifestă asupra unui sistem dinamic, generând eforturi inerţiale. 
Exemple de acţiuni dinamice: 

a) acţiuni produse de utilaje şi echipamente: maşini unelte, 
motoare cu mechanism bielă – manivelă, prese şi maşini 
de forat, concasoare şi mori (din industria materialelor de 
construcţii); 

b) sarcini mobile: trafic, autovehicule, poduri rulante, 
vagoane de cale ferată etc.; 

c) acţiunea vântului; 
d) acţiunea seismică; 
e) explozii. 

Sistem. Un Sistem vibrant este constituit din structura propriu-
zisă a unei construcţii la care se ataşează mase distribuite (după o 
anumită lege) şi/sau mase concentrate. 
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Orice structură este capabilă, sub acţiunea unor cauze cu 
caracter dinamic (variabile în timp), să efectueze mişcări relative în jurul 
unei poziţii de echilibru. Acest fenomen se datorează faptului că 
structura posedă proprietăţi inerţiale (mase concentrate şi distribuite) şi 
elastice (definite prin flexibilitate sau rigiditate). 

Deoarece mişcarea unui asemenea sistem se repetă, în timp, 
după anumite legi de variaţie, tipul de comportament al sistemului se 
numeşte mişcare vibratorie sau vibraţie. 

Răspuns. Răspunsul dinamic liber caracterizează mişcarea unui 
sistem vibrant în anumite condiţii iniţiale (deplasare sau viteză), după ce 
a încetat cauza care a produs mişcarea. 

Răspunsul dinamic forţat caracterizează  mişcarea unui sistem 
dinamic pe timpul istoric al aplicării acţiunii dinamice. Răspunsul dinamic 
se exprimă în mărimi cinematice fundamentale: deplasări, viteze şi 
acceleraţii sau derivate: energii, forţe generalizate, eforturi, tensiuni şi 
deformaţii. 

Obiectul de studiu al Dinamicii Structurilor îl constituie 
identificarea  relaţiilor existente între acţiunile dinamice, parametrii de 
definire a sistemului vibrant şi răspunsul dinamic al acestuia. 

1.2.2. Aspecte fundamentale în Dinamica Structurilor 

Cele trei probleme fundamentale ale Dinamicii Structurilor sunt 
următoarele: 

a) Analiza; 
b) Sinteza şi 
c) Identificarea. 

Analiza. Prin analiza unui sistem vibrant se înţelege determinarea 
caracteristicilor de răspuns ale acestuia când se cunosc: acţiunea şi 
caracteristicile sistemului. 

Sinteza. Sinteza unui sistem dinamic reprezentă modul cel mai 
complex de a trata problemele de dinamică. Se pune problema 
determinării caracteristicilor fizice ale sistemului cunoscând: acţiunea şi 
răspunsul. 

Identificarea excitaţiei.  În cazul în care se cunosc caracteristicile 
sistemului dinamic şi răspunsul acestuia, se poate determina acţiunea 
aplicată pe sistem. Sistemul joacă rolul unui instrument de măsură. 

1.2.3. Clasificarea mişcărilor vibratorii 

Mişcările vibratorii pot fi clasificate din mai multe puncte de 
vedere, funcţie de cauza care produce vibraţia, forţele de rezistentă, de 
excitaţie etc. 
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a) După reprezentarea analitică: 

i. vibraţii armonice – mişcări reprezentate prin funcţii 
trigonometrice; 

ii. vibraţii periodice – mişcări care se repetă identic după 
un interval de timp, T, numit perioadă de vibraţie; 

iii. vibraţii descrescătoare – amplitudinile mişcării  se 
micşorează în timp; 

iv. vibraţii crescătoare – amplitudinile mişcării cresc în timp. 

b) După cauza care produce vibraţia: 

i. vibraţii libere – produse de un şoc (condiţii iniţiale: viteză 
şi deplasare). Cauza dispare şi sistemul vibrează liber, pe 
toată durata mişcării sistemul înmagazinează energie; 

ii. vibraţii forţate – sunt produse de o excitaţie perturbatoare 
exterioară independentă de caracteristicile sistemului 
vibrant. Sistemul înmagazinează energie pe toată durata 
mişcării; forţele perturbatoare pot fi armonice, periodice 
sau oarecare; 

iii. vibraţii parametrice – sunt produse de vibraţia periodică a 
unui parametru al mişcării: masa, constanta elastică sau 
amortizarea, care sunt variabile în timp; 

iv. vibraţii autoexcitate – produse de cauze interne ale 
sistemului; 

v. şocul – caracterizează un fenomen extrem de rapid şi de 
mare intensitate; dacă şocul este de foarte scurtă durată 
vibraţia se transformă în vibraţie liberă. 

c) După forţa de rezistenţă: 

i. vibraţii neamortizate – forţele de frecare sunt mici şi se 
neglijează; 

ii. vibraţii amortizate – forţele interioare nu se pot neglija şi 
în interiorul sistemului se produc disipări importante de 
energie. 

d. După modul de exprimare a excitaţiei sau a răspunsului: 

iii. vibraţii deterministe – orice mărime ce caracterizează 
vibraţia poate fi determinată, la un moment dat, 
cunoscând funcţia prin care este reprezentată vibraţia; 

iv. vibraţii aleatoare (nedeterministe) – mărimile 
caracteristice ale vibraţiei sunt determinate pe baze 
probabilistice. 
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1.2.4. Modelarea sistemelor 

Structurile de rezistenţă ale construcţiilor sunt sisteme cu masă 
distribuită continuu după a anumită lege. Caracteristicile acestor sisteme 
pot defini un model fizic şi un model matematic. 

Modelul fizic este compus din schema statică a structurii, obţinută 
prin reducerea elementelor de construcţie la axele sale, de exemplu: 
grinzi simplu rezemate, grinzi cu console, grinzi cu zăbrele, arce, cadre 
etc., la care se ataşează mase concentrate sau distribuite (după o 
anumită lege). Modelul astfel obţinut, poartă denumirea de sistem 
dinamic sau vibrant. În fiuriel 1.1, 1.2. şi 1.3. sunt prezentate exemple 
de modelări dinamice. 

l/4

c

b
l/2 l/4

m

 
Fig.1.1. Grinda simplu rezemată: 

a. grinda propriu – zisă cu masă distribuită; b. schema statică a 
grinzii, c. sistemul dinamic (vibrant) cu masă  concentrată 

  
 

b. c.

m

m

d.

m1

m2

m

a.

Fig.1.2. Grinda încastrată :
a. grinda propriu – zisă cu masă distribuită;  b.,  c. şi d. sisteme

dinamic e (vibrante ) cu masă  concentrată  
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Orice sistem vibrant este capabil, sub acţiunea unor cauze cu 
caracter dinamic (variabil în timp), să efectueze mişcări relative în jurul 

b.

Fig. 1.3. Cadru static nedeterminat: a. cadru propriu-zis; 
b., c. sisteme dinamice 

a.

m

c.

m1 m 2

 
unei poziţii de echilibru. Acest fenomen se datorează faptului că modelul 
posedă caracteristici elastice şi inerţiale. Caracteristicile elastice sunt 
definite prin rigidităţi şi/sau flexibilităţi. Cele inerţiale sunt statuate prin 
mase concentrate sau/şi distribuite. 

Mişcarea care se repetă, în timp, după o anumită lege se 
numeşte vibraţie sau mişcare vibratorie. Mişcarea vibratorie după o 
anumită perioadă de timp încetează datorită caracteristicilor de 
amortizare ale sistemului dinamic.  

Modelul matematic este constituit din ecuaţiile de echilibru 
dinamic al modelului vibrant. 

1.2.5. Coordonate dinamice 
 Poziţia instantanee a unui sistem vibrant, în orice moment al 
mişcării, poate fi determinată printr-o infinitate de parametri 
independenţi sau coordonate dinamice, numite şi grade de libertate 
dinamică (notate, pe scurt, GLD). 

 Deplasările măsurate pe direcţia GLD reprezintă nenoscutele 
fundamentale ale Dinamicii Structurilor. 
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 În vederea simplificării modelului dinamic, sistemul dinamic cu 
masă distribuită poate fi transformat, presupunând un anumit grad de 
aproximare, într-un sistem cu mase distribuite. Gradul de aproximare 
este cu atât mai mare cu cât numărul de mase este mai mic. 

 Pentru un sistem static, numit şi model static, se pot evidenţia 
caracteristicile statice, definite prin intrermediul gradului de 
nedeterminare statică, notat – GNS şi gradul de nedeterminare 
cinematico-elastică, GNCE, figura 1.4. 

x

y

θ

Fig. 1.4. Poziţia iniţială şi deplasată a unui cadru; 
 x, y şi θ – coordonate statice  

 Prin grad de nedeterminare statică, al unei structuri static 
nedeterminată, se înţelege numărul minim de legături care trebuie 
suprimate pentru ca structura să devină static determinată. Se 
determină cu relaţia: 

 ( ) crlGNS 3−+=  (1.1) 

sau  
 skGNS ∑−= 3  (1.2) 

unde:  l reprezintă numărul de legături simple interioare, 
           r – numărul de legături simple din reazeme; 
           k – numărul de contururi distincte; 
           s – numărul de legături simple lipsă unui contur pentru ca acesta 
să fie de trei ori static nedeterminat; 
           c – numărul de corpuri.   

 Prin grad de nedeterminare cinematico-elastică a unei structuri 
se înţelege posibilităţile distincte de deplasare a nodurilor. Se stabileşte 
cu relaţia:  

 NGNCE ∗= 3 , (1.3) 
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pentru structuri  plane şi cu formula     

 NGNCE ∗= 6 , (1.4) 

pentru structuri spaţiale.   

 Gradul de nedeterminare cinematico-elastică a unei structuri se 
poate determina şi cu relaţia:  

 gNGNCE += , (1.5) 

 ( )rlcg +−∗= 3 , (1.6) 

unde:  N reprezintă numărul de noduri rigide, 
 g – numărul de grade de libertate, care se determină pe o 
structură obţinută din structura dată (static nedeterminată) prin 
introducerea de articulaţii în nodurile rigide şi în reazemele încastrate; 
 c, l, r – idem relaţia (1.1). 

 Gradul de libertate dinamică se determină cu relaţiile: 

 NGLD ∗= 3  (1.7) 

pentru sisteme dinamice plane şi 

 NGLD ∗= 6 , (1.8) 
pentru sistemele dinamice aflate într-o stare spaţială de comportare, 
unde N reprezuntă numărul de mase concentrate, sau cu formula: 

 ∞=GLD , (1.9) 

în cazul sistemelor dinamice cu mase distribuite după o anumită lege de 
variaţie. 

Asemănarea dintre relaţii (1.3) şi (1.6), respectiv (1.4) cu (1.7) 
ne relevă faptul că gradul de nedeterminare cinematico-elastică, 
determinat pentru un model static, este egal cu gradul de libertate 
dinamică, dacă sistemul dinamic, pe care de determină GLD, este 
obţinut prin concentrarea maselor în nodurile rigide ale modelului static, 
figura 1.5.  

Referitor la relaţile (1.6) şi (1.7) este de menţionat faptul că la 
acordarea numărului de grade de libertate dinamică se va lua în 
considerare numai deplasările importante. Astfel, în cazul situaţiilor din 
figura 1.6, numărul real al gradelor de libertate este mai mic decât cel 
obţinut din calcul, aplicând relaţia (1.6), deoarece unele deplasări 
dinamice sunt nesemnificative în comparaţie cu altele. 
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1.2.6. Sistem dinamic (vibrant) 

Asocierea următoarelor caracteristici fundamentale: 

a) inerţială (generată de mişcare); 
b) disipativă (generată de capacitatea de amortizare); 
c) elastică, datorată de proprietăţile de deformabilitate ale 

sistemului, care nu se modifică pe toată durata mişcării, 

se numeşte (reprezintă un) sistem dinamic (model dinamic, sistem 
vibrant). 

 

1x

2y

3θ 6θ

4x

5y

Fig. 1.5. Model static şi model dinamic. Comparaţie între gradele 
de nedeterminare cinematico-elastice şi gradele de libertate dinamică: 

a. structura deformată a modelului static se caracterizează 
prin GNCE = 6 (două noduri a câte trei deplasări); 

b. modelul dinamic defineşte GLD = 6 (două mase a câte 3GLD) 

)t(x1

)t(y2

)t(θ3 )t(θ6

)t(x4

)t(y5

a.

b.
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GLD=3, conform relatiei (1.6.)
GLD=3, acordate

1

2

1m

2m

1

2

1

2
c.

1

2m1m
b.

1 2

GLD=3, conform relatiei (1.6.)
GLD=1, acordat

GLD=6, conform relatiei (1.6.)
GLD=2, acordate

GLD=2 acordate GLD=2, acordate

d. e.

Fig. 6. Modalităti de acordare a gradelor de libertate dinamică 
 pentru diverse modele dinamice  

 
 Cel mai simplu sistem dinamic poate fi obţinut prin asamblarea 
unei mase cu un element elastic caracterizat prin flexibilitate, notată δ 
sau rigiditate, notată k, în anumite condiţii de fixare în plan sau spaţiu, 
figura 1.7. 
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a.

1GLD

b.

x(t)

Fig. 1.7. Sisteme dinamice cu 1GLD 

m

k
x(t)

k m

 

a.

b.

x(t)

Fig. 1.8. Sisteme dinamice complete cu 1GLD 

m

k
x(t)

m

k

c

c

x(t)

mk

c

 

În Dinamica Structurilor pentru realizarea sistemelor dinamice se 
utilizează o serie de modele reologice, printre care menţionăm: modelul 
Hooke, modelul Newton, modelul Kelvin – Voigt, modelul Maxwell etc., 
figura 1.9.  

Descrierea analitică a comportării unui sistem dinamic se 
realizează pe baza unui model matematic. 

Masa. Masa a fost definită de Newton ca o noţiune care reflectă 
proprietăţile generale şi obiective de inerţie şi gravitaţie ale materiei. 
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Fig. 1.9. Modele reologice: a. Hooke; b. Newton;  
c.Kelvin-Voigt; d. Maxwell 

k

c

k
ckc

a. b. c. d.

 

Masa se determină cu relaţia: 

 Vρm ∗= ,[kg] (1.9) 

unde:  ρ reprezintă densitatea materialului, [kg m-3]; 
 V – volumul materialului, [m3]. 
 Masa se poate calcula şi cu relaţia: 

 
γ
G

ρm = , [kg] (1.10) 

în care: γ reprezintă greutatea specifică a materialului, unitatea de 
măsură: [N m-3]; 
 G – greutatea corpului, unitatate de măsură: [N]. 

 Egalând relaţiile (1.9) şi (1.10) rezultă:  

 
γ
G

ρVρ =  

sau  

 
γ

mg
ρ

γ
G

ρV == , 

în final: 

 
g
γ

Vm = . (1.11) 

           
 Relaţia (1.11) se utilizează pentru determinarea masei prin 
intermediul volumului materiei, V, greutatea specifică a acesteia, γ şi 
acceleraţia gravitaţională, g.   
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 Caracteristica disipativă. În cazul amortizării vâscoase, 
caracteristică disipativă se evidenţiază prin intermediul coeficientului de 
amortizare vâscoase, notat c. Considerând forţa de amortizare 
proporţională cu viteza prin intermediul coeficientului de amortizare, 
aceasta se determină cu relaţia: 

 vcFa ∗=  (1.12) 

unde: Fa reprezintă forţa de amortizare, [N]; 
          v – viteza, [ms-1]; 
          c – coeficientul de amortizare vâscoasă. 

a1

1GLD

a2

1 GLD
m

b1

1,1

a3

δ

b2

δ

1,1

b3

δ
Fig. 1.10. Sisteme vibrante. Situaţii de încărcare pentru determinarea 

flexibilităţii, δ.  
Din relaţia (1.12) se exprimă coeficientul de amortizare: 
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v
F

c a=  (1.13) 

şi apare evidentă că unitatea de măsură este: [N m-1s] sau [kg s-1].  

 Caracteristica elastică. Flexibilitatea, notată δ, se defineşte ca 
fiind deplasarea măsurată pe direcţia gradului de libertate dinamică a 
unui sistem vibrant, produsă de o forţă egală cu unitatea aplicată în 
dreptul masei şi pe direcţia GLD. Se calculează cu relaţia Mohr - 
Maxwell: 

 dx
EI

)x(M)x(M
δ ∫

∗
∑= , [m N-1] (1.14) 

În figura 1.10. sunt prezentate diverse situaţii de încărcare 
pentru calculul flexibilităţii. 

 Rigiditatea reprezintă, în cazul unui sistem vibrant cu 1 GLD, 
forţa care acţionând în dreptul masei şi pe direcţia GLD, produce pe 
această direcţie o deplasare egală cu unitatea, figura 1.11. 

Rigiditatea este inversul flexibilităţii. Rezultă relaţia: 

 1=∗ kδ . (1.15) 

Apare evident că unitatea de măsură a rigidităţii este: [N m-1]. 
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s

Pentru aflarea numărului de grade de nedeterminare statică a 
unei structuri se foloseşte şi relaţia: 

 akGNS •−−•= 23  (1.2) 

unde: k reprezintă numărul de conturi închise; 
         3 - numărul de nedeterminări simple introduse de un contur 
închis; 
         a – numărul de articulaţii simple. Articulaţia simplă leagă două 
bare între ele. Într-un nod cu n bare articulate între ele sunt n-1 
articulaţii simple; 
 s – numărul reazemelor simple. 

 Obs.  1. Orice articulaţie simplă interioară sau cu terenul 
reprezintă o legătură mai putin, deci existenţa unei articulaţii simple 
reduce gradul de nedeterminare statică cu o unitate 

 2. Un reazem simplu reprezintă două legături simple mai puţin 
fată de încastrare, deci reduce cu două unităţi gradul de nedeterminare 
statică. 

 În cazul determinării numărului de grade de libertate a unui 
cadru se poate utiliza şi relaţia: 

 sabg −•−•= 23  (1.3) 

în care: b reprezintă numărul de bare dintr-un mecanism (sistem 
cinematic cu un singur grad de libertate cinematică); 
     3 – numărul de grade de libertate ale unui corp în plan, deci 
pentru b bare care alcătuiesc o structură vor exista 3b grade de 
libertate; 
     a – numărul de articulaţii simple; 
     2 – numărul de legături simple introduse de o articulaţie în 
plan; 
     s – numărul de legături simple (reazeme simple – legături 
simple cu terenul). 
 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 2 

SISTEME CU UN GRAD DE  
LIBERTATE DINAMICĂ 

 
2.1. Vibraţiile libere ale sistemelor cu 1GLD 

 2.1.1. Ecuaţii de echilibru  

Ecuaţiile de echilibru care guvernează mişcările unui sistem cu 1 
GLD, figura 2.1, se deduc prin exprimarea echilibrului dinamic 
instanteneu. Echilibrul dinamic, conform principiului lui d’Alembert, se 
reduce la un echilibru static prin includerea şi a forţei de inerţie. 
Echilibrul dinamic se exprimă în raport cu poziţia de echilibru static al 
sistemului vibrant. 
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u(t) x(t)

b.

u(t)

m

a.

F(t) m

x(t)

Fig.2.1. Modalităţi de acţionare a sistemelor cu 1GLD: 
a. aplicarea directă a acţiunii, b. aplicarea indirectă a acţiunii 

   

Forţele care intervin în ecuaţiile generale de condiţie sunt incluse 
în două categorii: 

a. forţe active, care întreţin mişcarea, clasificate în: 
i. acţiuni exterioare; 
ii. forţe de inerţie, generate de masele în mişcare; 

b. forţe pasive, care se opun mişcării, numite şi forţe de 
rezistenţă, generate de caracteristicile elastice şi disipative 
generate de amortizare, distingem: 

i. forţa elastică; 
ii. forţa de amortizare. 

Acţiunile exterioare care se manifestă asupra sistemelor cu 1GLD 
se pot clasifica în două categorii, în acest sens nominalizăm: 

a. acţiuni aplicate direct pe sistem, figura 2.1.a, notate F(t); 
b. acţiuni aplicate indirect prin intermediul unei deplasări 

aplicate bazei de rezemare a sistemului, figura 2.1.b, notate 
u(t). 

Forţele care participă la echilibrul dinamic instantaneu, în cazul 
acţiunilor aplicate direct pe sistem, figura 2.1, sunt următoarele: 

a. forţa de inerţie: 
i. notaţie -  Fi(t); 

ii. relaţie de calcul: 

 )t(xm)t(Fi &&−= ; (2.1) 
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iii. unitate de măsură – [N], 
unde : m reprezintă masa concentrată a sistemului vibrant; 
           x(t) – deplasarea dinamică instantanee; 
           - acceleraţia; )t(x&&

b. forţa de amortizare: 
i. notaţie -  Fa(t); 

ii. relaţie de calcul: 

 )t(xc)t(Fa &−= ; (2.2) 

iii. unitate de măsură – [Kgs-1], 
în care:  reprezintă coeficientul de amortizare vâscoasă; c
              - viteza; )t(x&

c. forţa perturbatoare: 
i. notaţie -  F(t); 

ii. relaţie de calcul, în cazul acţiunilor armonice: 

 t θsinF)t(F 0= ; (2.3) 

iii. unitate de măsură – [N], 
unde: F0 reprezintă amplitudinea forţei perturbatoare, măsurată în [N], 
         θ – pulsaţia proprie a forţei perturbatoare, măsurată în [rad s-1]; 

d. forţa elastică: 
i. notaţie -  Fe(t); 

ii. relaţie de calcul: 

 )t(kx)t(Fe = ; (2.4) 

iii. unitate de măsură – [N], 
în care: k reprezintă rigiditatea măsurată în [Nm-1]. 

Obs.: În cazul aplicării indirecte a acţiunilor pe sistemul vibrant, 
prin intermediul deplasării bazei sistemului, de exemplu producerea unei 
mişcări seismice, forţa de inerţie se determină cu relaţia: 

 ))t(u)t(x((m)t(Fi &&&& +−= , (2.5) 

unde: m )t(u)t(x( &&&& +  reprezintă acceleraţia absolută instantanee. 

 Ecuaţiile mişcării vor fi: 

a. în cazul aplicării directe a acţiunilor: 

 )t(F)t(F)t(F)t(F iea +=+  (2.6) 

sau introducând expresiile forţelor, relaţiile: (2.2), (2.4) şi (2.5), se 
ajunge la forma: 

 tθsinF)t(kx)t(xc)t(xm 0=++ &&& ; (2.7) 
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b. pentru situaţia aplicării indirecte a acţiunilor: 

 )t(F)t(F)t(F iea =+  (2.8) 

sau înlocuind relaţiile de definire a forţelor, relaţiile: (2.1), (2.2) şi (2.4), 
obţinem 

 )t(um)t(kx)t(xc)t(xm &&&&& −=++ . (2.9) 

2.1.2. Vibraţii libere fără amortizare 

Se consideră un sistem vibrant cu 1GLD, fără caracteristici 
disipative, constituit dintr-o masă şi un element elastic, figura 2.2. Cum 
forţele perturbatoare sunt nule, atunci ecuaţia (2.7) se reduce la forma: 

x(t)

m

k

Fig. 2.2. Model dinamic simplu  

 0=+ )t(kx)t(xm && . (2.10) 

 Prin împărţirea termenilor ecuaţiei prim masă, ecuaţia (2.10) 
devine: 

 0=+ )t(x
m
k

)t(x&& . (2.11) 

 Pentru a defini pulsaţia proprie a sistemului se introduce relaţia: 

 
m
k

ω =2 , (2.12) 

în care: ω reprezintă pulsaţia proprie a sistemului vibrant.  

Ecuaţia (2.10) are alura: 

 . (2.13) 02 =+ )t(xω)t(x&&
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 Deoarece viraţiile unui sistem dinamic, fără a fi acţionat de forţe 
perturbatare, au un caracter armonic, soluţia ecuaţiei (2.13) este: 

 t ωcosCt ωsinC)t(x 21 += . (2.14) 

 Prin derivări succesive se calculează expresiile vitezelor şi 
acceleraţiilor: 

 t ωsinCt ωcosωC)t(x 21 −=& , (2.15) 

 . (2.16) t ωcosωCt ωsinωC)t(x 2
2

2
1 −−=&&

 Constantele 1   se determină din condiţiile iniţiale ale 
mişcării, pentru o deplasare şi o viteză. Deci, la momentul , 
cunoaştem: 

2C
0=t

C  şi

 . (2.17) 




=
=

=
0

0

0
0

0
v)(x
x)(x

t
&

 Introducând condiţiile (2.17) în relaţiile (2.14) şi (2.15) se obţin 
expresiile: 

 
ω
v

C 0
1 = , 02 xC = . (2.18) 

 Cu expresiile (2.18), relaţia (2.14) devine: 

 t ωcosxt ωsin
ω
v

)t(x 0
0 +=  (2.19) 

sau comparând cele două mişcări rezultă: 

 )φtωsin(A)t(x += . (2.20) 

 Amplitudinea mişcării, notată A, se determină cu relaţia: 

 2
0

2
0 x

ω
v

A +







= , (2.21) 

iar faza iniţială a vibraţiei, : φ

 
0

0
v

ωx
arctgφ = . (2.22) 

Derivând succesiv relaţia (2.20) se deduc variaţiile vitezelor şi 
acceleraţiilor sistemului vibrant: 

 )φt ωcos(Aω)t(x +=& , (2.23) 

 . (2.24) )t(xω)φt ωsin(Aω)t(x 22 −=+−=&&
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 Conform relaţiilor de mai sus, viteza este defazată cu  
înaintea deplasării, iar acceleraţia cu π   înaintea deplasării. 

2/π
2/

 În figura 2.3 sunt prezentate reprezentările grafice ale 
expresiilor: (2.20), (2.23), (2.24). 

 

ω
π

T
2

=

A0x

ω
φ

t

)t(x

ω
π

T
2

=

0
2xω

ω
φ

2ωA

)t(x&&

t

ω
π

T
2

=

00 xωv =

ω
φ

ωA
t

)t(x&

Fig.2.3. Sistem cu 1GLD. Reprezentarea grafică 
a deplasărilor, vitezelor şi acceleraţiilor  

 Analizând reprezentările grafice constatăm: 

a. reprezentările definesc vibraţii armonice; 
b. mişcările (deplasări, viteze şi acceleraţii) au aceeaşi pulsaţie 

ω şi, deci, aceeaşi  pulsaţie T; 
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c. vibraţia liberă are un caracter permanent şi de durată infinită, 
datorită absenţei forţei de amortizare.  

Din studiul relaţiei (2.12) rezultă că pulsaţia proprie de vibraţie, 
ω, este o caracteristică intrinsecă a sistemului vibrant, deoarece depinde 
de doi parametri de definire ai sistemului: masa, m şi rigiditatea, k. Se 
determină cu relaţia: 

 
m
k

ω = , (2.25) 

iar dacă înlocuim regiditatea cu flexibilitatea, deoarece kδ=1, rezultă: 

 . (2.26) 1−= )δm(ω

 Pulsaţia proprie de vibraţie reprezintă numărul de vibraţii 
complete care se produc într-un interval de timp egal cu 2π secunde. 

 Perioada proprie de vibraţie se identifică cu timpul minim necesar 
pentru ca o mişcare simplă periodică sau oarecare să se repete identic. 
Se calculează cu relaţia: 

 [s]    ,
ω
π

T
2

= . (2.27) 

 Frecvenţa proprie semnifică numărul de vibraţii complete produse 
într-un interval de timp egal cu o secundă, se determină cu expresia: 

 [Hz] sau ][s   ,
π
ω

T
f 1-

2
1

== . (2.28) 

2.1.3. Etape pentru calculul caracteristicilor proprii ale 
unei vibraţii 

 Pentru determinarea caracteristicilor proprii de vibraţie ale unui 
sistem vibrant se folosesc relaţiile de calcul: (2.25) sau (2.26), (2.27) şi 
(2.28), urmând următoarea eşalonare a calculelor: 

a) Stabilirea sistemului vibrant. Se pleacă de la sistemul 
constructiv real, pentru care se contruieşte modelul static 
(schema statică a structurii), iar prin concentrarea masei într-
o secţiune şi acordarea gradului de libertate semnificativ se 
obţine sistemul vibrant (modelul dinamic), cu un GLD. 

b) Determinarea flexibilităţii sau a rigidităţii sistemului vibrant: 
b.1.) Calculul flexibilităţii, figura 2.4: 

i. notaţii: δ sau f; 
ii. definiţie – flexibilitatea reprezintă deplasarea măsurată 

pe direcţia gradului de libertate dinamică a unui sistem 
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vibrant, produsă de o forţă egală cu unitatea aplicată 
în dreptul masei şi pe direcţia gradului de libertate; 

iii. unitate de măsură – [ ]1−mN ;    
iv. schema de calcul, figura 2.4; 

1GLD

m MD m

MD
1 MS

1

MS

1

MD MS

δ

δ

MD

1

MS

δ

δ

 Fig. 2.4. Modele dinamice şi situaţii de încărcare  

pentru calculul flexibilităţii  

v. relaţie de calcul: 
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 dx
EI

)t(M)t(M
δ

l

∫= 0
. (2.29) 

 Aplicarea relaţiei (2.29) presupune existenţa a două situaţii 
(stări) de încărcare: starea reală şi starea virtuală (fictivă). Starea reală 
a fost definită în figura 2.4. Starea virtuală se constituie din structura 
dată (schema statică, modelul static) acţionată în dreptul masei şi pe 
direcţia pe care dorim să determinăm deplasarea, aici direcţia este tot 
direcţie GLD, de o forţă egală cu unitatea. Rezultă că în cazul sistemelor 
cu 1GLD cele două stări, reală şi virtuală, coincid; 

vi. Metode pentru trasarea diagramelor de eforturi. În 
cazul structurilor static nedeterminate, în vederea 
trasării diagramelor de eforturi – momente 
încovoietoare, se folosesc două metode: a eforturilor 
(a forţelor) şi a deplasărilor (deformaţiilor). 

b.2.) Calculul rigidităţii, figura 2.5: 
i. notaţie: k; 
ii. definiţie – rigiditatea reprezintă forţa care aplicată în 

dreptul masei şi pe direcţia GLD, produce pe această 
direcţie o deplasare egală cu unitatea; 

iii.  unitate de măsură – [ ]Nm 1− ; 
iv. scheme de calcul, figura 2.5. 

 Există două posibilităţi de a afla valoarea unei rigidităţi. Prima 
metodă constă în aplicarea definiţiei. Forţa aplicată pe structură, figura 
2.5.a sau b, notată , necunoscută, determină pe direcţia GLD o 
deplasare egală cu unitatea. Se aplică metoda Mohr-Maxwell şi se 
calculează expresia deplasării produse de forţa , care prin egalare cu 
unitatea evidenţiază o ecuaţie, în care necunoscuta este forţa . Prin 
soluţionarea ecuaţiei se obţine valoarea rigidităţii. 

k

k
k

 A doua cale pentru găsirea valorii rigidităţii constă în blocarea 
deplasării pe direcţia GLD, figura 2.5.c sau d, printr-un blocaj de tip 
reazem simplu, pentru deplasarea liniară sau un blocaj de nod, pentru 
deplasarea unghiulară. Reacţiunea din blocaj (blocaj de nod sau reazem 
simplu), în cazul în care sistemul este acţionat cu o cedare de reazem 
egală cu unitatea, în blocajul introdus fictiv, pe direcţia GLD, reprezintă 
rigiditatea sistemului. 

 Prin introducerea blocajelor (pentru deplasări liniare sau 
unghiulare) sistemul vibrant îşi măreşte nedeterminarea statică, în cazul 
unei structuri static nedeterminată şi devine static nedeterminată, în 
cazul unei structuri static determinată. 
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m

kk

∆ =1 1

MD MS MS

k

1GLD

m MD

k

∆ =1

MS

1

MS

a.

a.

b.

c.b.

c.

Fig. 2.5. Modele dinamice şi situaţii de încărcare  
pentru aflarea rigidităţii: a. model dinamic. b. schemă de calcul cu 

rigiditatea aplicată ca acţiune; c. schemă de calcul pentru  
determinarea rigidităţii ca reacţiune 

  

c) Determinarea pulsaţiei, frecvenţei şi perioadei proprii de 
vibraţie: 

c.1.) În cazul în care se lucrează cu flexibilitatea sistemului, 
pentru aflarea caracteristicilor dinamice se utilizează 
relaţiile: (2.26), (2.27) şi (2.28). 

c.2.) Atunci când se foloseşte rigiditatea în soluţionarea 
unui  sistem   dinamic   cu  un  grad  de  libertate  
dinamic, la calculul caracteristicilor dinamice se folosesc 
expresiile: (2.25), (2.27) şi (2.28). 
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2.1.4. Vibraţii libere cu amortizare vâscoasă 

 Se consideră un sistem vibrant, figura 2.6, definit prin trei 
caracteristici: 

a) masa (inerţială), ; m

b) disipativă, definită prin intermediul coeficientului de 
amortizare vâscoasă, c ; 

c) elastică, coeficientul de rigiditate, k . 

m

x(t)

c

k

Fig. 2.6. Model dinamic complet  

 Un astfel de sistem, supus acţiunii unui şoc: deplasare şi viteză 
iniţiale, întră în vibraţii libere. Dar, deoarece posedă capacitate de 
amortizare, mişcarea sa încetează după un interval de timp, datorită 
producerii unei disipări de energie. 

 În ecuaţia de echilibru dinamic instantaneu intervin următoarele 
forţe: 

a) forţa de inerţie:   
 )t(xm)t(Fi &&−= ; (2.30) 

b) forţa de amortizare: 

 )t(xc)t(Fa &= ; (2.31) 

c) forţa elastică: 

 )t(kx)t(Fe = . (2.32) 

 Ecuaţia de mişcare va avea forma de mai jos: 

 )t(F)t(F)t(F iea =+  (2.33) 
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Se introduce în ecuaţia (2.33) expresiile forţelor, relaţiile (2.30), 

(2.31) şi (2.32), şi se obţine ecuaţia: 

 0=++ )t(kx)t(xc)t(xm &&& . (2.34) 

 Pentru a transforma ecuaţia (2.34) într-o ecuaţie integrabilă, toţi 
termenii ecuaţiei se împart prin masa sistemului, , rezultă: m

 0=++ )t(x
m
k

)t(x
m
c

)t(x &&& . (2.35) 

Se introduc notaţiile: 

 β
m
c 2=  (2.36) 

şi 

 2ω
m
k

= , (2.37) 

iar ecuaţia (2.35) devine: 

 , (2.38) 02 2 =++ )t(xω)t(xβ)t(x &&&

cu ecuaţia caracteristică: 

 , (2.39) 02 22 =++ ωrβr

ale cărei rădăcini sunt: 

 22
21 ωββr , −±−= . (2.40) 

 În funcţie de valoarea discriminantului, distingem următoarele 
cazuri de amortizare în sistemul vibrant: 

a) amortizare critică când este îndeplinită condiţia: 

 ; (2.41) 022 =− ωβ

b) amortizare supracritică: 

 ; (2.42) 022 >ωβ −

c) amortizare subcritică: 

 . (2.43) 022 <ωβ −

 În cazul amortizării critice valoarea coeficientului de amortizare, 
pentru care se anulează discriminantul, poartă denumirea de coeficient 
de amortizare critică, notat . Se introduce expresia (2.36) în relaţia 
(2.41): 

crc

 0
4

2
2

2
=− ω

m

ccr  
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de unde  

 ωmccr 2= . (2.44) 

 Se introduce noţiunea de fracţiune din amortizarea critică, notată 
, care, prin definiţie, reprezintă raportul dintre coeficientul de 

amortizare, c  şi coeficientul de amortiare critică, , astfel: 
ν

crc

 
crc
c

ν =  (2.45) 

sau dacă se introduce în relaţia (2.45), expresiile (2.36) şi (2.44) 
aceasta devine: 

 
ωm
βm

ν
2
2

= . (2.46) 

 Din ultima expresie, se  poate pune în evidenţă o relaţie de calcul 

pentru coeficienul de amortizare , funcţie de fracţiunea din 
amortizarea critică şi pulsaţia proprie: 

β

 νωβ = . (2.47) 

 Mişcarea vibratorie, în cazul amortizării critice, îşi pierde 
caracterul vibratoriu şi poartă deniumirea de mişcare aperiodică. 

Amortizarea supracritică nu este proprie construcţiilor, mişcarea 
sistemului este tot o mişcare aperiodică. 
 Se vor analiza, în continuare, sistemele vibratorii care posedă 
amortizarea subcritică, propriii construcţiilor. Aceste sisteme sunt 
caracterizarte prin: 

 crcc <  

şi 

 1<ν , 
iar rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt imaginare: 

 22
21 βωjβr , −±−= , (2.48) 

unde 1−=j   

şi 

 , (2.49) ∗±−= ωjβr ,21

în care 

 22 βωω −=∗ , (2.50) 
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iar  reprezintă pulsaţia proprie a sistemului vibrant, când se ia în 
considerare amortizarea. 

∗ω

 Soluţia ecuaţiei (2.38) este: 

  (2.51) trtr BeAe)t(x 21 +=

şi  

  (2.52) t)ωjβ(t)ωjβ( BeAe)t(x
∗∗ −−+− +=

sau 

 . (2.53) )BeAe(e)t(x tωjtωjtβ ∗∗ −− +=

 De asemenea, se poate exprima deplasarea prin relaţia: 

  (2.54) tωcosCtωsinC(e)t(x tβ ∗∗− += 21

sau  

 , (2.55) )φtωsin(A)t(x ∗∗ +=

unde 

 2
2

2
1 CCA += , (2.56) 

 
1

2

C
C

ψtg =∗ . (2.57) 

 Constantele de integrare se determină din condiţii iniţiale: 

 , (2.58) 




=
=

=
0

0

v(0)x
xx(0)

  t
&

0

rezultă: 

 
∗

+
=

ω

xνωv
C 00

1 , (2.59) 

 02 xC = . (2.60) 

 Mişcarea descrisă de funcţia (2.55) reprezintă o mişcare 
armonică de pulsaţie  şi amplitudine , care descreşte 
exponenţial în timp şi care se numeşte mişcare pseudoarmonică. 
Reprezentarea unei astfel de mişcări este prezentată în figura 2.7.  

*ω tβAe−

Caracteristicile dinamice proprii ale mişcării sunt: 

a) pulsaţia proprie, calulată cu relaţia: 

 22 βωω* −=  (2.61) 
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∗

∗

ω

φ

0x

∗− A

∗A
tβAe−−

tβAe−− ∗
∗ =

ω

π
T

2

nx
1+nx

nt 1+nt

)t(x

t

Fig. 2.7. Reprezentarea grafică a unei mişcări 
pseudoarmonice 

 

  

şi conform expresiei (2.47) rezultă: 

 21 νωω* −= ; 2.62) 

b) frecvenţa proprie: 

 21 νff* −= ; (2.63) 

c) perioada proprie: 

 
21 ν

T
T *

−
= . (2.64) 

Experimental s-au obţinut valori ale fracţiunii din amortizarea 
critică pentru diferite materiale şi construcţii, acestea sunt prezentate în 
tabelul nr.1. 

                          Tabelul nr.1. Fracţiunea din amortizarea critică 

Construcţii şi terenuri ν , fracţiunea din 
amortizarea critică  

Construcţie cu structura din beton armat monolit 0.02 – 0.14 

Construcţie cu structura din zidărie  0.06 – 0.18 

Construcţie industrială cu structura monolită 0.02 – 0.06 
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Poduri din beton armat 0.03 – 0.016 

Poduri metalice 0.02 – 0.08 

Construcţii masive 0.05 – 0.1 

Terenuri de fundare 0.06 – 0.3 

Nisip compact 0.1 

Analizând valorile din tabel, global, se consideră că pentru 
sectorul de construcţii se poate accepta, referitor la fracţiunea din 
amortizarea critică, valoare: 

 20.ν ≈  (2.65) 

şi, deci  

 . (2.66) TT      ,ff         ,ωω *** =≈≈

 Gradul de amortizare al unei construcţii se defineşte prin 
intermediul decrementului logaritmic, notat ∆ . 

 Decrementul logaritmic al amortizării reprezintă logaritmul 
natural al raportului dintre două amplitudinii succesive decalate de o 
perioadă, figura 2.7. 

 
1+

=∆
n

n

x
x

ln . (2.67) 

Dar, se cunoaşte că 

  (2.68) n
tβ

n Aex −=

si 

 .  (2.69) 11 +
−

+ = n
β

n Aex

 Introducând (2.68) şi (2.69) în (2.67) rezultă 

 *** T
T
π

νTνωTβ
2

===∆  (2.70) 

sau 
 πν2=∆ . (2.71) 

 

 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 3 

                           SISTEME VIBRANTE CU 1GLD 
 

3.1 Vibraţii forţate neamortizate 

 Se consideră un sistem vibrant cu 1GLD acţionat de o forţă 
perturbatoare de tip armonic, figura 3.1. 

 Forţele care îşi fac echilibru sunt: 

a) forţa de inerţie 

 )t(xm)t(Fi &&−= ; (3.1) 
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b) forţa elastică 

 )t(kx)t(Fe = ; (3.2) 

c) forţa perturbatoare 

 tθsinF)t(F 0= . (3.3) 

k

F(t)
m

x(t)

Fig. 3.1. Sistem vibrant acţionat 

de o forţă armonică 
 

 Conform principiului lui d’Alembert ecuaţia de echilibru dinamic 
instantaneu va avea forma: 

 )t(F)t(F)t(F ie +=  (3.4) 

sau înlocuind expresiile forţelor, relaţiile (3.1), (3.2) şi (3.3), în ecuaţia 
(3.4), aceasta devine: 

 tθsinF)t(kx)t(xm 0=+&& . (3.5) 

 Se împarte fiecare termen al ecuaţiei prin masa sistemului 
vibrant şi se obţine o nouă formă a ecuaţiei 

 tθsin
m
F

)t(xω)t(x 02 =+&& .  (3.6) 

 Soluţia generală a ecuaţiei (3.6) este: 

 )t(x)t(x)t(x FL += , (3.7) 

unde:  reprezintă soluţia ecuaţiei omogene corespunzătoare 
vibraţiilor libere şi are forma: 

)t(xL

 tωcosCtωsinC)t(xL 21 += ; (3.8) 
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  - soluţia particulară, corespunde perturbaţiei armonice şi 
reprezintă răspunsul forţat al sistemului, se prezintă sub forma: 

)t(xF

 tθcosNtθsinM)t(xF += . (3.9) 

  Această soluţie, relaţia (3.9), trebuie să satisfacă ecuaţia 
mişcării (3.6). Pentru aceasta, soluţia (3.9) se derivează succesiv de 
două ori: 

 tθcosθNtθsinθM)t(xF −=&  (3.10) 

şi  

 . (3.11) tθcosθNtθsinθM)t(xF
22 −−=&&&

 Introducând expresiile (3.9), (3.10) şi (3.11) în ecuaţia (3.6) se 
obţine: 

 tθsin
m
F

)tθcosNtθsinM(ω)tθcosNtθsinM(θ 022 =+++−  (3.12) 

sau  

 tθsin
m
F

tθcos)θω((Ntθsin)θω(M 02222 =−+− . (3.13) 

Prin identificarea coeficienţilor funcţiilor trigonometrice se 
determină constantele M şi N: 

 
m
F

)θω(M 022 =−  (3.14) 

şi 

  (3.15) 022 =− tθcos)θω((N

sau 

 
)θω(m

F
M

22
0

−
=  (3.16) 

şi  

 0=N  (3.17) 

 Soluţia particulară devine: 

 tθsin
)θω(m

F
)t(xF 22

0

−
= , (3.18) 

iar cea generală: 

 tθsin
)θω(m

F
tωcosCtωsinC)t(X

22
0

21
−

++=  (3.19) 

şi  
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 tθcos
)θω(m

θF
tωsinωCtωcosωC)t(X

22
0

21
−

+−=& . (3.20) 

 Constantele 1 1C  se determină din condiţii iniţiale: C  şi 

 . (3.21) 




=
=

=
0

0

0
0

0
v)(x
x)(x

t
&

 Conform relaţiilor (3.19), (3.20) şi (3.21) rezultă: 

 
)θω(m

F
ω
θ

ω
v

C 22
00

1
−

−= , (3.22) 

 02 xC = . (3.23) 

 Soluţia generală ia forma: 

 )tωsin
ω
θ

tθ(sin
)θω(m

F
tωcosxtωsin

ω
v

)t(X −
−

++=
22

0
0

0 . (3.24) 

În regim staţionar soluţia este: 

 )tωsin
ω
θ

tθ(sin
)θω(m

F
)t(X −

−
=

22
0 . (3.25) 

 Factorul adimensional al relaţiei (3.25) se rearanjează sub forma: 

 0

2

2
0

2

2
2

2

0

2

2
2

0
22

0

1

1

11
Fµδ

ω

θ
(

k
F

)
ω

θ
(ω

ω
k

F

)
ω

θ
(ωm

F

)θω(m

F
=

−

=

−

=

−

=
−

,(3.26)                 

unde  poartă numele de coeficient dinamic sau factor de amplificare 
dinamică, se determină cu relaţia: 

µ

 

2

2
1

1

ω

θ
µ

−

= . (3.27) 

 Cu notaţiile de mai sus, expresia deplasării dinamice,  se 
determină cu relaţia: 

)t(x

 )tωsin
ω
θ

tθ(sinδFµ)t(X −= 0 . (3.28) 

Luând în considerare faptul că vibraţiile proprii se amortizează şi 
fiind caracterizate, după cum rezultă în relaţia (3.28), prin funcţia 

, această relaţie se simplifică devenind: tωsin

 tθsinδFµ)t(X 0= . (3.29) 
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3.2. Vibraţii forţate amortizate 

 Se consideră un sistem vibrant, alcătuit prin asocierea a trei 
caracteristici: inerţială, disipativă şi elastică, acţionat de o forţă 
perturbatoare, figura 3.2. 

k,c

F(t)
m

x(t)

Fig. 3.2. Sistem vibrant complet 
acţionat de o forţă armonică 

 

 tθsinF)t(F 0= . (3.30) 

 Ecuaţia mişcării este: 

 tθsinF)t(kx)x(xc)t(xm 0=++ &&&  (3.31) 

sau 

 tθsin
m
F

)t(x
m
k

)t(x
m
c

)t(x 0=++ &&&  (3.32) 

şi  

 tθsin
m
F

)t(xω)t(xβ)t(x 022 =++ &&& . (3.33) 

 Soluţia generală a ecuaţiei (3.33) are forma: 

 )t(x)t(x)t(x FL += . (3.34) 

 Soluţia vibraţiilor libere este: 

  (3.35) )tωcosCtωsinC(e)t(X **tβ
L 21 += −

sau  

 . (3.36) )φtωsin(Ae)t(x **tβ
L += −

 Soluţia particulară se adoptă de forma: 
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 tθcostθsinM)t(xF += , (3.37) 

 Această soluţie trebuie să verifice ecuaţia (3.33) pentru a 
determina constantele de integrare 

 
tθsin

m
F

tθcosβωNtθsinωM         

)tθsinθNtθcosθM(βtθcosθNtθsinθM

022

22 2

=++

+−+−−
  (3.38) 

sau 

 tθsin
m
F

tθcos)βθM)θω(N(tθsin)βθN)θω(M( 02222 22 =+−+−− .(3.39) 

 Constantele M şi N  se determină prin identificarea coeficienţilor 
funcţiilor trigonometrice din relaţia (3.39): 

 






=−−

=−−

02

2
22

022

βθM)θω(N
m
F

βθN)θω(M . (3.40) 

 Constantele de integrare se determină rezolvând sistemul de 
ecuaţii (3.40), astfel:  

 
22222

0

4
2

θβ)θω(

βθ
m
F

N
−−

−= , (3.41) 

 
22222

22
0

4 θβ)θω(

)θω
m
F

M
−−

−
−= . (3.42) 

 Se introduc constantele (3.41) şi (3.42) în expresia soluţiei 
particulare (3.37) şi se obţine soluţia vibraţiilor forţate: 

 )ψtθsin(A)t(xF 11 −= , (3.43) 

unde  

 22
1 MNA +=  (3.44) 

sau introducând relaţiile (3.41) şi (3.42), rezultă: 

  (3.45) *µFδA 01 =

în care  

 

2

2
22

2

2
41

1

ω

θ
ν)

ω

θ
(

µ*

+−

=  (3.46)           

şi  
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ω
θ
ω
θ

ν

M
N

ψtg
−

=−=
1

2
1 . (3.47) 

Parametrul µ  poartă numele de factor de amplificare dinamică în 
care este inclusă şi influenţa amortizării. 

*

 Soluţia generală are forma: 

 . (3.48) )ψtθsin(µFδ)tωcosCtωsinC(e)t(X **tνω
1021 −++= −

 Constantele 1C şi C  se determină din condiţii iniţiale: 2

 . (3.49) 




−
=

=
0

0

0
0

0
v)(x
x)(x

    t
&

Se deduc constantele: 

 
** ω

β
N

ω

θ
MC −−=1 , (3.50) 

 NC −=2 . (3.51) 

3.3. Etape de calcul pentru trasarea diagramelor de 
eforturi maxime şi minime în cazul vibraţiilor forţate 

 În vederea trasării diagramelor de eforturi minime şi maxime, 
pentru modelele dinamice ale unor structuri, se parcurg următoarele 
etape de calculul: 

a) Se determină rigiditatea sistemului, [ ]1−Nm  k ; 

b) Se calculează pulsaţia proprie de vibraţie, , cu relaţia: ω

m
k

ω = , [ ]1−rads ; 

c) Se determină factorul de amplificare dinamică, µ , aplicând 
relaţia (3.26) sau (3.46), după cum luăm sau nu în considerare 
amortizarea în procedura de calcul; 

d) Se încarcă structura dată, sistemul dinamic, cu amplitudinea 
forţei de inerţie  şi amplitudinea forţei perturbatoare. 

 Dacă forţa perturbatoare este aplicată în dreptul masei şi pe 
direcţia GLD, atunci cele două forţe se însumează formând aşa zisa forţă 
dinamică, notată F , deci: )t(d
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)t(F)t(F)t(F id +=  

sau  
 tθsinF)t(xm)t(Fd 0+−= && , (3.52) 

iar utilizând relaţia (3.29), expresia (3.52) devine: 

  (3.53) tθsinFtθsinθFµδ)t(Fd 0
2

0 +=

ori      
 tθsinFµ)t(Fd 0= . (3.54) 

 Amplitudinea forţei dinamice se calculează cu relaţia: 

 0FµFd = , (3.55) 

în cazul vibraţiilor forţate neamortizate şi cu relaţia: 

 , (3.56) 0FµF *
d =

în cazul vibraţiilor forţate amortizate. 

 Pentru trasarea diagramelor de eforturi minime şi maxime, forţa 
dinamică are dublu sens. 

3.4. Vibraţii forţate produse de forţe perturbatoare în 
alte situaţii de încărcare 

 Se vor analiza mai multe situaţii de încărcare: 
a) Acţiunea unei forţe perturbatoare aplicată pe sistem în altă 

secţiune decât în cea în care este concentrată masa, figura 3.3. 
Pentru aflarea răspunsului în deplasări al sistemului vibrant 

acţionat de o forţă perturbatoare armonică în secţiunea  se utilizează 
relaţiile (3.29), în cazul vibraţiilor forţate neamortizate şi (3.43) 
coroborat cu (3.45), în cazul vibraţiilor amortizate. Rezultă expresiile: 

k

 tθsin)t(Fµδ)t(x k,jkj 0=  (3.56) 

şi 

 . (3.57) )φtθsin()t(Fδµ)t(x k,jk
*

j 10 −=

b) Acţiunea mai multor forţe de aceeaşi pulsaţie, de forma 

 tθsinF)t(F k,k 0=  (3.58) 
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Fig. 3.3. Sistem vibrant încărcat cu o forţă perturbatoare 

j
m

k

xj(t)
1

1

ikδ

iiδ

tθsinF)t(F k,k 0=

 

 Răspunsul în deplasări se calculează cu expresia (3.29), în cazul 
vibraţiilor forţate neamortizate, şi (3.43) coroborat cu (3.45), în 
cazul vibraţiilor amortizate. Se deduc relaţiile: 

  (3.59) ∑
=

=
m

k
k,jkj tθsin)t(Fδµ)t(x

1
0

şi 

 . (3.60) ∑
=

−=
n

k
k,jk

*
j )φtθsin()t(Fδµ)t(x

1
10

c) Acţiunea mai multor forţe perturbatoare de pulsaţii diferite: 
 tθsinF)t(F il,l 0=  (3.61) 

 tθsinF)t(F kk,k 0= . (3.62) 

Pentru aflarea răspunsului în deplasări se folosesc relaţiile (3.29), 
(3.43) şi (3.45). Se găsesc relaţiile: 

 tθsin)t(Fδµtθsin)t(Fδµ)t(x kk,jkkll,jllj 00 +=  (3.63) 

şi 

 , (3.63) ∑
=

==
n

k
kk,jkkj n1,2,.....,k      tθsin)t(Fδµ)t(x

1
0

unde 
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2

2
1

1

ω

θ
µ

k
k

−

=  (3.64) 

şi  

 

2

2
1

1

ω

θ
lµ

l−

= , (3.65) 

referitor la relaţia (3.62) şi 

 

2

2
22

2

2
41

1

ω

θ
ν)

ω

θ
(

µ
kk

*
k

+−

= , (3.66) 

în ceea ce priveşte expresia (3.63). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 4 

                            SISTEME VIBRANTE CU nGLD 

4.1 Vibraţii libere. Metoda forţelor de inerţie sau 
metoda matricei de flexibilitate 

 Se consideră un sistem vibrant cu nGLD. Sistemul este alcătuit 
dintr-o grindă simplu rezemată  (modelul static) cu n mase concentrate 
cărora li se acordă nGLD. Deplasările necunoscute fiind deplasările 
măsurate pe direcţia gradelor de libertate dinamică, notate , figura 

4.1.a. 

)t(y j
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njδ
jδ2

jδ1
jjδ

1

1nδ
21δ11δ 1jδ

1d.

)t(yn)t(y2
)t(y1

)t(y j

)t(I j)t(I1 )t(I2 )t(Inc.

)t(yn)t(y2
)t(y1

)t(y j

b.

1 2 nj

1m 2m jm nm

SV

a.

Fig. 4.4. Sistem vibrant cu n GLD 
 

 Sub acţiunea unui impuls iniţial (deplasare şi viteză) sistemul 
vibrant va vibra în jurul unei poziţii de echilibru static, figura 4.1.b. La 
momentul  al mişcării se pot măsura deplasările dinamice instantanee 
pe direcţia gradelor de libertate, de exemplu , pentru gradul de 

libertate . Pentru toate cele n deplasări se constituie vectorul 
deplasărilor dinamice instantanee, vectorul (matricea coloană) { }

t

j

)t(y j

)t(y : 
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  (4.1) { }































=

)t(y
.    

)t(y
.    

)t(y

)t(y

)t(y

n

j

2

1

 Pe direcţia gradelor de libertate iau naştere forţe de inerţie, 
pentru GLDj, se notează forţa de inerţie , iar pentru toate gradele 

de libertate ale sistemului vibrant se constituie vectorul forţelor de 
inerţie notat 

)t(Ij

{ })t(I : 

  (4.2) { } [ ]{ })t(ym

)t(ym
.    

)t(ym
.    

)t(ym

)t(ym

)t(I
.    

)t(I
.    

)t(I

)t(I

)t(I

nn

jj

n

j

&&

&&

&&

&&

&&

−=































−=































=

22

11

2

1

unde: [ ]m  reprezintă matricea diagonală a maselor sau matricea de 
inerţie; 

  - vectorul acceleraţiilor. { )t(y&& }
  Prin aplicarea pe sistemul virant a forţelor de inerţie, pe direcţia 
gradelor de libertate dinamică, figura 4.c, se obţine deformata dinamică 
a sistemului dinamic, iar pe direcţia GLD se măsoară deplasările . 
Acest lucru se datorează principiului lui d’Alembert. 

)t(yi

 Dacă în locul forţelor de inerţie, se aplică pe sistem câte o 
singură forţă, egală cu unitatea, pe direcţia GLD, în „n” situaţii de 
încărcare, corespunzătoare celor nGLD, figura 4.1.d, e..., pe direcţiile 
gradelor de libertate dinamică se măsoară „n” seturi de câte „n” 
deplasări unitare, notate: . Cu aceste 

deplasări unitare se constituie o matrice cu „n” linii şi „n” coloane, 
notată 

nnjj,j, δ ...., ,δ ......, δ ....., δ ,δ 12111

[ ]∆ , relaţia (4.3). 

 Un element al matricei [ ]∆ , notat  reprezintă deplasarea 

măsurată pe direcţia GLDj, când sistemul vibrant este acţionat pe 
direcţia GLDn cu o forţă egală cu unitatea. 

jnδ
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  (4.3) [ ]



























=∆ ..

δ.δ.δδ
......

δ.δ.δδ
......

δ.δ.δδ
δ.δ.δδ

nnnjnn

jnjjjj

nj

nj

21

21

222221

111211

 Prin suprapunerea efectelor, deplasările pe direcţiile gradelor de 
libertate „1”, „2”,..., „j” şi , respectiv, „n”, se determină cu relaţiile: 

 . (4.4) 
















+++++=

+++++=

+++++=
+++++=

)t(Iδ...)t(Iδ...)t(Iδ)t(Iδ)t(y
   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .  
)t(Iδ...)t(Iδ...)t(Iδ)t(Iδ)t(y
   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .  
)t(Iδ...)t(Iδ...)t(Iδ)t(Iδ)t(y
)t(Iδ...)t(Iδ...)t(Iδ)t(Iδ)t(y

nnnjnjnnn

njnjjjjjj

nnjj

nnjj

2211

2211

222221212

112121111

 Ecuaţiile (4.4) formează un sistem de ecuaţii care, sub formă 
matriceală, poate fi scrisă: 

 { } [ ] { })t(I )t(y ∆=  (4.5) 

 Prin introducerea în sistemul (4.5) a vectorului forţelor de inerţie, 
relaţia (4.2), se obţine: 

 [ ] [ ] { } { } { }0=+∆ )t(y)t(y m && , (4.6) 

care reprezintă ecuaţia matriceală a vibraţiilor libere ale sistemelor 
vibrante cu nGLD. 

 Sistemul de ecuaţii (4.6) este verificat de soluţii particulare 
armonice de forma: 
 )φtωsin(A)t(y jj +=  (4.7) 

în care j  reprezintă amplitudinea deplasării dinamice, iar pentru toate 

gradele de libertate dinamice se constituie vectorul deplasărilor: 

A

 { } { } )φtωsin(A)t(y +=  (4.8) 

şi vectorul vitezelor: 
 { } { } )φtωsin(ωA)t(y +−= 2&&  (4.9) 

unde { }A  este vectorul amplitudinilor deplasărilor dinamice. 
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 Soluţiile particulare (4.8) şi (4.9) caracterizează vibraţiile proprii 
ale sistemului dinamic. Se introduc aceste soluţii în sistemul de ecuaţii 
(4.6) şi se obţine: 

 { } [ ][ ]{ } { }02 =+∆++− )φtωsin(Amω)φtωsin(A  (4.10) 

sau 
 [ ] [ ] [ ] { } { }02 =−∆ A)Im ω( , (4.11) 

care reprezintă ecuaţia generală a vibraţiilor proprii, unde [ ]I  este 
matricea diagonală unitate (toate elementele de pe diagonala principală 
sunt egale cu unitatea, iar celelalte elemente sunt nule). 

 Ecuaţia matriceală (4.11) este algebrică, liniară şi omogenă. 

 Sistemul vibrează atunci când 0≠jA , deoarece soluţia banală 

verifică ecuaţia (4.11), dar nu este interensantă deoarece corespunde 
unei poziţii de repaus a sistemului. 

 Pentru ca sistemul de ecuaţii (4.11) să admită soluţii diferite de 
zero, determinantul prrincipal trebuie să fie nul: 

 [ ] [ ] [ ] 02 =−∆ Im ω  (4.12) 

sau  

  (4.13)  0

1

1

1
1

22
22

2
11

2

22
22

2
11

2

2
2

2
2

222
2
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2

1
2

1
2
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2

111
2
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mδω.mδω.mδωmδω
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......

mδω.mδω.mδωmδω

mδω.mδω.mδωmδω

 Dacă se notează 
2

1
ω

λ =  ecuaţia (4.13) devine: 

  (4.14)  0

2211

2211

22222121

11212111

=



























−

−

−
−

λmδ.mδ.mδmδ
......
mδ.λmδ.mδmδ
......
mωδ.mδ.λmδmδ
mωδ.mδ.mδλmδ

nnnjnjnn

njnjjjjj

nnjj

nnjj

sau prin dezvoltare: 
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  (4.15) 01
1 =+++++ −−

n
kn

k
nn a....... λa....... λaλ

 De asemenea, dezvoltând determinantul (4.13) se obţine o 
ecuaţie de gradul „n” în  numită ecuaţie caracteristică sau ecuaţia 
frecvenţelor (pulsaţiilor) sistemului vibrant.   

2ω

 Rezolvănd ecuaţia caracteristicilor (4.15) se obţin „n” rădăcini 
reale şi pozitive notate: 

              ni ω....,..........,ω...,..........,ω,ω 21

reprezentând pulsaţiilor proprii (naturale) ale sistemului dinamic. 

 Pulsaţia proprie cu valoarea cea mai mică, notată prin , se 
numeşte pulsaţie proprie fundamentală, iar celelalte valori, în general 
notate, ω , reprezintă pulsaţiile proprii de ordin superior: 

1ω

i

 ....n,,i,ωωi 321 => .              

 Cunoscând cele n pulsaţii proprii ale sistemului dinamic se 
determină direct frecvenţa proprie fundamentală, , perioada proprie 
fundamentală,  şi celelate valori proprii de ordin superior, notate 
generic,  şi . 

1f

1T

if iT

 Prin urmare, valorile proprii sunt caracteristici intrinseci ale 
sistemelor dinamice deoarece depind exclusiv de proprietăţile inerţiale şi 
elastice ale modelelor dinamice. 

  Fiecărei valori proprii îi corespunde o deformată a sistemului 
numită formă proprie de vibraţie (principală, naturală). 

 Forma proprie coincide cu deformata sistemului acţionată de 
amplitudinile forţelor de inerţie: 

  (4.16) i,jjii,j ymωI 2=

sau 

 { } [ ]{ }iii ymωI 2=  (4.17) 

unde:  reprezintă amplitudinea forţei de inerţie corespunzătoare 

gradului de libertate , în modul i  de vibraţie; 
i,jI

j

  - amplitudinea deplasării măsurată pe direcţia GLD în modul 

 de vibraţie; 
i,jy

i

 { }iy - vectorul (matricea coloană) amplitudinilor, vectorul formei 
proprii i . 
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 Ansamblulul format dintr-o formă proprie { }iy  şi perioada proprie 
corespunzătoare , formează un mod propriu de vibraţie, în acest caz, 
modul propriu i  de vibraţie. 

iT

 Configuraţia geometrică a formelor proprii (vectori proprii) se 

determină prin introducerea succesiă a valorilor proprii  în sistemul 
de ecuaţii (4.11). Se obţine ecuaţia următoare: 

2
iω

 [ ] [ ] [ ] { } { }02 =−∆ ii A)Im ω( , (4.18) 

numită ecuaţia generală a vectorilor proprii (dimensionali). 

 Ecuaţia stemul de ecuaţii (4.18) are forma: j  din si

01 2
1

2
222

2
111

2 =++−+++ i,nnjnii,jjjii,jii,ji Amδω...A)mδω(...AmδωAmδω . 

  (4.19) 
 Se împarte ecuaţia (4.19) prin . Se notează: i,A1

 i,n
i,

i,n
i,j

i,

i,j
i,

i,

i, y
A

A
 ... ,y

A

A
... ,y

A

A
====

11
1

1

1 1  (4.20) 

 Cu aceste notaţii ecuaţia (4.19.) devine: 

 .(4.21)  11
22

1
2

222
2 1 mδωymδω...y)mδω(...ymδω jii,nnjnii,jjjii,ji −=++−++

 Dacă se împart toate ecuaţiile sistemului de ecuaţii (4.18) prin 
, atunci aceast sistem, în formă matriceală, devine: i,A1

 [ ] [ ] [ ] { } { }02 =−∆ ii y)Im ω( , (4.22) 

care reprezintă ecuaţia generală a vectorilor proprii adimensionali. 

 Ecuaţia matriceală (4.22) are numai „n-1” necunoscute deoarece 
 (v. relaţiile (4.20)) şi pentru aflarea soluţiei se vor utiliza numai 

primele „n-1” ecuaţii, ultima ecuaţie fiind folosită pentru verificarea 
rezultatelor. 

11 =i,y

 Se defineşte matricea spectrală, notată [ ]Ω , ca o matrice 
diagonală care cuprinde pe diagonala principală pătratele pulsaţiile 
proprii de vibraţie ale unui sistem dinamic cu n GLD, iar celelalte 
elemente fiind nule: 
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 . (4.23) [ ]



























=Ω

2

2

2
2

2
1

n

i

ω
.

ω
.

ω
ω

 De asemenea, definim matricea modală a unui sistem dinamic cu 
nGLD, ca o matrice alcătuită prin scrierea pe coloane a formelor proprii 
de vibraţie. Este notată [ ]Y : 

  (4.24) [ ]



























=

n,ni,n,n,n

n,ji,j,j,j

n,i,,,

n,i,,,

y.y.yy
......

y.y.yy
......

y.y.yy
y.y.yy

Y

21

21

222212

112111

sau  
 [ ] { } { } { } { }[ ]ni y.y.yyy 12= . (4.25) 

4.2. Aplicaţie 

  Se cere să se determine modurile proprii de vibraţie pentru un 
sistem cu două grade de libertate dinamică pentru care se cunosc 
matricea maselor: 

  [ ] 







=

2

1

0
0

m
m

m

şi matricea de flexibilitate: 

 . [ ] 







=∆

2221

1211

δδ
δδ

 Ecuaţia generală a vibraţiilor proprii dimensionale,  ecuaţia (4.18) 
devine: 

 . 








=
















−
















0
0

10
01

0
0

2

1

2

1

2221

12112

A
A

)
m

m
 

δδ
δδ

ω(

 Ecuaţia pulaţiilor proprii este: 
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 0
10
01

0
0

2

1

2221

12112 =







−
















m

m
 

δδ
δδ

ω  

sau: 

 0
1

1

222
2

121
2

212
2

111
2

=
−

−
mδωmδω

mδωmδω
 

şi 

 0
222121

212111 =
−

−
λmδmδ

mδλmδ
, 

unde  

 
2

1
ω

λ = . 

 Se dezvoltă determinantul de mai sus şi se obţine: 

 . 02
12221121222111

2 =−++− )δδδ(mm)mδmδ(λλ

 Se rezolvă ecuaţia anterioară şi se determină valorile proprii:  

şi λ , respectiv (pulsaţiile proprii) şi .  

1λ

2
2
1ω 2

2ω

 După aflarea valorilor proprii se calculează vectorii proprii 
(formele proprii de vibraţie). Aceştia se obţin prin rezolvarea 
următoarelor două sisteme de ecuaţii: 

o primul sistem 

 , 






=−+

=+−

01
01

12212
2
111121

2
1

12212
2
111111

2
1

,,

,,

y)mδω(ymδω

ymδωy)mδω(

pentru y  rezultă din prima ecuaţie de mai sus: 111 =,

 
212

2
1

111
2
1

12
1

mδω

mδω
y ,

−
−= ; 

o cel de al dolea sistem: 

                          , 






=−+
=+−

01
01

22212
2
2121121

2
2

22212
2
221111

2
2

,,

,,

y)mδω(ymδω

ymδωy)mδω(

pentru y  rezultă din prima ecuaţie a sistemului anterior: 121 =,

 
212

2
2

111
2
2

22
1

mδω

mδω
y ,

−
−= . 

 Cele două forme proprii de vibraţii sunt: 
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  şi   { }








=
12

1
1

,y
y { }









=
22

2
1

,y
y

4.3. Determinarea matricei de flexibilitate 

 Matricea de flexibilitate a unei structuri, în coordonatele dinamice 
ale modelului vibrant, a fost definită în paragraful 4.1, relaţia (4.3).  

 Un element al matricei de flexibilitate , conform celor expuse,  

reprezintă deplasarea produsă de direcţia GLDj când după direcţia GLDk, 
jkδ

     Fig. 4.2. Sisteme dinamice 

1 2 nj

1m 2m jm nm

1

2

1m

2m

1

2

3

3

4m

3m

1m

2m

1

3

2

1m

3

1

21m

a. b.

d.c.

d.

 

structura considerată (sistemul vibrant) este acţionată de o forţă egală 
cu unitatea. 
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 În figura 4.2 sunt prezentate cinci sisteme dinamice având 
nominalizate gradele de libertate dinamică acordate, iar în figurile 4.3 şi 
4.4. situaţiile de încărcare, corespunzătoare gradelor de libertate 
dinamică, în vederea determinării elementelor matricei de flexibilitate. 

a1.

11,

11,11,

11,

11,11,

a2.

a3. b1.

b2. b3.

Fig. 4.3. Situaţii de încărcare pentru calculul matricelor 
de flexibilitate ale sistemelor din fig.4.2.a. şi b.  

 Pentru  calculul elementelor matricei de flexibilitate se utilizează 
metoda Mohr-Maxwell, materializată prin relaţia: 

 dx
EI

)x(M)x(M
δ kj

jk ∑= , (4.27) 
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43δ

33δ

23δ

13δ

11,

44δ

34δ

24δ

14δ

11,

32δ

22δ

12δ

42δ

11,

Fig. 4.4. Situaţii de încărcare pentru calculul matricelor 
de flexibilitate ale sistemelor din fig.4.2.c.,d.şi e 

11, 11δ

21δ 11,

12δ

22δ

c.

d.

11,
11δ

21δ

41δ

31δ

njδ
jδ2

jδ1

jjδ

nkδ
kδ2

kδ1 jkδ

d.

1

1 2 k j n

2 k j n

kkδ

kjδ

11,

11,
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unde: )x(j

"j

M  reprezintă momentul încovoietor din secţiunea  măsurat 
în diagrama de moment încovoietor corespunzătoare situaţiei virtuale de 
încărcare "  a sistemului vibrant; 

"x"

  - momentul încovoietor din secţiunea  măsurat în 
diagrama de moment încovoietor corespunzătoare situaţiei reale de 
încărcare "  a sistemului vibrant. 

)x(Mk

"k

"x"

 Obs. În cazul determinării elementului  al matricei de 

flexibilitate, se disting următoarele situaţii de încărcare: 
jkδ

a) situaţia reală de încărcare, constituită din structura dată (static 
nedeterminată sau determinată) acţionată în dreptul masei , 
a sistemului dinamic, şi pe direcţia GLDk, cu o forţă egală cu 
unitatea (notată 1); 

km

b) situaţia virtuală de încărcare, constituită din structura considerată 
înărcată, în dreptul masei  şi pe direcţia GLDj,  cu o forţă 

egală cu unitatea (notată 

jm

1). 
De asemenea, situaţia virtuală de încărcare poate fi 

constituită din orice structură static determinată, obţinută din 
structura  dată  încărată,  în  dreptul  şi pe direcţie GLDj, de o jm

          forţă egală cu unitatea. 
 În figura 4.5. sunt reprezentate situaţile de încărcare, virtuale şi 
reale ale sistemul dinamic desenat în figura 4.2.c., sistem cu două grade 
de libertate dinamică acordate, corespunzător GLD1 (a se vedea figura 
4.4.a. 

 Diagramele finale de moment încovoietor, în cele două situaţii de 

încărcare, reală şi virtuală:  şi 1
fM

1
fM , care în cazul desfăsurării calculelor 

pe sistemul considerat sunt identice, sunt trasate în figura 4.5.c3, 
folosind metoda forţelor. 

 Sistemul de bază este desenat în figura 4.5.b, diagrama de 
moment încovoietor, produsă de încărcarea exterioară (forţa egală cu 

unitatea), este arătată în figura 4.5.c1 ( 1
pM ), iar diagrama unitară de 

moment încovoietor este schiţată în figura 4.5. c2 ( 1M ). 

 Sistemul analizat este o dată static nedeterminat. Ecuaţie de 
echilibru elastic, corespunzătoare metodei forţelor, este: 

01111 =Χ+ PXδ , 

unde coeficientul δ  se determină cu relaţia: 11
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 l1

1,1 1,1

1,1

x1

 l1

SB

1,1l2

l2

a. b.

c2

c1

c3

Fig. 4.5. Situaţii de încărcare şi diagrame de moment încovoietor
pentru calculul elementelor matricei de flexibilitate

1
M,Mp

1
11 M,M

11
ff M,M

 
 

 dx
EI

)x(M)x(M
δ ∑= 11

11 , 

iar termenul liber cu expresia: 

 dx
EI

)x(M)x(M P
P ∑=∆

1
1

1 . 
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 Cele două integrale se rezolvă prin înmulţirea a câte două 
diagrame, în cazul coeficientului - , diagramele de moment 

încovoietor: 

11δ

1M  şi 1M , figura 4.5.c2  şi diagramele: 1M  şi 1
PM , figurile 

4.5.c1 şi c2, în cazul termenului liber. 

 După rezolvarea ecuaţiei de echilibru şi aflarea soluţiei  se 

trasează diagrama finală de moment încovoietor  identică, în acest 

caz, cu cea virtuală 

1X
1
fM

1
fM , calculată pentru sistemul considerat. 

 Elemenul principal al matricei de flexibilitate, notat  se 
determină cu relaţia: 

11δ

 dx
EI

)x(M)x(M
δ ff∑=

11

11  

sau  

 dx
EI

)x(M)x(M
δ f∑=

11

11 , 

dacă se utilizează diagrama de moment încovoietor 
1

M  obţinută prin 
soluţionarea unei situaţii  virtuale de încărcare constituite din sistemul 
de bază (structură static determinată) acţionată în dreptul masei şi pe 

direcţia GLD1 a unei forţe virtuale eală cu unitatea (notată 1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 5 
 

SISTEME VIBRANTE CU nGLD 
 

 5.1. Vibraţii libere ale sistemelor cu nGLD. Metoda 
matricei de rigiditate 

 Se consideră un sistem cu nGLD. Sub acţiunea unui impuls iniţial 
(viteză şi deplasare) sistemul va vibra în raport cu poziţia de echilibru 
static, figura 5.1. 

 La momentul  al vibraţiei pe direcţia gradelor de libertate 

dinamică se măsoară deplasările 

t

n1,t ),t(y j = , figura 5.1.b, care 

alcătuiesc vectorul (matricea coloană) { })t(y .  
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 . (5.1) { }































=

)t(y
.

)t(y
.

)t(y
)t(y

)t(y

n

j

2

1

  Pentru a folosi, în analiza dinamică a sistemelor, metoda matricei 
de rigiditate se vor bloca toate deplasările pe direcţiile GLD, obţinând 
sistemul de bază dinamic. Împiedicarea deplasărilor se realizeazăcu 
ajutorul blocajelor simple: reazeme simplu rezemate, pentru deplasări 
liniare şi blocaje de nod, pentru deplasările unghiulare. 
 In vederea aplicării principiului lui d’Alembert se va acţiona, 
succesiv, sistemul de bază dinamic, cu deplasările: 

, aplicate pe direcţiile GLD sub formă de cedări de 

reazem. În figura 5.1.d este desenată deformata sistemului vibrant 
corespunzătoare cedării de reazem, . În fiecare blocaj iau naştere 

reacţiunile: 

)t(y),..,t(y),..,t(y nj1

)t(y j

)t(R),..,t(R),..,t(R nj1 , iar în blocajul corespunzător GLDj ia 

naştere şi forţa de inerţie, datorită deplasării masei , notată . jm )t(Ij

 Se constituie vectorul forţelor de inerţie { })t(Ij : 

 . (5.2) { } [ ]{ })t(ym

)t(I
.

)t(I
.

)t(I
)t(I

)t(I

n

j

&&−=































=

2

1

Cum însă, blocajele care au fost introduse pentru a împiedica 
deplasările pe direcţiile GLD, nu există în realitate pe sistemul vibrant, 
rezultă că suma forţelor de inerţie şi a reacţiunilor din blocajele GLD, 
corespunzătoare celor „n” deformate ce se pot realiza, de tipul celei din 
figura 5.1.d, trebuie să fie nulă şi obţinem, astfel, „n” ecuaţii, câte una 
pentru fiecare grad de libertate. 

De exemplu, pentru gradul de linertate „j” se obţine ecuaţia: 

 021 =++++++− )t(R...)t(R....)t(R)t(R)t(I n,jj,j,j,jj . (5.3) 

Cele „n” ecuaţii, de tipul celei de mai sus, constituie ecuaţiile de 
echilibru dinamic ale sistemului vibrant şi alcătuiesc un sistem de ecuaţii 
cu „n” ecuaţii şi „n” necunoscute. 
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Comparând deformata din figura 1.d cu cea din figura 5.1.f 
rezultă: 

 )t(yK)t(R jjjj,j = . (5.4) 

1 2 nj

1m 2m jm
nm

SV

a.

d.

)t(yn)t(y2
)t(y1

)t(y j

b.

     Fig. 5.1. Sistem vibrant cu nGLD 
 

)t(I j )t(y j

)t(R j,1 )t(R j,2
)t(R j,j )t(R j,k )t(R j,n

c.

1

11K 21K 1jK 1kK 1nK

e.

jK1 jK2 jjK kjK njK

1f.

 
De asemenea, se pot scrie, şi pentru celelalte deformate, 

expresiile: 

 )t(yK)t(R j,j 111 = , R )t(yK)t( j,j 222 = , ..., R )t(yK)t( njnn,j = . (5.5) 
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Introducem relaţiile (5.4) şi (5.5) în ecuaţia (5.3) şi se ajunge la 
următoarea ecuaţie: 

 02211 =++++++− )t(yK...)t(yK....)t(yK)t(yK)t(I njnjjjjjj , (5.6) 

iar pentru celelate „n” deformate de tipul celei din fig.5.1.d., deci prin 
producerea de cedări de reazeme pe direcţia fiecărui GLD, în blocajele 
simple de GLD, va rezulta un sistem de ecuaţii care, scris sub formă 
matriceală, arată astfel: 
 { } [ ] { } { }0=+− )t(y K)t(I , (5.7) 

unde [ ]K  reprezintă matricea de rigiditate a sistemului vibrant  
determinată în coordonatele dinamice ale sistemului, 

 . (5.8) [ ]



























=

nnjnnn

jnjjjj

nj

nj

K.K.KK
......

K.K.KK
......

K.K.KK
K.K.KK

K

21

21

222221

111211

 Un element al matricei de rigiditate [ ]K , K  are semnificaţia unei 

forţe, care aplicată pe sistemul vibrant în dreptul masei , produce pe 

direcţia GLD

jj

jm

j  o deplasare egală cu unitatea, în timp ce toate celelate 
deplasări, de pe direcţia GLD, sunt blocate de forţele , rjK n,1r . =

 Elementele matrice de rigiditate pot fi definite şi ca reacţiuni. 
Astfel, K  reprezintă reacţiunea din blocajul GLDjj j când în acest blocaj se 

produce o cedare de reazem egală cu unitatea, iar în celelalte blocaje 
ale sistemului de bază dinamic, figura 5.1.c, iau naştere reacţiunile , rjK

n,r 1= . 

 Substituind expresia matriceală a forţelor de inerţie, relaţia (5.2), 
în ecuaţia (5.7), obţinem: 

 [ ]{ } [ ] { } { }0=+ )t(y K)t(ym && . (5.9) 

 Ecuaţia (5.9) reprezintă ecuaţia generală a vibraţiilor libere ale 
sistemelor vibrante cu nGLD. Sistemul este verificat de soluţiile 
particulare: 

 { } { } )φtωsin(A)t(y += . (5.10) 

 Introducem soluţia (5.10) în  ecuaţia matriceală (5.9), care 
devine: 
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 [ ] [ ] { } { }02 =− A)mωK( , (5.11) 

după ce am împărţit ecuaţia (matriceală) prin )φtωsin( + . Ecuaţia 
(5.11) este numită ecuaţia generală a vibraţiilor proprii. 

 Pentru ca sistemul de ecuaţii (5.11) să admită soluţii diferite de 
zero, determinantul principal trebuie să se anuleze: 

 [ ] [ ] 02 =− mωK . (5.12) 

 Prin dezvoltarea determinantului (5.12) rezultă o ecuaţie 
caracteristică, numită şi ecuaţia pulsaţiilor proprii. Rezolvând această 
ecuaţie rezultă cele „n” pulsaţii proprii: , iar cu 
patratele acestor valori se constituie matriea spectrală a sistemului 
vibrant: 

ni ω ..., ,ω, ... ,ω,ω 21

 . (5.13) [ ]
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2
1
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ω
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ω
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ω
ω

 Pentru aflarea vectorilor proprii de vibraţie ai sistemului vibrant 
se rezolvă ecuaţia vectorilor proprii, care are alura următoare: 

 [ ] [ ] { } { } n1,i    ,y)mωK( ii ==− 02 . (5.14) 

 Rezolvând cele „n” sisteme de ecuaţii, obţinute prin variaţia 
indicelui „i”, se obţin cei „n” vectori proprii adimensionali { }iy , cu ajutorul 
cărora se constituie matricea modală a sistemului vibrant: 

 [ ] { } { } { } { }[ ]ni y.y.yyY 21= . (5.15) 

 5.2. Aplicaţie – sistem vibrant cu 2GLD 

 Vom considera un sistem vibrant cu două mase:m1 şi m2, cărora 
li se acordă câte un grad de libertate dinamică. Se propune 
determinarea modurilor proprii de vibraţie: pulsaţiile proprii  şi ω  şi 
formele proprii de vibraţie 

1ω 2

{ }1y  şi { }2y . Pentru aceasta, sunt parcurse 
următoarele etape de calcul: 

a. Se constituie matricea maselor: 
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 . [ ] 







=

2

1

m
m

m

b. Se determină matricea de rigiditate a sistemului vibrant în 
coordonatele dinamice ale acestuia: 

 . [ ] 







=

2221

1211
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K

c. Se scrie şi se rezolvă ecuaţia pulsaţiilor proprii: 
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sau  
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 În final:  

 21

2
12221121
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1122211122212

21 2
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mm

)KKK(mm)KmKm(KmKm
ω ,

−−+±+
=

. 

d. Formele proprii de vibraţii se calulează prin rezolvarea 
următoarelor  două sisteme de ecuaţii: 

 [ ] [ ] { } { }01
2
1 =− y)mωK(  

 [ ] [ ] { } { }02
2
2 =− y)mωK(  

unde:  

         şi        . { }












−
12

1
1

,y
y { }













−
22

2
1

,y
y



 SISTEME VIBRANTE CU nGLD. Vibraţii libere. 
 Metoda matricei de rigiditate 

  

66

 Fiecare dintre sistemele de mai sus cuprind câte două ecuaţii, dar 
cum  şi 111 =,y 121 =,y , atunci, din prima ecuaţie a fiecărui sistem de 

ecuaţii se obţine ordonata , respectiv , iar cea de a doua ecuaţie, 

a fiecărui sistem, este utilizată pentru verificarea ordonate calculate. 
12,y 22,y

 5.3. Proprietatea de ortogonalitate a formelor proprii 
de vibraţie 

 Pentru a demonstra proprietatea de ortogonalitate a formelor 
proprii de vibraţie se pleacă de la ecuaţia formelor proprii (5.14), scrisă 
sub forma: 

 [ ] { } [ ] { }iii y)mωy K( 2= . (5.16) 

 Se multiplică la stânga, ecuaţia (5.16), cu o altă formă proprie de 

vibraţie transpusă, de exemplu { }Try , rezultă: 

 { } [ ] { } { } [ ] { }iT
rii

T
r y)myωy K(y 2= . (5.17) 

 Se transpune ecuaţia (5.16) şi se rescrie pentru modul „r” de 
vibraţie, se obţine: 

 { } [ ] { } [ ])myωK(y T
rr

T
r

2= , (5.18) 

deoarece:   [ ] [ ]KK T =     şi [ ] [ ]mm T = . 

 Expresia (5.18) se postmultiplică cu forma proprie de vibraţie 
corespunzătoare modului „i” de vibraţie: 

 { } [ ] { } { } [ ] { }iT
rri

T
r y)myωy K(y 2= . (5.19) 

 Se scade relaţia (5.18) din (5.16), rezultă: 

 { } [ ] { }iT
rri y my)ωω( 220 −= . (5.20) 

 Dar, cum ω ≠ , sunt două pulsaţii proprii diferite ale 
sistemului vibrant, se ajunge la concluzia că produsul celor doi vectori 
proprii satisface relaţia: 

22
ri ω

 { } [ ] { } 0=i
T
r y my ,   (5.21) 

care va reprezenta proprietatea de ortogonalitate a două forme proprii 
de vibraţie: { }iy  şi { }ry . 

 De asemenea, se pot demonstra şi expresiile: 

 { } [ ] { } 0=i
T
r y Cy , (5.22) 

 { } [ ] { } 0=∆ i
T
r y y  (5.23) 
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şi  
 { } [ ] { } 0=i

T
r y Ky . (5.24) 

 
unde: [ ]C  reprezintă matricea de amortizare a sistemului vibrant 

şi       [ ]∆  - matricea de flexibilitate a sistemului vibrant. 

5.4. Normalizarea formelor proprii de vibraţie 

Ordonatele formelor (vectorilor) proprii de vibraţie nu sunt 
diferite în sens absolut. Când unei ordonate a unui vector propriu i se 
atribuie o anumită valoare, atunci se pot preciza şi celelalte elemente 
(ordonate), deoarece numai raportul dintre oricare două ordonate sunt 
constante şi cunoscute. Numai în cazul în care unul dintre elemetele 
vectorului propriu este cunoscut, vectorul propriu devine unic în sens 
absolut. Acest proces de ajustare a elementelor unui mod natural, 
pentru a obţine o amplitudine unică, se numeşte normalizare. 

 Se observă că dacă i=r, în expresia (5.21) produsul matriceal 
este egal cu un scalar constant, diferit de zero, pe care îl vom numi 
termen inerţial sau masă inerţială: 

 { } [ ] { } n1,r    ,My my rr
T
r == . (5.25) 

 Aplicând acelaşi rationament asupra relaţiei (5.24) se obţine: 

 { } [ ] { } rrrr
T
r KMωy Ky == 2 , (5.26) 

unde K  reprezintă rigiditatea generalizată a sistemului vibrant. r

 Se cunosc următoarele modalităţi de normalizare a unui vector 
propriu: 

a. atribuirea unei valori egale cu unitatea masei generalizate în 
relaţia (5.25): 

 { } [ ] { } ,y my r
T
r 1=  (5.27) 

unde { }ry  reprezintă vectorul propriu normalizat, se calculează cu 
relaţia: 

 { } { }r
r

r y
M

y
1

= ; (5.28) 

b. normalizarea unui vector propriu prin acordarea valorii proprii 
unitate celui mai mare termen al unui vector; 

c. normalizarea prin atribuirea valorii unitate lungimii vectorului 
modal. 



 SISTEME VIBRANTE CU nGLD. Vibraţii libere. 
 Metoda matricei de rigiditate 

  

68

 Dacă folosim matricea modală, [ ]Y : 

 [ ] { } { } { } { }[ ]121 ni y.y.yyY = , (5.29) 

atunci se pot scrie relaţiile: 

 [ ] [ ] [ ] [ ]1=Y mY
T

, (5.30) 

 [ ] [ ] [ ] [ ]Ω=Y KY
T

 (5.31) 

şi 

 [ ] [ ] [ ] [ ]νωY CY
T

2= . (5.32) 

 5.5. Proprietăţile pulsaţiilor proprii 

 Se defineşte matricea dinamică, notată [ ]D , prin intermediul 
produsului matriceal dintre matricea de flexibilitatea a sistemului vibrant 
şi matricea de inerţie: 
 [ ] [ ] [ ]m D ∆= . (5.33) 

 Determinantul şi urma matricei dinamice sunt egale cu 
determinantul şi urma inversei matricei spectrale [ ]Ω : 

 [ ] [ ] 1−Ω= det()Ddet( , (5.35) 

 [ ] [ ] 1−Ω= (u)D(u . (5.36) 

 Inversa matricei dinamice se calculează cu relaţia 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]KmmD 1111 −−−− =∆= , (5.37) 

deoarece 
 [ ][ ] [ ]IK =∆ . (5.38) 

 Determinantul şi urma inversei matricei dinamice sunt egale cu 
determinantul şi urma matricei spectrale: 

 [ ] [ ] [ ] [ ])det()Kmdet()Ddet( Ω== −− 11 , (5.39) 

 [ ] [ ] [ ] [ ])(u)Km(u)D(u Ω== −− 11 . (5.40) 

 5.6. Determinarea matricei de rigiditate a sistemului 
vibrant  

 În vederea determinării elementele matricei de rigiditate, inclusă 
în relaţia (5.7), vom considera o structură static nedeterminată, figura 
5.2.a şi vom utiliza mai multe procedee de calcul. Pentru început, se vor 
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bloca deplasările pe direcţiile gradelor de libertate dinamică, figura 
5.2.b, iar situaţiile de încărcare sunt prezentate în figura 5.2.c şi d. 

 În cazul structurii considerate, matricea de rigiditate  are forma: 

 . (5.41) [ ] 







=

2221

1211

KK
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Fig. 5.2. Calculul elementelor matricei de rigiditate:a. sistem vibrant; 
b. sistem de bază dinamic; c. şi d. situaţii de încărcare; e. sistem de bază 

în metoda deplasărilor; f. sistem de bază în metoda forţelor 
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 5.6.1. Folosirea metodei forţelor 

 Primul procedeu pentru determinarea elementelor matricei de 
rigiditate constă în aplicarea metodei forţelor în cazul celor două situaţii 
de încărcare, figura 5.2.c şi d. 

 Datorită introducerii celor două blocaje pe direcţiile GLD, 
structura care era de trei ori static nedeterminată, a devenit de cinci ori 
static nedeterminată. 

 Se alege un sistem de bază static determinat prin suprimarea a 
cinci legături (interioare si/sau exterioare). Este indicat ca primele 
necunoscute nominalizate să fie cele corespunzătoare suprimării 
legăturilor suplimentare, introduse după direcţiile GLD, după care se 
suprimă şi celelate legături, până când sistemul vibrant devine static 
determinat, figura 5.2.f. 

 Ecuaţia de echilibru matriceală are forma: 

 [ ] { } { } 1,2r    ;x δ r
ic

r
jij =∆= , (5.42)             

unde: [ ] δij  reprezintă matricea coeficienţilor, un coeficient se determină 

cu relaţia: 

 dx
EI

)x(M)x(M
δ ji

ij ∑= ; (5.43) 

r
jx  reprezintă necunoscuta introdusă pe direcţia legăturii 

suprimate „j”, pentru a tranforma sistemul vibrant, din forma sistemului 
de bază dinamic, într-un sistem de bază, corespunzător metodei 
forţelor; 
 r  - o situaţie de încărcare corespunzătoare GLD; 

 { }r
ic∆ - vectorul termenilor liberi, un element al acestui vector se 

calculează cu expresia:  

 ∑ ∆±∆•±=∆ k
i
ki

r
ic R1 ; (5.44) 

  - cedarea de reazem produsă pe direcţia reazemului ”i”; i∆

  - reacţiunea din blocajul „k” al sistemului de bază, când 
acesta este încărcat de o forţă egală cu unitatea, aplicată pe direcţia 
legăturii suprimate „i”; 

i
kR

  - cedarea de reazem produsă pe direcţia reazemului „k”. k∆

 Prin rezolvarea celor două sisteme sisteme de ecuaţii (5.42) se 
obţin cele patru elemente ale matricei de rigiditate: 
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  şi  , 5.45) 11
1
1 Kx = 21

1
2 Kx =

respectiv: 

  şi  . (5.46) 12
2
1 Kx = 22

2
2 Kx =

 5.6.2. Folosirea metodei deplasărilor 

Un al doilea procedeu, pentru determinarea elementelor matricei 
de rigiditate, constă în aplicarea metodei deplasărilor, în cazul celor 
două situaţii de încărcare desanate în figura 2.c şi d. Sistemul de bază 
este arătat în figura 2.e. 

Analizând sistemul de bază dinamic, figura 2.b, obţinut din 
sistemul vibrant la care s-au blocat deplasările pe direcţiile GLD, 
constatăm că acesta este un cadru cu noduri fixe. Sistemul de bază 
corespunzător metodei deplasărilor, prezentat în figura 2.e, are nodurile 
blocate. 
 Ecuaţia de echilibru, în formă matriceală, este: 

 [ ] { } { } { } 210 ,r    ;Rz r r
ip

r
jij ==+ , (5.47) 

în care: [ ] rij  reprezintă matricea coeficienţilor, matricea de rigiditate 

dedusă în coordonatele statice ale sistemului;  
    { }r

jz  - vectorul necunoscutelor, deplasările unghiulare ale 

nodurilor; 
   { }r

ipR  - vectorul termenilor liberi; termenii liberi sunt produşi de 

cedările de reazem, în cele două situaţii de încărcare, 
       r  - situaţii de încărcare. 

 Pentru calculul termenilor liberi se produc, pe sistemul de bază, 
în cazul structurii propuse în studiu, figura 5.3, cedări de reazem. Cele 
două situaţii de încărcare sunt prezentate în figura 5.b şi c, iar pentru 
calculul coeficienţilor, de exemplu în cazul primei necunoscute, , 
deformata sistemului de bază, figura 3.a, este desenată în figura 3.d. 

1z

 După ce se calulează coeficienţii şi termenii liberi, se rezolvă cele 
două sisteme de ecuaţii de echilibru static. Cu necunoscutele 
determinate se trasează diagramele de eforturi, momente încovoietoare. 
Aplicând, apoi, principiul lucrului mecanic virtual se calculează, pentru 
momentele încovoietoare determinate anterior, reacţiunile din reazemele 
simple introduse pe direcţiile GLD. Aceste reacţiuni sunt identice cu 
elementele matricei de rigiditate, pe care ne-am propus să o 
determinăm.  
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Fig. 5.3. Calculul elementelor matricei de rigiditate: a. sistem de bază; 
b. deformata sistemului de bază pentru prima situaţie de încărcare, cedare de 

reazem pe direcţia GLD1; c. deformata sistemului de bază pentru a doua situaţie de
încărcare, cedare de reazem pe direcţia GLD2; d. deformata sistemului de bază 

pentru acţiunea Z1=1, în vederea calcululul coeficienţilor 
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 5.6.3. Condensarea matricei de rigiditate 

 Un al trielea procedeu, pentru a găsi matricea de rigiditate în 
coordonatele dinamice ale sistemului vibrant, constă în condensarea 
matricei de rigiditate determinată corespunzător coordonatelor statice 
ale sistemului vibrant, deci a matricei coeficienţilor din metoda 
deplasărilor. 

 Sistemul vibrant este arătat în figura 4.a, iar sistemul de bază 
corespunzător metodei deplasărilor în figura 4.b. 

 Pentru demonstraţie, se pleacă de la ecuaţia generală de 
echilibru static, din metoda deplasărilor: 
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 [ ] { } { }   Pz r jij =  (5.48) 

sau  

 [ ]
{ } { }

   
M
P
p

θ
Y
X

 r y

x

ij




















=



















 , (5.49) 

unde: { }X  reprezintă vectorul necunoscutelor deplasări liniare ale 
nodurilor structurii pe direcţia axei OX; 

Fig. 5.4. Calculul elementelor matricei de rigiditate: a. sistem vibrant 
(dinamic); b. sistem de bază în metoda deplasărilor
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θ
Y

 - vectorul necunoscutelor: deplasări liniare pe direcţia axei 

OY şi deplasări unghiulare în raport cu axa OZ, ale nodurilor structurii; 
  P  - vectorul termenilor liberi, în cazul forţelor exterioare 
aplicate în noduri. Elementele fiind acţiuni, vectorul termenilor liberi este 
scris, în ecuaţiile de condiţie, în dreapta  semnului de egalitate,. 

 Dacă partiţionăm corespunzător şi matricea coeficienţilor, în 
relaţia (5.49), aceasta devine: 
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2221

1211 . (5.50) 

 Cum { } { }0≠xP , iar , se va elimina vectorul  din 

relaţia (5.50), rezultă: 

{ }0=







M
Py








θ
y

 , (5.51) [ ] { } [ ] { }   P
θ
y

rX r x=








+ 1211
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 . (5.52) [ ] { } [ ] { }   0
θ
y

rX r =








+ 2221

 Din relaţia (5.52) se determină vectorul : 







θ
y

 . (5.53) [ ] [ ]   
θ
y

rr 








−=−
21

1
22

 Se substituie (5.53) în (5.51): 

 [ ] [ ] [ ] [ ] { } { }  PX)rr rr( x−=− −
21

1
221211 . (5.54) 

 În concluzie: matricea de rigiditate în coordonatele dinamice ale 
sistemului vibrant, notată - [ ]K , se determină cu relaţia: 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]21
1

221211 rr rrK −−= . (5.55) 

 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 6 
SISTEME VIBRANTE CU nGLD 

 

6.Vibraţii forţate produse de acţiunea unor forţe 
perturbatoare armonice. 

6.1. Metoda matricei de rigiditate 

6.1.1. Aspecte teoretice 

Se consideră un sistem vibrant cu n GLD acţionat de un sistem 
de forţe perturbatoare armonice, figura 6.1.a. 

 Se constituie vectorul forţelor perturbatoare, { })t(F  , de forma: 
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Sub acţiunea forţelor perturbatoare la un moment dat  al 
vibraţiilor, pe direcţiile GLD se pot măsura deplasări dinamice, notate 

, ordonate în vectorul 

t

)t(y j { })t(y : 

 . (6.2) { }
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 Pentru a analiza vibraţiile forţate ale sistemelor cu n GLD se va 
utiliza un sistem de bază dinamic, figura 1.c, obţinut prin blocarea 
tuturor deplasărilor pe direcţiile GLD. 

 Sistemul de ecuaţii de echilibru dinamic instantaneu se deduce 
prin producerea, succesivă, de deplasări pe direcţiile GLD egale cu 
deplasările reale , aplicate ca cedări de reazeme, în „n” situaţii de 

încărcare, pe sistemul de bază dinamic. 

)t(y j

 Urmând raţionamentele de la vibraţiile libere ale sistemelor cu n 
GLD se constituie vectorul forţelor de inerţie, { })t(F , de forma: 

 . (6.3) { } [ ]{ })t(ym

)t(I
.

)t(I
.

)t(I
)t(I

)t(I

n

j

&&−=































=

2

1

unde: [ ]m  reprezintă matricea diagonală a maselor sau matricea de 
inerţie; 

  - vectorul acceleraţiilor { )t(y&& }
şi vectorul forţelor elastice, { })t(Fe , calculat cu relaţia: 
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 [ ] { }y(t) K)t(Fe = , (6.4) 

în care [ ]K  reprezintă matricea de rigiditate a sistemului vibrant,  
determinată în coordonatele dinamice ale sistemului. 

Ecuaţiile de echilibru dinamic instantaneu, stabilite prin aplicarea 
principiului lui d’Alambret, au alura: 

 { } [ ] { } { } { }0=++− )t(Ry(t) K)t(I F , (6.5) 

unde vectorul { })t(RF  are forma următoare: 

 , (6.6) { }
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în care, )t(R F,j  reprezină reacţiunea din blocajul „j” când sistemul de 

bază dinamic este acţionat simultan de forţe perturbatoare exterioare. 

 Deoarece forţele perturbatoare considerate, în studiu, sunt 
armonice, de tipul: 
 tθsinF)t(F k,k 0= , (6.7) 

rezultă: 
 { } { } tθsinR)t(RF 0=  (6.8) 

şi 

 , (6.9) { }
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0

unde  reprezintă reacţiunea din blocajul „j” când sistemul de bază 

dinamic este acţionat simultan de amplitudinile forţelor perturbatoare 
. 

j,R 0

k,F0

 Răspunsul permanent al sistemului, la acţiuni de tip armonic, are 
totdeauna o variaţie armonică de forma: 

 { } { } tθsiny)t(y = , (6.10) 
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în care s-a notat cu { }y  vectorul deplasărilor dinamice maxime (în regim 
forţat). 

 De asemenea, în aceste condiţii, forţele de inerţie sunt 
determinate cu relaţia: 

 { } [ ] { } tθsiny mθ)t(I 2= , (6.11) 

unde amplitudinile forţelor de inerţie formează vectorul: 

 { } [ ] { }y mθI 2= . (6.12) 

Introducând expresiile (6.8), (6.10), (6.11) în (6.5) se obţine 
sistemul de ecuaţii: 

 [ ] [ ] { } { } { }00
2 =+− )Ry )mθK( , (6.13) 

care reprezintă un sistem de ecuaţii algebrice. 

Pentru ca sistemul, de mai sus, să admite soluţii finite este 
necesar ca determinantul principal al sistemului să fie diferit de zero. 
Deci: 
 [ ] [ ] 02 ≠− )mθK . (6.14) 

   Dacă determinantul este nul, atunci deplasările tind către infinit, 
situaţie în care ωθ = , deoarece 

 [ ] [ ] 02 =− )mθK . (6.15) 

Rezultă că întâlnim mai multe situaţii de rezonanţă, şi anume: 

 n1,i  ,ωθ i == . (6.16)          

6.1.2. Ordinea de calcul 

În vederea aflării răspunsului dinamic în deplasări şi în eforturi se 
parcurg următoarele etape de calcul: 

a. Se determină matricea de rigiditate în coordonatele dinamice 
ale sistemului vibrant, [ ]K ; 

b. Se constituie matricea maselor, [ ]m ; 

c. Se calculează vectorul termenilor liberi, { }0R . 

În cazul în care forţele perturbatoare sunt aplicate în dreptul 
maselor şi pe direcţiile GLD se poate scrie egalitatea: 

 { } { }00 FR −= ; (6.17) 
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d. Se rezolvă sistemul de ecuaţii (6.13) şi se determină vectorul 
deplasărilor { }y , reprezentămd răspunsul dinamic în deplasări 
ale sistemului; 

e. Se trasează diagramele de eforturi maxime şi minime prin 
acţionarea sistemului vibrant cu amplitudinile forţelor de 
inerţie, cu dublu sens, realaţia (6.12), vectorul forţelor 
perturbatoare, cu dublu sens şi vectorul forţelor 
gravitaţionale. 

6.2. Metoda matricei de flexibilitate 
6.2.1. Aspecte teoretice 

În vederea rezolvării problemei se consideră un sistem vibrant cu 
n GLD, desenat în figura 6.2, acţionat de un sistem de forţe 
perturbatoare. La momentul „t” al vibraţiei, pe direcţiile GLD se măsoară 
deplasările dinamice instantanee, . Vectorul deplasărilor are forma: )t(y j

  (6.18) { }
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Deplasările pe direcţiile GLD se obţin, prin suprapunerea 
efectelor, acţionând sistemul vibrant cu forţele de inerţie şi forţele 
perturbatoare, v. figura 6.2.b: 

 { } [ ] { } { })t(I(t) )t(y F∆+∆=  (6.19) 

sau  
{ } [ ] { } { } { }0=∆+∆− )t(I(t) )t(y F , (6.20)  

unde: [ ]∆  reprezintă matricea de flexibilitate a sistemului vibrant; 

         {  - vectorul forţelor de inerţie, determinat cu relaţia: })t(I
 { } [ ] { }(t)y m)t(I &&−= ; (6.21) 

           - vectorul deplasărilor produse de forţele perturbatoare, 
care reprezintă termenul liber al ecuaţiei matriceale de echilibru dinamic 
instantaneu. 

{ )t(F∆ }

 Ecuaţia matriceală (6.20), după introducerea relaţiei (6.21), 
devine: 
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Fig. 6.2. Sistem vibrant cu n GLD: 
a. sistemul acţionat de forţe perturbatoare; b. deformata sistemului sub 
acţiunea forţelor perturbatoare; c. şi d. deformatele sistemului vibrant 

produse de acţiuni egale cu unitatea aplicate succesiv în dreptul maselor şi 
pe direcţiile GLD; e. deformata sistemului produsă de amplitudinile forţelor 

perturbatoare. 
 

 [ ] [ ] { } { } { } { }0=∆−+∆ )t()t(y)t(y m F&& . (6.22) 
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 Soluţia admisă de ecuaţia (6.22) este de tip armonic: 

 { } { } tθsiny)t(y = , (6.23) 

în care: { }y  reprezintă vectorul amplitudinilor deplasărilor dinamice; 

   θ  - pulsaţia proprie a forţei perturbatoare 

Forţele perturbatoare se calulează cu relaţia: 

 tθsinF)t(F m,m 0= . (6.24) 

 Introducând relaţia (6.23) în ecuaţia (6.22) se obţine: 

 [ ] [ ] [ ] { } { } { }00
2 =∆+∆ y )I-m θ( , (6.25) 

deoarece: 
 { } { } tθsin)t(F 0∆=∆ . (6.26)  

6.2.2. Etape de calcul 

Pentru determinarea răspunsului dinamic în deplasări şi în 
eforturi se parcurg următoarele etape de calcul: 

a. Se constituie matricea maselor: 

 ; (6.27) [ ]
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b. Se determină matricea de flexibilitate a sistemului vibrant: 

 ; (6.28) [ ]
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c. Se calculează vectorul termenilor liberi, { }0∆ . Pentru 
aceasta se încarcă sistemul vibrant cu amplitudinile forţelor 
perturbatoare şi se determină deplasările pe direcţiile GLD.    

În cazul în care forţele perturbatoare sunt aplicate în dreptul 
maselor şi pe direcţiile GLD, atunci: 
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 { } [ ] { }0F ∆=∆ 0 , (6.29) 

unde { }0F  reprezintă vectorul amplitudinilor forţelor 
perturbatoare: 

 ; (6.30) { }
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d. Răspunsul în deplasări se obţine prin rezolvarea sistemului 
de ecuaţii de echilibru (6.25); 

e. Răspunsul în eforturi de calculează prin acţionarea 
sistemului vibrant cu amplitudinile forţelor de inerţie, { }I : 

 { } [ ] { }y mθI 2=  (6.31) 

     şi amplitudinile forţelor perturbatoare, { }0F . 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 7 
 

SISTEME VIBRANTE CU NGLD 
 7.1. Analiza modală a răspunsului  dinamic al 
sistemelor cu nGLD 

 Se consideră un sistem cu nGLD. Analiza modală a răspunsului 
dinamic constă în exprimarea ecuaţiilor de mişcare, prin intermediul 
unui număr de „n” ecuaţii independente, obţinute prin decuplarea 
sistemului de ecuaţii de echilibru. 



 Sisteme vibrante cu nGLD. 
 Analiza modală a răspunsului  dinamic 
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     Fig. 7.1. Sistem vibrant cu nGLD acţionat de forţe perturbatoare 
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 Ecuaţia matriceală de echilibru dinamic, prin analogie cu sistemul 
cu 1GLD, are forma: 

 [ ]{ } [ ][ ] [ ]{ } { })t(F)t(xK)t(xc)t(xm =++ &&& , (7.1) 

unde : 

 [ ]m  reprezintă matricea maselor sau de inerţie; 

 [ ]c  - matricea de amortizare; 

 [ ]K  - matricea de rigiditate a sistemului vibrant; 

{ )t(x }
}
 - vectorul deplasărilor dinamice instantanee; 

{ )t(F  - vectorul forţelor perturbatoare. 

 Obs. Alura ecuaţiei (7.1), referitor la termenul liber, este corectă 
numai dacă forţele perturbatoare sunt aplicate în dreptul maselor şi pe 
direcţia gradelor de libertate. 
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 Pentru decuplarea sistemului de ecuaţii (7.1) se efectuează 
următoarea schimbare de variabilă: 

 { } [ ]{ })t(X)t(x Φ=  (7.2) 

sau  

 )t(X)t(x i

n

i,jj Φ= ∑
1

, (7.3)                

în care:  

 [ ]X  reprezintă matricea modală normalizată; 
  - coordonata generalizată care precizează amplitudinea 
modului „i” de vibraţie pe direcţia gradului de libertate „j”. 

)t(iΦ

 Obs. O formă proprie de vibraţie normalizată se calculează cu 
relaţia: 

 { } { }i
i

i X
M

X
1

= , (7.4) 

unde Mi reprezintă masa generalizată corespunzătoare modului „i” de 
vibraţie şi se determină cu relaţia: 

 { } [ ]{ }iT
ii XmXM = . (7.5) 

 Prin introducerea expresiei (7.2) în ecuaţia (7.1) se obţine: 

 [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ } { })t(F)t( X K)t( X c)t( X m =Φ+Φ+Φ &&& . (7.6) 

 Ecuaţia (7.6) se premultiplică cu matricea modală transpusă, 
care devine: 

 [ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] [ ]{ } [ ] { })t(FX)t( X KX)t( X cX)t( X mX
TTTT

=Φ+Φ+Φ &&& . (7.7) 

 Se cunosc următoarele produse matriceale: 

 [ ] [ ] [ ] [ ]IX mX
T

= , (7.8) 

 [ ] [ ] [ ] [ ]νωX cX
T

2=  (7.9) 

şi 

 [ ] [ ] [ ] [ ]2ωX KX
T

= , (7.10) 

unde ν  reprezintă fracţiunea din amortizarea critică. 

 Luând în considerare relaţiile (7.8) – (7.10), ecuaţia (7.7) ia 
forma: 
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 { } [ ] { } [ ]{ } [ ] { })t(FX)t( ω)t( νω)t(
T

=Φ+Φ+Φ 22 &&& . (7.11) 

 Analizând ecuaţia matriceală (7.11) rezultă că sistemul este 
decuplat, s-a transformat în „n” ecuaţii independente de tipul: 

 . (7.12) )t(F)t(ω)t(ων)t( j

n

j
iiiiii ∑

=

=Φ+Φ+Φ
1

22 &&&

 Soluţia ecuaţiei (7.12) este: 

 τd)τt(ωsine)τ(FX
ω

)φtωsin(eA)t( i
tωυt n

j
ji,j

i
i

tωυ
ii

iiii −++=Φ −

=

− ∫ ∑0
1

1
.(7.13) 

 În cazul în care forţele perturbatoare sunt de tip armonic şi 
acţionează simultan, amplitudinea deplasării dinamice, corespunzătoare 
modului „j” de vibraţie, devine: 

 in

j
ji,ji
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i,jj µ

mXω
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Xx

∑

∑
∑
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1

22

1
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, (7.14) 

unde : 
  reprezintă amplitudinea forţei perturbatoare; j,F0

  - factorul de amplificare dinamică, calculat cu relaţia: iµ
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 7.2. Etape de calcul în analiza modală a răspunsului  
dinamic al sistemelor cu nGLD 

a) Se constituie matricea maselor, [ ]m ; 

b) Se calculează matricea de rigiditate, [ ]K ; 

c) Se determină modurile principale de vibraţie: 

a. pulsaţii proprii: 

 [ ] [ ] 02 =− mωK , 

rezultă matricea spectrală: [ ]Ω ; 
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b. forme proprii de vibraţie: 

 [ ] [ ] { } { }02 =− ii X)mωK( , 

rezultă formele proprii de vibraţie: 

 { } n1,i     ,X i = . 

d) De calculează răspunsul dinamic în deplasări, prin 
aplicarea relaţiei (7.14); 

e) Se determină amplitudinile forţelor de vibraţie: 

 { } [ ]{ }XmθI 2= ; (7.16) 

f) Se trasează diagramele de eforturi, reprezentând 
răspunsul în eforturi, prin încărarea sistemului vibrant cu 
amplitudinile forţelor de inerţie şi amplitudinile forţelor 
peturbatoare, cu dublu sens şi forţele gravitaţionale. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 8 
CALCULUL DE STABILITATE.  

CALCULUL DE ORDINUL II 
 

8.1. Consideraţii generale 

 Construcţiile pot fi solicitate de acţiuni statice şi/sau dinamice. 

 Prin aplicarea statică a unei acţiuni pe o structură se acceptă o 
creştere a mărimii ei, de la valoarea zero la valoarea finală. În acest 
timp, structura trece lent din poziţia iniţială nedeformată (PIN), în 
poziţia finală deformată (PD). 

Se admite, în acestă situaţie, că viteza de deplasare a maselor 
este nulă (v=0) şi, în consecinţă, energia cinetică este nulă. 
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 În cazul în care se acceptă o anumită comportare a materialului, 
din care este realizată construcţia, iar această comportare se poate  
schematiza prin intermediul relaţiei σ – ε (tensiune – deformaţie 
specifică) sau P – ∆ (forţă – deplasare) de tip liniar, atunci analiza 
structurii corespunde unui calcul de ordinul I, liniar elastic. 

 Conform acestei ipoteze apar următoarele consecinţe: 

a. ecuaţiile de echilibru static se exprimă în raport cu poziţia 
iniţială a structurii, deoarece deplasările sunt mici în raport cu 
dimensiunile elementelor structurii; 

b. se aplică principiul suprapunerii efectelor; 
c. structura reprezintă un sistem conservativ; 
d. proprietăţile de rigiditate (flexibilitate) ale structurii nu depind 

de nivelul forţelor exterioare, ci numai de caracteristicile 
structurii şi de natura materialului. 

 Prin urmare, pentru determinarea stării de tensiune şi deformaţei 
se exprimă echilibrul, prin intermediul unor ecuaţii algebrice, în raport 
cu poziţia iniţială nedeformată. 

 În cazul în care se admite că relaţia σ – ε este liniară, iar relaţia P 
– ∆ este neliniară, deplasările pot fi mici sau mari dar rotirea barelor, de 
corp rigid, să fie mici, analiza structurii se realizează printr-un calcul de 
ordinul II, elastic liniar şi geometric neliniar. 

 Consecinţele acestei ipoteze sunt: 

a. independent de mărimea deplasărilor, ecuaţiile de echilibru 
static se exprimă în raport cu forma deformată a structurii 
(PD); 

b. principiul suprapunerii efectelor se aplică numai pentru 
forţelor transversale, cu condiţia ca forţa axială să fie 
constantă; 

c. eforturile şi deplasările sunt funcţii neliniare de forţele axiale, 
iar energia de deformaţie este o funcţie de gradul 3 sau 4 de 
deplasările nodurilor structurii; 

d. rigiditatea elementelor structurii, în ansamblu, este funcţie de 
nivelul forţelor exterioare; 

e. soluţia problemei se determină prin cicluri de calcul, deoarece 
forma deformată reală nu este cunoscută de la început. 

 Scrierea echilibrului, în raport cu poziţia deformată a structurii, 
face obiectul de studiu al stabilităţii şi/sau al calculului de ordinul II. 

 Calculul de stabilitate constă din identificarea naturii echilibrului 
poziţiei deformate a unei structuri. Mărimile forţelor axiale sunt 
necunoscute. 
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Calculul de ordinul II constă din determinarea stării de tensiune 
şi deformaţie, dintr-o structură acţionată de un ansamblu de forţe, prin 
exprimarea echilibrului în raport cu poziţia deformată a acesteia. În 
calculul de ordinul II sarcinile transversale şi eforturile axiale se 
presupun cunoscute. 

8.2. Calculul de stabilitate. Tipuri de pierdere a 
stabilităţii 

 Se consideră două structuri: grinda simplu rezemată şi grinda 
încastrată, figura 8.1. În cazul în care structurile nu sunt solicitate de 
forţe exterioare ele se găsesc în poziţii iniţiale nedeformate (PIN, figura 
1.a1.şi a2). 

 Dacă asupra structurilor se acţionează cu forţe exterioare, care 
produc forţe axiale (sau se aplică încărcări pe direcţiile axelor 
structurilor, de intensitate P), atunci structurile trec din poziţiile iniţiale 
(PIN) în poziţiile deformate (PD). 

 Prin acţiunea unei cauze perturbatoare extrem de mici, o 
structură (fie grinda simplu rezemată sau grinda încastrată) trece din 
poziţia deformată (PD) într-o poziţie deformată auxiliară (PDa). 

La îndepărtarea cauzei exterioare se constată următoarele: 
a. structura revine din PDa în PD – se conchide că poziţia 

deformată (PD) se găseşte într-un echilibru stabil; 
b. structura din PDa tinde să se îndepărteze de PD – se consideră 

că poziţia deformată se află într-un echilibru instabil; 
c. structura rămâne în PDa – situaţi este considerată proprie 

poziţiei de echilibru indiferent, referitor la PD. 
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b1
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b2
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Fig.8.1. Stările iniţiale şi stările deformate 
ale unor structuri 

P

 

În concluzie, luând în considerare cele de mai sus, se poate 
stabili obiectul de studiu al calculului de stabilitate. Acesta este: 
stabilitatea structurilor se ocupă cu identificarea echilibului indiferent al 
poziţiei deformate a unei structuri acţionate de un sistem de forţe. 
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 Apare evident că, poziţia deformată a unei structuri depinde de 
următoarele: 

a. natura şi numărul legăturilor structurii; 
b. caracteristicile geometrice şi fizico-mecanice ale structurii; 
c. modul de încărcare a structurii. 

 La identificarea echilibrului indiferent al poziţiei deformate a unei 
structuri, se consideră primii doi parametri, precizaţi mai sus, constanţi, 
iar ultimul variabil (încărcările cresc proporţional). 

 În funcţie de modul de acţionare a încărcărilor, pierderea 
stabilităţii unei structuri se produce prin două mecanisme distincte, şi 
anume: 

a. deformare discontinuă; 
b. deformare continuă. 

8.2.1. Pierderea stabilităţii prin deformare discontinuă 

 În această categorie sunt cuprinse toate structurile la care poziţia 
de echilibru este poziţia nedefomată. Poziţia nedeformată se păstrează 
pe toată perioada în care intensitatea sarcinilor creşte până atinge 
valoarea critică, notată Pcr. Imediat după ce se ajunge la valoarea critică 
a încărcării, structura trece brusc din poziţia iniţială nedeformată într-o 
poziţie deformată. 

 Curba de variaţie a unei deplasări normale pe axa barei, notată 
„d”, în raport cu forţa „P” este prezentată în figura 8.2.a. Se observă că 
trecerea de la poziţia nedeformată, PD, este marcată printr-o 
discontinuitate. Deplasările ce se produc după atingerea pragului critic 
(Pcr) se pot dezvolta într-un sens sau în altul (funcţie de sensul pozitiv 
sau negativ al axei deplasărilor). 

 Modul de pierdere a stabilităţii arătat în figura 8.2. se numeşte 
pierderea stabilităţii prin  bifurcare. 

d

PPcr

d

PPcr

Fig. 8.2. Pierderea stabilitatii prin bifurcare  
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 În  figura  8.3  sunt  prezentate exemple de structuri solicitate de 

qq q
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prin deformare laterala

P   Pcr

Pcr
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c1. Deformare simtrica c2. Pierderea stabiliatii
prin deformare spatiala

c3. Pierderea stabiliatii
prin deformare laterala

d2. Deformarea
structurii (scurtarea
lungimii stalpilor)
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Fig. 8.3. Pierderea stabilităţii prin deformare 
discontinuă 
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forţe exterioare care îşi pierd stabilitatea prin bifurcarea echilibrului. 

 În cazul cadrelor din figura 8.3.c şi d pot apărea deplasări mici 
care se dezvoltă odată cu creşterea încărcărilor, dar pierderea stabilităţii 
se produce prin deformări în alt plan decât în cel în care s-au produs 
primele deformaţii, de exemplu: în plan lateral sau perpendicular pe 
planul structurii (flambaj lateral). 

De asemenea, în această categorie se poate include şi structura 
inelară acţionată radial de încărcari, care îşi micşorează diametrul prin 
deformare, dar pierderea stabilităţii, la atingerea valorii critice a 
intensităţii acţiunii, se identifică cu o deformată de altă formă (forma 
ovală). Caracteristic pentru această structură este curba forţă - 
deplasare desenată în figura 8.2.b. 

8.2.2. Pierderea stabilităţii prin deformare continuă 

 Se consideră o grindă simplu rezemată acţionată de o forţă axială 
şi de un sistem de forţe aplicat transversal axei grinzii, figura 8.4. Cu cât 
creşte intensitatea forţei P cu atât se măreşte deformata grinzii. În 
apropierea unei valori a încărcării axiale, notate Pcr, deformaţiile cresc 
foarte repede, ca şi cum rigiditatea structurii s-ar micşora brusc, figura 
8.4.b. 
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Pcr
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Fig. 8.4. Pierderea stabilităţii prin deformare discontinuă 
 

Pierderea stabilităţii prin deformare discontinuă se datoreşte 
imperfecţiunii axei, excentricităţii splicării sarcinii şi imposibilităţii 
înlăturării forţelor transvesale. 

8.3. Ecuaţia de echilibru critic (ecuaţia de stabilitate) 

Pierderea stabilităţii prin deformare discontinuă are loc atunci 
când forţele exterioare, care acţionează numai în lungul axelor barelor, 
ating valoarea critică; structura trece, atunci, brusc într-o nouă poziţie 
(structura din PIN ajunge în PD); pentru orice creştere a sarcinii, 
structura capătă deformaţii mari (teoretic infinit de mari). 
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8.3.1. Bara dreaptă 

 Se consideră o bară încastrată acţionată de o forţă concentrată, 
de intensitate P, în lungul axie barei, figura 8.5.a.  

y

X

y

x

l

a. b.

P P

Fig. 8.5. Grinda în consolă acţionată de o forţa axială, P: 
a. grinda în situaţia iniţială (PIN); b. grinda în situaţia deformată, PD  

 Pentru a obţine ecuaţia de echilibru critic se pleacă, în 
demonstraţie, de la ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate: 

 
EI

)x(M
"y z−= . (8.1) 

 Conform figurii 5.b, în care grinda încastrată şi-a pierdut 
stabilitatea, se exprimă momentul înconvoietor din secţiunea x: 

 yP)x(Mz ∗= . (8.2) 

Se introduce expresia (8.2) în (8.1) şi se obţine: 

 0=+ y
EI
P

"y  (8.3) 

sau 

  (8.4) yn"y 2+

unde, s-a notat:  

 
EI
P

n =2 . (8.5) 

 Se propune pentru ecuaţia (8.4) o soluţie de forma: 

 nxcosCnxsinCy 21 += . (8.6) 
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 Constantele de integrare se obţin punând următoarele condiţii la 
limită: 

 000 =⇒=→= 2C    y    x  (8.7) 

şi  

 . (8.8) 00 1 ==⇒=→= nconlCylx '

 Oricare din cei trei termeni ai ecuaţiei (8.8): C1, n sau cosnx, 
dacă se anulează, arată că ecuaţia (8.8) este verificată. Se vor analiza, 
pe rând, aceste condiţii: 

a. dacă C1=0, atunci relaţia (6) se anulează, y=0, ceea ce 
înseamnă că grinda nu este solicitată; 

b. dacă n=0, atunci conform expresiei (5) rezultă că P=0, 
înseamnă că grinda nu este solicitată; 

c. cosnl=0 şi această soluţie conduce la anularea expresie (8.8), 
se conchide că: 

 0=nlcos      (8.9) 

reprezintă ecuaţia de echilibru critic (de stabilitate) a grinzii încastrate. 

 Ecuaţia (8.9) este verificată pentru  

 
2

12 π)k(
nl

+
= . (8.10) 

 Analizând expresia (8.10) rezultă că pentru k=0 se deduce cea 
mai mică valoare a încărcării P, deci: 

  
π

nl
2

=  

şi  

  
EI
P

 
l

π
n cr

2

==
4

2  (8.11) 

de unde, se ajunge la expresia forţei critice care produce pierderea 
stabilitătii grinzii încastrate: 

 
EI
EIπ

Pcr

2
= . (8.12) 

 8.3.2. Cadre 

În metoda deplasărilor ecuaţia matriceală generală de echilibru 
static are forma:  

 [ ]{ } { } { }0=+ ipjij Rzr . (8.13) 



 Calculul de stabilitate. Calculul de ordinul II. 96

 În cazul pierderii stabilităţii prin deformare discontinuă, vectorul 
termenilor liberi este nul, iar pentru ca ecuaţia (8.13) să aibe soluţie 
diferită de zero este necesar ca determinantul matricei coeficienţilor să 
se anuleze. Prin urmare: 

 0=iD , (8.14) 

ceea ce reprezintă ecuaţia de stabilitate a cadrelor. 

 În cazul pierderii stabilităţii prin deformare discontinuă, termenl 
liber este diferit de zero, { } { }0≠ipR . Cum însă deforata trebuie să 

crească continuu, către infinit, rezultă că determinantul trebuie să se 
anuleze. Se obţine o ecuaţia de stabilitate, exprimată tot prin expresia 
(8.14). 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 9 
CALCULUL DE ORDINUL II 

 
 9.1. Grinda încastrată 

 Se consideră o grindă încastrată, încărcată ca în figura 9.1.a. 

 Se cere să se traseze diagrama de moment încovoietor şi să se 
determine expresia săgeţii extremităţii libere a grinzii, echilibrul static 
fiind exprimat în raport cu poziţia deformată a grinzii. Prin urmare, se 
doreşte să se efectueze un calcul de ordinul II. 

 Din Statica de ordinul I, se cunosc expresiile momentului 
încovoietor din încastrare şi a săgeţii capătului liber a grinzii încastrate, 
acestea sunt: 
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 Hl)lx(M ==2 , (9.1) 

 
EI
Hl

)x(y
3

01 == . (9.2) 

 Diagrama de moment încovoietor este trasată în figura 9.1.c. 

y

X

y

x

l

a. b.

P P

H H

2

1

HlMI =21
ν
νtg

HlMII =21

Fig. 9.1. Grinda încastrată: a. situaţie de încărcare; b. poziţia deformată, 
c. diagrama de moment încovoietor de ordinul I; d. diagrama de moment 

încovoietor de ordinul II 

c. d.

 

 Se pleacă în demonstraţie de la ecuaţia fibrei medii deformate, 
relaţia (9.3): 

 
EI

)x(M
"y z−= . (9.3) 

 Conform figura 9.1.b, momentul încovoietor, , din 
secţiunea x se calculează cu relaţia: 

)x(Mz

 .HxPy)x(Mz +=  (9.4)  

 Se introduce (9.4) în (9.3) şi se obţine:  

 x
EI
H

y
EI
P

"y −−=  (9.5) 

sau 

 x
EI
H

yn"y −=+ 2 , (9.6) 

unde: 

 
EI
P

n =2 . (9.7) 
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 Soluţia ecuaţiei  (9.6) este: 

 nxcosCnxsinCy 21 += , (9.8) 

cu prima derivată: 

 
P
H

nxsinnCnxcosnCy −−= 21 . (9.9) 

 Considerând condiţiile la limită ale deformatei grinzii încastrate: 

 0y      x =→= 0  (9.10) 

şi                                     

 0y'      lx =→= , (9.11) 

se găsesc expresiile celor două constante de integrare: 

 02 =C , (9.12) 

01 =−
P
H

nlcosnC  

sau  

 
nlcosPn

H
C =1  (9.13) 

 Introducând (9.12) şi (9.13) în (9.8) se ajunge la expresia săgeţii 
într-o secţiune x a grinzii: 

 






 −= x
nlcosn

nxsin
P
H

)x(y . (9.14) 

 Expresia (9.14) pentru lx = , devine: 

 






 −= l
nlcosn

nlsin
P
H

ymax  (9.15) 

sau  

 
3

3 3
3 ν

)ννtg(
EI

Hl
ymax

−
=  (9.16) 

unde  

 
EI
P

lnlν == , (9.17) 

reprezentând factorul de compresiune. 
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 Momentul încovoietor se calculează cu relaţia (9.4). Dacă în 
această relaţie se introducere expresiei (9.15) şi prin efectuarea de 
operaţii algebrice specifice, se ajunge la formula: 

 
νcoscν

nxsin
Hl)x(Mz = . (9.18) 

 Pentru =  se obţine valoarea maximă a momentului 
Incovoietor sin secţiunea de încastrare a grinzii: 

lx

 
ν
νtg

HlMII
max = . (9.19) 

 Diagrama de moment încovoietor de ordinul II este trasată în 
figura 9.1.d. 

 Comparând expresiile (9.19) cu (9.1) şi (9.16) cu (9.2), se 
evidenţiază  diferenţele între rezultatele care se obţin, în cazul în care se 
exprimă echilibrului în raport cu poziţia iniţială, faţă de cazul când 
echilibrul se exprimă în raport cu poziţia deformată.  

 9.2. Calculul de ordinul II. Determinarea eforturilor 
şi deplasărilor prin metoda parametrilor în origine 

 În vederea efectuării unui calcul de ordinul II al barei drepte se 
propune ca metodă de analiză metoda parametrilor în origine. Se 
presupune o bară în diferite siruaţii de încărcare: parametrii în origine; 
sarcini concentrate: forţă şi cuplu, sarcini distribuite etc. 

Ca ipoteze de lucru se admit următoarele: 
a. bara are axa dreaptă, secţiunea transversală constantă şi 

este realizată din acelaşi material; rigiditatea la solicitarea de  
încovoiere este constantă, .consEI = , se presupune că efortul 
axial, pe lungimea de bară, luată în studiu, este constant şi 
este determinat printr-un calcul de ordinul I; 

b. parametrii în origine: Mo, No, To, φo, yo sunt constanţi; o 
parte din ei pot fi nuli, cu excepţia efortului axial (No). 

9.2.1. Bara dreaptă acţionată în origine de parametrii în 
origine Mo, No,To, φo, Yo 

Se consideră o bară dreaptă, figura 9.2, încărcată în origine cu 
următorii pamametrii iniţiali: Mo, No, To, φo şi Yo.  

Ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate este: 

 
EI

)x(M
)x("y z−= . (9.20) 
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În conformitate cu figura 9.2, expresia momentului încovoietor în 
secţiunea „x” a barei, acţionată în origine de parametrii: Mo, No, To, φo 
şi Yo, are forma: 

 

Y

X

x

y(x)
To

No

Mo

Yo

φo 

Fig. 9.2. Bara dreaptă acţionată de parametrii în origine 
 

 )Y)x(y(NxTM)x(M ooooz −++= . (9.21) 

Introducând (9.21) în (9.20) se obţine ecuaţia diferenţială de 
ordinul al II-lea: 

 o
ooo" Y

EI
N

x
EI
T

EI
M

)x(yn)x(y +−−=+ 2 , (9.22) 

unde: 

 
Ei
N

n o=2 . (9.23) 

Soluţia ecuaţiei (9.22) este: 

 o
o

o

o

o Yx
N
T

N
M

nxcosCnxsinC)x(y +−−+= 21 . (9.24) 

Se derivează expresia (9.24) şi se deduce relaţia de calcul a 
rotirii în secţiunea „x”: 

 
o

o

N
T

nxsinnCnxcosnC)x('y −−= 21 . (9.25) 

Constantele de integrare, C1 şi C2, din expresia (9.24), se 
determină din condiţii la limită (în origine), funcţie de parametrii în 
origine (consideraţi cunoscuţi): 

 . (9.26) 




=

=
=

o

o

φ'y

Yy
x 0

Introducând (9.26) în (9.24) şi (9.25) rezultă expresiile de calcul 
a celor două constante de integrare: 
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o

o

N
M

C =2  (9.27) 

şi 

 
o

o

N
T

nCφ −= 1o  (9.28) 

sau  

 
o

o

nN
T

n
φ

C += o
1 . (9.29) 

Luând în considerare relaţia (9.23) şi expresiile (9.27) şi (9.29), 
constantele de integrare pot fi scrise sub formele: 

 
EIn

T
n
φ

C o
3

o
1 +=  (9.30) 

 
EIn

M
C o

22 = . (9.31) 

 Introducând (9.30) şi (9.31) în (9.24) expresia săgeţii măsurate 
în secţiunea „x” devine: 

 o
o

o

o

o

o

o

o

oo Yx
N
T

N
M

nxcos
N
M

nxsin
nN
T

n
)x(y +−−+








+=  (9.32) 

sau 

 )nxsinnx(
EIn

T
)nxcos(

EIn

M
nxsin

n
Y)x(y ooo

o −−−−+=
32

1 . (9.33) 

 Se derivează succesiv, de două ori, relaţia (9.33) şi se obţine 
relaţia de calcul a deplasării unghiulare (a rotirii) a secţiunii „x”, 
respectiv, prin înmulţirea  derivatei a doua a săgeţii cu EI (modulul de 
rigiditate la solicitarea de încovoiere), expresia de calcul a momentului 
încovoietor din secţiunea „x” este: 

 )nxcos(
EIn

T
nxsin

nEI
M

nxcosφ)x()x('y oo
o −−−== 1

2
 (9.34) 

şi 

 nxsin
n
T

nxcosMnxsinφEIn)x("EIy)x(M o
ooz ++=−= . (9.35) 

 Forţa tăietoare corespunzătoare secţiunii „x” se determină direct 
prin exprimarea echilibrului în raport cu axa OY, ∑ = 0y . 
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 9.2.2. Bara dreaptă acţionată în secţiunea ax =  de o forţă 
concentrată 

 Se consideră o bară dreaptă, figura 9.3, încărcată în secţiunea 
„x” cu o forţă concentrată de intensitate Q. 

Y

X

x

y(x)
No

Q

a

Fig. 9.3. Bara dreaptă solicitată de o forţă concentrată 
 

 Pentru determinarea eforturilor şi deplasărilor de ordinul II din 
secţiunea „x” se folosesc relaţiile de calcul (9.33), (9.34) şi (9.35). Prin 
considerarea originii la distanţa „a” de capătul din dreapta al barei, acolo 
unde bara este solicitata de forţa concentrată de intensitate Q, noii 
parametri în origine devin: 

 0Yφ ,N  ,0M  ,QT ooooo ===−= . (9.36) 

 Se notează cu M si  ,y ∆∆∆  săgeata, rotirea şi, respectiv, 
momentul încovoietor din secţiunea „x”. Relaţiile de calcul ale 
deplasărilor şi eforturilor de ordinul II se determină prin particularizarea 
relaţiilor (9.33), (9.34) şi (9.35): 

 [ )ax(nsin)ax(n
EIn

Q
y −−−=∆

3
], (9.37) 

 [ ])ax(ncos
EIn

Q
−−=∆ 1

2
, (9.38) 

 ).ax(nsin
n
Q

M −−=∆  (9.39) 

9.2.3. Bara dreaptă acţionată în secţiunea ax =  de un 
cuplu concentrat  

 În figura 9.4. se prezintă o bară dreaptă încărcată în secţiunea 
x=a cu un cuplu concentrat de intensitate Mc.  

Noua situaţie de încărcare se analizează identic ca în cazul 
precedent:  
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Y

X

x

y(x)
No

Mc

a

Fig. 9.4. Bara dreaptă solicitată de un cuplu concentrat 
 

a) parametrii în noua origine sunt 00 === ooooo Yφ  ,N  ,M  ,T ; 

b) expresiile de calcul a deplasărilor şi eforturilor de ordinul II de 
determină cu relaţiile: 

 [ ])ax(ncos
EIn

M
y

c

−−=∆ 1
2

, (9.40) 

 )ax(nsin
EIn

Mc

−=∆ , (9.41) 

  (9.42) ).ax(ncosMM c −−=∆

9.2.4. Bara dreaptă acţionată în secţiunea  de o 
sarcină uniform distribuită

ax =
 

Se consideră o bară dreaptă, figura 9.5, încărcată cu o sarcină 
uniform distribuită de intensitate q. 

Y

X

x

y(x)

No q

a z

Fig. 9.5. Bara dreaptă acţionată de o sarcină distribuită 
 

 Pentru a calcula eforturile şi deplasările, din secţiunea „x” a barei 
drepte, se aplică metodologia folosită in cazurile anterioare, rezultă: 

 [ dz)zxsin()ax(n
nN
qz

y
x

o
∫ −−−=∆

0
]  (9.43) 

şi  











+−=∆

22

2

2
1

2 n

nxcos

n

x

EIn

q
y , (9.44)  
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 −=∆
n
nxsin

x
N
q

, (9.45) 

 )nxcos(
n

q
M −−=∆ 1

2
. (9.46) 

 Obs. În cazul în care o bară este încărcată concomitent cu un 
sistem de forţe alcătuit din parametrii în origine, o forţă de intensitate Q 
(sau mai multe forţe concentrate), aplicată în secţiunea x=a (în 
secţiunile xi=ai); săgeata, rotirea şi momentul încovoietor într-o secţiune 
oarecare „x” se determină prin suprapunerea efectelor. Astfel, se 
însumează  relaţiile: (9.33), (9.34) şi respectiv (9.35), cu expresiile 
(9.37), (9.38) şi, respectiv, (9.39). La fel se procedează în cazul în care 
pe lângă parametrii în origine bara este solicitată şi de alte încărcări 
aplicate pe bară. 

9.3. Aplicaţii 

9.3.1. Grinda simplu rezemată solicitată de un cuplu 
concentrat 

 Se consideră o grindă simplu rezemată acţionată în extremitatea 
stângă de un cuplu concentrat, figura 9.6. Se cere să se determine 
rotirile secţiunilor din extremităţile grinzii, de pe reazemele „i” şi „j”. 

 Prima etapă de calcul constă în determinarea reacţiunilor grinzii 
simplu rezemate. Aplicând condiţiile de echilibru static se determină 
reacţiunile: 

PH   ,
l

V   ,
l

V iji ===
11

. 

Mo

Hi=Mo

Vi=1/l Vj=1/l

X

Y

l

φj         φi 

i j

 Fig.9.6. Grinda simplu rezemată actionată de un cuplu

 

 În etapa a doua, se identifică parametrii în origine: 

011
====−== oioooo Y   ?,φφ   ,M   ,

l
T   ,PN . 

Condiţia de aflare a rotirii din secţiunea ”i” este: 
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ioj φφ       M   ,lx 0 =⇒== . 

Pentru a aplica condiţia de mai sus se utilizează relaţia (9.35), 
care exprimată în funcţie de x = l, rezultă: 

 010 =−+== nlsin
nl

nlcosnlsinφEIn   ,)lx(M oj . (9.47) 

Prin împărţirea ultimei ecuaţii (9.47) cu produsul   se 
ajunge la expresia de calcul a rotirii din origine: 

nlsin EI n

nEItgnllEIn
φo

11
2

−= . 

 Relaţia de mai sus se înmulţeşte şi se împarte cu produsul ; 
efectuând calculele şi introducând factorul de compresiune determinat 
cu relaţia , se obţine expresia rotirii : 

l 3

l nν = iφ

 







−==

νtgννEI
l

φφ oi
113

3
, (9.48) 

 α
EI
l

φi 3
= , (9.49) 

unde parametrul  se calculează cu relaţia: α

 







−=

νtgνν
α

113
. (9.50) 

Rotirea din secţiunea „j” se află aplicând relaţia (9.37), care 
devine în condiţiile date: 

 )nlcos(
N
T

nlsinn
N
M

nlcosφφ
o

o

o

o
ij −−−= 1  (9.51) 

sau 

 β
Ei
l

φi 6
= , (9.52) 

unde 

 






 −=
ννsinν

β
116

. (9.53) 

 9.3.2. Grinda încastrat solicitată de o forţă concentrată 

 Se consideră o grindă în consolă acţionată în capătul liber de o 
forţă concentrată, 1=Q , figura 9.7.  
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Se cere să se determine expresii pentru calculul săgeţii şi rotirii 
din extremitatea liberă a barei. 

P X

       φi 

yi

i

jQ=1

Y

l

Fig. 9.7. Grinda încastrată acţionată de o forţă concentrată 

 

 În prima etapă de calcul se identifică parametrii în origine, 
aceştia sunt: 

10 ==== oooo T   ,M   ?,φ   ?,Y . 

 Pentru aflarea rotirii din extremitatea liberă a grinzii se foloseşte 
condiţia de rotire nulă în reazemul încastrat, 0== )lx(φ j , se aplică 

relaţia (9.34), care în condiţiile date devine: 

011
=−+ )nlcos(

N
nlcosφ

o
i . 

De unde: 

 
νcos

νcos

νEI
l

φi
−

−=
12

2 2

2
, (9.54) 

în care s-a introdus factorul de compresiune,  

 l nν = . (9.55) 

 Săgeata i deduce punând condiţia 0== )lx(y j , se foloseşte 

relaţia (9.38) care, în condiţiile impuse, îmbracă forma: 

y  se 

011111
32

=−+






 −+ )nlsinnl(
EIn

nlsin
nlcosEInn

yi . 

De unde rezultă: 

 'θ
EI
l

yi 3

3
= , (9.56) 

în care 

 
3

3
ν

)ννtg(
'θ

−
= . (9.57) 

 
  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CAPITOLUL 10  

CALCULUL DEPLASĂRILOR ŞI  
RIGIDITĂŢILOR DE ORDINUL II 

 

 10.1 Metoda Mohr-Maxwell 

 Metoda Mohr-Maxwell pentru calculul deplasărilor presupune 
existenţa a două stări distincte: 

a. starea reală constituită din structura reală acţionată de un 
sistem de forţe pentru care se cere să se afle deplasările 
diferitelor secţiuni ale structurii; 

b. starea virtuală,  care se constituie prin acţionarea structurii, 
luate în studiu, în secţiunea şi pe direcţia în care se doreşte 
să se determine o deplasare, cu o forţă egală cu unitatea. 
Acţiunea egală cu unitatea poate fi o forţă concentrată 
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(pentru a determina deplasare liniară a secţiunii), un cuplu 
concentrat (pentru a calcula rotirea secţiunii), o sarcină 
distribuită de intensitate egală cu unitatea sau un cuplu 
distribuit de intensitate egală cu unitatea. 

 Relaţia de calcul este următoarea: 

 dx
EI

)x(M)x(Ml∑∫=∆
0

, (10.1) 

unde:   reprezintă deplasarea care se doreşte să se calculeze, poate fi 
o deplasare liniară sau o deplasare unghiulară; 

∆

 )x(M - momentul încovoietor in secţiunea „x” produs de acţiunea 
egală cu unitatea aplicată în secţiunea în care  se calculează deplasarea; 

 - momentul încovoietor din secţiunea „x” produs de sistemul 
de forţe aplicat pe structură, în starea reală de solicitare; 

)x(M

 - modulul de rigiditate la solicitarea de încovoiere a secţiunii 
transversale. 

EI

 În calculul de ordinul I, cele două diagrame de moment 
corespunzător stărilor reale şi virtuale se trasează printr-un calcul de 
ordinul I, deci echilibrul forţelor este exprimat în raport cu poziţia 
iniţială, nedeformată a structurii 

 In calculul de ordinul II, cele două diagrame de moment 
încovoietor sunt diferite. Astfel, diagrama corespunzătoare stării virtuale 
este determinată printr-un calcul de ordinul I, iar diagrama de moment 
din starea reală, printr-un calcul de ordinul II, în acest din ultim caz, 
echilibrul forţelor este exprimat în raport cu poziţia deformată a 
structurii. 

 Rezultă că relaţia de calcul are alura: 

 dx
EI

)x(M)x(Ml III

∑∫=∆
0

, (10.2) 

în care: )x(
I

M  reprezintă momentul încovoietor virtual de ordinul I;  

  M - momentul din secţiunea „x” de ordinul II; )x(II

  EI  - modulul de rigiditate la solicitarea de încovoiere; 
   mea tronsonului pe care modulul de rigiditate la 
solicitarea de încovoiere este constant, iar cele două diagrame de 
moment încovoietor au aceeaşi lege de variaţie. 

l  - lungi
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 10.2. Aplicaţii. Calculul deplasărilor 

 10.2.1. Grinda simplu rezemată. Calculul deplasărilor de 
ordinul I 

 Se consideră o grindă simplu rezemată acţionată de un cuplu 
concentrat aplicat pe sistem în extremitatea sa stângă. Se cere să se 
determine rotirile: , v. figura 10.1. ji φ si φ

 Deplasările unghiulare , corespunzătoare secţiunilor 

extreme ale grinzii, se determină prin aplicarea relaţiei (10.1), după 
metodologia prezentată la Statica construcţiilor. 

ji φ si φ

 

XM

Vi=M/l Vj=M/l
l

φj  
       φi 

i j

Y

EI

M(x)
M

M

1

1
M(x)

M,       φi 

1

1
M(x)

M,φj

Starea reală – grinda simplu 
rezemată acţionată de un 
cuplu concentrat 

Diagrama de moment în  
starea reală 

Situaţia de încărcare 
în starea virtuală pentru 

calculul rotirii iϕ  

Diagrama de moment în  
starea virtuală 

Situaţia de încărcare 
în starea virtuală pentru

calculul rotirii jϕ  

Diagrama de moment în  
starea virtuală 

Fig.10.1. Grinda simplu rezemată acţionată de un cuplu  
 Luând în considerare diagramele trasate în figura 10.1.b şi d se 
determină rotirea , iar prin integrarea diagramelor din figura 10.1.b şi 
f se calculează deplasarea unghiulară φ . Se obţin relaţiile: 

iφ

j

 M
EI
l

φi 3
=  (10.3) 
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şi 

 M
EI
l

φ j 6
= . (10.4) 

 Obs. Regula de rezolvare a integralei presupune înmulţirea 
suprafeţei diagramei neliniare (din starea reală) cu ordonata din dreptul 
centrului de greutate al diagramei neliniare, măsurată în diagrama 
liniară (stare virtuală), tabelul 10.1.  

Tab.10.1. Integrarea diagramelor de eforturi 

       

2
l a

=Ω  
a

C.G.

b
yC.G.

l

 

 

by .G.C 3
2

=  

 

b a
EI
l

y
EI

dx
EI

)x(M)x(M

.G.C

l

3

1
0

=Ω

=∫
 

 

2
 l a

=Ω  
a

C.G.

b

yC.G.

l

 

 

by .G.C 3
1

=  

 

b a
EI
l

        

y 
EI

     

dx
EI

)x(M)x(M

.G.C

l

6

1
0

=Ω

=∫
 

 10.2.2. Grinda simplu rezemată.  Calculul deplasărilor de 
ordinul II 

 Se consideră o grindă simplu rezemată acţionată în extremitatea 
stângă cu un cuplu concentrat, figura 10.2. Se cere să se determine 
rotirile secţiunilor din dreptul celor două reazeme. 

 Luând în considerare metoda Mohr-Maxwell, relaţia (10.2) şi 
metoda parametrilor în origine (v. aplicaţia 9.3.1, relaţiile (9.49) şi 
(9.50), respectiv (9.52) şi (9.53), rezultă pentru  deplasărilor unghiulare 
de ordinul II următoarele expresii de calcul: 

 αM
EI
l

φi 3
=  (10.5)                
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şi  

 βM
EI
l

φ j 6
= . (10.6) 

 Relaţiile (10.5) şi (10.6) au fost determinate prin multiplicarea 
expresiilor (9.49) respectiv (9.52) cu intensitatea cuplului concentrat, M 
(în aplicaţia 8.3.1, M=1).  

 Obs. 1. Analizând rezultatele de mai sus se constată că metoda 
Mohr-Maxwell este o pseudo-metodă de calcul a deplasărilor de ordinul 
II. La fel ca în calculul de ordinul I se consideră diagramele de moment 
încovoietor din cele două stări reală şi virtuală, însă, în calculul de 
ordinul II, rezultatul integrării diagramelor este egal cu cel determinat în 
calculul de ordinul I, dar multiplicat cu parametru  (relaţia (10.5), 
respectiv, cu parametru β  (relaţia (10.6) 

α

XM

Vi=M/l Vj=M/l
l

φj         φi 

i j

Y

EI

1

1
M(x)

M,       φi 

1

1
M(x) M,φj

P P

M(x)
M

M

Starea reală – grinda simplu 
rezemată acţionată de un 
cuplu concentrat 

Diagrama de moment în  
starea reală 

Situaţia de încărcare 
în starea virtuală pentru 

calculul rotirii iϕ  

Diagrama de moment în  
starea virtuală 

Situaţia de încărcare 
în starea virtuală pentru

calculul rotirii jϕ  

Diagrama de moment în  
starea virtuală 

  Fig.10.2. Grinda simplu rezemată acţionată de un cuplu 

a.

b.

c.

d.

f.

 
 Parametru  se introduce când cele două diagrame de moment 
încovoietor, care se înmulţesc, sunt de forme triunghiulare având 
ordonatele alăturate, iar diagrama de moment din starea reală, 

α
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diagramă de ordinul II, cuprinde şi o diagramă suplimentară de 
moment, produsă de forţa axială corespunzătoare, având ordonatele 
nule în extremităţi. 

 În ceea ce priveşte parametru β  , acesta  se include în relaţia de 
calcul a deplasării când cele două diagrame de moment încovoietor de 
forme triunghiulare sunt cu ordonatele în extremităţi opuse, iar 
diagrama suplimentară din  efort axial are ordonate nule în extremităţi. 

 2. S-a întocmit un tabel pentru calculul integralelor în cazul 
determinării deplasărilor de ordinul II, tabelul 10.2 (asemănător cu 
tabelul 10.1, corespunzător calculului deplasărilor de ordinul I). 

Tabelul 10.2. Integrarea diagramelor de eforturi 

       

2
l a

=Ω  
a

C.G.

b
yC.G.

l

 

 

by .G.C 3
2

=

 

 

αb a
EI
l

y
EI

dx
EI

)x(M)x(M

.G.C

l

3

1
0

=Ω

=∫
 

 

2
 l a

=Ω  
a

C.G.

b

yC.G.

l

 

 

by .G.C 3
1

=

 

 

βb a
EI
l

        

y 
EI

     

dx
EI

)x(M)x(M

.G.C

l

6

1
0

=Ω

=∫
 

  10.2.3. Grinda încastrată. Calculul deplasărilor de ordinul I 

 Se consideră o grindă în consolă acţionată de o forţă concentrată, 
figura 10.3. Se cere să se determine săgeata produsă în capătul liber de 
către forţa concentrată. Aplicând relaţia (10.1) şi regula de integrare din 
tabelul 10.1 rezultă:  

 Q
Ei
l

y j 3

3
= . (10.7) 
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Y

l
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j

1
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yj
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j

Q

Ql M

1l
M

Starea reală – grinda 
încastrată acţionată de o 
forţă concentrată 

Situaţia de încărcare 
în starea virtuală pentru 
calculul deplasării yj 

Diagrama de moment în  
starea reală 

Fig.10.3. Grinda încastrata. Calculul săgeţii de ordinul I 

a.

b.

d.

c.

Diagrama de moment în  
starea virtuală 

 

 10.2.4. Grinda încastrată. Calculul deplasărilor de ordinul II 

 În figura 10.4 se prezintă o grindă încastrată acţionată de o forţă 
concentrată, de  intensitate  Q şi o altă  forţă  concentrată  P aplicată pe 

Y

l

i

j

1

X

yj

i

j

Q

Ql M

1l
M

P

Diagrama de moment în  
starea virtuală 

Starea reală – grinda 
încastrată acţionată de o 
forţă concentrată 

Situaţia de încărcare 
în starea virtuală pentru 
calculul deplasării yj 

Diagrama de moment în  
starea reală 

a.

b.

c.

d.

Fig.10.4. Grinda încastrată. Calculul săgeţii de ordinul II  
direcţia axei OX. Se cere să se determine săgeata din extremitatea 
liberă a grinzii, printr-un calcul de ordinul II. 
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 Săgeata se calculează aplicând metoda Mohr-Maxwell specifică 
calculului de ordinul I, iar rezultatul se multiplică cu parametru , în 
conformitate cu modul de aplicare a metodei parametrilor în origine (v. 
aplicaţia 9.3.2 şi relaţiile (9.55) şi (9.56). Rezultă următoarea relaţie: 

'θ

 'θQ
EI
l

y j 3

3
=  (10.8) 

în care 

 
3

3
ν

)ννtg(
'θ

−
= . (10.9)  

 Prin urmare, regula de înmulţire a două triunghiuri, ca cele din 
figura 10.5 ne conduce la relaţia următoare: 

b

Diagrama reala de ordinul II
cu un supliment de moment la

ordonata din extremitatea
dreapta

Diagrama din  starea virtuala

a MII

M

Fig.10.5. Diagrame de moment încovoietor  

 'θab
EI
l

3
=∆ . (10.10) 

 10.2.5. Integrarea a două diagrame de forme trapezoidale 

 În cazul unor structuri complexe rezultă pe unele bare diagrame 
de moment încovoietor de forme trapezoidale, de tipul celor din figura 
10.6:  – diagramă de ordinul II având supliment de moment 
încovoietor (în extremitatea dreaptă, aici) produsă de influenţa forţei 
axiale şi 

IIM

M- diagramă de ordinul I.  

 Regula de integrare a celor două diagrame, IIM  şi M , ca cele din 
figura 10.6, constă din descompunerea în diagrame triunghiulare, notate 
pe figură prin  şi B , respectiv  şi D  şi aplicând regulile expuse în 
tabelele 10.1 şi 10.2 şi consecinţele metodei parametrilor în origine. 
Toate acest operaţii se efectuează pentru a se putea aplica pseudo-
metoda Mohr-Maxwell, cu multiple avantaje în cazul cadrelor alcătuite 
din bare drepte. 

A C
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Fig.10.6. Diagrame de moment incovoietor

c d

M

l

c

l

C

d

l

D

ba

b

B

l

a

l

A

MII

 
 În consecinţă, rezultatul integrării celor două diagrame: IIM  şi M , 
aplicând regula lui Mohr-Maxwell se află în modul următor: 

 dx
EI

)BA)(DC(
dx

EI
)x(M)x(M ll II

∫∫
++

==∆
00

 

şi  

 dx
EI
BD

dx
EI
BC

dx
EI
AD

dx
EI
AC llll

∫∫∫∫ +++=∆
0000

 

sau 

 "θbd
EI3
l

θbc
EI6
l

θad
EI6
l

'θac
EI3
l

+++=∆ , (10.10) 

unde parametrii  şi  se determină cu relaţiile: θ "θ

 






 −=
ν
νtg

νcosν
θ

16
2

 (10.11) 

şi  

 






 −++=
νcos

νtgν
ν
νtg

ν
"θ

213
2

. (10.12) 
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 10.2.6. Grinda simplu rezemată acţionată de o sarcină 
distribuită. Calculul deplasărilor de ordinul II 

 În figura 10.7 este prezentată grinda simplu rezemată încărcată 
cu o sarcină uniform distribuită. Se cere să se determine rotirile de 
ordinul II ale secţiunilor extreme ale grinzii. 

 

X

Starea realaφj            φi 

i j

EI

l

Y

P

q

MII
b=ql2/8

1
Starea virtuala

pentru       φi 

1
M,       φi 

1
Starea virtuala

pentru φj  

1 M,φj

Fig.10.7. Grinda simplu rezemată acţionată de o sarcină 
uniform distribuită 

a.

b.

c.

d.

e.

 
 Datorită simetriei cele două deplasări unghiulare ale 
extremităţilor grinzii sunt egale. Se aplică pseudo-relaţia lui Mohr-
Maxwell, integrând două diagrame (una de ordinul II, figura 10.7.b şi 
alta de ordinul I, figura 10.7.d), după regula de înmulţire a două 
diagrame în formă de triunghi cu ordonatele alăturate: lungimea 
triunghiului împărţită la produsul , fracţia multiplicată cu ordonatele 
celor două diagrame şi cu parametru . Acest rezultat este identic cu 

cel care se obţine prin aplicarea metodei parametrilor în origine (v. 
capitolul 9). 

EI3
pα

 Rezultatul integrării este următorul: 
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 pji αb1
EI3
l

φφ ⋅⋅==  (10.12) 

unde:                                    







−=

22
24

2
νν

tg
ν

αp .                               (10.13) 

 10.3. Calculul rigidităţilor de ordinul II la bara dreaptă 

 Statica construcţiilor a definit şi calculat rigidităţile de ordinul II 
pentru o bară dreaptă, pe două tipuri de grinzi: grinda dublu încastrată 
şi grinda încastrată - simplu rezemată (articulată). 

 Rigiditatea la rotire se defineşte prin momentul încovoietor care 
ia naştere în extremitatea unei grinzi, static nedeterminată, când în 
încastrarea din aceeaşi extremitate se produce o cedare de reazem – 
deplasare unghiulară egală cu unitatea.  

 Rigiditatea la deplasare reprezintă momentul încovoietor din 
extremitatea unei grinzi static nedeterminată care ia naştere atunci când 
axa barei se roteşte cu o unitate (prin cedarea unui reazem - deplasare 
liniară perpendiculară pe axa iniţială a barei) sau când cedarea unui 
reazem este o deplasare liniară egală cu unitatea. 

 10.3.1. Rigiditatea la rotire a grinzii dublu încastrate. 

 Se consideră o grindă dublu încastrată acţionată în reazemul din 
extremitatea stângă a barei, figura 10.8, cu o rotire egală cu unitatea. 
Se cere să se determine rigiditatea la rotire, . ijK

 Grinda fiind, în cazul acesta, de două ori static nedeterminată, 
sistemul de ecuaţii de echilibru, în metoda forţelor, este următorul: 

 , (10.14) 
c

c

xδxδ

xδxδ

2222121

1212111

∆=+

∆=+

unde: 

 α
EI
l

dx
EI

M)x(M
δ

l II

30
11

11 == ∫ . (10.15) 

 β
EI
l

dx
EI

M)x(M
δ

l II

60
21

12 == ∫ , (10.16) 

 α
EI
l

dx
EI

M)x(M
δ

l II

30
22

22 == ∫ , (10.17) 

 k
i
kiic R ∆±∆±=∆ ∑1  (10.18) 

şi rezultă, aplicând relaţia (10.18), pentru grinda luată în studiu:  
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 11 =∆ c . (10.19) 
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Fig.10.8. Grinda dublu încastrată  - calculul rigidităţii la rotire 

trM=jiM
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şi                                                  02 =∆ c .                                     (10.20) 

         Introducând expresiile coeficienţilor şi termenilor liberi (relaţiile: 
(10.15), (10.16), (10.17), (10.19) şi (10.20) în sistemul de ecuaţii de 
condiţie (10.14) şi rezolvând sistemul de ecuaţii se obţin soluţiile: 

 
221

34
34

βα

α
l
EI

x
−

=  (10.21) 

şi  

 
222

34
32

βα

β
l
EI

x
−

=  (10.22) 

sau:  

 'K
l
EI

xKij
4

1 == , (10.23) 

unde: 

 
22 34

3
βα

α
'K

−
=  (10.24) 

şi 

 "K
l
EI2

xM 2tr =−= , (10.25) 

în care:  

 
22 34

3
βα

β
"K

−
= . (10.26) 

 În relaţiile (10.23) şi (10.25), K  reprezintă rigiditatea la rotire a 

barei dublu încastrate , iar  reprezintă momentul transmis din 
extremitatea , unde se produce cedarea de reazem egală cu unitatea, 
în extremitatea , a barei ij . 

ij

ij trM
i

j

 Factorul de transmitere, notat , se calculează cu relaţia: ijt

 
ij

tr
ij K

M
t =  (10.27) 

sau  

 
α
β

.tij 50= . (10.28) 

 10.3.2. Rigiditatea la deplasare a grinzii dublu încastrate. 

 Se consideră o grindă dublu încastrată acţionată în reazemul din 
extremitatea  dreaptă  a  barei,  figura  10.9,  cu  o  cedare  de  reazem,  
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Fig. 10.9. Grinda dublu încastrată - calculul rigidităţii la deplasare  
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deplasare liniară, perpendiculară pe axa iniţială a bare, egală cu 
unitatea. Se cere să se determine rigiditatea la deplasare, ijK . 

Problema se rezolvă prin metoda forţelor. Sistemul de ecuaţii de 
condiţie este identic cu cel prezentat la numărul (10.14). Coeficienţii, 
după cum rezultă din analiza diagramelor de moment încovoietor 
desenate în figura 10.9, sunt identici cu cei calculaţi la problema 
precedentă, relaţiile: (10.15), (10.16) şi (10.17). Termenii liberi se 

calculează cu relaţia (10.18), reacţiunile  sunt calculate pe figura 
menţionată, rezultă: 

i
kR

 
lc
1

1 −=∆  (10.29) 

şi 

 
lc
1

2 =∆ . (10.30) 

 Rezolvând sistemul de ecuaţii (10.14) luând în considerare 
expresiile coeficienţilor, relaţiile: (10.15), (10.16) şi (10.17) şi termenii 
liberi, expresiile: (10.29) şi (10.30), se deduc soluţiile problemei: 

 K
l

EI
xx

221
6

−= . (10.31) 

 Rezultă, pentru grinda dublu încastrată, rigidităţile la deplasare 
determinate cu relaţia: 

 K
l

EI
KK jiij 2

6
==

∆∆
 (10.32) 

unde:    

 
βα

K
−

=
2

1
. (10.33) 

 Obs. Rigidităţile la rotire şi deplasare ale grinzii dublu încastrate 
sunt prezentate în tabelul 10.4., iar pentru grinda încastrată – simplu 
rezemată în tabelul 10.5. 

 10.4. Momentele de încastrare perfectă de ordinul II ale 
grinzii dublu încastrate 

 Se consideră o grindă dublu încastrată acţionată de o sarcină 
uniform distribuită de intensitate , figura 10.10. Se cere să se 
determine momentele de încastrare perfectă,  şi

q

ijM  jiM , momentele 

încovoietoare din secţiunile extremităţilor grinzii.  

Grinda fiind, în cazul acesta, de două ori static nedeterminată, 
sistemul de ecuaţii de echilibru, în metoda forţelor, este următorul: 
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Fig.10.10. Grinda dublu încastrată – calculul momentelor 
de încastrare perfectă  
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 . (10.34) 
0

0

2222121

1212111

=∆++

=∆++

p

p

xδxδ

xδxδ

 Coeficienţii, după cum rezultă din analiza diagramelor de moment 
încovoietor desenate în figura 10.10, sunt identici cu cei calculaţi la 
problema de la paragraful 10.3.1, relaţiile: (10.15), (10.16) şi (10.17). 

 Termenii liberi se determină folosind relaţia de calcul: 

 dx
EI

)x(M)x(Ml II
p

I
i

ip ∑∫=∆
0

, (10.35) 

care aplicată în cazul problemei considerate în studiu şi luând în 
considerare diagramele trasate în figura 10.1 conduce la următoarele 
relaţii de calcul pentru termenii liberi ai sistemului de ecuaţii: 

 pp α
EI

ql
24

3

1 =∆ . (10.36) 

 Cunoscând relaţiile de calcul ale coeficienţilor şi termenilor liberi 
sa poate rezolva sistemul de ecuaţii (10.34). Soluţia sistemului este: 

 µ
ql

xx
12

2

21 −=−= , (10.37) 

unde: 

 






 −






 −= "K'K
νν

tg
ν

µ
2
1

22
48

3
. (10.38) 

iar parametrii K’ şi K” se calculează cu formulele (10.24) şi (10.26). 

 Cum momentele de încastrare perfectă se identifică cu 
necunoscutele sistemului de ecuaţii rezultă că acestea se determină cu 
relaţiile: 

 µ
12
ql

MM
2

jiij == . (10.39) 

  Obs. Relaţiile de calcul ale momentelor de încastrare 
perfectă ale grinzii dublu încastrate sunt prezentate în tabelul 10.4, iar 
pentru grinda încastrată – simplu rezemată, în tabelul 10.5. 
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Ta. 10.4. Rigidităţi şi momente  de ordinul II ale grinzii dublu încastrate 
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Ta. 10.5. Rigidităţi şi momente  de ordinul II ale grinzii încastrată-simplu 
rezemată 
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CAPITOLUL 11 

CALCULUL DE STABILITATE A CADRELOR 
UTILIZÂND MATRICEA DE FLEXIBILITATE 

 
 11.1. Ecuaţia de stabilitate 

 Ecuaţia de stabilitate în metoda forţelor se obţine prin anularea 
determinantului matricei coeficienţilor. Matricea coeficienţilor identică cu 
matricea de flexibilitatea a structurii are forma următoare: 

  (11.1) [ ]
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 Un coeficient al acestei matrice se determină cu relaţia: 

 dx
EI

M)x(M
δ

l
II
ji

ij ∫=
0

. (11.2) 

 În conformitate cu relaţia (11.2) şi cu cele precizate în cursul 
numărul 10, privitor la calculul deplasărilor, rezultă că  este o funcţie 

de factorul de compresiune ν ,  care se determină cu formula: 
ijδ

 
EI
N

lν = , (11.3) 

unde N  reprezintă forţa axială dintr-o bară a structurii, iar produsul EI  - 
rigiditatea la solicitarea de încovoiere, iar factorul de compresiune 
intervine prin intermediul parametrilor  etc. 'θ,"θ,θ,β,α

Ecuaţia de stabilitate are forma:  

 [ ]( ) 0=ijδdet . (11.4) 

 11.2. Etape în calculul de stabilitatea a cadrelor 

  În vederea efectuării unui calcul de stabilitate, a unui cadru, se 
parcurg următoarele etape de calcul: 

a) Se realizează un calcul de ordinul I pentru a afla eforturile axiale 
din barele structurii. Nu se iau în considerare decât eforturile de 
compresiune; 

b) Se calculează factorii de compresiune pentru barele structurii, 
aplicând relaţia (11.3), care ia forma: 

 
ij

ij
ijij EI

N
lν = ; (11.5) 

c) Se depistează factorul de compresiune maxim şi funcţie de acest 
factor se exprimă ceilalţi factori de compresiune. Dacă notăm 
factorul de compresiune maxim cu  sau , atunci ceilalţi 
factori de compresiune se determină funcţie de acesta astfel: 

"ν" "ν" max

 
ij

ijij
ij EI

EI
N

N

l

l
νν = , (11.6) 

unde ν  se calculează cu relaţia (11.3). 

 Se alege un sistem de bază, corespunzător metodei forţelor, 
format din bare dublu articulate (simplu rezemate) şi/sau console 
(grinda încastrată). 
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 Obs. Această restricţie este impusă de faptul că am evidenţiat 
modalităţi şi relaţii de calcul pentru deplasări (să aplicăm relaţia Mohr-
Maxwell), numai în cazurile specifice grinzii dublu articulate şi grinda 
încastrată; 

d) Se trasează diagramele de moment încovoietor pe sistemul de 
bază ales, în cele două stări: starea reală (diagrame de ordinul 
II) şi starea virtuală (diagrame de moment de ordinul I); 

e) Se calculează coeficienţii  aplicând relaţia (11.2) după regulile 

precizate în capitolul numărul 10; 
ijδ

f) Se determină ecuaţia de stabilitate prin anularea determinantului 
coeficienţilor, relaţia (10.4); 

g) Se caută, prin încercări, soluţia ecuaţiei de stabilitate. 

Obs.:  
1. Pentru găsirea soluţiei ecuaţiei de stabilitate, , factorul de 

compresiune critică, se vor impune, succesiv, valori factorului 
de compresiune, 

crν

ν , care introdus în ecuaţia de stabilitate 
trebuie să verifice aceasta ecuaţie. Prima valoare impusă 
pentru factorul de compresiune se calculează cu relaţia: 

 
γ
π

νν cr == , (11.8) 

unde: 

 
l
l

γ f= , (11.9) 

în care:  reprezintă lungimea de flambaj a barei etalon, bara cu 
factorul de compresiune maxim, 

fl

        l  - lungimea barei etalon. 
2. Parametrul  se determină în funcţie de tipul de legături 

existente în extremităţile barei etalon, astfel determinăm cu 
ajutorul relaţiei (11.9) următoarele valori: 

γ

a. 50.γ =  pentru grinda dublu încastrată; 
b. 7070.γ =  în cazul grinzii încastrate – simplu rezemată; 
c. 1=γ  pentru grinda dublu articulată sau articulată – 

simplu rezemată; 
d. 2=γ  pentru grinda încastrată (în consolă). 

2. În ecuaţia de stabilitate se regăseşte factorul de compresiune 
maxim, al barei etalon. Această bară, prin modul de 
deformare sub acţiunea încărcărilor, se compară cu cele patru 
tipuri de bară, pentru care avem calculate valorile 
parametrului . De regulă, bara etalon se situează între două 
tipuri de bară şi atunci pentru a se determina valoarea 

γ
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parametrului  se efectuează o interpolare sau se ia media 
valorilor corespunzătoare celor două tipuri de bară. Cu 
această valoare, astfel aflată, se începe iteraţia pentru 
detrminarea soluţiei ecuaţiei de stabilitate. 

γ

ε

3. În mod firesc, determinantul, pentru valoarea parametrului  
propusă, nu se va anula. Va rezulta, pentru determinant, o 
valoare pozitivă (sau negativă). Se consideră, pentru cea de a 
doua etapă a iteraţiei, o altă valoare pentru parametrul , 
care să ne conducă la o valoare a determinantului negativă 
(sau pozitivă).  Următoarea valoare a parametrului  pe care 
o verificăm în ecuaţia de stabilitate este  valoarea media a 
celor două valori ale parametrului , utilizate în primele două 
etape ale iteraţiei (cele care au condus la valorile pozitive sau 
negative ale determinantului). 

γ

γ

γ

γ

4. Cum pentru a determina rezultatul ecuaţiei de stabilitate vor 
rezulta două valori: una pozitivă, notată,  şi una negativă, 
notată , iteraţia se opreşte atunci cănd eroarea relativă 
satisface relaţia:  

A
B

 10100 .
A

BA
%r <

−
= . (11.10) 

5. Valoarea factorului de compresiune , care a condus la 
rezultatul relaţiei (11.10), se consideră valoarea factorului de 
compresiune critic. 

ν

i) Cunoscând valoarea factorului de compresiune critic se determină 
direct valoarea forţei axiale critice,  şi, firesc, încărcarea 
critică 

crN

crP . Conform relaţiei (11.3) rezultă: 

 
2

2

l

EIν
N cr

cr =  (11.11) 

      şi 
 )N(fP crcr = , (11.12) 

deoarece prin intermediul calculului de ordinul I a rezultat că 
forţa axială este funcţiede încărcarea exterioară, : P

 )P(fN = , (11.13) 

unde P  reprezintă intensitatea încărcării aplicate pe structură. 
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 11.3. Aplicaţii 

 11.3.1. Calculul de stabilitate al unui cadru static 
nedeterminat cu noduri fixe 

 Se consideră cadrul din figura 11.1 pentru care se cere să se 
determine încărcarea critică de pierdere a stabilităţii, prin metoda 
forţelor. 

 In vederea soluţionării problemei, se vor aplica etapele de calcul 
expuse în paragraful 11.2, după cum urmează. 

 

P1.5P

1

2 3

4

5

EI3EI

EI EI

10.0 m 8.0 m

2.0 m

8.0 m

Fig. 11. 1. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.  

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii. 

Analizând structura propusă pentru studiu se constată că este de 
două ori static nedeterminată, 2=GNS , iar datorită faptului că forţele 
exterioare sunt aplicate în nodurile structurii, cu direcţiile coincizând cu 
axele stâlpilor, nu mai este necesar să efectuăm un calcul de ordinul I 
pentru a afla eforturile axiale din barele cadrului. Eforturile axiale sunt 
evidente: 
 P.N 5112 =  (11.14) 

 PN =34 , 

iar în restul barelor eforturile sunt nule. 
b) Calculul factorilor de compresiune, .  ijν

 Se foloseşte relaţia (11.5). Luând în considerare caracterisrticile 
geometrice şi fizice ale barelor structurii şi eforturile axiale determinate 
în etapa precedentă rezultă: 
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EI
P

.
EI

P.
EI
N

lν 89518
12

12
1212 ===  (11.15) 

EI
P

EI
N

lν 8
34

34
3434 == . 

c) Exprimarea factorilor de compresiune funcţie de factorul de 
compresiune maxim. 

Comparând cei doi factori de compresiune rezultă că cel al barei 
 este cel maxim, iar bara devine bara etalon pentru structură. Prin 

urmare: 
12

 maxνν =12  (11.16) 

şi 
 maxν.ν 8165034 = , (11.17) 

deoarece 

 81650
89

8
.

.
= . 

d) Alegerea sistemului de bază. 

 În conformitate cu cele precizate în paragraful 11.2 sistemul de 
bază, în acest caz, este un sistem static determinat, prin suprimarea a 
celor două legături suplimentare, care au fixat şi gradul de 
nedeterminare statică a structurii. Sistemul de bază este prezentat în 
figura 11.2 fiind alcătuit din bare dublu articulate. 

e) Trasarea diagramelor unitare de moment încovoietor. 

Diagramele unitare sunt trasate şi prezentate în figura 11.3, în 
două stări de încărcare corespunzătoare stării virtuale, diagrame de 
eforturi de ordinul I şi stării reale, diagrame de eforturi de ordinul II. 

f) Calculul coeficienţilor, . ijδ

Coeficienţii se determină aplicând pseudo-metoda Mohr-Maxwell, 
relaţia (10.2). Se obţin următoarele relaţii de calcul: 

 11
33

1011
3
8

12
11

11 ⋅
⋅

+⋅⋅== ∑ EI
α

EI
dx

EI
M)x(M

δ
II

, 

 
EIEI

dx
EI

M)x(M
δ

II

9
511

36
1021

12 =⋅
⋅

== ∑  

şi  

 34
22

22 11
3
811

33
10

α
EIEI

dx
EI

M)x(M
δ

II
⋅⋅+⋅

⋅
== ∑ . 
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P1.5P

X1
X2

SB

Fig. 11. 2. Cadru static nedeterminat. Sistem de bază  
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1
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Fig. 11. 3. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate. 
a. şi c. Diagrame unitară de moment încovoietor în starea reală 

de încărcare a sistemului de bază. b. şi d. Diagrame unitare de moment 
încovoietor în starea virtuală de încărcare a sistemului de bază  

Matricea de flexibilitate este: 
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g) Stabilirea ecuaţiei de stabilitate. 
Ecuaţia de stabilitate se obţine prin anularea determinantului 

matricei coeficienţilor, relaţia (11.4):  

 [ ]( ) 0=ijδdet . 

Luând în considerare matricea de flexibilitate determinată la 
punctul anterior şi relaţia (11.4), ecuaţia de stabilitate are forma: 

0
9
5

9
5

3
8

9
10

9
10

3
8

3412 =−







+








+ αα  

sau  
 01412412785 34123412 =−++ α.α.αα, . (11.18) 

h) Aflarea soluţiei ecuaţiei de stabilitate. 
Pentru găsirea soluţiei ecuaţiei de stabilitate se procedează prin 

încercări. Se propune a valoare pentru factorul de compresiune al barei 
etalon, 12ν . Bara etalon ”12” are o comportare, dacă interpretăm 
posibilităţile de deformare a structurii,  intermediară între cea a unei 
bare dublu articulate, pentru care: 

 143
1
143

2
.

.

γ

π
ν ===  

şi comportarea barei încastrate la extremitatea superioară, aici în nodul 
structurii şi articulată la capătul inferior, avem: 

 444
7070
143

.
.
.

γ

π
ν === , 

dar mai apropiată de cea a ultimului tip de bară. De aceea, se consideră, 
pentru factorul de cmpresiune, valoarea: 

04.ν = . 

 Se acceptă în prima iteraţie valoare  0412 .ν =  şi folosind relaţia 
(11.17), se obţine:  
 266381650 1234 .ν.ν =⋅= . (11.19) 

 Pentru cei doi factori de compresiune,  şi ν  se determină 
parametrul  aplicând relaţia (9.50): 

12ν 34
α

 







−=

νtgνν
α

113
, 

 iar parametrii  corespunzători:  α

 460268012 .α −=  (11.20) 
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şi 
 064066734 .α −= . (11.21) 

 Introducând valorile (11.20) şi (11.21) în ecuaţia de stabilitate, 
relaţia (11.18), eroarea absolută este: 

 3401412412785 34123412 .α.α.αα,εa −=−++= . (11.22) 

 Se alege, în etapa următoare a iteraţiei, o altă valoare pentru 
factorul de compresiune, dorind să se obţină o eroare absolută pozitivă. 
Se încearcă ν 95312 .= . Rezultă: 

 22517334 .ν = ,   533012 .α −= ,   81461034 .α −=  

şi  
 974.εa = . (11.23) 

 Deoarece s-au găsit pentru două valori ale factorului de 
compresiune erori relative de semne diferite, în următoarea etapă a 
iteraţiei se va considera media factorilor de compresiune: 

9753
2

95304
12 .

..
ν =

+
= . 

 Urmând calea parcursă mai sus rezultă: ε 71.a = . 

 Se continuă iteraţia cu 98753
2

975304
12 .

..
ν =

+
=  ş.a.m.d. 

 După mai multe etape în iteraţie s-a ajuns la valoarea 
, pentru care rezultă: 995312 .ν =

4671935012 .α −=  şi  α 32463748734 .−= , 

care introduse în ecuaţia de stabilitate conduce la: 

000980778310919779291119 ...εa =−=  

şi eroarea relativă: 

100050100
779291119
000980

..
.
.

%εr <== . 

 Prin urmare, 9953.νcr =  şi aplicând relaţia (11.15)  ajungem la 
valoarea critică a încărcării: 

EI.Pcr 1660= .        (11.24) 
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11.3.2. Calculul de stabilitate al unui cadru static 
nedeterminat cu noduri deplasabile 

Se consideră cadrul din figura 11.4.a pentru care se cere să se 
determine încărcarea critică de pierdere a stabilităţii, prin metoda 
forţelor. 
 In vederea soluţionării problemei se vor aplica etapele de caclul 
expuse în paragraful 11.2, după cum urmează. 

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii. 

Analizând structura, propusă pentru studiu, se constată că este 
de două ori static nedeterminată, 2=GNS , iar datorită faptului că forţa 
exterioară este aplicată într-un nod al structurii, cu direcţia coincizând 
cu axa stâlpiului „12”, nu mai este necesar să efectuăm un calcul de 
ordinul I pentru a afla eforturile axiale din barele cadrului. Efortul axiale 
este evident:    
 PN =12  (11.14) 

iar în restul barelor eforturile sunt nule: 034 =N  şi 023 =N . 
b) Calculul factorilor de compresiune, .  ijν

b.

X1

SB

P

X2

X1

Fig. 11. 4. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate. 
a. Structura considerată. b. Sistem de bază 
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Se foloseşte relaţia (11.5). Luând în considerare caracterisrticile 
geometrice şi fizice ale barelor structurii şi eforturile axiale determinate 
în etapa precedentă rezultă: 

 
EI
P

l
EI
N

lν ==
12

12
1212 . (11.15) 

02334 == νν . 
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c) Exprimarea factorilor de compresiune funcţie de factorul de 
compresiune maxim. 

- 
d) Alegerea sistemului de bază. 

În conformitate cu cele precizate în paragraful 11.2, sistemul de 
bază, în acest caz, este un sistem static determinat prin suprimarea 
celor două legături suplimentare, care au fixat şi gradul de 
nedeterminare statică a structurii. Sistemul de bază este prezentat în 
figura 11.4.b fiind format din grinzi (bare) încastrate. 

e) Trasarea diagramelor unitare de moment încovoietor. 
Diagramele unitare sunt trasate şi prezentate în figura 11.5, în 

două stări de încărcare corespunzătoare stării virtuale, diagrame de 
eforturi de ordinul I şi stării reale, diagrame de eforturi de ordinul II. 

f) Calculul coeficienţilor, . ijδ

Coeficienţii se determină aplicând pseudo-metoda Mohr-Maxwell, 
relaţia (10.2). Se obţin următoarele relaţii de calcul: 

θll
EI
l

"θll
EI
l

'θll
EI
l

ll
EI
l

dx
EI

M)x(M
δ

II
⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅== ∑ 6

2
333

11
11  

 θll
EI
l

'θll
EI
l

dx
EI

M)x(M
δ

II
⋅⋅−⋅⋅−== ∑ 63

21
12  

şi 

 ll
EI
l

'θll
EI
l

dx
EI

M)x(M
δ

II
⋅+⋅⋅== ∑ 33

22
22 . 

Matricea de flexibilitate este: 

[ ] 







=

2221

1211
δδ
δδ

δij . 

g) Stabilirea ecuaţiei de stabilitate. 
Ecuaţia de stabilitate se obţine prin anularea determinantului 

matricei coeficienţilor, relaţia (11.4):  

[ ]( ) 0=ijδdet . 

Luând în considerare matricea de flexibilitate determinată la 
punctul anterior şi relaţia (11.4), ecuaţia de stabilitate are forma: 

   02
122211 =− δδδ

sau 
 . (11.18) 012502 2 =++−++ "θ'θθ.θ"θ'θ
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a. 1P
P

M1
II

l

l

b.
1

P

l
l

M2
II

1P

l

l

M1

c.
1

M2

d.

l
l

Fig. 11. 5.  Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.  
a. şi b. Diagrame unitare de moment încovoietor în starea reală de 
 încărcare a sistemului de bază. c. şi d. Diagramă unitară de moment 

încovoietor în starea virtuală de încărcare a sistemului de bază  

h) Aflarea soluţiei ecuaţiei de stabilitate. 
Pentru găsirea soluţiei ecuaţiei de stabilitate se procedează prin 

încercări, identic cum s-a procedat în aplicaţia precedentă. Ecuaţia se 
verifică pentru: 
 93752.νcr = , 

cu  
 001320.εa =  

şi 
 100730 ..%εr <=  

i) Determinarea încărcării critice 

Cunoscând expresia factorului de compresiune critică: 
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EI
P

l.ν cr
cr == 93752 , 

rezultă pentru încărcare critică expresia: 

 
2

638
l

EI
.Pcr = . 

 11.3.3. Calculul de stabilitate al unui cadru static 
nedeterminat  

Se consideră cadrul din figura 11.5.a pentru care se cere să se 
determine încărcarea critică de pierdere a stabilităţii, prin metoda 
forţelor. 

5.00m

P

Q 1

3

2

EI

4EI

6.00m

P

X1

SBa. b.

Fig. 11. 5. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate. 
a. Structura considerată. b. Sistem de bază 

  

 In vederea soluţionării problemei se vor aplica etapele de caclul 
expuse în paragraful 11.2, după cum urmează. 

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele strucrturii. 
Analizând structura propusă pentru studiu se constată că este o 

dată static nedeterminată, 1=GNS , iar datorită faptului că forţele 
exterioare sunt aplicate în nodul structurii, cu direcţiile coincizând cu 
axele barelor, nu mai este necesar să efectuăm un calcul de ordinul I 
pentru a afla eforturile axiale din barele cadrului. Eforturile axiale sunt 
evidente: 
 PN =13 , (11.14) 

 013 =N . 

b) Calculul factorilor de compresiune, ν .  ij
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Se foloseşte relaţia (11.5). Luând în considerare caracterisrticile 
geometrice şi fizice ale barelor structurii şi eforturile axiale determinate 
în etapa precedentă rezultă: 

 
EI
P

.
EI
N

lν 06
13

13
1313 == , (11.15) 

 012 =ν . 

c) Exprimarea factorilor de compresiune funcţie de factorul de 
compresiune maxim. 

- 
d) Alegerea sistemului de bază. 

În conformitate cu cele precizate în paragraful 11.5.b sistemul de 
bază, în acest caz, este un sistem static determinat prin suprimarea unei 
legături suplimentare, care a fixat şi gradul de nedeterminare statică a 
structurii. Sistemul de bază este prezentat în figura 11.2 fiind format 
dintr-o grindă (bară) încastrate şi o grindă simplu rezemată. 

e) Trasarea diagramelor unitare de moment încovoietor. 
Diagramele unitare sunt trasate şi prezentate în figura 11.6.a şi 

b, în două stări de încărcare corespunzătoare stării virtuale, diagrame de 
eforturi de ordinul I şi stării reale, diagrame de eforturi de ordinul II. 

1

1

M1

P

1

1

M1
II

b.
a.

Fig. 11. 6. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate. 
a. Diagramă unitară de moment încovoietor în starea virtuală  

de încărcare a sistemului de bază. b. Diagramă unitară de moment 
încovoietor în starea reală de încărcare a sistemului de bază  

f) Calculul coeficienţilor, . ijδ

Coeficientul se determină aplicând pseudo-metoda Mohr-Maxwell, 
relaţia (10.2). Se obţine următoarea relaţie de calcul: 
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θll
EI
l

"θ
EI
.

'θll
EI
.

EI
.

dx
EI

M)x(M
δ

II
⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅

⋅
== ∑ 6

211
3

06
3

0611
43
0511

11  

g) Stabilirea ecuaţiei de stabilitate. 
Deoarece cadrul este o dată static determinat apare evident că 

ecuaţia de stabilitate are forma: 
011 =δ  

sau           02080 =+++ θ"θ'θ.          

h) Aflarea soluţiei ecuaţiei de stabilitate. 
Pentru găsirea soluţiei ecuaţiei de stabilitate se procedează prin 

încercări, identic cum s-a procedat în aplicaţia precedentă. Ecuaţia se 
verifică pentru: 
 942.νcr = , 

i) Determinarea încărcării critice 
 Cunoscând expresia factorului de compresiune critică: 

 
EI
P

..ν cr
cr 06942 == , 

rezultă pentru încărcare critică expresia: 

 EI.
.

EI
,Pcr 240

06
942

2
2 == . 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 12  

CALCULUL DE ORDINUL II AL CADRELOR 
PRIN METODA FORŢELOR 

 12.1. Metoda forţelor în calculul de ordinul I 

 Structurile static nedeterminate au un număr mai mare de 
legături decât cele minim necesare realizării indeformabilităţii 
geometrice, ceea ce face imposibilă soluţionarea lor numai folosind 
ecuaţiile de echilibru static. 
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 De aceea, este necesar scrierea de ecuaţii suplimentare stabilite 
prin exprimarea condiţiilor de deformare a structurii. Prin urmare, 
pentru a determina starea de efort şi deformaţie dintr-o structură 
nedetrminată static, trebuie să se aplice concomitent cele două condiţii 
care caracterizează echilibrul unei structuri, şi anume: condiţia de 
echilibru static şi condiţia de continuitate a deformatei. 

 În metoda forţelor se utilizează ca necunoscute forţele de 
legătură suplimentare egale cu gradul de nedeterminare statică a 
structurii, iar ecuaţiile suplimentare reprezintă exprimarea condiţiei de 
continuitate a deformatei pe direcţia fiecărei necunoscute. 

 Prin grad de nedeterminare statică a unei structuri se înţelege 
diferenţa între numărul total al necunoscutelor problemei şi numărul 
ecuaţiilor de echilibru static. Gradul de nedeterminare statică se 
determină prin aplicarea următoarelor relaţii: 

a.  
 crlGNS 3−+= , (12.1) 

unde: GNS reprezintă gradul de nedeterminare statică; 

          l – numărul de legături simple interioare structurii între corpuri; 

          r – numărul de legături simple în reazemele structurii; 

          c – numărul de corpuri distincte; 

          3 – numărul de ecuaţii de echilibru static care se pot scrie pentru 
un corp 

b.  

 ∑−= scGNS 3 , (12.2) 

în care: c  reprezintă numărul de contururi închise distincte; 

            3 – numărul de nedeterminări statice ale unui contur închis; 

            s – numărul de legături care lipsesc unui contur pentru a fi 
închis. 

 Pentru rezolvarea structurilor static nedeterminate, prin metoda 
forţelor, este necesar ca un număr de legături, egal cu  gradul de 
nedeterminare statică a structurii, să fie suprimate şi în locul lor să se 
introducă echivalentul mecanic (forţe sau cupluri). Sistemul obţinut prin 
suprimarea de legături, în modul expus anterior, care este un sistem 
static determinat, se numeşte sistem de bază. 

 Forţele şi eforturile din legăturile suprimate din reazeme sau 
continuităţi interioare, odată puse în evidenţă (necunoscutele problemei) 
împreună cu forţele exterioare, constituie un sistem de forţe care 
acţionează pe structura static determinată. 
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 Sub acţiunea acestui sistem de forţe, structura va fi în echilibru 
indiferent de ce valori se vor da forţelor necunoscute. Soluţia unică a 
problemei se obţine din condiţia ca sistemul de bază, încărcat cu forţele 
exterioare date şi forţele necunoscute, notate , să se comporte identic 
cu sistemul dat, adică deplasările totale pe direcţiile tuturor 
necunoscutelor (legăturilor suprimate) să fie egale cu zero, deoarece 
legăturile sistemului real nu permite astfel de deplasări. 

iX

 În cazul unui sistem de  ori static nedeterminat condiţiile care 
se scriu sunt: 

n

 , ......., , ......., ,  , ni 0000 21 =∆=∆=∆=∆  (12.3) 

unde ∆   reprezintă deplasare totală pe direcţia necunoscutei . i iX

 Dacă forţele exterioare date şi cele din legăturile suprimate ar fi 
aplicate simultan pe sistemul de bază, ele ar produce deplasări pe 
direcţia fiecărei necunoscute. Suma acestor deplasări reprezintă 
deplasarea totală, i∆ , care pentru respectarea condiţiei de 
compatibilitate a deformatei trebuie să fie egală cu zero. 

 Relaţia de calcul a deplasării totale pe direcţia necunoscutei  
este: 

iX

 02211 =∆++++++ ipniniiiii Xδ.......Xδ.......XδXδ . (12.4) 

 În ecuaţia (12.4) coeficienţii necunoscutelor sunt deplasări 
produse pe direcţia necunoscutei  din încărcarea sistemului de bază 
separat cu forţele 

iX
1111 21 ==== ni X,.....X,.....,X,X

iX
, iar termenul liber 

este deplasarea pe direcţia necunoscutei , produsă de forţele 
exterioare date, aplicate pe sistemul de bază. 

 Scriind  asemenea ecuaţii se obţine sistemul de ecuaţii de 
condiţie care se poate exprima sub forma: 

n

 . (12.5) n......,1,2,i     ,Xδ
n

j
ipjij∑

=

==∆+
1

0

 După aflarea soluţiei sistemului de ecuaţii de condiţie se trasează 
diagramele finale de eforturi prin suprapunerea efectelor. 

12.2. Calculul de ordinul II 

 Metoda forţelor, în calculul de ordinul II, se aplica la fel ca în cel 
de ordinul I, cu unele aspecte specifice, în special referitor la alegerea 
sistemului de bază, calculul coeficienţilor şi termenilor liberi şi 
suprapunerea efectelor, privind trasarea diagramelor finale de eforturi. 
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 Sistemul de bază provine din sistemul real prin suprimarea unor 
legături, cu menţiunea că subsistemele sistemului de bază trebuie să fie 
constituite din bare simplu rezemate (dublu articulate) şi/sau bare 
încastrate (console), pentru care s-au calculat parametrii  etc. 'θ,θ,β,α

 Necunoscutele problemei sunt forţe, notate , care se introduc 
pe direcţiile legăturilor suprimate. 

iX

 Ecuaţiile de condiţie, care exprimă identificarea sistemului de 
bază cu sistemul real, sunt ecuaţii de continuitate. 

 La calculul coeficienţilor şi termenilor liberi apar diferenţe, fată de 
calculul de ordinul I, deoarece diagramele reale de eforturi se trasează 
printr-un calcul de ordinul II obţinute pentru cele tipuri de grinzi: simplu 
rezemate şi încastrate, prin metoda parametrilor în origine. 

 Suprapunerea efectelor, la trasarea diagramelor de eforturi 
finale, se va realiza plecând de la rezultatele concrete obţinute pentru 
diverse tipuri de încărcări, în cazul celor două tipuri de grinzi, 
menţionate anterior. 

12.2.1. Etape de calcul 

 În continuare, se va face o prezentare a etapelor de calcul 
referito la trasarea diagramelor de eforturi de ordinul II, prin metoda 
forţelor. 

a) Se realizează un calcul de ordinul I pentru a afla eforturile axiale 
din barele structurii. Se iau în considerare numai eforturile de 
compresiune: 

 )P(fNij = ; (12.6) 

b) Se calculează factorii de compresiune pentru barele structurii, 
aplicând relaţia (11.3), care ia forma: 

 
ij

ij
ijij EI

N
lν = , (12.7) 

în calculul de ordinul II, în care sarcinile sunt cunoscute, factorii 
de compresiune  au valori determinate încă de la începutul 
calculelor; 

ν

c) Se depistează factorul de compresiune maxim şi funcţie de acest 
factor se exprimă ceilalţi factori de compresiune. Dacă notăm 
factorul de compresiune maxim, notat  sau " , atunci 
ceilalţi factori de compresiune se determină funcţie de acesta 
astfel: 

"ν" "νmax
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ij

ijij
ij EI

EI
N

N

l

l
νν = , (12.8) 

unde ν  se determină cu relaţia (11.3), convenim să neglijăm forţele 
axiale din barele în care , în aceste bare se va admite 

, deci 
maxν.ν 20<

0≈N 0≈ν ; 

d) Se alege un sistem de bază, corespunzător metodei forţelor, 
format din bare dublu articulate (simplu rezemate) şi/sau console 
(grinda încastrată). 

 Obs. Această restricţie este impusă de faptul că am evidenţiat 
modalităţi şi relaţii de calcul pentru deplasări (să aplicăm relaţia Mohr-
Maxwell) numai în cazurile specifice grinzii dublu articulate şi grinda 
încastrată; 

e) Se trasează diagramele de moment încovoietor pe sistemul de 
bază ales, în cele două stări: starea reală (diagrame de ordinul 
II) şi starea virtuală (diagrame de moment de ordinul I); 

f) Se calculează coeficienţii  aplicând relaţia (11.2) după regulile 

precizate în cursul numărul 10: 
ijδ

 dx
EI

M)x(M
δ

l II
ji

ij ∫= 0
. (12.9) 

g) Se calulează termenii liberi cu relaţia: 

 dx
EI

M)x(Ml II
pi

ip ∫=∆
0

. (12.10) 

h) Se rezolvă sistemul de ecuaţii de condiţie şi se trasează 
diagramele finale de eforturi. 

12.2.2. Aplicaţia nr.1 

 Să se traseze diagrama finală de moment încovoietor pentru 
cadrul din figura 12.1.a. Se cunosc:  

 . 250001140 KNmEI   ,KNQ   ,KNP ===

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii. 
Eforturile axiale sunt: 

 PN =13  

şi 
 012 =N . 
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X1

SBa. b.

Fig. 12. 1. Cadru static nedeterminat. Calcul de ordinul II. 
a. Structura considerată. b. Sistemul de bază 

  

b) Calculul factorului de compresiune, ν .  13

Folosind relaţia (11.3), factorul de compresiune are valoarea: 

 
13

13
1313 EI

N
lν =  

sau  

 010031
5000
1400613 ...ν ≈== . (12.11) 

c) Alegerea sistemului de bază şi scrierea ecuaţiei de condiţie. 

Sistemul de bază stabilit este prezentat în figura 12.1.b, alcătuit 
din două grinzi: grinda încastrată 13  şi grinda simplu rezemată 12 . 
 Ecuaţia de condiţie are forma: 

 01111 =∆+ pXδ . 

d) Trasarea diagramelor unitare de moment încovoietor. 

 Diagramele unitare sunt trasate şi prezentate în figura 11.2 în 
două stări de încărcare corespunzătoare stării virtuale, figura12.2.a, 
diagrame de eforturi de ordinul I şi stării reale, diagrame de eforturi de 
ordinul II, figura 12.2.b. 
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1

1

M1

P

1

1

M1
II

b.
a.

Fig. 12. 2. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate. 
a. Diagramă unitară de moment încovoietor în starea virtuală  

de încărcare a sistemului de bază. b. Diagramă unitară de moment 
încovoietor în starea reală de încărcare a sistemului de bază  

e) Calculul coeficientului . 11δ
 Coeficientul se determină aplicând pseudo-metoda Mohr-Maxwell, 
relaţia (10.2), rezultă: 

 == ∑ dx
EI

M)x(M
δ

II
11

11  

 θ
EI
.

"θ
EI
.

'θ
EI
.

EI
.

••+••+••+•
•

= 11
6

06211
3

0611
3

0611
43
05

, 

sau   

 ( θ"θ'θ.
EI

δ 22241701
11 +++= ) . (12.12) 

f) Trasarea diagramei reale de moment încovoietor de ordinul II 
pentru acţiunile exterioare date. Aceasta este prezentată în figura 
12.3.  

g) Calculul termenului liber p1∆ . 

            Termenul liber se determină aplicând pseudo-metoda Mohr-
Maxwell, relaţia (10.2), prin integrarea diagramelor din figura 12.2.a şi 
figura 12.3. Rezultă: 

 ==∆ ∑ dx
EI

M)x(M II
p

p
1

1  

 θ
EI
.

'θ
EI
.

••−••−= 61
6

0661
3

06
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Fig. 12. 3. Cadru static nedeterminat. Calcul de ordinul II. 
Diagramă de moment încovoietor în starea reală 

de încărcare cu forţele exterioare a sistemului de bază 

P
Q

MpII

06.

 

sau  

 ( )θ'θ
EI
.

p +−=∆ 206
1 . (12.13) 

 Obs. Cunoscând relaţiile de definire a parametrilor , 
expresiile (10.9), 10.10) şi (10.11), aceştia iau valorile: 

θ,"θ,'θ

 67221
1

1133
33

13

1313 .
)tg(

ν

)ννtg(
'θ =

−
=

−
= , 

239551
1

211
1
11

1
3213
2

13
1313

13

13
2

13

.
cos

tg
tg

νcos
νtgν

ν
νtg

ν
"θ =








−•++=








−++=

 

 760451
1
1

1
1

1
616
2

13

13

13
2

13

.
tg

cosν
νtg

νcosν
θ =








−=








−= , 

care introduse în relaţiile (12.12) şi (12.13), acestea iau valorile: 

 
EI

.δ
1761446911 =  

şi  

 
EI

.p
162936301 −=∆ . 

h) Aflarea soluţia ecuaţiei de condiţie. 
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 Valoarea necunoscutei  se găseşte rezolvând ecuaţia de 
condiţie: 

1X

 137793

EI
1

7614469

EI
1

6293630

δ
X

11

p1
1 .

.

.
=

−
−=−=

∆
. 

i) Trasarea diagramei finale de moment încovoietor. 
 În calculul de ordinul II nu se poate aplica principiul 
suprapunerilor efectelor, în forma cunoscută din Statica Construcţilor, 
prin utilizarea diagramelor unitare şi a celei din încărcări exterioare. De 
aceea, la trasarea diagramei finale de moment încovoietor se folosesc 
rezultatele obţinute, prin aplicarea metodei parametrilor în origine, 
pentru cele două grinzi: grinda simplu rezemată şi grinda încastrată, 
pentru diferite încărcări.  

 Pentru structura luată în studiu, pe riglă avem numai eforturi de 
ordinul I şi, prin urmare, efortul moment încovoietor se determină direct 
prin multiplicarea valorilor din diagrama unitară cu valoarea necunoscuei 

, obţinută din ecuaţia de condiţie. În diagrama produsă de încărcărilor 
exterioare, diagrama pe riglă este nulă. 

1X

 Pe stâlp, suprapunerea se face plecând de la diagramele 
cunoscute   pentru   grinda   încastrată,  separat  produse  de  un  cuplu 

 

P

M

a. b.

1xM =

1xM=
νcos

X
νcos

M
11

1=

Fig. 12. 4. Grinda încastrată. a. Situaţie de încărcare.  
b. Diagramă de moment încovoietor de ordinul II  

concentrat, identificat aici, cu un moment egal cu necunoscuta 
problemei, , pentru care cunoaştem valoarea efortului de ordinul II în 
încastrare, figura 12.4, şi diagrama produsă de forţa concentrată, 

1X
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aplicată normal pe axa barei, în extremitatea liberă a grinzii încastrate, 
figura 12.5.  

 

P

a. b.

ν
νtg

Ql

Fig. 12. 5. Grinda încastrată. a. Situaţie de încărcare.  
b. Diagramă de moment încovoietor de ordinul II 

Q

Ql

 

Eforturile finale se calculează în modul următor: 

 , KNm,,XMM IIII
final, 137793137793111212 =•=•=

KNm,,XMM IIII
final, 137793137793111313 =•=•= , 

 KNm,
tg

.
cos

,
ν
νtg

lQ
νcos

XII
final, 5369763

1
1061

1
11377931

131 −=•−=•−•=M . 

 Diagrama finală a momentului încovoietor de ordinul II este 
prezentată în figura 12.6.a, iar diagrama corespunzătoare unui calcul de 
ordinul I este desenată în figura 12.6.b. 

 Comparativ, în procente, momentul încovoietor de ordinul II este 
mai mare cu , fată de cel calculat exprimând echilibrul în raport 
cu axa iniţială nedefromată a structurii. 

%.679

12.2.3. Aplicaţia nr.2.  

 Pentru structura soluţionată în paragraful 12.2.2 se cere să se 
calculeze deplasarea pe orizontală a nodului numărului 1. 

 Deplasările de ordinul II se calculează, după cum s-a precizat în 
cursul 10, cu relaţia Moh-Maxwell, prin considerarea a două situaţii de 
încărcare: starea reală constituită din structura dată acţionată de 
sistemul de forţe exterioare, sub acţiunea cărora se dezvoltă deplasarea 
în secţiunea în care se doreşte aflarea deplasării şi starea virtuală, 
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constituită din structura dată sau a oricărei structuri static determinate 
obţinută din sistemul dat prin suprimarea legăturilor suplimentare (deci, 
inclusiv sistemul de bază) solicitată de o forţă (forţă concentrată, cuplu 
concentrat, sarcină uniform distribuită etc.) de intensitate egală cu 
unitatea.  

 

a. b.

137793.

5369763.

80522.

19483.

Mf
II Mf

I

Fig. 12. 6. Cadru static nedeterminat.  Diagrame finale 
 de moment încovoietor: a. diagrama de ordinul II; 

 b. diagrama de ordinul I  

 Diagrama de moment încovoietor din starea reală este de ordinul 
II, iar diagrama corespunzătoare stării virtuale este calculată prin 
exprimarea echilibrului în raport cu poziţia iniţială a structurii. 

 Deplasarea i∆  se calculează cu relaţia (10.2) pe care o reluăm  

 dx
EI

)x(M)x(Ml II
f

I
i

i ∑∫=∆
0

, (12.14) 

unde: )x(Mi  reprezentă momentul încovoietor din secţiunea  a 
diagramei de moment calculată în starea virtuală de încărcare a 
structurii date (acţiune egală cu unitatea aplicată în secţiunea  şi pe 
direcţia pe care dorim sa aflăm deplasarea); 

x

i

 )  - momentul încovoietor din secţiunea  a diagramei de 

moment produsă de încărcările exterioare aplicate pe structura reală, 
luată în studiu şi calculată prin exprimarea echilibrului în raport cu 
poziţia deformată structurii, diagramă de ordinul II; 

x(MII
p x

EI  - modulul de rigiditate la solicitarea de încovoiere; 

  - lungimea tronsonului pe care modulul de rigiditate la 
solicitarea de încovoiere este constant, iar cele două diagrame de 
moment încovoietor au aceeaşi lege de variaţie. 

l
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 Diagrama  este prezentată în figura 12.6, iar pentru starea 
virtuală în figura 12.7.a, care cuprinde sistemul de bază acţionat de o 
forţă concentrată egală cu unitatea, aplicată în nod şi pe direcţie 
orizontală şi figura 12.7.b diagrama de moment încovoietor respectivă, 

II
fM

M.  

 

061 .l =•

1

SV
a. b. M

Fig.12.7. Sistem de bază în starea virtuală de încărcare: 
a) situaţie de încărcare; b) digrama de moment încovoietor 

 

 Analizând cele două diagrame, în cele două situaţii de încărcare: 
virtuală şi reală, se observă că se suprapun numai pe lungimea stâlpului 

. Pentru a efectua integrarea celor două diagrame este necesar să 

descompunem prima diagramă, de pe stâlp, notată generic , figura 
12.8. 

13
II
fM

 

a.

Fig. 12. 8. Calculul deplasării de ordinul II a nodului cadrului. 
Cele două  diagrame de moment încovoietor (de la nivelul stâlpului)  

care se integrează: a. diagrama de ordinul II din starea reală  
de încărcare; b. diagrama de ordinul I corespunzătoare stării virtuale 

 (aici trasată pe un sistem static determinat). 

Mf
II

137793.

5369763.
061 .l =•

Mb.

 

  Din analiza diagramei de ordinul II apar două posibilităţi: 
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a) considerarea stâlpului drept grindă simplu rezemată, figura 

12.9.a, acţionată în extremităţi de cupluri egale cu momentele 
încovoietoare din extremităţile diagramei de momente de ordinul 
II, situaţie echivalentă cu situaţiile prezentate în figura 12.9.b şi 
figura 12.9.c; 

 

Fig. 12.9. Stâlpul cadrului considerat că se comportă ca o grindă  
simplu rezemată: a. grinda simplu rezemată acţionată în secţiunile  
de capăt de cupluri concentrate şi diagrama de momente de ordinul  

II corespunzătoare; b. grinda acţionată de un cuplu în secţiunea capătului  
superior şi diagrama de momente de ordinal II; c. grinda încărcată de un  

cuplu concentrat la extremitatea inferioară şi diagrama de ordinal II. 

137793.

5369763.

a.

Mf
II

A II B II

137793.

5369763.

c.

d.

P

b.

 

b) considerarea stâlpului drept grindă încastrată acţionată în capătul 
liber cu necunoscuta problemei ( , deci momentul încovoietor 
din extremitatea superioară a stâlpului), figura 12.4 şi cu 
încărcările exterioare, figura 12.5.  

1X

Se aplică regula de integrare a diagramelor, conform relaţiei 
Mohr Maxwell, se obţin rezultatele:  

a) pentru primul caz expus mai sus, diagramele sunt notate cu litere 
pe figură??: 

 =+==∆ ∑ ∫∑ ∫∑ ∫ dx
EI

)x(B)x(M
dx

EI
)x(A)x(M

dx
EI

)x(M)x(M l
I

l
I

l II
f

I

0

1

0

1

0

1
1  

 α..
EI
.

β..
EI
.

•••
−

+•••
−

= 536976306
3

0613779306
6

06
, 

efectuând calculele rezultă:  
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 ; m.00485831201 =∆

b) pentru cel de al doilea caz, prin integrarea diagramele din figura 
12.9, avem: 

 

=+

++==∆

∑ ∫

∑ ∫∑ ∫∑ ∫
dx

EI
)x(C)x(M

                                                    

dx
EI

)x(D)x(M
dx

EI
)x(C)x(M

dx
EI

)x(M)x(M

l
I

l
I

l
I

l II
f

I

0

1

0

1

0

1

0

1
1

 

 'θ..
EI
.

θ..
EI
.

'θ..
EI
.

•••−•••−•••= 13779306
3

0613779306
6

060606
3

06
, 

efectuând calculele rezultă:  
 . m.0048583101 =∆

 Între cele două variante diferenţa între rezultate în eroare 
relativă este: 

 100000410 ..%ε <= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL  13 

 STUDIUL DE STABILITATE ŞI CALCULUL DE 
ORDINUL II AL CADRELOR CU NODURI FIXE 

PRIN METODA DEPLASĂRILOR 

 13.1. Studiul de stabilitate a cadrelor cu noduri fixe 
folosind matrice de rigiditate 

 În studiu de stabilitate a cadrelor prin metoda deplasărilor este 
necesar să se cunoască matricea coeficienţilor sau matricea de 
rigiditate, conform Staticii matriceale. Acest lucru este realizat, deoarece 
ecuaţia de stabilitate, în ambele cazuri de pierdere a stabilităţii: prin 
deformare continuă şi deformare continuă, se defineşte anulând 
determinantul matricei de rigiditate a structurii. 
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 La fel ca în Statica Construcţiilor, studiul de stabilitate a 
structurilor va trata separat cadrele cu noduri fixe, ştiut fiind faptul că 
nodurile acestor structuri descriu, în procesul de deformare, exclusiv 
deplasări unghiulare (rotiri), pe când în cazul structurilor cu noduri 
deplasabile nodurile, descriu atât deplasări lliniare (translaţii), cât şi 
deplasări unghiulare. 

 Sistemul de bază, în metoda deplasărilor, după cum se cunoaşte, 
se constituie din sistemul real, luat în studiu, căruia i se adaugă o serie 
de legături suplimentare astfel încât să blocheze posibilitatea de 
deplasare: deplasări unghiulare, în cazul cadrelor cu noduri fixe şi 
deplasări unghiulare şi liniare, în cazul cadrelor cu noduri deplasabile. 

 Coeficienţii ecuaţiilor de condiţie, în metoda deplasărilor, se 
definisc şi se calculează pe sistemul de bază, prin realizarea de 
deformate cu ajutorul cedărilor de reazeme (deplasări unghiulare şi 
liniare) succesive, egale cu unitatea, în blocajele care au definit sistemul 
de bază. Modalităţile de determinare a coeficienţilor sunt oferite de 
Statica Construcţiilor. 

 13.1.1. Ecuaţia de stabilitate 

 Ecuaţia de stabilitate în metoda deplasărilor se obţine prin 
anularea determinantului matricei coeficienţilor (matricea de rigiditate a 
structurii). Matricea de rigiditate are următoarea formă: 

 . (13.1) [ ]
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−−−−−
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−−
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ij

rrr

rrr
rrr
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22221

11211

Ecuaţia de stabilitate are alura: 

 [ ]( ) 0 =ijrdet . (13.2) 

 13.1.2. Determinarea elementelor matricei de rigiditate. 
Cazul cadrelor cu noduri fixe 

 Matricea de rigiditate (a coeficienţilor) cuprinde două tipuri de 
coeficienţi: coeficienţii principali notaţi, în general  şi coeficienţii 
laterali sau secundari notaţi . 

iir

iir

Coeficientul principal  reprezintă reacţiunea din blocajul de nod 
, când în nodul i  se produce o rotire (deplasare unghiulară) egală cu 

unitatea. 

iir

i
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 Coeficientul lateral (secundar)  reprezintă reacţiunea din 

blocajul de nod 
jir

j , când în nodul i  se produce o rotire (o deplasare 
unghiulară) egală cu unitatea. 

 Se consideră un cadru cu noduri fixe pentru care se stabileşte 
sistemul de bază  prin blocarea nodurile, figura 13.1. 

 

P

P

P k

i j

SB

Fig.13.1. Cadru cu noduri fixe. Sistem de bază.  

 Pentru calculul coeficienţilor  şi iir jir  se produce o cedare de 

reazem în blocajul din nodul , egală cu unitatea. Se desenează 
deformata sistemului de bază, figura 13.2, iar momentele care iau 
naştere în extremitătile barelor deformate sunt rigidităţile la rotire: 

i

ijK  şi 

 şi momentul tramsmis ikK trM , calulate cu relaţiile: 

 'K
l
EI

Kij
4

= , (13.3) 

 03
K

l
EI

Kik =  (13.4) 

şi  

 "K
l
EI

'K
l
EI

'K
"K

.KtM ijijtr
2450 === . (13.5) 
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 Coeficientul ii ermină exprimând echilibrul static al nodului 
: i

r  se det

 ∑ =
i

oM ; 

sau  
 0=−− ikijii KKr , 

rezultă:  
 ∑=

i
ijii Kr , (13.6) 

în concluzie, conform relaţiei (13.6), coeficientul  este egal cu suma 
rigidităţilor la rotire ale extremităţilor barelor ce concură în nodul i . 

iir

 

Fig.13.2. Cadru cu noduri fixe. Deformata sistemului de bază 
pentru o cedare a blocajului de nod “i” egală cu unitatea. 

Calculul coeficienţilor în metoda deplasărilor 

k

j

rii rji

Kik

Kij
Mtr1=iϕ

 

 Pentru a calcula coeficientul  se exprimă echilibrul static al 

nodurilor , astfel: 
jir

j

 ∑ =
i

oM     

sau 
0=− trji Mr   
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rezultă:  
 trij Mr = . (13.7) 

 Coeficientul lateral  este egal cu momentul transmis din nodul 

 , din extremitatea barei ij  către nodul .  
jir

i j

 13.1.3. Etape în studiul stabilităţii cadrelor cu noduri fixe 

           În vederea efectuării unui calcul de stabilitate a unui cadru se 
parcurg următoarele etape de calcul: 

a) Se realizează un calcul de ordinul I pentru a afla eforturile axiale 
din barele structurii. Nu se iau în considerare decât eforturile de 
compresiune; 

b) Se calculează factorii de compresiune pentru barele structurii cu 
relaţia: 

 
ij

ij
ijij EI

N
lν = ; (13.8) 

c) Se depistează factorul de compresiune maxin şi funcţie de acest 
factor se exprimă ceilalţi factori de compresiune. Dacă notăm 
factorul de compresiune maxim cu  sau " , atunci ceilalţi 
factori de compresiune se determină funcţie de acesta astfel: 

"ν" "νmax

 
ij

ijij
ij EI

EI
N

N

l

l
νν = , (13.9) 

prin urmare: 

 )ν(fνij = . (13.10) 

d) Se stabilieşte sistemul de bază, corepunzător metodei 
deplasărilor şi se calculează rigidităţile la rotire şi momente 
transmise ale barelor structurii; 

e) Se calculează coeficienţii  şi r , aplicând relaţiile (13.6) şi 

(13.7); 
iir ji

f) Se determină ecuaţia de stabilitate prin anularea determinantului 
coeficienţilor, relaţia (13.2); 

g) Se caută, prin încercări, soluţia ecuaţiei de stabilitate. 

 Obs.: În iteraţia pentru aflarea soluţiei ecuaţiei de stabilitate se 
parcurg câţiva paşi, după cum urmează: 

1. Se impune o soluţie pentru factorul de compresiune maxim, 
, după criteriile prezentate în cursul numărul 11, paragraful ν
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11.2, în cadrul observaţiilor (punctele 1, 2 şi 3). Funcţie de 
acesta se determină ceilalţi factori de compresiune. 

2. Se calculează parametrii K ,  K , K , K  cu relaţiile: ' 0 "

 
224

3
βα

α
'k

−
= , (13.11) 

 
α

k
10 = , (13.12) 

 
224

3
βα

β
"k

−
= , (13.13) 

 
βα

'k
−

=
2

1
, (13.14) 

parametrii α  şi β   se calculează în funcţie de factorul de compresiune cu 
relaţiile (9.50 şi 9.53) 

3. Se determină rigidităţile la rotire şi se introduc, spre 
verificare, în ecuaţia de stabilitate. 

Următorii paşi în iteraţie coincid cu operaţiunile expuse la studiul 
stabilităţi cadrelor prin metoda matricei de flexibilitate, cursul 11, 
pararagraful 11.2, punctele 4, 5 şi 6 din observaţii. 

13.1.3. Aplicaţie 

 Să se determine încărcarea critică pentru cadrul din figura 13.3. 

5.0 m.

q

4EI 4EI

EI0 2

1

3

10.0 m. 12.0 m.

     Fig.13.3. Cadru cu noduri fixe   

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii. 

 Analizând structura propusă spre studiu se constată că este de 
două ori static nedeterminată, iar dintr-un calcul de ordinul I, aplicând 
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metoda forţelor sau metoda deplasărilor, se determină eforturile axiale 
de ordinul I din barele cadrului. Rezultă: 

 q.N 831313 = , (13.15) 

 q,N 24001 −= , 

iar în bara  efortul axial este nul. Nu se va ţine cont de efortul axial 
din bara  deoarece este efort de întindere (considerăm numai 
eforturile de compresiune). 

12
01

b) Calculul factorilor de compresiune, .  ijν

 Se foloseşte relaţia (13.8). Luând în considerare caracterisrticile 
geometrice şi fizice ale barei comprimate şi efortul axial determinat în 
etapa precedentă, rezultă: 

 
EI

q.
l

EI
N

lν
8313

13
13

13
1313 == ; (13.16) 

c) Exprimarea factorilor de compresiune funcţie de factorul de 
compresiune maxim 

- 

d) Stabilirea sistemului de bază. 

 Prin introducerea în nodul structurii a unei legături suplimentare 
pentru a împiedica rotirea  acestuia se obţine sistemul de bază din figura 
13.4.  

 

Z1

SB

N13

   Fig.13.4. Sistem de bază  

e) Calculul coeficientului 11r . 
Deoarece structura are un singur nod  va trebui să calculăm un 

singur coeficient.  Acesta se determină prin aplicarea relaţiei (13.6) sau 
urmând procedura clasică, constând din realizarea deformatei sistemului 
de bază, prin producerea unei cedări de reazem egală cu unitatea, 
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11 =z , figura 13.5, şi evidenţierea mometelor din extremităţile barelor 
ce concură în nodul . Momentele de capăt sunt egale cu rigidităţile la 
rotire de ordinul I pe barele  şi 12  şi de ordinul II pe bara 13 , 
influenţată de efortul axial de compresiune din bară. 

1
01

 

r11

K13
K12

K10

Z1=1

  Fig.13.5. Deformata sistemului de bază. Calculul coeficientului iir  

 

 Rigiditatea nodului, egală cu coeficientul , este egal cu suma 
rigidităţilor la rotire a extremităţilor barelor ce concură în nod: 

11r

 ijkr ∑=
1

11  

sau 
 12131011 KKKr ++= , (13.17) 

unde      

 EI.
EI

l
EI

K 21
10

433
10 =

•
== , 

 000
13 60

5
33

EIK.K
EI

K
l
EI

K =
•

==  

şi 

 EI
EI

l
EI

K =
•

==
12

433
12 . 

Rezultă 

 . (13.18) EI)K..(r 0
11 6022 +=

f) Stabilirea ecuaţiei de stabilitate. 

Ecuaţia de stabilitate se obţine prin anularea determinantului 
matrice de rigiditate, realaţia (13.2), aici: 
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 011 =r  

sau 
 . (13.19) 06022 0 =+ K..

g) Determinarea soluţiei ecuaţiei de stabilitate. 

Din ecuaţia (13.19) rezultă: 

 6673
60
220 .

.

.
K −=−= , 

dar cunoscând  

 
α

K
10 =  

se obţine pentru parametrul  valoarea: α

 2727301
0

.
K

α −== . 

Cum însă parametrul  se determină cu relaţia (9.50) se poate 
scrie: 

α

272730113
.

νtgνν
α −=








−= , 

iar prin încercări, dând valori factorului de compresiune , care să 
verifice  relaţia de mai sus, se ajunge la rezultatul: 

ν

 1584664.νcr = . 

În continuare, se foloseşte relaţia (13.16) pentru a deteremina 
încărcarea critică de pierdere a stabilităţii cadrului: 

 1584664
8313

1313 .
EI

q.
lνν cr

cr === , 

de unde, pentru 
 , 21000KNmEI =

rezultă: 
 KN.qcr   0154450= . (13.20) 
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 13.2. Calculul de ordinul II al cadrelor cu noduri fixe 
folosind metoda deplasărilor 

 13.2.1. Etape de calcul 

           În vederea efectuării unui calcul de ordinul II, al unui cadru cu 
noduri fixe, se parcurg următoarele etape de calcul: 

a) Se realizează un calcul de ordinul I pentru a determina eforturile 
axiale din barele structurii. Nu se iau în considerare decât 
eforturile de compresiune; 

b) Se calculează factorii de compresiune pentru barele structurii cu 
relaţia: 

 
ij

ij
ijij EI

N
lν = ; (13.21) 

c) Se stabilieşte sistemul de bază, corepunzător metodei 
deplasărilor, se scrie sistemul de ecuaţii de condiţie şi se 
calculează rigidităţile la rotire şi momentelor transmise ale 
barelor structurii: 

 [ ]{ } { } { }0=+ ipjij Rzr
, (13.22) 

unde [ ]ijr  reprezintă matricea coeficienţilor, 

   { }jz  - vectorul necunoscutelor, deplasările nodurilor, 

şi 
        { }ipR  - vectorul termenilor liberi; 

d) Se calculează coeficienţii  şi r , aplicând relaţiile (13.6) şi 

(13.7); 
iir ji

e) Se determină termenii liberi .  ipR

 Prin definiţie un termen liber, , reprezintă reacţiunea din 

blocajul de nod  al sistemului de bază când acesta este acţionat de 
forţele exterioare şi  este egal cu suma momentelor de încastrare 
perfectă din extremităţile barelor ce concură în nodul . Momentele de 
încastrare perfectă sunt obţinute dintr-un calcul de ordinul II. Fie cadrul 
din figura 13.4, cadru cu noduri fixe acţionat de o sarcină distribuită, iar 
în figura 13.5 sistemul de bază corespunzător, pe care s-au figurat 
momentele de încastrare perfectă şi termenul liber,  , pentru care se 

doreşte să se evidenţieze o relaţie de calcul. 

ipR

i

i

ipR
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i j k

q

Fig.13.6. Cadru cu noduri fixe 
 

 Se consideră un cadru cu noduri fixe, figura 13.6, acţionat cu o 
sarcină uniform distribuită, de intensitate , pentru care se cere 
determinarea termenului liber . Se realizează deformata sistemului 

de bază sub acţiunea încărcării, figura 13.7, pe care se evidenţiază 
momentele de încastrare perfectă de ordinul II, pe barele solicitate la 
compresiune. 

q

ipR

 

Fig.13.7. Cadru cu noduri fixe.  
Deformata sistemului  de bază. Calculul termenilor  

liberi  în metoda deplasărilor 

q

MikMji Mij

RipRjp

 

Pentru calculul reacţiunii din blocajul de nod, care reprezintă 
termenul liber ipR , se exprimă echilibrul static  al forţelor din nodul i: 

 ∑ =
i

ijM 0  (13.22) 

sau 
 0=−+ ijikip MMR , 
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de unde 
 ∑=

i
ijip MR ; (13.23) 

f) Se rezolvă sistemul de ecuaţii de condiţie şi se trasează 
diagramele de eforturi finale. 

 13.2.2. Aplicaţie 

 Se cere să se traseze diagrama de moment încovoietor pentru 
cadrul din figura 13.3, cunoscându-se intensitatea sarcinii distribuite 

 şi valoarea modulului de rigiditate la solicitarea de 

încovoiere  , printr-un calcul de ordinul II. 

m/KN.q 6511=

EI = 21000KNm

 Pentru rezolvarea problemei se parcurg următoarele etape de 
calcul: 

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii. 

 La aplicaţia 13.1.4 s-au determinat eforturile axiale din barele 
cadrului în cazul analizei stabilităţii acestuia, iar eforturile axiale erau 
funcţie de intensitatea sarcinii distribuite. Cunoscând această 
intensitete, eforturile axiale devin: 

 KN...q.N 11916165118313831313 =•== , (13.24) 

 KN...q,N 7962651124024001 −=•−=−= , 

iar neluând în considerare efortul axial de întindere din bara , se vor 
continua calculele tinând cont nunai de efortul axial din bara 13 . 

01

b) Calculul factorilor de compresiune, .  ijν

 Se foloseşte relaţia (13.8). Luând în considerare caracteristicile 
geometrice şi fizice ale barei comprimate şi efortul axial determinat în 
etapa precedentă rezultă: 

 0069821191615
13

13
1313 .

EI
,

EI
N

lν === ; (13.25) 

c) Exprimarea factorilor de compresiune funcţie de factorul de 
compresiune maxim 

- 
d) Stabilirea sistemului de bază. 

În figura 13.4, din aplicaţia 13.1.4, este prezentat sistemul de 
bază al cadrului luat în analiză; 

e) Scrierea sistemul de ecuaţii de condiţie. 
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Forma generală a sistemului de ecuaţii în metoda deplasărilor are 
forma (relaţia 11.22): 

 [ ]{ } { } { }0=+ ipjij Rzr
, 

iar în cazul acestei probleme, echilibrul este exprimat numai prin 
intermediul unei singure ecuaţii de echilibru, deoarece cadrul face parte 
din categoria cadrelor cu noduri fixe şi are un singur nod: 

 01111 =+ pRZr ; 13.26) 

f) Calculul coeficientului 11r . 
Se utilizează relaţia (13.6), care aici devine: 

 ∑=
1

111 jKr . 

sau 
 12131011 KKKr ++= , (13.17) 

unde 

 KNmEI.
EI

l
EI

K 120021
10

433
10 ==

•
==  

 000
13 60

5
33

EIK.K
EI

K
l
EI

K =
•

== , 

dar  

 
α

K
10 = , 

conform relaţiei (9.59), aici ia valoarea          

444149981
14533942

15051
2

1
2
1

2
3113

.
.

..
tgνtgνν

α =







−

−=







−=








−=  

de unde  
  692448800 .K =

obţinem pentru rigiditatea  valoarea 13K

 KNm.K 46931241513 =  

şi 

 KNmEI
EI

l
EI

K 1000
12

433
12 ==

•
== . 

Rezultă: 
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 KNm.r 469312261511 = . (13.18) 

g) Calculul termenului liber R . p1

În vederea determinării termenului liber  se poate aplica 

direct relaţia (13.23) sau se exprimă echilibrul nodului  conform figurii 
13.6. Deci: 

pR1

i

 )MM(MR jp 1201
1

11 +−=−= ∑  

unde 

 KNm.
.ql

M 625145
8

106511
8

22

10 −=
•

==  

şi  

 KNm.
.ql

M 700209
8

126511
8

22

12 =
•

== . 

 

q

0 2

3

M10 M12

RiP

Fig. 13.8. Deformata sistemului de bază sub acţiunea 
sarcinii uniform distribuite, q  

 

Rezultă: 
   KNm.R p 075641 −= . 

h) Aflarea soluţia ecuaţiei de condiţie. 

 Din ecuaţia (13.26) se determină soluţia: 

 0244984710
4693122615

07564

11

1
1 .

.
.

r

R
Z p =

−
−=−= . 

i) Determinarea momentelor de capăt şi trasarea digramei finale de 
momente încovoietoare. 
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Se folosesc expresii ale momentelor încovoietoare, obţinute prin 
suprapunerea efectelor, folosind cele două deformate prezentate în 
figurile 13.5 şi 13.8: 

 KNm.)ZK(M 02317511010 =+−= 10M  

 KNm.ZKM 20118511212 =+−= 12M  

 KNm.ZKM 1781011313 −=−= . 

 Diagrama finală de moment încovoietor este trasată în figura 
13.9. 

 

M13 = 10.178

Fig. 13.9. Diagrama finală de moment încovoietor 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CURSUL 14 
CALCULUL DE ORDINUL II ŞI DE STABILITATE.  

CADRE CU NODURI DEPLASABILE 

 14.1. Metoda deplasărilor 

În cursul numărul 13 s-a făcut o prezentare generală a metodei 
deplasărilor pentru structurile cu noduri fixe. 

Cadrele cu noduri deplasabile sunt acele sisteme de bare la care, 
prin deformare, sub acţiunea încărcărilor exterioare se produc atât 
deplasări unghiulare (ca la cadrele cu noduri fixe), cât şi deplasări liniare 
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(translaţii), acestea din urmă sunt împiedicate să se deplasaze, într-un 
sistem de bază, de blocaje sub formă de reazeme simple. 

Prin urmare, legătura care se introduce pe direcţia unui grad de 
libertate, reazemul simplu, împiedică deplasările tuturor nodurilor 
antrenate în deplasare pe direcţia gradului de libertate. O asemenea 
legătură  permite rotirea nodului în care se introduce. De asemenea, 
este de menţionat faptul că blocajul de nod, în cazul cadrelor cu noduri 
deplasabile, permite deplasarea liniară în cadrul gradului de libertate a 
lanţului cinematic din care face parte. 

Se mai remarcă faptul că necunoscutele, egale cu numărul 
nodurilor rigide, în cazul cadrelor cu noduri deplasabile, sunt de două 
tipuri: deplasări unghiulare ale nodurilor, notate  şi deplasări liniare, 
notate ..., , egale cu numărul gradelor de libertate. 

iZ
....Z, Z ba ,

Sistemul de bază va fi încărcat cu forţele exterioare şi 
necunoscutele – deplasări liniare şi unghiulare. Acestea din urmă sunt 
aplicate pe sistemul de bază ca cedări de reazeme. 

Sub acţiunea încărcărilor exterioare şi a deplasărilor nodurilor în 
legăturile suplimentare (blocaje de nod şi reazeme simple 
corespunzătoare gradelor de libertate) apar reacţiuni. Reacţiunile totale 
din cele două tipuri de blocaje  şi a  (momente şi forţe) se determină 
prin suprapunerea efectelor: 

 i

 pibibaianiniiiiii R...ZrZrZr...Zr...ZrZrR +++++++++= 2211 , (14.1) 

 R .    (14.2) pababaaananiaiaaa R...ZrZrZr...Zr...ZrZr +++++++++= 2211

 Ecuaţiile de echilibru exprimă condiţia de echilibru static şi se 
materializează prin condiţia ca reacţiunile totale din cele două tipuri de 
legături suplimentare, care în structura reală nu există, să fie egale cu 
zero: 
 00 == ai R ,R . (14.3) 

În concluzie: 
a) sistemul de bază în metoda deplasărilor este unic; 

b) sistemul de bază cuprinde două tipuri de bare cu legături 
perfecte la căpete; 

c) necunoscutele metodei deplasărilor, notate cu  şi Z , sunt 
deplasări unghiulare şi liniare, iar coeficienţii, , 

iZ a

airijr iar ,  şi abr  

şi termenii liberi  şi R  sunt reacţiuni – moment şi forţă, 

deci forţe generalizate; 
ipR ap

d) sistemul de ecuaţii are expresia, sub forma generală: 



STABILITATEA ŞI DINAMICA CONSTRUCŢIILOR 173 

 , (14.4) 
n1,2,.....,i          ,RZr ip

n

j
jij ==+∑

=

0
1

iar sau formă matriceală: 

 [ ]{ } { } { }0=+ ipjij RZr
, (14.5) 

unde:  [ ]ijr  reprezintă matricea coeficienţilor sau matricea de rigiditate a 

a struct rii; u
 { }ipR  - vectorul termenilor liberi; 

{ }iZ  - vectorul necunoscutelor. 

 14.2. Relaţii diferenţiale între eforturi şi încărcări 

 14.2.1. Echilibrul forţelor exprimat în raport cu poziţia 
iniţială 

Se consideră un element de bară de lungime dx  acţionat de un 
sistem de sarcini distribuite  reduse la rezultante, iar pe feţele laterale 
(în extremităţi) ale barei, bara este acţionată de eforturile 
corespunzătoare: N  şi respectiv: NT,M, dTT,dMM,dN +++ , figura 14.1. 

dx
A B

N

T

M M+dM

T+dT

N+dN

pndx

ptdx

Fig.14.1. Bara dreaptă, în poziţia iniţială nedeformată, acţionată 
 de forţe exterioare şi eforturi pe feţele secţiunilor extreme  

Echilibrul static  al sistemului de forţe se exprimă prin intermediul 
a trei ecuaţii: 

 ∑ =+−+= 00 )dNN(dxpN         ;X t , (14.6) 

 ∑ =+−+= 00 )dTT(dxpT         ;Y n , (14.7) 

 0
2

0 =+−−+=∑ )dMM(
dx

dxpTdxM        ;M n
B

.  (14.8) 
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Rezolvând sistemul de ecuaţii format din cele trei ecuaţii de mai 
sus se obţin următoarele expresii între eforturi şi încărcări: 

 tp
dx
dN

= , (14.9) 

 np
dx
dT

−= , (14.10) 

 T
dx
dM

= . (14.11) 

 Obs. Nu s-a ţinut cont de termenul 
2

dx
dxpt . 

 14.2.2. Echilibrul forţelor exprimat în raport cu poziţia 
deplasată 

Se consideră un element de bară de lungime dx  acţionat de un 
sistem de sarcini distribuite  reduse la rezultante, iar pe feţele laterale 
(în extremităţi) ale barei, bara este acţionată de eforturile 
corespunzătoare:  şi respectiv: NT,M,N dTT,dMM,dN +++ , figura 14.2. 
Bara se găseşte într-o poziţie deformată în raport cu care se va exprima 
echilibrul forţelor. 

dx

A

B

N

T

M

M+dM

T+dT

N+dN

pndx

ptdx

Fig.14.2. Bara dreaptă, in poziţie deformată, acţionată 
 de forţe exterioare şi eforturi pe feţele secţiunilor extreme 

  
 Prin exprimarea echilibrului se obţine următorul sistem de trei 
ecuaţii: 

 ∑ =+−+= 00 )dNN(dxpN         ;X t , (14.12) 

 ∑ =+−+= 00 )dTT(dxpT         ;Y n , (14.13) 

0
22

0 =+−+−++=∑ )dMM(Ndv
dx

dxp
dv

dxpTdxM        ;M nt
B

. (14.14)                
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Prin rezolvarea sistemul de ecuaţi de echilibru static şi neţinând 

cont de termenii: 
2

dv
dxpt  şi 

2
dx

dxnp , rezultă relaţii dintre eforturi şi 

încărcări: 

 tp
dx
dN

= , (14.15) 

 np
dx
dT

−= , (14.16) 

 
dx
dv

NT
dx
dM

+= . (14.17) 

 14.2.3. Echilibrul forţelor exprimat în raport cu poziţia 
iniţială. Bara încărcată suplimentar cu un cuplu distribuit, mdx  

Se consideră un element de bară de lungime d  acţionat de un 
sistem de sarcini distribuite, forţă şi cuplu  reduse la rezultante, iar pe 
feţele laterale (în extremităţi) ale barei se introduc şi eforturile 
corespunzătoare: N  şi respectiv: N

x

dTT,M, T,dMM,dN +++ , figura 14.3. 

dx
A B

N

T

M M+dM

T+dT

N+dNptdx

m dx

Fig.14.3. Bara dreaptă, in poziţie iniţială, acţionată 
 de forţe exterioare şi eforturi pe feţele secţiunilor extreme 

  

 Se exprimă echilibrul forţelor în raport cu poziţia iniţială a 
elementului de bară. Se deduce sistemul de ecuaţii de echilibru static: 

 ∑ =+−+= 00 )dNN(dxpN         ;X t , (14.18) 

 ∑ =+−+= 00 )dTT(dxpT         ;Y n , (14.19) 

 0
2

0 =+−+−+=∑ )dMM(mdx
dx

dxpTdxM         ;M n
B

. (14.20) 

Prin rezolvarea sistemul de ecuaţii se obţin relaţii diferenţiale 
între eforturi şi încărcări de forma: 

 tp
dx
dN

= , (14.21) 
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 np
dx
dT

−= , (14.22) 

 mT
dx
dM

+= . (14.23) 

 14.2.4. Concluzii privind exprimarea echilibrului barei 
drepte încărcată cu forţe exterioare şi eforturi în secţiunile de 
capăt                      

 1. Comparând celor trei situaţii expuse anterior, prin care s-a 
exprimat echilibrul unui element de bară acţionat de forţe exterioare şi 
eforturile din extremităţi, în urma căruia au rezultat trei grupuri de 
relaţii diferenţiale se constată: 

a) relaţia diferenţială tp
dx
dN

=  care exprimă legătura dintre 

încărcarea exterioară şi efortul axial (N) sunt identice în toate 
cele trei situaţii (v. paragrafele: 14.2.1, 14.2.2 şi 14.2.3),  
relaţiile: (14.9), (14.15), şi (14.21), indiferent dacă echilibrul 
este exprimat în raport cu poziţia iniţială sau cu cea 
deformată; 

b) relaţia diferenţială np
dx
dT

−=  care exprimă legătura dintre 

încărcarea exterioară şi forţa tăietoare (T) sunt, de 
asemenea, identice în toate cele trei situaţii (v. paragrafele: 
14.2.1, 14.2.2 şi 14.2.3) relaţiile: (14.10), (14.16), şi 
(14.22), indiferent dacă echilibrul este exprimat în raport cu 
poziţia iniţială sau cea deformată; 

c) relaţiile diferenţiale, (14.11) şi (14.17), dintre momentul 
încovoietor din secţiunile de capăt şi încărcări, în cazul 
exprimării echilibrului în raport cu poziţia iniţială sau cu 
poziţia deformată a elementului de bară diferă, dacă 
exprimăm echilibrul în raport cu poziţia iniţială a elementului 

de bară sau cu poziţia deformată: T
dx
dM

=  şi 
dx
dv

NT
dx
dM

+= ; 

 2. Referitor la relaţiile diferenţiale dintre momentul 
încovoietor şi încărcări, (14.17) şi (14.23), în cazul exprimării 
echilibrului în raport cu poziţia deformată a elementului de bară, 
paragraful (14.2.2) şi, respectiv, în raport cu poziţia iniţială a acestuia, 
dar încărcat elementul de bară cu un cuplu distribuit, paragraful 
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(14.2.3):  
dx
dv

NT
dx
dM

+=  şi mT
dx
dM

+= , constatăm că şi acestea 

diferă.  
Pentru ca relaţiile de mai sus să fie identice înseamnă ca trebuie 

să existe egalitatea: 

 m
dx
dv

N =  (14.24) 

şi astfel, constatăm că putem exprima echilibrul elementului de bară 
încărcat cu sarcinile distribuite şi cu un cuplu distribuit de intensitate 
dată de relaţia (14.24), în raport cu poziţia inţială nedefomată. 

 3. Pentru a valorifica constatarea de mai sus, vom analiza relaţia 
(14.24) prin care se determină intensitatea cuplului distribuit, ce se 
adaugă ca sarcină exterioară suplimentară, în solicitarea elementului de 
bară. 

 Se exprimă raportul 
dx
dv

 funcţie de rotirea Φ  unei secţiuni  a 

barei: 

 Φ≈Φ= tg
dx
dv

, (14.25) 

iar intensitatea cuplului suplimentar, din expresia (14.25), se calculează 
cu relaţia: 
 Φ= Nm . (14.27) 

 În consecinţă, încărcarea suplimentară  este funcţie de 
deformata structurii, 

m
Φ,v  care, în prima etapă de soluţionare a 

problemei, este necunoscută. De aceea, se exprimă deformata şi, 
implicit, încărcarea suplimentară , în funcţie de necunoscutele 
problemei, specifice  metodei deplasărilor, care se determină, într-o altă 
etapă, prin rezolvarea sistemului de ecuaţii de condiţie. 

m

 Nodurile unei bare, dintr-un cadru cu noduri deplasabile, vor 
descrie, în procesul de deformare, atât deplasări liniare, cât şi deplasări 
unghiulare (v. figura 14.4). 

 Deplasarea relativă a nodurilor barei , detaşată dintr-un sistem 
de bază al unui cadru cu noduri fixe, poate fi definită prin intermediul 
rotirii axei barei, notată 

ij

Ψ . Rotirea unei secţiuni oarecare  poate fi 
descompusă în două componente, astfel se scrie relaţia: 

Φ

 φ+Ψ=Φ , (14.28) 
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unde componenta  reprezintă rotirea secţiunii măsurată în raport cu 
axa înclinată a barei . 

φ
ij

 Se introduce relaţia (14.28) în (14.27) şi rezultă: 

 φNNm +Ψ= , (14.29) 

Φ≈
dx
dv

  φ 

  ψ 

  ψ 

i

j

Fig.14.4. Deformata barei ij aparţinând unui 
cadru cu noduri deplasabile 

 

  

Nφ 

= +
 Nψ 

Fig.14.5. Barei ij dintr-un sistem de bază acţionat:a) cu un cuplu 
distribuit de intensitate m ; b) cuplu distribuit de intensitate 

φN ; c) cuplu distribuit de intensitate ψN  

m

a) c)b)
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ceea ce corespunde descompunerii cuplului suplimentar în alte două 
cupluri distribuite: ΨN  şi N . φ

 Şi, în consecinţă, încărcarea suplimentară a unei bare, extrasă 
dintr-un cadru cu noduri deplasabile, figura 14.5, se va compune în 
doua componente: 

a) o încărcare cu cupluri distribuite, de intensitate ΨN ; 
b) o încărcare cu cupluri distribuite, de intensitate . φN

 În cazul primei situaţii de încărcare, figura 14.6, bara înastrată 
perfect în noduri, în ambele extremităţi şi acţionată de un cuplu uniform 
distribuit, evidenţiază o diagramă de moment încovoietor, conform 
Staticii Construcţiilor, identic nulă, iar încărcarea poate fi înlocuită cu 
două forţe concentrate de intensităţi egale cu ΨN . Sensurile acestor 
forţe, care se aplică în nodurile barei, sunt alese astfel încât să aibă 
acelaşi sens cu rotirea Ψ  a barei. 
 În concluzie, calculul de ordinul II şi de stabilitate se poate 
efectua exprimând echilibrul forţelor în raport cu poziţia inţială  
nedeformată a structurii, dar încărcând, în acelaşi timp, barele cu un 
cuplu distribuit, care se înlocuieşte, în procesul de calcul, cu două forţe 
concentrate, de intensitate ΨN , aplicate în noduri, normal pe axa barei. 
Aceste forţe se aplică numai în nodurile unei bare ce suferă rotiri,  
reprezentând rotirea barei respective, iar N  efortul din bara respectivă. 

Ψ

 14.3. Calculul de ordinul II al cadrelor cu noduri 
deplasabile 

 14.3.1. Etape de calcul 

În vederea efectuării unui calcul de ordinul II al unui cadru cu 
noduri deplasabile se parcurg următoarele etape de calcul: 

a) Se realizează un calcul de ordinul I pentru a defermina eforturile axiale 
din barele structurii. Nu se iau în considerare decât eforturile de 
compresiune; 

b) Se calculează factorii de compresiune pentru barele structurii cu relaţia: 

 
ij

ij
ijij EI

N
lν = ; (13.21) 

c) Se stabilieşte sistemul de bază, corespunzător metodei deplasărilor, se 
scrie sistemul de ecuaţii de condiţie; 

 [ ]{ } { } { }0=+ ipjij Rzr
, (13.22) 
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unde [ ]ijr  reprezintă matricea coeficienţilor (matricea de rigiditate a 

structurii), 

              { }jz  - vectorul necunoscutelor, deplasările nodurilor, 

şi      { }ipR  - vectorul termenilor liberi; 

În cazul cadrelor cu noduri deplasabile, de exemplu structura din 
figura 14.7, matricea coeficienţilor notată [ ]ijr  cuprinde mai multe tipuri 

de coeficienţi, spre deosebire de cadrele cu noduri fixe. Astfel, 
distingem: 

 

q

2P P

1 i

2 3

4 5 6

  Fig.14.7. Cadru cu noduri deplasabile 

 

i. coeficienţii  şi r , calculaţi cu relaţii identice cu cele găsite 

la studiul cadrele cu noduri fixe; 
iir ji

ii.  şi  - coeficienţi principali care se determină ca reacţiuni 
în blocajele grade de libertate (reazeme simple) ale 
sistemului de bază; 

bbr abr

iii.  şi ibr bir  - coeficienţi laterali referitor la blocajele de nod, 
respectiv, blocajele grade de libertate. 

 Vectorul termenilor liberi, { }ipR , cuprinde două tipuri de termeni 

liberi, şi anume: 
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i. ipR  - termeneni liberi identici cu cei determinaţi la cadrele cu noduri 

fixe, se determină cu relaţia (13.23); 

ii. bpR  - reacţiuni din blocaje de nod grad de libertate ale 

sistemului de bază. 

d) Se determină coeficienţii matricei de rigiditate (coeficienţilor): 
i. coeficienţii iir  şi r  se calculează cu relaţiile (13.6) şi (13.7); ji

ii. pentru a calcula coeficienţii bbr  şi ibr  se realizează sistemul de 
bază corespunzător, figura 14.8. 

 

1 i

2 3

4 5 6

SB

a

b

  Fig.14.8. Cadru cu noduri deplasabile. Sistem de bază

2P P

q

 
Folosind sistemul de bază, stabilit şi prezentat în figura 14.8, se 

definesc cei doi coeficienţi. Coeficientul principal  reprezintă 
reacţiunea din blocajul grad de libertate , când în acest blocaj se 
produce o cedare de reazem, deplasare liniară, egală cu unitatea, iar 
coeficientul  se identifică cu reacţiunea din blocajul de nod , când în 
blocajul grad de libertate , al sistemului de bază, s-a produs o 
deplasare liniară, cedare de reazem, egală cu unitatea. 

bbr
b

ibr i

b

 În vederea determinării acestor coeficienţi se produce o 
cedare de reazem în blocajul grad de libertate , egală cu unitatea, 
figura 14.9. 

b
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Reacţiunile bbr  şi ibr  se determină exprimând echilibrul static prin 
intermediul unei ecuaţii de moment, referitor la nodul , respectiv, a 
unei ecuaţii de lucru mecanic virtual pentru gradul de libertate , 
conform figurii 14.10. 

i
b

 Se obţin următoarele ecuaţii de echilibru: 

 ∑ =
i

      ;M 0            

şi 

 022 =Ψ+
Ψ b

iiib Kr  (14.23) 

      ;MVL
b

0=  

sau  

0111 221414222221414411414 =•Ψ+•Ψ+ΨΨ+Ψ−ΨΨ+Ψ−•
ΨΨΨΨ b

ii
bb

i
b
ii

b
ii

bbb
bb NN)KK()KK(r  

(14.24) 

 

b
ii ψN 22

bψ
ψK 1441

bψ
ψK 1414 b

i
ψ
i ψK 22

b
i

ψ
iψK 22

ibr

bbr

abr

1=bz

14
14

1
l

ψb =

l14

2
2

1

i

b
i l

ψ =

Fig.14.9. Cadru cu noduri deplasabile. Deformata sistemului de 
bază corespunzătoare  gradului de libertate “b” 

bψN 1414

bψN 1414

b
ii ψN 22
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 Rezolvând ecuaţiile (14.23) şi (14.24) se evidenţiază relaţiile de 
calcul a celor doi coeficienţi: ibr  şi ibr . Acestea sunt: 

 b
iiib Kr 22 Ψ−=

Ψ
 (14.25) 

şi 

b
ii

bb
i

b
ii

b
ii

bbb
bb NN)KK()KK(r 221414222221414411414 Ψ−Ψ−ΨΨ+Ψ+ΨΨ+Ψ=

ΨΨΨΨ
.  (14.26)                

iii. coeficientul . abr

Prin definiţie coeficientul  reprezintă reacţiunea din blocajul 
grad de libertate  când pe sistemul de bază, în blocajul grad de 
libertate , se produce o cedare de reazem egală cu unitatea. 

abr

b
b

 

14
14

1
l

ψb =

bψN 1414

bψN 1414

b
ii ψN 22

b
ii ψN 22

b
i

ψ
iψK 22

b
i

ψ
i ψK 22

bψ
ψK 1441

bψ
ψK 1414

2
2

1

i

b
i l

ψ =

11

bbr

Fig.14.10. Cadru cu noduri deplasabile. Deplasata în gradul 
de libertate “b”  

 Situaţia de încărcare definită mai sus este desenată în figura 
14.9, iar pentru a afla relaţia de calcul a coeficientului  se realizează 
deplasata corespunzătoare gradului de libertate , încăcată cu forţele şi 
cuplurile din deformata sistemului de bază, din deformata sistemului 
prezentată în figura 14.11. 

abr
a

Sistemul de forţe din deformata  parcurgând deplasările 
specifice deplasatei  vor produce un lucru mecanic virtual. Egalarea 

b
a
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acestui lucru virtual cu zero evidenţiază o ecuaţie de echilibru, care prin 
rezolvare va pune în evidenţă expresia de calcul a coeficientului abr . 

Deci: 
      ;MVL

a
0=  

sau  

 011 2222222 =•Ψ−ΨΨ+Ψ+•
ΨΨ b

ii
a
i

b
ii

b
iiab N)KK(r  (14.27) 

şi   

 b
ii

a
i

b
ii

b
iiab N)KK(r 2222222 Ψ+ΨΨ+Ψ−=

ΨΨ
. (14.28) 

iv. coeficientul . bir

 

b
ii ψN 22

b
ii ψN 22

b
i

ψ
iψK 22

b
i

ψ
i ψK 22

2
2

1

i

a
i l

ψ =

1

1

abr

Fig.14.11. Cadru cu noduri deplasabile. Deformata în gradul 
de libertate “a”   

 Semnificaţia fizică a coeficienţului  este următoara: reacţiunea 
forţă din blocajul grad de libertate , când în blocajul de nod i  al 
sistemului de bază se produce o cedare de reazem, deplasare 
unghiulară, egală cu unitatea. Deplasata sistemului de bază 
corespunzătoare cedării de reazem a blocajului  este prezentată în 
figura 14.12, iar deplasata sistemului obţinută prin introducerea de 
articulaţii în toate nodurile rigide şi reazemele încastrate ale structurii 

bir
b

i
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date, corespunzătoare gradului de libertate ,  este desenată în figura 
14.13. 

b

0=

r

22 it

efo
d “i”
ă) 

 Pentru a calcula coeficientul  se scrie lucrul mecanic al forţelor 
de pe deformata sistemului de bază, referitoare la cedarea blocajului de 
nod i , parcurgând deplasările din deplasata b .  

bir

 Rezultă: 
      ;MVL

b
0=  

sau  

  (14.29) 1 22 Ψ++• b
itribi )MK(r

şi  

 . (14.30) b
itribi )MK(r 22 Ψ+−=

 

bi

itr KM =

2iK

1iK1=iz
i

11 iitr tKM =

Fig.14.12. Cadru cu noduri deplasabile. D rmata sistemului de 
bază produsă de cedarea de blocaj de no   egala cu unitatea 

(deplasare unghiular   
      ;MVL

b
0=  

sau  

  (14.29) 01 22 =Ψ++• b
itribi )MK(r
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şi  

 . (14.30) b
itribi )MK(r 22 Ψ+−=

Obs. În ecuaţiile de mai sus, rigidităţile au expresiile: 

 K
l
EI

Kij
6

=
Ψ

, 

pentru bara dublu încastrată; 

 03
K

l
EI

Kij =
Ψ

, 

 pentru bara încastrată simplu rezemată, 

unde:                                      
βα −

=
2

1
K  

14
14

1
l

ψb =

trM

2iK

2
2

1

i

b
i l

ψ =

11

bir

Fig.14.13. Cadru cu noduri deplasabile. Deplasata sistemului în 
gradul de libertate “b”. Calculul coeficientului bir  

  
şi  

 
α

K
1

0 = . 

e) Se determină termenii liberi: R  şi R : ip bp
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v. termenul liber R  a fost analizat la cadrele cu noduri fixe, 

relaţia (13.23); 
ip

vi. termenul liber . bpR

 Termenul liber  reprezintă reacţiunea fortă din blocajul grad 

de libertate , când sistemul de bază este acţionat cu forţele exterioare 
date. 

bpR

b

În vederea determinării acestui termen liber, se desenează 
deformata sistemul de bază, sub acţiunea forţelor şi se evidenţiază 
momentele de încastrare perfectă, figura 14.14. Termenul liber se află 
prin rezolvarea unei ecuaţii de lucru mecanic virtual. Lucrul mecanic 
virtual va fi exprimat de forţele exterioare şi momentele de încastrare 
perfectă, parcurgând deplasările corespunzătoare din deplasata gradului 
de libertate b , figura 14.15. Ecuaţia de lucru mecanic este următoarea: 

 ;MVL
b

0=  

sau  

  (14.31) 01 144114 =Ψ++•+• b
bP )mm(δqlR

şi 
 , (14.32) b

bP )mm(δqlR 144114 Ψ+−•−=

 

14
14

1
l

ψb =

11

bpR

14M

41M

ql δ

2P P

Fig.14.15. Cadru cu noduri deplasabile. Deplasata sistemului în 
gradul de libertate “b”. Calculul termenului liber Rbp    
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unde:  şi m  sunt momente de încastrare perfectă obţinute printr-
un calcul de ordinul II, 

14m 41

 
2
1

=δ . 

f) Se rezolvă sistemul de ecuaţii de condiţie, relaţia (14.23) şi 
trasează diagramale finale de eforturi prin suprapunerea 
efectelor. 

bpR

q

2P P

apRl

14M

41M

Fig.14.14. Cadru cu noduri deplasabile. Deformata sistemului de 
bază produsă de acţiunea forţelor exterioare   

 14.3.2. Aplicaţie 

Pentru structura din figura 14.16.a se cere să se traseze 
diagrama de moment încovoietor printr-un calcul de ordinul II, prin 
metoda deplasărilor. Se cunosc: P  KN Q   ,KN 1140 == şi . 25000KNmEI =

 Se vor parcurg etapele de calcul prezentate în subcapitolul 
14.3.1, astfel: 

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii. 
Eforturile axiale sunt: 

 PN =13 , 

 şi 
 012 =N . 
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5.00m

P

Q 1

3

2

EI

4EI

6.00ma.

Fig. 14. 16. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate. 
a. Structura considerată. b. Sistemul de bază 

 

P

SBb.

Q z1 za

 
b) Calculul factorului de compresiune, .  13ν

Folosind relaţia (11.5), se obţine pentru factorul de compresiune 
valoarea: 

                                   
13

13
1313 EI

N
lν =  

sau  

 010031
5000
1400613 ...ν ≈== . (14.32) 

c) Se stabilieşte sistemul de bază, corespunzător metodei 
deplasărilor, figura 14.16.b şi se scrie sistemul de ecuaţii de 
condiţie: 

 . (14.33) 






=++
=++

0
0

11

1111

apaaaa

ipaa

RZrZr
RZrZr

d) Determinarea coeficienţii matricei de rigiditate: 11r , r , r  şi 1a a1 aar . 

 Deformatele sistemului de bază pentru cedări în blocajul de nod 
, respectiv blocajul grad de libertate  sunt prezentate în figurile 

14.17.a şi 14.18.a, iar deplasatele în gradul de libertate  încărcate cu 
forţele din deformatele sistemului de bază sunt arătate în figura 14. 
17.b, respectiv figura 14.18.b.  

i a
a
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 Pentru calculul coeficienţilor se scriu următoarele ecuaţii de 
echilibru static, conform fig. 14.17: 

∑ =
1

0M ;     0131211 =−− KKr ; 

0=MVL
a

;     r .  01 131313131 =Ψ•++• a
a )KtK(

 Rezolvând cele două ecuaţii se obţin relaţiile de calcul ale 
coeficienţii: 

 131211 KKr −=  (14.34) 

a.

13K

12K

1313tK

11r

1ar

b.

1ar

1 1

aψ13

13K

1313tK

Fig.14.17. Cadru cu noduri deplasabile. Calculul coeficienţilor 1ar  şi 11r : 
 a. deformata sistemului de bază, b. deplasata sistemului în gradul de libertate “a”

 

şi  

 . (14.35) a
a )KtK(r 131313131 Ψ•+−=

a. b.

aar

1 1

aψ13

aar

aψ
ψK 1331

aψ
ψK 1313

aψN 1313

ar1

aψ
ψK 1313

aψ
ψK 1331

aψN 1313

aψN 1313
aψN 1313

Fig. 14. 18. Cadru cu noduri deplasabile. Calculul coeficienţilor 1 ar  şi aar : 
a. deformata sistemului de bază, b. deplasata sistemului în gradul de libertate “a”  

 Conform figurii 14.17, pentru calculul coeficienţilor  şi ar1 aar , se 
scriu următoarele ecuaţii de echilibru static: 
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 ∑ =
1

0M , 

rezultă: 

 013131 =Ψ+
Ψ a

a Kr  (14.36) 

 0=MVL
a

   

şi  

 011 13131313311313 =•Ψ+Ψ•Ψ+Ψ−•
ΨΨ aaaa

aa N)KK(r . (14.37) 

 Rezolvând ecuaţiile de echilibru se obţin relaţiile de calcul ale 
celor doi coeficienţi:                         

 a
a Kr 13131 Ψ−=

Ψ
, (14.38) 

 aaaa
aa N)KK(r 13131313311313 Ψ−Ψ•Ψ+Ψ=

ΨΨ
. (14.39) 

Conform datelor problemei şi a celor patru figuri se cunosc: 

 'K
EI

'K
l
EI

K
6

44
13 =  

 
5

12
5
433

12
EI

K
EI

l
EI

K =
•

=  

 
"K
"K

.t •= 5013  

 KEIK
EI

K
l
EI

K •===
Ψ

6
66

13  

 
6
11

13 ==Ψ
l

a  

 KNN 14013 =  

şi  

                                966220
34

3
22

.
βα

α
' =

−
=K  

 98320
2

1
2

.
βα

K =
−

=  

 0171971
34

3
22

.
βα

φ
'K =

−
= . 
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 Rezultă: 
 735581522011 .r =  (14.40) 

 344181911 . rr aa −==  (14.41) 

 78137249.raa =  (14.42) 

e) Calculul termenii liberi: R  şi R . p1 ap

 În vederea determinării termenilor liberi se încarcă sistemul de 
bază cu forţele exterioare, figura 14.19.a şi se exprimă echilibrul static, 
prin intermediul următoarelor două ecuaţii: 

a.

Q

apR
P

pR1

b.

1407223.

539963.

Mf
II

Fig. 14. 19. Cadru static nedeterminat: a. sistem de bază acţionat de forţe
exterioare; b. diagramă finală  de moment încovoietor de ordinal II 

 

 ∑ =
1

0;M  

rezultă: 
 01 =pR  (14.43) 

şi  
 ∑ = ;Y 0   

 se obţine: 
  0=+ apRQ

şi                                         
 1−=apR . (14.44) 

f) Rezolvarea sistemului de ecuaţii de condiţie. 
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Introducând în sistemul de ecuaţii (14.33), relaţiile de calcul a 
coeficienţilor (14.40-42) şi termenii liberi, expresiile (14.4 şi 14.44) şi în 
urma rezolvării acestuia se obţin soluţiile: 

 00026172701 .Z = , (14.45) 

 00486202901 .Z = . (14.46) 

g) Trasarea diagramei de eforturi. 
Diagrama finală de moment încovoietor de ordinul II se trasează, 

prin suprapunerea efectelor, în modul următor: 

 , (14.47) KNm.ZKMM ff 14072214231121312 ===

 KNm.ZKZKtM a
af 53996313311131331 =Ψ+−=

Ψ
 (14.48) 

şi este trasată în figura 14.19.b. 

 14.4. Calculul de stabilitate a cadrelor cu noduri 
deplasabile folosind matricea de rigiditate. Etape de calcul 

În vederea efectuării unui calcul de stabilitate al unui cadru cu 
noduri deplasabile, se parcurg următoarele etape de calcul: 

a) Se realizează un calcul de ordinul I pentru a afla eforturile axiale 
din barele structurii. Se iau în considerare numai eforturile de 
compresiune; 

b) Se calculează factorii de compresiune pentru barele structurii, 
aplicând relaţia (11.3), care ia forma: 

 
ij

ij
ijij EI

N
lν = ; (14.49) 

c) Se depistează factorul de compresiune maxim şi funcţie de acest 
factor se exprimă ceilalţi factori de compresiune. Dacă notăm 
factorul de compresiune maxim cu  sau " , atunci ceilalţi 
factori de compresiune se determină funcţie de acesta astfel: 

"ν" "νmax

 
ij

ijij
ij EI

EI
N

N

l

l
νν = , (14.50) 

unde ν  se determină cu relaţia (11.3). 

d) Se fixează sistemul de bază, corespunzător metodei deplasărilor. 
e) Se calculează coeficienţii , , , ,  şi  aplicând 

relaţiile (13.6), (13.7), (14.25), (14.26), (14.28) şi (14.30); 
iir jir ibr bbr abr bir
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f) Se determină ecuaţia de stabilitate prin anularea determinantului 
matricei coeficienţilor (matricei de rigiditate): 

 [ ] 0=)rdet( ij ; (15.51) 

g) Se caută, prin încercări, soluţia ecuaţiei de stabilitate. 
Obs.: În iteraţia pentru aflarea soluţiei ecuaţiei de stabilitate se 

parcurg câţiva paşi, după cum urmează: 
1. Se impune o soluţie pentru factorul de compresiune maxim, 

, după criteriile prezentate în cursul nr.11, paragraful 11.2, 
în cadrul observaţiilor (punctele 1, 2 şi 3). Funcţie de aceasta 
se determină ceilalţi factori de compresiune. 

ν

2. Se calculează parametrii K ,  K , K , K  cu relaţiile: ' 0 "

 
224

3
βα

α
'k

−
= , (14.52) 

 
α

k
10 = , (14.53) 

 
224

3
βα

β
"k

−
= , (14.54) 

 
βα

'k
−

=
2

1
, (14.55) 

parametrii  şi β   se calculează în funcţie de factorul de compresiune cu 
relaţiile (9.50 şi (9.53) 

α

3. Se determină rigidităţile la rotire şi se introduc, spre 
verificare, în ecuaţia de stabilitate. 

Următorii paşi în iteraţie coincid cu operaţiunile expuse la studiul 
stabilităţi cadrelor prin metoda matricei de flexibilitate, cursul numărul 
11, pararagraful 11.2, punctele 4, 5 şi 6 din observaţii. 
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