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CURSUL 1

STABILITATEA SI DINAMICA
CONSTRUCTIILOR

1.1.Generalitati

Obiectul de studiu “Stabilitatea si Dinamica Constructiilor” se
preda studentilor, care aprofundeaza profilul constructii, in anul al III-
lea, semestrul 6, pe durata a 14 saptamani.

Disciplina se compune din trei parti distincte:
a) Dinamica Constructiilor;
b) Stabilitatea Constructiilor si
c) Calculul de Ordinul II.

Dinamica constructiilor este o stiintda ce face parte din
Mecanica constructiilor, alaturi de: Mecanica Teoretica, Rezistenta
Materialelor, Statica Constructiilor, Teoria Elasticitatii etc. Are ca obiect
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de studiu echilibrul dinamic al structurilor, exprimat prin metode
specifice pentru aflarea starii de efort si deformatie, produsa de actiuni.

Scrierea ecuatiilor de echilibru se face aplicand principiul lucrului
mecanic virtual, principiul lui D’Alembert, ecuatiile lui Lagrange de speta
a doua sau principiul lui Hamilton.

Stabilitatea Constructiilor si Calculul de Ordinul II.
Exprimarea echilibrului unei structuri in raport cu pozitia sa deformata,
face obiectul de studiu al stabilitatii si calculului de ordinal II.

Calculul de stabilitate consta din identificarea naturii echilibrului
pozitiei deformate a unei structuri. Marimile eforturilor axiale sunt
necunoscute.

Calculul de ordinul II al unei structuri de rezistentd, consta din
determinarea starii de tensiune si deformatie prin exprimarea
echilibrului in raport cu pozitia sa deformata. In calculul de ordinul II,
sarcinile transversale si eforturile axiale se presupun cunoscute.

1.2. Dinamica constructiilor
1.2.1. Actiuni. Sistem. Raspuns

Abordarea sistemica a problemelor din Dinamica Structurilor
presupune definirea sistemului vibrant, a actiunilor si a raspunsului.

Actiunea reprezinta o cauza care produce, in elementele unei
structuri de rezistenta a unei constructii, eforturi si tensiuni, deplasari si
deformatii, pulsatii etc. Pentru calcul, actiunea se reprezinta sub forma
de forte si deplasari, caracterizate cantitativ prin parametri
corespunzatori.

Actiunea dinamica reprezinta o cauza rapid variabild in timp, ce
se manifesta asupra unui sistem dinamic, generand eforturi inertiale.
Exemple de actiuni dinamice:

a) actiuni produse de utilaje si echipamente: masini unelte,
motoare cu mechanism bield - maniveld, prese si masini
de forat, concasoare si mori (din industria materialelor de
constructii);

b) sarcini mobile: trafic, autovehicule, poduri rulante,
vagoane de cale ferata etc.;

c) actiunea vantului;

d) actiunea seismica;

e) explozii.

Sistem. Un Sistem vibrant este constituit din structura propriu-
Zisd a unei constructii la care se ataseaza mase distribuite (dupa o
anumita lege) si/sau mase concentrate.
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Orice structura este capabilda, sub actiunea unor cauze cu
caracter dinamic (variabile in timp), sa efectueze miscari relative in jurul
unei pozitii de echilibru. Acest fenomen se datoreaza faptului ca
structura poseda proprietati inertiale (mase concentrate si distribuite) si
elastice (definite prin flexibilitate sau rigiditate).

Deoarece miscarea unui asemenea sistem se repetd, in timp,
dupa anumite legi de variatie, tipul de comportament al sistemului se
numeste miscare vibratorie sau vibratie.

Raspuns. Raspunsul dinamic liber caracterizeaza miscarea unui
sistem vibrant in anumite conditii initiale (deplasare sau viteza), dupa ce
a incetat cauza care a produs miscarea.

Raspunsul dinamic fortat caracterizeaza miscarea unui sistem
dinamic pe timpul istoric al aplicarii actiunii dinamice. Raspunsul dinamic
se exprima in marimi cinematice fundamentale: deplasari, viteze si
acceleratii sau derivate: energii, forte generalizate, eforturi, tensiuni si
deformatii.

Obiectul de studiu al Dinamicii Structurilor il constituie
identificarea relatiilor existente intre actiunile dinamice, parametrii de
definire a sistemului vibrant si raspunsul dinamic al acestuia.

1.2.2. Aspecte fundamentale in Dinamica Structurilor

Cele trei probleme fundamentale ale Dinamicii Structurilor sunt
urmatoarele:
a) Analiza;
b) Sinteza si
c) Identificarea.

Analiza. Prin analiza unui sistem vibrant se intelege determinarea
caracteristicilor de raspuns ale acestuia cdnd se cunosc: actiunea si
caracteristicile sistemului.

Sinteza. Sinteza unui sistem dinamic reprezenta modul cel mai
complex de a trata problemele de dinamicd. Se pune problema
determinarii caracteristicilor fizice ale sistemului cunoscand: actiunea si
raspunsul.

Identificarea excitatiei. In cazul in care se cunosc caracteristicile
sistemului dinamic si raspunsul acestuia, se poate determina actiunea
aplicata pe sistem. Sistemul joaca rolul unui instrument de masura.

1.2.3. Clasificarea miscarilor vibratorii

Miscarile vibratorii pot fi clasificate din mai multe puncte de
vedere, functie de cauza care produce vibratia, fortele de rezistenta, de
excitatie etc.
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a) Dupa reprezentarea analitica:
i vibratii armonice - miscari reprezentate prin functii

b)

)

trigonometrice;
ii. vibratii periodice - miscari care se repetd identic dupa
un interval de timp, T, numit perioada de vibratie;
iii. vibratii descrescdtoare - amplitudinile miscarii se
micsoreaza in timp;
iv. vibratii crescatoare - amplitudinile miscarii cresc in timp.

Dupa cauza care produce vibratia:

i. vibratii libere — produse de un soc (conditii initiale: viteza
si deplasare). Cauza dispare si sistemul vibreaza liber, pe
toata durata miscarii sistemul inmagazineaza energie;

ii. vibratii fortate — sunt produse de o excitatie perturbatoare
exterioara independentd de caracteristicile sistemului
vibrant. Sistemul inmagazineaza energie pe toata durata
miscarii; fortele perturbatoare pot fi armonice, periodice
sau oarecare;

iii. vibratii parametrice - sunt produse de vibratia periodica a
unui parametru al miscarii: masa, constanta elastica sau
amortizarea, care sunt variabile in timp;

iv. vibratii autoexcitate - produse de cauze interne ale
sistemului;

v. socul - caracterizeaza un fenomen extrem de rapid si de
mare intensitate; daca socul este de foarte scurtd durata
vibratia se transforma in vibratie libera.

Dupa forta de rezistenta:
i. vibratii neamortizate - fortele de frecare sunt mici si se
neglijeaza;

ii. vibratii amortizate - fortele interioare nu se pot neglija si
in interiorul sistemului se produc disipari importante de
energie.

Dupa modul de exprimare a excitatiei sau a raspunsului:

iii. vibratii deterministe - orice marime ce caracterizeaza
vibratia poate fi determinata, la un moment dat,
cunoscand functia prin care este reprezentata vibratia;

iv. vibratii aleatoare (nedeterministe) - marimile
caracteristice ale vibratiei sunt determinate pe baze
probabilistice.
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1.2.4. Modelarea sistemelor

Structurile de rezistentd ale constructiilor sunt sisteme cu masa
distribuitd continuu dupa a anumita lege. Caracteristicile acestor sisteme
pot defini un model fizic si un model matematic.

Modelul fizic este compus din schema statica a structurii, obtinuta
prin reducerea elementelor de constructie la axele sale, de exemplu:
grinzi simplu rezemate, grinzi cu console, grinzi cu zabrele, arce, cadre
etc., la care se ataseaza mase concentrate sau distribuite (dupad o
anumita lege). Modelul astfel obtinut, poartd denumirea de sistem
dinamic sau vibrant. In fiuriel 1.1, 1.2. si 1.3. sunt prezentate exemple
de modelari dinamice.
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Fig.1.1. Grinda simplu rezemata:
a. grinda propriu - zisa cu masa distribuita; b. schema statica a

grinzii, c. sistemul dinamic (vibrant) cu masa concentrata
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Fig.1.2. Grinda incastrata :
a. grinda propriu - zisa cu masa distribuita; b., c. si d. sisteme
dinamice (vibrante) cu masa concentrata
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Orice sistem vibrant este capabil, sub actiunea unor cauze cu
caracter dinamic (variabil in timp), sa efectueze miscari relative in jurul
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Fig. 1.3. Cadru static nedeterminat: a. cadru propriu-zis;
b., c. sisteme dinamice

unei pozitii de echilibru. Acest fenomen se datoreaza faptului ca modelul
poseda caracteristici elastice si inertiale. Caracteristicile elastice sunt
definite prin rigiditati si/sau flexibilitati. Cele inertiale sunt statuate prin
mase concentrate sau/si distribuite.

Miscarea care se repeta, in timp, dupa o anumita lege se
numeste vibratie sau miscare vibratorie. Miscarea vibratorie dupa o
anumitd perioada de timp finceteaza datoritd caracteristicilor de
amortizare ale sistemului dinamic.

Modelul matematic este constituit din ecuatiile de echilibru
dinamic al modelului vibrant.

1.2.5. Coordonate dinamice

Pozitia instantanee a unui sistem vibrant, in orice moment al
miscarii, poate fi determinata printr-o infinitate de parametri
independenti sau coordonate dinamice, numite si grade de libertate
dinamica (notate, pe scurt, GLD).

Deplasarile masurate pe directia GLD reprezintd nenoscutele
fundamentale ale Dinamicii Structurilor.
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in vederea simplificarii modelului dinamic, sistemul dinamic cu
masa distribuitd poate fi transformat, presupunand un anumit grad de
aproximare, intr-un sistem cu mase distribuite. Gradul de aproximare
este cu atadt mai mare cu cat numarul de mase este mai mic.

Pentru un sistem static, numit si model static, se pot evidentia
caracteristicile  statice, definite prin intrermediul gradului de
nedeterminare statica, notat - GNS si gradul de nedeterminare
cinematico-elastica, GNCE, figura 1.4.

X

2NN

Yezza T

Fig. 1.4. Pozitia initiald si deplasata a unui cadru;
X, Y Si 8 — coordonate statice

Prin grad de nedeterminare statica, al unei structuri static
nedeterminata, se intelege numarul minim de legaturi care trebuie
suprimate pentru ca structura sa devina static determinatd. Se
determina cu relatia:

GNS = (I+r)-3c (1.1)

sau
GNS =3k - s (1.2)

unde: | reprezinta numarul de legaturi simple interioare,

r — numarul de legaturi simple din reazeme;

k — numarul de contururi distincte;

s — numarul de legaturi simple lipsa unui contur pentru ca acesta
sa fie de trei ori static nedeterminat;

¢ - numarul de corpuri.

Prin grad de nedeterminare cinematico-elastica a unei structuri
se intelege posibilitatile distincte de deplasare a nodurilor. Se stabileste
cu relatia:

GNCE =3=*N, (1.3)
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pentru structuri plane si cu formula
GNCE=6%N, (1.4)
pentru structuri spatiale.

Gradul de nedeterminare cinematico-elastica a unei structuri se
poate determina si cu relatia:

GNCE=N+g, (1.5)
g=3*c—(+r), (1.6)

unde: N reprezinta numarul de noduri rigide,

g - numarul de grade de libertate, care se determinda pe o
structura obtinuta din structura data (static nedeterminatda) prin
introducerea de articulatii in nodurile rigide si in reazemele incastrate;

¢, |, r—idem relatia (1.1).

Gradul de libertate dinamica se determina cu relatiile:
GLD =3 N (1.7)
pentru sisteme dinamice plane si
GLD = 6 N, (1.8)

pentru sistemele dinamice aflate intr-o stare spatiald de comportare,
unde N reprezunta numarul de mase concentrate, sau cu formula:

GLD = o, (1.9)

in cazul sistemelor dinamice cu mase distribuite dupa o anumita lege de
variatie.

Asemanarea dintre relatii (1.3) si (1.6), respectiv (1.4) cu (1.7)
ne releva faptul ca gradul de nedeterminare cinematico-elastica,
determinat pentru un model static, este egal cu gradul de libertate
dinamica, daca sistemul dinamic, pe care de determind GLD, este
obtinut prin concentrarea maselor in nodurile rigide ale modelului static,
figura 1.5.

Referitor la relatile (1.6) si (1.7) este de mentionat faptul ca la
acordarea numarului de grade de libertate dinamica se va lua in
considerare numai deplasarile importante. Astfel, in cazul situatiilor din
figura 1.6, numarul real al gradelor de libertate este mai mic decéat cel
obtinut din calcul, aplicand relatia (1.6), deoarece unele deplasari
dinamice sunt nesemnificative in comparatie cu altele.
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1.2.6. Sistem dinamic (vibrant)
Asocierea urmatoarelor caracteristici fundamentale:

a) inertiala (generata de miscare);

b) disipativa (generata de capacitatea de amortizare);

c) elastica, datorata de proprietdtile de deformabilitate ale
sistemului, care nu se modifica pe toata durata miscarii,

se numeste (reprezintd un) sistem dinamic (model dinamic, sistem
vibrant).

0y Xy
)QI Iys
6, 6%
a.
b.
kezzza

YeZZes

Fig. 1.5. Model static si model dinamic. Comparatie intre gradele
de nedeterminare cinematico-elastice si gradele de libertate dinamica:
a. structura deformata a modelului static se caracterizeaza
prin GNCE = 6 (doua noduri a cate trei deplasari);
b. modelul dinamic defineste GLD = 6 (doud mase a cate 3GLD)
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GLD=1, acordat GLD=2, acordate
GLD=3, conform relatiei (1.6.) GLD=6, conform relatiei (1.6.)
® -
C.
/I/ 2 GLD=3, acordate
GLD=3, conform relatiei (1.6.)
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GLD=2 acordate GLD=2, acordate

Fig. 6. Modalitati de acordare a gradelor de libertate dinamica
pentru diverse modele dinamice

Cel mai simplu sistem dinamic poate fi obtinut prin asamblarea
unei mase cu un element elastic caracterizat prin flexibilitate, notata d
sau rigiditate, notata k, in anumite conditii de fixare in plan sau spatiu,
figura 1.7.
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Fig. 1.7. Sisteme dinamice cu 1GLD
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Fig. 1.8. Sisteme dinamice complete cu 1GLD

In Dinamica Structurilor pentru realizarea sistemelor dinamice se
utilizeaza o serie de modele reologice, printre care mentionam: modelul
Hooke, modelul Newton, modelul Kelvin — Voigt, modelul Maxwell etc.,
figura 1.9.

Descrierea analiticA a comportdrii unui sistem dinamic se
realizeaza pe baza unui model matematic.

Masa. Masa a fost definitd de Newton ca o notiune care reflecta
proprietatile generale si obiective de inertie si gravitatie ale materiei.
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Fig. 1.9. Modele reologice: a. Hooke; b. Newton;
c.Kelvin-Voigt; d. Maxwell

Masa se determina cu relatia:
m=p*V,[kg] (1.9)
unde: p reprezintd densitatea materialului, [kg m™];

V - volumul materialului, [m?3].
Masa se poate calcula si cu relatia:

m=p$, [ka] (1.10)

in care: y reprezinta greutatea specifica a materialului, unitatea de
masurd: [N m>];
G - greutatea corpului, unitatate de masura: [N].

Egaland relatiile (1.9) si (1.10) rezulta:

G
pV=p—
Y
sau
G m
V= p—= p_gl
Y Y
in final:
m=vY. (1.11)
g

Relatia (1.11) se utilizeaza pentru determinarea masei prin
intermediul volumului materiei, V, greutatea specifica a acesteia, y si
acceleratia gravitationala, g.
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Caracteristica disipativd. In cazul amortizdrii vAascoase,
caracteristica disipativa se evidentiaza prin intermediul coeficientului de
amortizare vascoase, notat c. Considerand forta de amortizare
proportionala cu viteza prin intermediul coeficientului de amortizare,
aceasta se determina cu relatia:

Fo=cxv (1.12)
unde: F, reprezinta forta de amortizare, [N];

v - viteza, [ms™];
¢ - coeficientul de amortizare vascoasa.

: 1,1
1GLD
a, b, a,
o
/|/ 1 GLD
m
b, a3
1.1
L 4
b3
el
,,,,,, 5 =

Fig. 1.10. Sisteme vibrante. Situatii de incarcare pentru determinarea
flexibilitatii, ©.

Din relatia (1.12) se exprima coeficientul de amortizare:
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c=la (1.13)
\"

si apare evidentd cd unitatea de masurd este: [N m™!s] sau [kg s™].

Caracteristica elastica. Flexibilitatea, notata 0, se defineste ca
fiind deplasarea masurata pe directia gradului de libertate dinamica a
unui sistem vibrant, produsa de o forta egalda cu unitatea aplicata in
dreptul masei si pe directia GLD. Se calculeaza cu relatia Mohr -
Maxwell:
6:2dex, [m N (1.14)
EI
In figura 1.10. sunt prezentate diverse situatii de incdrcare
pentru calculul flexibilitatii.

Rigiditatea reprezinta, in cazul unui sistem vibrant cu 1 GLD,
forta care actionand in dreptul masei si pe directia GLD, produce pe
aceasta directie o deplasare egala cu unitatea, figura 1.11.

Rigiditatea este inversul flexibilitatii. Rezulta relatia:
O*k=1. (1.15)

Apare evident cd unitatea de m3surd a rigiditatii este: [N m™].
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Pentru aflarea numarului de grade de nedeterminare statica a
unei structuri se foloseste si relatia:

GNS=3ek-a-2es (1.2)

unde: k reprezinta numarul de conturi inchise;

3 - numarul de nedeterminari simple introduse de un contur
fnchis;

a - numadrul de articulatii simple. Articulatia simpla leaga doud
bare intre ele. Intr-un nod cu n bare articulate intre ele sunt n-1
articulatii simple;

s — numarul reazemelor simple.

Obs. 1. Orice articulatie simpla interioara sau cu terenul
reprezinta o legatura mai putin, deci existenta unei articulatii simple
reduce gradul de nedeterminare statica cu o unitate

2. Un reazem simplu reprezinta doua legaturi simple mai putin
fata de incastrare, deci reduce cu doua unitati gradul de nedeterminare
statica.

In cazul determin&rii numarului de grade de libertate a unui
cadru se poate utiliza si relatia:

g=3eb-2ea-s (1.3)

in care: b reprezinta numarul de bare dintr-un mecanism (sistem
cinematic cu un singur grad de libertate cinematica);

3 - numarul de grade de libertate ale unui corp in plan, deci
pentru b bare care alcatuiesc o structurd vor exista 3b grade de
libertate;

a — numarul de articulatii simple;

2 - numarul de legaturi simple introduse de o articulatie in
plan;

s — numarul de legaturi simple (reazeme simple - legaturi
simple cu terenul).



CURSUL

SISTEME CU UN GRAD DE
LIBERTATE DINAMICA

2.1. Vibratiile libere ale sistemelor cu 1GLD
2.1.1. Ecuatii de echilibru

Ecuatiile de echilibru care guverneaza miscarile unui sistem cu 1
GLD, figura 2.1, se deduc prin exprimarea echilibrului dinamic
instanteneu. Echilibrul dinamic, conform principiului lui d’Alembert, se
reduce la un echilibru static prin includerea si a fortei de inertie.
Echilibrul dinamic se exprimd in raport cu pozitia de echilibru static al
sistemului vibrant.
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Vibratiile libere

u(t)
LIS 4’/\(\’ LSS SIS

Fig.2.1. Modalitati de actionare a sistemelor cu 1GLD:
a. aplicarea directa a actiunii, b. aplicarea indirecta a actiunii

Fortele care intervin in ecuatiile generale de conditie sunt incluse
in doua categorii:

a. forte active, care intretin miscarea, clasificate in:
i. actiuni exterioare;
ii. forte de inertie, generate de masele in miscare;

b. forte pasive, care se opun miscarii, numite si forte de
rezistenta, generate de caracteristicile elastice si disipative
generate de amortizare, distingem:

i. forta elastica;
ii. forta de amortizare.

Actiunile exterioare care se manifesta asupra sistemelor cu 1GLD
se pot clasifica in doua categorii, in acest sens nominalizam:

a. actiuni aplicate direct pe sistem, figura 2.1.a, notate F(t);
b. actiuni aplicate indirect prin intermediul unei deplasari
aplicate bazei de rezemare a sistemului, figura 2.1.b, notate

u(t).

Fortele care participa la echilibrul dinamic instantaneu, in cazul
actiunilor aplicate direct pe sistem, figura 2.1, sunt urmatoarele:

a. forta de inertie:
i. notatie - Fi(t);
ii. relatie de calcul:

Fi(t) = -mx(t); (2.1)
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iii. unitate de masura - [N],
unde : m reprezinta masa concentrata a sistemului vibrant;
X(t) — deplasarea dinamica instantanee;
X(t) - acceleratia;

b. forta de amortizare:
i. notatie - F,(t);
ii. relatie de calcul:
Fa(t) = —cx(t) ; (2.2)

iii. unitate de masurd - [Kgs™],
in care: c reprezinta coeficientul de amortizare vascoasa;
x(t) - viteza;

c. forta perturbatoare:
i. notatie - F(t);
ii. relatie de calcul, in cazul actiunilor armonice:
F(t) =F,sinBt; (2.3)

iii. unitate de masura - [N],
unde: Fq reprezinta amplitudinea fortei perturbatoare, masurata in [N],
0 - pulsatia proprie a fortei perturbatoare, masuratd in [rad s'];

d. forta elastica:
i. notatie - Fe(t);
ii. relatie de calcul:
Fe(t) = kx(t); (2.4)

iii. unitate de masura - [N],
in care: k reprezint3 rigiditatea masuratd in [Nm™].

Obs.: in cazul aplicdrii indirecte a actiunilor pe sistemul vibrant,
prin intermediul deplasarii bazei sistemului, de exemplu producerea unei
miscari seismice, forta de inertie se determina cu relatia:

Fi(t) = -m((x(t) + U(t)), (2.5)
unde: m(x(t) + U(t) reprezinta acceleratia absoluta instantanee.
Ecuatiile miscarii vor fi:
a. in cazul aplicarii directe a actiunilor:
Fa(t) + Fe (1) = F(t) + Fi(t) (2.6)

sau introducand expresiile fortelor, relatiile: (2.2), (2.4) si (2.5), se
ajunge la forma:

mX(t) + cx(t) + kx(t) = F, sin6t ; (2.7)
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b. pentru situatia aplicarii indirecte a actiunilor:

Fa(t) + Fe(t) = Fi(t) (2.8)

sau nlocuind relatiile de definire a fortelor, relatiile: (2.1), (2.2) si (2.4),
obtinem

mX(t) + cx(t) + kx(t) = -mii(t). (2.9)

2.1.2, Vibratii libere fara amortizare

Se considera un sistem vibrant cu 1GLD, fara caracteristici
disipative, constituit dintr-o masa si un element elastic, figura 2.2. Cum
fortele perturbatoare sunt nule, atunci ecuatia (2.7) se reduce la forma:

——
IS

Fig. 2.2. Model dinamic simplu

mx(t) + kx(t) = 0. (2.10)

Prin Tmpartirea termenilor ecuatiei prim masa, ecuatia (2.10)
devine:

k(t)+£x(t):0. (2.11)
m
Pentru a defini pulsatia proprie a sistemului se introduce relatia:
w? = 5, (2.12)
m

in care: w reprezinta pulsatia proprie a sistemului vibrant.
Ecuatia (2.10) are alura:

X(t) + w?x(t) = 0. (2.13)
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Deoarece viratiile unui sistem dinamic, fara a fi actionat de forte
perturbatare, au un caracter armonic, solutia ecuatiei (2.13) este:

x(t)=C,sinot+C,coswt. (2.14)

Prin derivari succesive se calculeaza expresiile vitezelor si
acceleratiilor:

Xx(t)=C,wcoswt-C,sinnt, (2.15)
X(t) = -C,w? sinw t - C,w? cosw t. (2.16)

Constantele C, si C, se determind din conditiile initiale ale

miscarii, pentru o deplasare si o viteza. Deci, la momentul t=0,
cunoastem:

_ A Jx(0) = x,
t= O{)’((O) v, (2.17)

Introducand conditiile (2.17) in relatiile (2.14) si (2.15) se obtin
expresiile:
v
C, ZUO’ C, = X,- (2.18)

Cu expresiile (2.18), relatia (2.14) devine:

x(t)=\%’sino)t+x0 coswt (2.19)

sau comparand cele doua miscari rezulta:
x(t) = Asin(wt + @) . (2.20)

Amplitudinea miscarii, notata A, se determina cu relatia:

2
A= (V—OJ %, (2.21)
()
iar faza initiald a vibratiei, ¢ :
Q= arctgw. (2.22)

Vo
Derivand succesiv relatia (2.20) se deduc variatiile vitezelor si
acceleratiilor sistemului vibrant:

X(t) = wAcos(w t + @), (2.23)

X(t) = —w?Asin(w t + @) = —wx(t). (2.24)
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Conform relatiilor de mai sus, viteza este defazata cu n/2
fnaintea deplasarii, iar acceleratia cu n/2 finaintea deplasarii.

In figura 2.3 sunt prezentate reprezentdrile grafice ale
expresiilor: (2.20), (2.23), (2.24).

AX(t)

AN SN
W \

T=—
w

x(t)

2
7@7 ‘ Aw ‘
w

Fig.2.3. Sistem cu 1GLD. Reprezentarea grafica
a deplasarilor, vitezelor si acceleratiilor

Analizadnd reprezentarile grafice constatam:

a. reprezentarile definesc vibratii armonice;

b. miscarile (deplasari, viteze si acceleratii) au aceeasi pulsatie
w si, deci, aceeasi pulsatie T;
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c. vibratia libera are un caracter permanent si de durata infinita,
datoritd absentei fortei de amortizare.

Din studiul relatiei (2.12) rezultd ca pulsatia proprie de vibratie,
w, este o caracteristica intrinseca a sistemului vibrant, deoarece depinde
de doi parametri de definire ai sistemului: masa, m si rigiditatea, k. Se
determina cu relatia:

W=, |—, (2.25)
m

iar daca inlocuim regiditatea cu flexibilitatea, deoarece kd=1, rezulta:

w=(md)". (2.26)

Pulsatia proprie de vibratie reprezintd numarul de vibratii
complete care se produc intr-un interval de timp egal cu 2n secunde.

Perioada proprie de vibratie se identifica cu timpul minim necesar
pentru ca o miscare simpla periodicd sau oarecare sa se repete identic.
Se calculeaza cu relatia:

T=—, [s]. (2.27)
w
Frecventa proprie semnifica numarul de vibratii complete produse
intr-un interval de timp egal cu o secunda, se determina cu expresia:

10
f = == [s]sau[Hz]. (2.28)

2.1.3. Etape pentru calculul caracteristicilor proprii ale
unei vibratii

Pentru determinarea caracteristicilor proprii de vibratie ale unui
sistem vibrant se folosesc relatiile de calcul: (2.25) sau (2.26), (2.27) si
(2.28), urmand urmatoarea esalonare a calculelor:

a) Stabilirea sistemului vibrant. Se pleaca de la sistemul
constructiv real, pentru care se contruieste modelul static
(schema statica a structurii), iar prin concentrarea masei intr-
0 sectiune si acordarea gradului de libertate semnificativ se
obtine sistemul vibrant (modelul dinamic), cu un GLD.

b) Determinarea flexibilitatii sau a rigiditatii sistemului vibrant:
b.1.) Calculul flexibilitatii, figura 2.4:

i. notatii: d sau f;
ii. definitie - flexibilitatea reprezinta deplasarea masurata
pe directia gradului de libertate dinamica a unui sistem
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vibrant, produsa de o forta egald cu unitatea aplicata
in dreptul masei si pe directia gradului de libertate;

iii. unitate de masura - [mN”];
iv. schema de calcul, figura 2.4;

o

m MD A"

//////

S——13 | " "

/////

T Tz

MD MS

T T oz

MD

Fig. 2.4. Modele dinamice si situatii de incarcare
pentru calculul flexibilitatii

v. relatie de calcul:
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5= j'de. (2.29)
o EI

Aplicarea relatiei (2.29) presupune existenta a doua situatii
(stari) de incarcare: starea reald si starea virtuala (fictivd). Starea reala
a fost definita in figura 2.4. Starea virtuald se constituie din structura
data (schema statica, modelul static) actionata in dreptul masei si pe
directia pe care dorim sa determinam deplasarea, aici directia este tot
directie GLD, de o forta egala cu unitatea. Rezulta ca in cazul sistemelor
cu 1GLD cele doua stari, reala si virtuala, coincid;

vi. Metode pentru trasarea diagramelor de eforturi. In
cazul structurilor static nedeterminate, in vederea
trasarii  diagramelor de eforturi - momente
incovoietoare, se folosesc doua metode: a eforturilor
(a fortelor) si a deplasarilor (deformatiilor).

b.2.) Calculul rigiditatii, figura 2.5:

i. notatie: k;

ii. definitie - rigiditatea reprezinta forta care aplicata in
dreptul masei si pe directia GLD, produce pe aceasta
directie o deplasare egala cu unitatea;

iii. unitate de masura - [m*‘N];
iv. scheme de calcul, figura 2.5.

Exista doua posibilitati de a afla valoarea unei rigiditati. Prima
metoda constd in aplicarea definitiei. Forta aplicata pe structura, figura
2.5.a sau b, notata k, necunoscuta, determind pe directia GLD o
deplasare egalda cu unitatea. Se aplicda metoda Mohr-Maxwell si se
calculeaza expresia deplasarii produse de forta k, care prin egalare cu
unitatea evidentiaza o ecuatie, in care necunoscuta este forta k. Prin
solutionarea ecuatiei se obtine valoarea rigiditatii.

A doua cale pentru gasirea valorii rigiditatii consta in blocarea
deplasarii pe directia GLD, figura 2.5.c sau d, printr-un blocaj de tip
reazem simplu, pentru deplasarea liniara sau un blocaj de nod, pentru
deplasarea unghiulara. Reactiunea din blocaj (blocaj de nod sau reazem
simplu), in cazul in care sistemul este actionat cu o cedare de reazem
egalad cu unitatea, in blocajul introdus fictiv, pe directia GLD, reprezinta
rigiditatea sistemului.

Prin introducerea blocajelor (pentru deplasari liniare sau
unghiulare) sistemul vibrant isi mareste nedeterminarea staticd, in cazul
unei structuri static nedeterminata si devine static nedeterminata, in
cazul unei structuri static determinata.
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¢ k MS . MS

////// A =1 30 11

MD MS MS

S Ve 7SS

Fig. 2.5. Modele dinamice si situatii de incarcare
pentru aflarea rigiditatii: a. model dinamic. b. schema de calcul cu
rigiditatea aplicata ca actiune; c. schema de calcul pentru
determinarea rigiditatii ca reactiune

c) Determinarea pulsatiei, frecventei si perioadei proprii de
vibratie:
c.1.) In cazul in care se lucreazd cu flexibilitatea sistemului,

pentru aflarea caracteristicilor dinamice se utilizeaza
relatiile: (2.26), (2.27) si (2.28).

c.2.) Atunci cand se foloseste rigiditatea in solutionarea
unui sistem dinamic cu un grad de libertate
dinamic, la calculul caracteristicilor dinamice se folosesc
expresiile: (2.25), (2.27) si (2.28).
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2.1.4. Vibratii libere cu amortizare vascoasa

Se considera un sistem vibrant, figura 2.6, definit prin trei
caracteristici:

a) masa (inertiald), m;

b) disipativa, definita prin intermediul coeficientului de
amortizare vascoasa, c;

c) elastica, coeficientul de rigiditate, k.

x(t)

N N
H-O

T
Fig. 2.6. Model dinamic complet

Un astfel de sistem, supus actiunii unui soc: deplasare si viteza
initiale, ntra in vibratii libere. Dar, deoarece poseda capacitate de
amortizare, miscarea sa inceteaza dupa un interval de timp, datorita
producerii unei disipari de energie.

In ecuatia de echilibru dinamic instantaneu intervin urmatoarele

forte:
a) forta de inertie:
Fi(t) = -mx(t) ; (2.30)
b) forta de amortizare:
Fa(t) = cx(t); (2.31)
c) forta elastica:
Fe(t) = kx(t) . (2.32)

Ecuatia de miscare va avea forma de mai jos:

Fa(t) + Fe () = Fi(t) (2.33)
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Se introduce in ecuatia (2.33) expresiile fortelor, relatiile (2.30),
(2.31) si (2.32), si se obtine ecuatia:
mx(t) + cx(t) + kx(t) = 0. (2.34)

Pentru a transforma ecuatia (2.34) intr-o ecuatie integrabila, toti
termenii ecuatiei se impart prin masa sistemului, m, rezulta:

(1) + - x(0) + K x(t) = 0. (2.35)
m m
Se introduc notatiile:

£ _o (2.36)

m

si

K w2, (2.37)

m

iar ecuatia (2.35) devine:
X(t) + 2Bx(t) + w*x(t) = 0, (2.38)

cu ecuatia caracteristica:
r2 +2Br+w’ =0, (2.39)

n, =-B+ JB: —w? . (2.40)

In functie de valoarea discriminantului, distingem urmatoarele
cazuri de amortizare in sistemul vibrant:

ale carei radacini sunt:

a) amortizare criticd cand este indeplinita conditia:

B? —w? =0; (2.41)
b) amortizare supracritica:
B —w?>0; (2.42)

c) amortizare subcritica:

B2 —w? <0. (2.43)

In cazul amortizdrii critice valoarea coeficientului de amortizare,
pentru care se anuleaza discriminantul, poarta denumirea de coeficient
de amortizare critica, notat c. . Se introduce expresia (2.36) in relatia

(2.41):

CCI‘

2 _
3 0w =0

4m
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de unde
Cor =2MW . (2.44)

Se introduce notiunea de fractiune din amortizarea criticd, notata
v, care, prin definitie, reprezinta raportul dintre coeficientul de
amortizare, c si coeficientul de amortiare critica, c.., astfel:

C
Cer

V= (2.45)

sau dacd se introduce in relatia (2.45), expresiile (2.36) si (2.44)
aceasta devine:

2mB (2.46)

T omoe
Din ultima expresie, se poate pune in evidenta o relatie de calcul
pentru coeficienul de amortizare f, functie de fractiunea din
amortizarea critica si pulsatia proprie:
B=vw. (2.47)

Miscarea vibratorie, Tn cazul amortizarii critice, Tisi pierde
caracterul vibratoriu si poarta deniumirea de miscare aperiodica.

Amortizarea supracritica nu este proprie constructiilor, miscarea
sistemului este tot o miscare aperiodica.

Se vor analiza, in continuare, sistemele vibratorii care poseda
amortizarea subcritica, propriii constructiilor. Aceste sisteme sunt
caracterizarte prin:

C<Cq
Si

v<l,
iar radacinile ecuatiei caracteristice sunt imaginare:

n,=-B+ Wo? -p?, (2.48)
unde j= V-1
Si
rn,=-p+jn’, (2.49)
in care

W' =0’ -p*, (2.50)
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iar w* reprezinta pulsatia proprie a sistemului vibrant, cadnd se ia in
considerare amortizarea.
Solutia ecuatiei (2.38) este:

x(t) = Ae"t + Be"t (2.51)
Si
X(t) = Ae(Priwlt | pel-B-jwlt (2.52)
sau
x(t) = e Pt(AeI¥t + Be I0t), (2.53)
De asemenea, se poate exprima deplasarea prin relatia:
x(t) = e PY(C, sinw*t + C, cos w*t (2.54)
sau
x(t) = Asin(w*t + @*), (2.55)
unde
A=|ct+c?, (2.56)
tgy” = % (2.57)
Constantele de integrare se determina din conditii initiale:
t=0 {igg; - 32 , (2.58)
rezulta:
C, = oY% (2.59)
)
C, =X,. (2.60)

Miscarea descrisa de functia (2.55) reprezintd o miscare

armonicd de pulsatie ®* si amplitudine Ae™®, care descreste
exponential In timp si care se numeste miscare pseudoarmonica.
Reprezentarea unei astfel de miscari este prezentata in figura 2.7.

Caracteristicile dinamice proprii ale miscarii sunt:
a) pulsatia proprie, calulata cu relatia:

0 = w?-p? (2.61)
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A X(t)
A* '}_
~ Ae Pt
/
| th ﬂ tny mwm >t
SRRV =
P Xp,
a)*
H
\\_ Aefﬁt T = 21:
A T

Fig. 2.7. Reprezentarea grafica a unei miscari
pseudoarmonice

si conform expresiei (2.47) rezulta:

o =wVl-v?; 2.62)

b) frecventa proprie:

f* =f1-v?; (2.63)

c) perioada proprie:
T = —. (2.64)
1-v?

Experimental s-au obtinut valori ale fractiunii din amortizarea
criticd pentru diferite materiale si constructii, acestea sunt prezentate in
tabelul nr.1.

Tabelul nr.1. Fractiunea din amortizarea critica

Constructii si terenuri V , fractiunea din

amortizarea critica
Constructie cu structura din beton armat monolit 0.02 - 0.14
Constructie cu structura din zidarie 0.06 - 0.18

Constructie industriala cu structura monolita 0.02 - 0.06
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Poduri din beton armat 0.03 - 0.016
Poduri metalice 0.02 - 0.08
Constructii masive 0.05-0.1
Terenuri de fundare 0.06 - 0.3
Nisip compact 0.1

Analizdnd valorile din tabel, global, se considera ca pentru
sectorul de constructii se poate accepta, referitor la fractiunea din
amortizarea critica, valoare:

vV ~0.2 (2.65)
si, deci

0 ~w, f"~f, T =T. (2.66)

Gradul de amortizare al unei constructii se defineste prin
intermediul decrementului logaritmic, notat A.

Decrementul logaritmic al amortizarii reprezinta logaritmul
natural al raportului dintre doua amplitudinii succesive decalate de o
perioada, figura 2.7.

A=In2n_ (2.67)
Xn+1
Dar, se cunoaste ca
x, = Ae P, (2.68)
Si
Xn. = AePoi. (2.69)
Introducand (2.68) si (2.69) in (2.67) rezulta
A =BT = voT” :VZ?HT* (2.70)
sau

A=2nv. (2.71)



CURSUL 3

SISTEME VIBRANTE CU 1GLD

3.1 Vibratii fortate neamortizate

Se considera un sistem vibrant cu 1GLD actionat de o forta
perturbatoare de tip armonic, figura 3.1.
Fortele care fsi fac echilibru sunt:

a) forta de inertie

Fi(t) = -mx(t) ; (3.1)
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b) forta elastica

Fo(t) = kx(t) ; (3.2)
c) forta perturbatoare
F(t) =F, sin6t. (3.3)

F(t)

——
Ve

Fig. 3.1. Sistem vibrant actionat
de o forta armonica

Conform principiului lui d’Alembert ecuatia de echilibru dinamic
instantaneu va avea forma:

Fe (t) = Fi(t) + F(t) (3.4)

sau inlocuind expresiile fortelor, relatiile (3.1), (3.2) si (3.3), in ecuatia
(3.4), aceasta devine:

mx(t) + kx(t) = F, sin6t. (3.5)
Se imparte fiecare termen al ecuatiei prin masa sistemului
vibrant si se obtine o noud forma a ecuatiei
X(t) + w?x(t) :%’sin ot . (3.6)
Solutia generala a ecuatiei (3.6) este:
X(t) = x () + xg(t), (3.7)

unde: x,(t) reprezintd solutia ecuatiei omogene corespunzatoare
vibratiilor libere si are forma:

x () =C, sinwt + C, coswt; (3.8)
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Xg(t) - solutia particulard, corespunde perturbatiei armonice si
reprezinta raspunsul fortat al sistemului, se prezinta sub forma:

Xg(t) =MsinBt + Ncosbt. (3.9)

Aceasta solutie, relatia (3.9), trebuie sa satisfaca ecuatia
miscarii (3.6). Pentru aceasta, solutia (3.9) se deriveaza succesiv de
doua ori:

Xg(t) = MB sin 6t — NO cos 6t (3.10)
si
Xg(t) = -MB? sin 6t — N6 cos bt . (3.11)

Introducand expresiile (3.9), (3.10) si (3.11) In ecuatia (3.6) se
obtine:

- 8%(MsinBt + NcosBt) + w*(Msin Bt + Ncos6t) = %sin Bt (3.12)
sau
M(w? - 082)sin Bt + N((w? —ez)coset:%sinet. (3.13)

Prin identificarea coeficientilor functiilor trigonometrice se
determina constantele M si N:

M(w? —62)=F—° (3.14)
m
Si
N((w? - 8%)cosBt = 0 (3.15)
sau
M = Fo (3.16)
m(w? - 86?)
Si
N=0 (3.17)
Solutia particulara devine:
Xg(t) = I:—Osin et, (3.18)
m(w? - 8?)
iar cea generala:
X({)=C,sinwt+C, coswt+F—°sin8t (3.19)
m(w? — 62)

Si
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X(t):C,wcoswt—CzwsinthrLcoset. (3.20)
m(w? - 8?)
Constantele C, si C, se determina din conditii initiale:
x(0) = X,
t=0 . 3.21
Conform relatiilor (3.19), (3.20) si (3.21) rezulta:
\% 0 F

C="--__0 3.22

Solutia generala ia forma:

X(t)=V—°sinoot+x0 cos wt + Ry (sinet—ﬁsina)t). (3.24)
w m(w? - 6?%) W
In regim stationar solutia este:
F 0 .
X (t) = 0 sinft - —sinwt) . 3.25)
(t) e 92)( o ) (

Factorul adimensional al relatiei (3.25) se rearanjeaza sub forma:

F F F F, 1
m(ooZO_eZ): T D A
metle ) e, 0

unde p poartd numele de coeficient dinamic sau factor de amplificare
dinamica, se determina cu relatia:

1
-
8

(J.)Z

Cu notatiile de mai sus, expresia deplasarii dinamice, x(t) se
determina cu relatia:

(3.27)

IJ:

X (t) = pFoé(sinet—%sin wt). (3.28)

Luand in considerare faptul ca vibratiile proprii se amortizeaza si
fiind caracterizate, dupa cum rezultda in relatia (3.28), prin functia
sinwt, aceasta relatie se simplificd devenind:

X (t) = pF,6sinbt. (3.29)
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Se considera un sistem vibrant, alcatuit prin asocierea a trei
caracteristici: inertiala, disipativa si elastica, actionat de o forta

perturbatoare, figura 3.2.

A

F(t)

k,c

C——
e i44

Fig. 3.2. Sistem vibrant complet
actionat de o forta armonica

F(t) =F, sin6t.
Ecuatia migcarii este:

mx(t) + cx(x) + kx(t) = F, sin6t

sau
(1) + - x(t) + £ x(t) = 0 sinet
m m m
si
. . 2 FO -
X(£) + 2Bx(t) + w-x(t) = Hsm ot.
Solutia generala a ecuatiei (3.33) are forma:
X(t) = x (£) + xg (L) .
Solutia vibratiilor libere este:
X (t) =e™PYC, sinw™t + C, cosw™t)
sau

X, (t) = Ae P sin(w t + 7).

Solutia particulara se adopta de forma:

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Xg(t) =MsinBt + cos 6t (3.37)

Aceasta solutie trebuie sa verifice ecuatia (3.33) pentru a
determina constantele de integrare

—M8? sin Bt — NB? cos 6t + 2B(M6 cos 6t — N8 sin 6t) +

, , F, . (3.38)
+Mw~ sinbt + NBw cosetzﬁsmet

sau
(M(w?* - 8%) — 2NBB) sin Bt + (N(w? — 8?) + 2MPBB) cos Bt = I%’sin 6t .(3.39)
Constantele M si N se determina prin identificarea coeficientilor

functiilor trigonometrice din relatia (3.39):

M(w? -ez)-ste:%". (3.40)

N(w? —8%)-2MBB =0

Constantele de integrare se determina rezolvand sistemul de
ecuatii (3.40), astfel:

N=-To 288 , (3.41)
m ((1)2 _ 82)2 _ 48282
2 2
M=_Fo @ -67) . (3.42)

m ((02 —62)2 _4[3292

Se introduc constantele (3.41) si (3.42) in expresia solutiei
particulare (3.37) si se obtine solutia vibratiilor fortate:

Xg(t) = A, sin(6t —u,), (3.43)
unde

A, =VN? + M? (3.44)
sau introducand relatiile (3.41) si (3.42), rezulta:
A, =dFu" (3.45)

in care

= (3.46)

si
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0
N 2V8

tgy, = - N _ . 47
w

Parametrul p* poartd numele de factor de amplificare dinamica in
care este inclusa si influenta amortizarii.

Solutia generala are forma:

X(t) = e™V®Y(C, sinw t + C, coswt) + SFyusin(Bt —yw,). (3.48)

t=0 {’)((((%)) i ":j . (3.49)
Se deduc constantele:
c,-m2 _nEB (3.50)
w w
C, =-N. (3.51)

3.3. Etape de calcul pentru trasarea diagramelor de
eforturi maxime si minime in cazul vibratiilor fortate

In vederea tras&rii diagramelor de eforturi minime si maxime,
pentru modelele dinamice ale unor structuri, se parcurg urmatoarele
etape de calculul:

a) Se determina rigiditatea sistemului, k [Nm’l];

b) Se calculeaza pulsatia proprie de vibratie, w, cu relatia:
w = k , [rads‘l];
m

c) Se determina factorul de amplificare dinamica, p, aplicand

relatia (3.26) sau (3.46), dupa cum luam sau nu in considerare
amortizarea in procedura de calcul;

d) Se incarca structura data, sistemul dinamic, cu amplitudinea
fortei de inertie si amplitudinea fortei perturbatoare.

Daca forta perturbatoare este aplicata in dreptul masei si pe
directia GLD, atunci cele doua forte se insumeaza formand asa zisa forta
dinamicd, notata F4(t), deci:
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Fa(t) = Fi(t) + F(t)

sau
Fq(t) = -mx(t) + F, sin6t, (3.52)
iar utilizand relatia (3.29), expresia (3.52) devine:
Fq(t) = udF,8? sinBt + F, sin Bt (3.53)
ori
Fq(t) = uF, sinbt. (3.54)

Amplitudinea fortei dinamice se calculeaza cu relatia:

Fy = uFy, (3.55)

in cazul vibratiilor fortate neamortizate si cu relatia:

Fq =H'Fy, (3.56)
in cazul vibratiilor fortate amortizate.

Pentru trasarea diagramelor de eforturi minime si maxime, forta
dinamica are dublu sens.

3.4. Vibratii fortate produse de forte perturbatoare in
alte situatii de incarcare
Se vor analiza mai multe situatii de incarcare:

a) Actiunea unei forte perturbatoare aplicata pe sistem in alta
sectiune decét in cea in care este concentrata masa, figura 3.3.

Pentru aflarea raspunsului in deplasari al sistemului vibrant
actionat de o fortd perturbatoare armonica in sectiunea k se utilizeaza
relatiile (3.29), in cazul vibratiilor fortate neamortizate si (3.43)
coroborat cu (3.45), in cazul vibratiilor amortizate. Rezulta expresiile:

X;(t) = pOFo, (t) sin Bt (3.56)
Si
X;(t) = p"8 4 Fo i () sin(Bt - @, ). (3.57)
b) Actiunea mai multor forte de aceeasi pulsatie, de forma
Fie(t) = Fy i sinbt (3.58)
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Fe(t) = Fy « sin6t

Fig. 3.3. Sistem vibrant incarcat cu o fortd perturbatoare

Raspunsul in deplasari se calculeaza cu expresia (3.29), in cazul
vibratiilor fortate neamortizate, si (3.43) coroborat cu (3.45), in
cazul vibratiilor amortizate. Se deduc relatiile:

m
X5(t) = B ByiFo (t)sin 6t (3.59)
k=1
Si
" n
x;(t) = Zéijolk(t)sin(et—(pl). (3.60)
k=1
c) Actiunea mai multor forte perturbatoare de pulsatii diferite:
F(t) =F, sinB;t (3.61)
Fe(t) = Fp i sinB, t. (3.62)

Pentru aflarea raspunsului in deplasari se folosesc relatiile (3.29),
(3.43) si (3.45). Se gasesc relatiile:

XJ(t) = p|6j|F0,|(t) sin 9|t + |Jk5ij0,k(t) Sinekt (363)
Si
n
X;(8) = D B uFo(t)sinBt  k=1,2,.....,n, (3.63)
k=1

unde
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Mk = 02 (3.64)
T ?
Si
ul = %, (3.65)
|
e
referitor la relatia (3.62) si
* 1
Mk = , (3.66)
Sh Sh
\/(1 -5 +avi K
) w

in ceea ce priveste expresia (3.63).



CURSUL 4

SISTEME VIBRANTE CU nGLD

4.1 Vibratii libere. Metoda fortelor de inertie sau
metoda matricei de flexibilitate

Se considera un sistem vibrant cu nGLD. Sistemul este alcatuit
dintr-o grinda simplu rezematda (modelul static) cu n mase concentrate
carora li se acorda nGLD. Deplasarile necunoscute fiind deplasarile
masurate pe directia gradelor de libertate dinamica, notate y;(t), figura

4.1.a.
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a. m m; my,

i 0000 0 -
Igdmd Iy & 15

b.

g2 vt 7 _’J/yn()t)/i

y;(t)

c. Il(t)¢ ut)‘ * Ij(t)¢ * In(t)¢

)’j(t)

’ 0 0y

Fig. 4.4. Sistem vibrant cu n GLD

Sub actiunea unui impuls initial (deplasare si vitezd) sistemul
vibrant va vibra in jurul unei pozitii de echilibru static, figura 4.1.b. La
momentul t al miscarii se pot madsura deplasarile dinamice instantanee
pe directia gradelor de libertate, de exemplu y;(t), pentru gradul de
libertate j. Pentru toate cele n deplasdri se constituie vectorul

deplasarilor dinamice instantanee, vectorul (matricea coloana) {y(t)}:
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y, ()
y,(t)

fy(t)} = (4.1)

y; ()

yn (1)
Pe directia gradelor de libertate iau nastere forte de inertie,
pentru GLDj, se noteaza forta de inertie I;(t), iar pentru toate gradele

de libertate ale sistemului vibrant se constituie vectorul fortelor de
inertie notat {I(t)}:

I (t) m,y, (t)
L () m,Y,(t)

IOI =11 0 = Jmyg,@ [ =~ MO (4.2)
In(t) MaYn(t)

unde: [m] reprezintd matricea diagonald a maselor sau matricea de
inertie;
{y(t)} - vectorul acceleratiilor.

Prin aplicarea pe sistemul virant a fortelor de inertie, pe directia
gradelor de libertate dinamica, figura 4.c, se obtine deformata dinamica
a sistemului dinamic, iar pe directia GLD se masoara deplasarile y,(t).

Acest lucru se datoreaza principiului lui d’Alembert.

Daca in locul fortelor de inertie, se aplica pe sistem cate o
singura fortd, egald cu unitatea, pe directia GLD, in ,n” situatii de
incarcare, corespunzatoare celor nGLD, figura 4.1.d, e..., pe directiile
gradelor de libertate dinamicd se masoara ,n” seturi de cate ,n”
deplasari unitare, notate: §,,,9,, ..... 1O, eeeees Q557+ Opp . Cu aceste

deplasari unitare se constituie o matrice cu ,n” linii si ,n” coloane,
notatd [4], relatia (4.3).
Un element al matricei [A], notat &, reprezintd deplasarea

masurata pe directia GLDj, cand sistemul vibrant este actionat pe
directia GLDn cu o forta egala cu unitatea.
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_611 612 . 61j ' 6ln 1
621 622 . 62j ' 62n

Al=]." o T (4.3)
_6n1 6n2 . 6nj ' 6nn i

Prin suprapunerea efectelor, deplasarile pe directiile gradelor de
libertate ,1”, ,2",..., ,j" si , respectiv, ,n”, se determina cu relatiile:
Yi(t) = 8L (1) + O, L, (B) + .o + O5I5(E) + ... + 8,15 (F)
Yo (t) = 0L (1) + 0L, (t) +.ou + Oy5L5(E) + ... + 0515 (F)

yJ(t) = 6J'I]:l(t) + 6j2]:2(t) Tt t 6]JIJ(t) + ...+ 6jnIn(t) ' (44)

Yn(t) = 0L (E) + O Lo (t) + .o + OpyL(1) + ... + O I (1)
Ecuatiile (4.4) formeaza un sistem de ecuatii care, sub forma
matriceala, poate fi scrisa:

()} = [l 1)} (4.5)

Prin introducerea in sistemul (4.5) a vectorului fortelor de inertie,
relatia (4.2), se obtine:

[Allm] (0} + iv(v)} = o}, (4.6)
care reprezinta ecuatia matricealda a vibratiilor libere ale sistemelor
vibrante cu nGLD.

Sistemul de ecuatii (4.6) este verificat de solutii particulare
armonice de forma:
y;(t) = A; sin(wt + @) (4.7)

in care A; reprezintd amplitudinea deplasdrii dinamice, iar pentru toate
gradele de libertate dinamice se constituie vectorul deplasarilor:
()} = {A}sin(wt + @) (4.8)

si vectorul vitezelor:
W)} = ~{Ajw? sin(wt + @) (4.9)

unde {A} este vectorul amplitudinilor deplas&rilor dinamice.
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Solutiile particulare (4.8) si (4.9) caracterizeaza vibratiile proprii
ale sistemului dinamic. Se introduc aceste solutii in sistemul de ecuatii
(4.6) si se obtine:

—{A}sin(wt + @) + w*[aA]m]{A}sin(wt + @) = {0} (4.10)

sau
(@?[a][m] - [IDiA} = o},
care reprezinta ecuatia generald a vibratiilor proprii, unde [I] este

matricea diagonala unitate (toate elementele de pe diagonala principala
sunt egale cu unitatea, iar celelalte elemente sunt nule).

(4.11)

Ecuatia matriceala (4.11) este algebrica, liniara si omogena.

Sistemul vibreaza atunci cand A; =0, deoarece solutia banald

verifica ecuatia (4.11), dar nu este interensanta deoarece corespunde
unei pozitii de repaus a sistemului.

Pentru ca sistemul de ecuatii (4.11) sa admita solutii diferite de
zero, determinantul prrincipal trebuie sa fie nul:

jw2[a][m]-[] = 0 (4.12)
sau
w?d,;m, -1  ®?d,m, w?*d,;m; w?d,,m,
wd,m;,  w?d,m, -1 w?3,;m; ®28,,m,
) ) ) =0(4.13
w?*d;m, w?*d;,m, w*d;m; -1 0?*d;,m, ( )
| w?d,m, w?d,,m, >3 m; w*8pymy —1]
Daca se noteaza A = % ecuatia (4.13) devine:
(o
[d,m, -A  d,,m, 3,;m; wd,,m,, |
0,m, 0,,m, — A 62jmj wd,,m,
' ' =0 (4.14)
6j1m1 6]‘2m2 6]]m] - )\ 5jnmn
6nlml 5n2m2 6njmj annmn A

sau prin dezvoltare:
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AN ra N ra N K +a, =0 4.15
1 k n ( )

De asemenea, dezvoltdnd determinantul (4.13) se obtine o
ecuatie de gradul ,n” in w? numitd ecuatie caracteristicd sau ecuatia
frecventelor (pulsatiilor) sistemului vibrant.

Rezolvand ecuatia caracteristicilor (4.15) se obtin ,n” radacini
reale si pozitive notate:

reprezentand pulsatiilor proprii (naturale) ale sistemului dinamic.

Pulsatia proprie cu valoarea cea mai micd, notata prin w,, se
numeste pulsatie proprie fundamentala, iar celelalte valori, in general
notate, w;, reprezintd pulsatiile proprii de ordin superior:

w; > w,,i=23,....n.

Cunoscand cele n pulsatii proprii ale sistemului dinamic se
determina direct frecventa proprie fundamentala, f,, perioada proprie
fundamentala, T, si celelate valori proprii de ordin superior, notate
generic, f; si T;.

Prin urmare, valorile proprii sunt caracteristici intrinseci ale

sistemelor dinamice deoarece depind exclusiv de proprietatile inertiale si
elastice ale modelelor dinamice.

Fiecarei valori proprii ii corespunde o deformatd a sistemului
numita forma proprie de vibratie (principald, naturala).

Forma proprie coincide cu deformata sistemului actionata de
amplitudinile fortelor de inertie:

I =w’myy;; (4.16)
sau

{th = wf[mliy} (4.17)
unde: I;; reprezinta amplitudinea fortei de inertie corespunzatoare

gradului de libertate j, in modul i de vibratie;

y;i - amplitudinea deplasarii masurata pe directia GLD in modul
i de vibratie;

{y};- vectorul (matricea coloand) amplitudinilor, vectorul formei
proprii i.
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Ansamblulul format dintr-o form& proprie {y}; si perioada proprie
corespunzatoare T;, formeaza un mod propriu de vibratie, in acest caz,
modul propriu i de vibratie.

Configuratia geometrica a formelor proprii (vectori proprii) se
determind prin introducerea succesid a valorilor proprii w? in sistemul
de ecuatii (4.11). Se obtine ecuatia urmatoare:

(@?[A][m] - I){A} = ff, (4.18)
numita ecuatia generala a vectorilor proprii (dimensionali).
Ecuatia j din sistemul de ecuatii (4.18) are forma:

2

2 2 2
Wi 0;MA ;i + W70 pMyA,  +. + (W70 ;M — DA + ...+ W7 0;MA,; =0.

(4.19)
Se imparte ecuatia (4.19) prinA, ;. Se noteaza:
A Aji Ani
R e LIV 1R VR 4.20
A],i YI,l Al,i YJ,I Al,i yn,l ( )
Cu aceste notatii ecuatia (4.19.) devine:
W8 MY,  + e+ (W8 5My = 1Y + .o+ OO 5MpY 1 = —070;m, .(4.21)

Daca se impart toate ecuatiile sistemului de ecuatii (4.18) prin
A, ;, atunci aceast sistem, in forma matriceald, devine:

(?[a][m]- iy} = o, (4.22)

care reprezinta ecuatia generala a vectorilor proprii adimensionali.

Ecuatia matriceala (4.22) are numai ,n-1” necunoscute deoarece
y,i =1 (v. relatiile (4.20)) si pentru aflarea solutiei se vor utiliza numai

primele ,n-1" ecuatii, ultima ecuatie fiind folosita pentru verificarea
rezultatelor.

Se defineste matricea spectrald, notatd [Q], ca o matrice
diagonald care cuprinde pe diagonala principalda patratele pulsatiile
proprii de vibratie ale unui sistem dinamic cu n GLD, iar celelalte
elemente fiind nule:
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o] = T . (4.23)

I ;|

De asemenea, definim matricea modalad a unui sistem dinamic cu
nGLD, ca o matrice alcatuitd prin scrierea pe coloane a formelor proprii
de vibratie. Este notatd [Y]:

Yio Yi2 - Yiio - Yl,nW
You Y22 - Y2, - Yon

i ’ i ’

V-l S (4.24)
] Yii. Yiz - Yii - Yin

’

Yoi Yn2 - Yni - Yn,nj

sau

yl=livl, vl - b - el (4.25)

4.2. Aplicatie

Se cere sa se determine modurile proprii de vibratie pentru un
sistem cu doud grade de libertate dinamica pentru care se cunosc

matricea maselor:
m 0
m] =

Oy 612}
Al= .
[ ] {521 0,

Ecuatia generala a vibratiilor proprii dimensionale, ecuatia (4.18)

devine:
20, O, [m, 0 1 o}\JA | |o0
© {521 E322“ 0 mj ) [0 1}){'6‘2} B {0}

Ecuatia pulatiilor proprii este:

si matricea de flexibilitate:
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o] 0 m 0 1
w2 O On 1 3 0 ~0
Sau:
wd;m, -1  wd,m, | 0
w?d,m, w?d,,m, -1
Si
O;m; — A o;,m, -0
0,m 0,M, - A '
unde

A=—.
(1.)2

Se dezvolta determinantul de mai sus si se obtine:
N =A@ m; +8,,m,) + mm,(8,,8,, - 5,) =0.
Se rezolva ecuatia anterioara si se determina valorile proprii: A,
si A,, respectiv (pulsatiile proprii) wisi w3.

Dupa aflarea valorilor proprii se calculeaza vectorii proprii
(formele proprii de vibratie). Acestia se obtin prin rezolvarea
urmatoarelor doua sisteme de ecuatii:

o primul sistem
2 2
(0id;m; —1)y;; + ®;d;,myy,; =0
2 2 !
W0, Myyy,; +(Wid,,m, —1)y,, =0
pentru y,, =1 rezulta din prima ecuatie de mai sus:
wid,;m, —1
Yoo =-S5
w;d,,m,
o cel de al dolea sistem:
2 2
(w30, M = 1)y, , + W30,,M,y,, =0
2 2 Y
W30,/MyY; 5 + (W3,0,,M, —=1)y,, =0
pentru y,, =1 rezulta din prima ecuatie a sistemului anterior:
w33,,m, -1
Yoo =—"— 5
w30,,m,

Cele doua forme proprii de vibratii sunt:
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1 . 1
Yi = Sl WYy =
= dyr s b=,

4.3. Determinarea matricei de flexibilitate

Matricea de flexibilitate a unei structuri, in coordonatele dinamice
ale modelului vibrant, a fost definita in paragraful 4.1, relatia (4.3).

Un element al matricei de flexibilitate 8., conform celor expuse,
reprezinta deplasarea produsa de directia GLDj cand dupa directia GLDk,

3]~

\S
J
-]

I
-]
3

Y
J
N

3
A\
I
(o] []

o0 © 0 o
fff ff f

Fig. 4.2. Sisteme dinamice

structura considerata (sistemul vibrant) este actionata de o forta egala
Cu unitatea.
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In figura 4.2 sunt prezentate cinci sisteme dinamice avand
nominalizate gradele de libertate dinamica acordate, iar in figurile 4.3 si
4.4. situatiile de fincdrcare, corespunzatoare gradelor de libertate
dinamica, in vederea determinarii elementelor matricei de flexibilitate.

1,1 i
_>

J
J

]
J

T 1,1

y ™I 1

a;. b,.
77 ez TI77
v 1
b,. bs.
S/ SSS s

Fig. 4.3. Situatii de incarcare pentru calculul matricelor
de flexibilitate ale sistemelor din fig.4.2.a. si b.

Pentru calculul elementelor matricei de flexibilitate se utilizeaza
metoda Mohr-Maxwell, materializata prin relatia:

By = 24”"1'("2\1"“") X, (4.27)
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11 L~ 5,
_>

1,1
1 2 Kk j %
0,; S
J 52j 5kj 5 nj

Fig. 4.4. Situatii de Incarcare pentru calculul matricelor
de flexibilitate ale sistemelor din fig.4.2.c.,d.si e
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unde: M;(x) reprezinta momentul incovoietor din sectiunea "x" masurat

in diagrama de moment incovoietor corespunzatoare situatiei virtuale de

incarcare "j" a sistemului vibrant;

M (x) - momentul incovoietor din sectiunea "x" madsurat in

diagrama de moment fincovoietor corespunzdtoare situatiei reale de
incarcare "k" a sistemului vibrant.

Obs. In cazul determinrii elementului Ok al matricei de

flexibilitate, se disting urmatoarele situatii de incarcare:
a) situatia reald de incarcare, constituita din structura data (static
nedeterminata sau determinatd) actionata in dreptul masei m,,
a sistemului dinamic, si pe directia GLDk, cu o forta egald cu
unitatea (notata 1);
b) situatia virtuala de incarcare, constituita din structura considerata
indrcata, in dreptul masei m; si pe directia GLDj, cu o forta

egala cu unitatea (notata 1).

De asemenea, situatia virtuald de incarcare poate fi
constituitda din orice structura static determinatd, obtinutda din
structura datd incdratd, in dreptul m; si pe directie GLDj, de o

forta egala cu unitatea.

In figura 4.5. sunt reprezentate situatile de incdrcare, virtuale si
reale ale sistemul dinamic desenat in figura 4.2.c., sistem cu doua grade
de libertate dinamica acordate, corespunzator GLD; (a se vedea figura
4.4.a.

Diagramele finale de moment incovoietor, in cele doua situatii de

a v .. v =l . . oy
incdrcare, reald si virtuald: M si Mg, care in cazul desfdsurdrii calculelor

pe sistemul considerat sunt identice, sunt trasate in figura 4.5.cs3,
folosind metoda fortelor.

Sistemul de baza este desenat in figura 4.5.b, diagrama de
moment incovoietor, produsa de incarcarea exterioara (forta egala cu

unitatea), este aratata in figura 4.5.c; (M:)), iar diagrama unitara de

moment incovoietor este schitata in figura 4.5. c, (M, ).

Sistemul analizat este o data static nedeterminat. Ecuatie de
echilibru elastic, corespunzatoare metodei fortelor, este:

0 X; +Xp =0,

unde coeficientul 3,, se determina cu relatia:
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1,1 1,1
—> —>
pS x4
a b.
SB
/1
oy l2 777
1
1,1
—> T
I, 41,1
C,
—1 C2 —1
M,, M M, , M,
T
c _
° ML, M

Vs

Fig. 4.5. Situatii de incarcare si diagrame de moment incovoietor
pentru calculul elementelor matricei de flexibilitate

5, = 3 TOM By,
EI

iar termenul liber cu expresia:

ap = 3 MO 00,
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Cele doua integrale se rezolva prin inmultirea a cate doua
diagrame, in cazul coeficientului - &,, diagramele de moment

incovoietor: M si M,, figura 4.5.c, si diagramele: M si Mp, figurile
4.5.c; si ¢y, In cazul termenului liber.

Dupa rezolvarea ecuatiei de echilibru si aflarea solutiei X, se
traseazd diagrama finald de moment incovoietor M{ identic3, in acest
. v =l o ) i
caz, cu cea virtuala My, calculata pentru sistemul considerat.

Elemenul principal al matricei de flexibilitate, notat &,, se
determina cu relatia:

5, = 3 MO

sau

—1 =1
5. — Z Mf(X)M (X) X,
11 EI

v - v n . =1 R
daca se utilizeaza diagrama de moment incovoietor M obtinuta prin
solutionarea unei situatii virtuale de incarcare constituite din sistemul
de baza (structurad static determinatd) actionata in dreptul masei si pe

directia GLD; a unei forte virtuale eald cu unitatea (notat3 1).



CURSUL

SISTEME VIBRANTE CU nGLD

5.1. Vibratii libere ale sistemelor cu nGLD. Metoda
matricei de rigiditate

Se considera un sistem cu nGLD. Sub actiunea unui impuls initial
(viteza si deplasare) sistemul va vibra in raport cu pozitia de echilibru
static, figura 5.1.

La momentul t al vibratiei pe directia gradelor de libertate
dinamicd se mdsoard deplasdrile y;(t),t=1,n, figura 5.1.b, care
alcituiesc vectorul (matricea coloand) {y(t)}.
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y,(t)
y,(t)

{y(t)} = (5.1)

y;(t) '

Yn(t)

Pentru a folosi, in analiza dinamica a sistemelor, metoda matricei
de rigiditate se vor bloca toate deplasarile pe directiile GLD, obtinand
sistemul de bazd dinamic. Impiedicarea deplasérilor se realizeazicu
ajutorul blocajelor simple: reazeme simplu rezemate, pentru deplasari
liniare si blocaje de nod, pentru deplasarile unghiulare.

In vederea aplicarii principiului Ilui d’Alembert se va actiona,
succesiv, sistemul de baza dinamic, cu deplasarile:
Yi(©),., ¥;5(8),.., ¥n(t), aplicate pe directiile GLD sub forma de ceddri de

reazem. In figura 5.1.d este desenata deformata sistemului vibrant
corespunzatoare cedarii de reazem, y,(t). In fiecare blocaj iau nagtere

reactiunile: R,(t),..,R;(t),..,R,(t), iar in blocajul corespunzdtor GLD; ia
nagtere si forta de inertie, datorita deplasdrii masei m;, notata I;(t).

Se constituie vectorul fortelor de inertie {I;(t)|:

L (t)
L, (1)

i)} = = —mlfy(t);. (5.2)

I(t)

1,

Cum insa, blocajele care au fost introduse pentru a impiedica
deplasarile pe directiile GLD, nu exista in realitate pe sistemul vibrant,
rezultd ca suma fortelor de inertie si a reactiunilor din blocajele GLD,
corespunzatoare celor ,,n” deformate ce se pot realiza, de tipul celei din
figura 5.1.d, trebuie sa fie nula si obtinem, astfel, ,n” ecuatii, cate una
pentru fiecare grad de libertate.

De exemplu, pentru gradul de linertate ,,j” se obtine ecuatia:
_I](t) + RJ,I(t) + R],Z(t) + e+ RJ,J(t) + e+ R],n(t) = 0 . (5.3)
Cele ,n” ecuatii, de tipul celei de mai sus, constituie ecuatiile de

echilibru dinamic ale sistemului vibrant si alcatuiesc un sistem de ecuatii
cu ,n” ecuatii si ,n” necunoscute.
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Comparand deformata din figura 1.d cu cea din figura 5.1.f
rezulta:

R ;(t) = Kjy;(0) (5.4)

M.“ o o o p(sv
S A

b.
5 P
. yi(t) viet) V0 Yn(t)
s L L L L] L1
d. It 4 ¥4(0
R
R, ;(t) Ry ;(t) R;,;(t) Ry, ;(t) Rn,;(t)
. .
5T I—1 T T 1
S B B B A
f. |
)

4— oo

Fig. 5.1. Sistem vibrant cu nGLD

De asemenea, se pot scrie, si pentru celelalte deformate,
expresiile:

Rji(0) =Kyyi(0), Ryp(t) =Kypy,(t), s Ryn(t) =Kjayn (D). (5.5)



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 63

Introducem relatiile (5.4) si (5.5) in ecuatia (5.3) si se ajunge la
urmatoarea ecuatie:

—I](t) + K]lYl(t) + K_]ZY2(t) + et K]JY](t) + .0+ KJnYn(t) = O 7 (5.6)

iar pentru celelate ,n” deformate de tipul celei din fig.5.1.d., deci prin
producerea de cedari de reazeme pe directia fiecarui GLD, in blocajele
simple de GLD, va rezulta un sistem de ecuatii care, scris sub forma
matriceala, arata astfel:

~ {10} + Ky} = o}, (5.7)

unde [K] reprezintd matricea de rigiditate a sistemului vibrant
determinata in coordonatele dinamice ale sistemului,

_Ku Kip - Klj Kin |
Ky Ky sz Kon
K=, ' ' (5.8)
Ky Kp oo Ky oo Ky
_Knl an an Knn_

Un element al matricei de rigiditate [K], K;; are semnificatia unei
forte, care aplicata pe sistemul vibrant in dreptul masei m;, produce pe
directia GLD; o deplasare egala cu unitatea, in timp ce toate celelate
deplasari, de pe directia GLD, sunt blocate de fortele Ky, r= Ln.

Elementele matrice de rigiditate pot fi definite si ca reactiuni.
Astfel, K;; reprezintd reactiunea din blocajul GLD; cand in acest blocaj se

produce o cedare de reazem egala cu unitatea, iar in celelalte blocaje
ale sistemului de baza dinamic, figura 5.1.c, iau nastere reactiunile K,

r=1,n.

Substituind expresia matriceala a fortelor de inertie, relatia (5.2),
in ecuatia (5.7), obtinem:

[y} + K] iyt = {o}. (5.9)

Ecuatia (5.9) reprezinta ecuatia generald a vibratiilor libere ale
sistemelor vibrante cu nGLD. Sistemul este verificat de solutiile
particulare:

ly(t)} = {A}sin(ot + @).

Introducem solutia (5.10) in
devine:

(5.10)

ecuatia matriceald (5.9), care
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(K]- w*[mDiA} = o}, (5.11)

dup@ ce am impartit ecuatia (matriceald) prin sin(wt + ¢). Ecuatia
(5.11) este numita ecuatia generala a vibratiilor proprii.

Pentru ca sistemul de ecuatii (5.11) sa admita solutii diferite de
zero, determinantul principal trebuie sa se anuleze:

K] w?[m] = 0. (5.12)

Prin dezvoltarea determinantului (5.12) rezulta o ecuatie
caracteristica, numita si ecuatia pulsatiilor proprii. Rezolvdnd aceasta
ecuatie rezultd cele ,n” pulsatii proprii: w,,®,,...,®;, ..., w,, iar cu

patratele acestor valori se constituie matriea spectrala a sistemului
vibrant:

o] = ' . (5.13)

Pentru aflarea vectorilor proprii de vibratie ai sistemului vibrant
se rezolva ecuatia vectorilor proprii, care are alura urmatoare:

(K]- wf[mDly} = P}, i=1,n. (5.14)

14

Rezolvand cele ,n” sisteme de ecuatii, obtinute prin variatia
indicelui ,i”, se obtin cei ,n” vectori proprii adimensionali {y};, cu ajutorul

carora se constituie matricea modala a sistemului vibrant:

YI=[vh tvh - Wh - vh] (5.15)

5.2. Aplicatie - sistem vibrant cu 2GLD

Vom considera un sistem vibrant cu doua mase:m; si m,, carora
li se acordd cate un grad de libertate dinamicd. Se propune
determinarea modurilor proprii de vibratie: pulsatiile proprii w, si w, si
formele proprii de vibratie {y}, si {y},. Pentru aceasta, sunt parcurse
urmatoarele etape de calcul:

a. Se constituie matricea maselor:
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ml- {ml mj'

b. Se determina matricea de rigiditate a sistemului vibrant in
coordonatele dinamice ale acestuia:

] = {KM Klz}.

K21 K22

c. Se scrie si se rezolva ecuatia pulsatiilor proprii:

K K m
{11 12}_(02{ 1 }:O
Ky Ky m,
sau
Ky - w’m, Ky -0
Ky Ky - w2m2
si
mym, — A(m,K;; + MKy ) + )\Z(KuKzz - K122) =0
daca
1
A=—
(1)2
sau
034m1m2 - wz(man +mKy )+ (K Ky - K122) =0.
in final:
wl. = m,K,, + MKy, + \/(lezz + man)2 —4mm, (K Ky, _K|22
b2 2m,m,
d. Formele proprii de vibratii se caluleaza prin rezolvarea
urmatoarelor doua sisteme de ecuatii:
(K]- w?[mDiy}, = {o}
(K]- w3[mDly}, = {o}
unde:

wh - {y;} si b - {y;}-
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Fiecare dintre sistemele de mai sus cuprind cate doua ecuatii, dar
cum y,, =1 si y,, =1, atunci, din prima ecuatie a fiecarui sistem de

ecuatii se obtine ordonata vy, ,, respectiv y,,, iar cea de a doua ecuatie,
a fiecarui sistem, este utilizata pentru verificarea ordonate calculate.

5.3. Proprietatea de ortogonalitate a formelor proprii
de vibratie

Pentru a demonstra proprietatea de ortogonalitate a formelor
proprii de vibratie se pleaca de la ecuatia formelor proprii (5.14), scrisa
sub forma:

K]y} = o [mDly};. (5.16)

Se multiplica la stanga, ecuatia (5.16), cu o alta forma proprie de
vibratie transpus, de exemplu y}; , rezult3:

Wi (K = of iy} ImDiy);. (5.17)

Se transpune ecuatia (5.16) si se rescrie pentru modul ,r” de
vibratie, se obtine:

i (Kl= oy} [m), (5.18)

deoarece: [K]" =[K] si [m]" =[m].

Expresia (5.18) se postmultiplica cu forma proprie de vibratie
corespunzatoare modului ,i” de vibratie:

Wl (Kliy} = o? vl ImDiv); - (5.19)
Se scade relatia (5.18) din (5.16), rezulta:
0= (w7 - )iy} [m]iy} - (5.20)

Dar, cum w}? # w?, sunt doud pulsatii proprii diferite ale
sistemului vibrant, se ajunge la concluzia ca produsul celor doi vectori
proprii satisface relatia:

i ]y} =0, (5.21)

care va reprezenta proprietatea de ortogonalitate a doua forme proprii
de vibratie: {y}; si {y}, .
De asemenea, se pot demonstra si expresiile:

i cliyl =o, (5.22)

Wi [alty} =0 (5.23)



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 67

Si
K] y) =0. (5.24)

unde: [C] reprezintd matricea de amortizare a sistemului vibrant
si [A] - matricea de flexibilitate a sistemului vibrant.

5.4. Normalizarea formelor proprii de vibratie

Ordonatele formelor (vectorilor) proprii de vibratie nu sunt
diferite in sens absolut. Cand unei ordonate a unui vector propriu i se
atribuie o anumita valoare, atunci se pot preciza si celelalte elemente
(ordonate), deoarece numai raportul dintre oricare doua ordonate sunt
constante si cunoscute. Numai in cazul in care unul dintre elemetele
vectorului propriu este cunoscut, vectorul propriu devine unic in sens
absolut. Acest proces de ajustare a elementelor unui mod natural,
pentru a obtine o amplitudine unica, se numeste normalizare.

Se observa ca daca i=r, in expresia (5.21) produsul matriceal
este egal cu un scalar constant, diferit de zero, pe care il vom numi
termen inertial sau masa inertiala:

Y mly) =M., r=1,n. (5.25)
Aplicand acelasi rationament asupra relatiei (5.24) se obtine:
Wi Kl = oM, =K., (5.26)

unde K, reprezinta rigiditatea generalizata a sistemului vibrant.

Se cunosc urmatoarele modalitati de normalizare a unui vector
propriu:
a. atribuirea unei valori egale cu unitatea masei generalizate in

relatia (5.25):
VimlbE =1, (5.27)

unde &}r reprezinta vectorul propriu normalizat, se calculeaza cu
relatia:

- ﬁ{y}r; (5.28)

b. normalizarea unui vector propriu prin acordarea valorii proprii
unitate celui mai mare termen al unui vector;

c. normalizarea prin atribuirea valorii unitate lungimii vectorului
modal.
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Daca folosim matricea modalg, [)7] :

R (7 S T A (5.29)

atunci se pot scrie relatiile:

YT Y] 1, (5.30)
¥ K1) = [e] (5.31)

Si
YT el [¥] = o). (5.32)

5.5. Proprietatile pulsatiilor proprii

Se defineste matricea dinamicd, notatd [D], prin intermediul
produsului matriceal dintre matricea de flexibilitatea a sistemului vibrant

si matricea de inertie:
D] = [a][m]. (5.33)

Determinantul si urma matricei dinamice sunt egale cu
determinantul si urma inversei matricei spectrale [Q] :

det([D]) = det([Q] ", (5.35)
u(D] = u(fQ] ™. (5.36)
Inversa matricei dinamice se calculeaza cu relatia
" = [m]'[a]" = [m]"[K], (5.37)
deoarece
[alK] =[] (5.38)

Determinantul si urma inversei matricei dinamice sunt egale cu
determinantul si urma matricei spectrale:

det(D]™") = det([m]'[K]) = det([)]), (5.39)
u(P]™) = u(m]'K] = u(@). (5.40)
5.6. Determinarea matricei de rigiditate a sistemului

vibrant

In vederea determindrii elementele matricei de rigiditate, inclusa
in relatia (5.7), vom considera o structurd static nedeterminata, figura
5.2.a si vom utiliza mai multe procedee de calcul. Pentru inceput, se vor
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bloca deplasarile pe directiile gradelor de libertate dinamica, figura
5.2.b, iar situatiile de incarcare sunt prezentate in figura 5.2.c si d.

In cazul structurii considerate, matricea de rigiditate are forma:

1Ky Ky
[K]—L<21 sz- (5.41)

e T

m,

N
J
]
J
J
I

N
J
|

. f. X,
b eza ez X5 WA
v

N|
N
J
N

Fig. 5.2. Calculul elementelor matricei de rigiditate:a. sistem vibrant;
b. sistem de baza dinamic; c. si d. situatii de incarcare; e. sistem de baza
in metoda deplasarilor; f. sistem de baza in metoda fortelor
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5.6.1. Folosirea metodei fortelor

Primul procedeu pentru determinarea elementelor matricei de
rigiditate consta in aplicarea metodei fortelor in cazul celor doua situatii
de incarcare, figura 5.2.c si d.

Datorita introducerii celor doua blocaje pe directiile GLD,
structura care era de trei ori static nedeterminata, a devenit de cinci ori
static nedeterminata.

Se alege un sistem de baza static determinat prin suprimarea a
cinci legaturi (interioare si/sau exterioare). Este indicat ca primele
necunoscute nominalizate sa fie cele corespunzatoare suprimarii
legaturilor suplimentare, introduse dupa directiile GLD, dupa care se
suprima si celelate legaturi, pana cand sistemul vibrant devine static
determinat, figura 5.2.f.

Ecuatia de echilibru matriceala are forma:

[o,]b7 )= ich r=12, (5.42)

unde: [511'] reprezinta matricea coeficientilor, un coeficient se determina
cu relatia:

Mi (x)M; (x
3 = Z%x; (5.43)

r

xj reprezintd necunoscuta introdusa pe directia legaturii

suprimate ,j”, pentru a tranforma sistemul vibrant, din forma sistemului
de baza dinamic, intr-un sistem de bazd, corespunzator metodei
fortelor;

r - o situatie de incarcare corespunzatoare GLD;

{AEC}- vectorul termenilor liberi, un element al acestui vector se
calculeaza cu expresia:

Aie = +1e A £ ) RLA; (5.44)
A; - cedarea de reazem produsa pe directia reazemului “i”;

Rl - reactiunea din blocajul ,k” al sistemului de bazd, cand
acesta este incarcat de o forta egala cu unitatea, aplicata pe directia
legaturii suprimate ,i”;

A, - cedarea de reazem produsa pe directia reazemului ,k”.

Prin rezolvarea celor doua sisteme sisteme de ecuatii (5.42) se
obtin cele patru elemente ale matricei de rigiditate:
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xi =K, si x5 =K,,, 5.45)

respectiv:
X =K, si X3 =K. (5.46)

5.6.2. Folosirea metodei deplasarilor

Un al doilea procedeu, pentru determinarea elementelor matricei
de rigiditate, constd in aplicarea metodei deplasarilor, in cazul celor
doua situatii de incarcare desanate in figura 2.c si d. Sistemul de baza
este aratat in figura 2.e.

Analizand sistemul de baza dinamic, figura 2.b, obtinut din
sistemul vibrant la care s-au blocat deplasarile pe directiile GLD,
constatam ca acesta este un cadru cu noduri fixe. Sistemul de baza
corespunzator metodei deplasarilor, prezentat in figura 2.e, are nodurile
blocate.

Ecuatia de echilibru, in forma matriceald, este:

[l 5+ Ry =0 r=12, (5.47)

in care: [rij] reprezintd matricea coeficientilor, matricea de rigiditate
dedusa in coordonatele statice ale sistemului;

i) - vectorul necunoscutelor, deplasarile unghiulare ale
nodurilor;
.
ip
cedarile de reazem, in cele doua situatii de incarcare,
r - situatii de incarcare.

} - vectorul termenilor liberi; termenii liberi sunt produsi de

Pentru calculul termenilor liberi se produc, pe sistemul de baza,
in cazul structurii propuse in studiu, figura 5.3, cedari de reazem. Cele
doua situatii de incarcare sunt prezentate in figura 5.b si c, iar pentru
calculul coeficientilor, de exemplu in cazul primei necunoscute, z,,

deformata sistemului de baza, figura 3.a, este desenata in figura 3.d.

Dupa ce se caluleaza coeficientii si termenii liberi, se rezolva cele
doua sisteme de ecuatii de echilibru static. Cu necunoscutele
determinate se traseaza diagramele de eforturi, momente incovoietoare.
Aplicdnd, apoi, principiul lucrului mecanic virtual se calculeaza, pentru
momentele incovoietoare determinate anterior, reactiunile din reazemele
simple introduse pe directiile GLD. Aceste reactiuni sunt identice cu
elementele matricei de rigiditate, pe care ne-am propus sa o
determinam.
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Zl
R! R!

J
J

T \o777z)

Fig. 5.3. Calculul elementelor matricei de rigiditate: a. sistem de bazd;

b. deformata sistemului de baza pentru prima situatie de incarcare, cedare de
reazem pe directia GLD,; c. deformata sistemului de baza pentru a doua situatie de
incarcare, cedare de reazem pe directia GLD,; d. deformata sistemului de baza
pentru actiunea Z;=1, in vederea calcululul coeficientilor

5.6.3. Condensarea matricei de rigiditate

Un al trielea procedeu, pentru a gasi matricea de rigiditate in
coordonatele dinamice ale sistemului vibrant, constda in condensarea
matricei de rigiditate determinatda corespunzator coordonatelor statice
ale sistemului vibrant, deci a matricei coeficientilor din metoda
deplasarilor.

Sistemul vibrant este aratat in figura 4.a, iar sistemul de baza
corespunzator metodei deplasarilor in figura 4.b.

Pentru demonstratie, se pleaca de la ecuatia generala de
echilibru static, din metoda deplasarilor:
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[rij]{zj }: P} (5.48)

Xi] [«

I ] {;} - {Plvyl} , (5.49)

unde: {X} reprezintd vectorul necunoscutelor deplasdri liniare ale
nodurilor structurii pe directia axei OX;

z, Z, aZs
’ — ‘' m [ —>

T ko7

77 ozl rrr

Fig. 5.4. Calculul elementelor matricei de rigiditate: a. sistem vibrant
(dinamic); b. sistem de baza in metoda deplasarilor

Y v i i i
{9} - vectorul necunoscutelor: deplasari liniare pe directia axei

QY si deplasari unghiulare in raport cu axa OZ, ale nodurilor structurii;
P| - vectorul termenilor liberi, in cazul fortelor exterioare

aplicate in noduri. Elementele fiind actiuni, vectorul termenilor liberi este
scris, in ecuatiile de conditie, in dreapta semnului de egalitate,.

Daca partitionam corespunzator si matricea coeficientilor, in
relatia (5.49), aceasta devine:

e[ (B
Hrzj [[zzﬂ {\e(} = {Eyl} : (5.50)

Cum {P,}= o}, iar {FI:/IY}:{O}’ se va elimina vectorul {;} din

relatia (5.50), rezulta:

OINELS U S (5.51)
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b b o) - ) (5.52)

Din relatia (5.52) se determina vectorul {;} :

bl bl = {3 (5.53)

Se substituie (5.53) in (5.51):
([rll]_ [rlz] [rzz ]_l [rZI]){X} = _{Px} . (5.54)

In concluzie: matricea de rigiditate in coordonatele dinamice ale
sistemului vibrant, notatd - [K], se determind cu relatia:

[K] = [rll]_ ["12]["22]71["21]- (5.55)



CURSUL
SISTEME VIBRANTE CU nGLD

6.Vibratii fortate produse de actiunea unor forte
perturbatoare armonice.

6.1. Metoda matricei de rigiditate
6.1.1. Aspecte teoretice

Se considera un sistem vibrant cu n GLD actionat de un sistem
de forte perturbatoare armonice, figura 6.1.a.

Se constituie vectorul fortelor perturbatoare, {F(t)} , de forma:
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Q)
F,(0)

F(t)} = (6.1)

Ft) [

Fm.(t)

Sub actiunea fortelor perturbatoare la un moment dat t al
vibratiilor, pe directile GLD se pot masura deplasari dinamice, notate
y;(t), ordonate in vectorul {y(t)}:

y, (t)
y,(t)

()} = (6.2)

y;(t) .

yn(t)

Pentru a analiza vibratiile fortate ale sistemelor cu n GLD se va
utiliza un sistem de baza dinamic, figura 1.c, obtinut prin blocarea
tuturor deplasarilor pe directiile GLD.

Sistemul de ecuatii de echilibru dinamic instantaneu se deduce
prin producerea, succesiva, de deplasari pe directile GLD egale cu
deplasdrile reale y,(t), aplicate ca ceddri de reazeme, in ,n” situatii de

incarcare, pe sistemul de baza dinamic.

Urmand rationamentele de la vibratiile libere ale sistemelor cu n
GLD se constituie vectorul fortelor de inertie, {F(t)}, de forma:

I,(t)
L (t)

i)} = = ~[mlfy(v)}. (6.3)

I(t)

In(t)
unde: [m| reprezintd matricea diagonald a maselor sau matricea de
inertie;

{y(t)} - vectorul acceleratiilor

si vectorul fortelor elastice, {Fe(t)}, calculat cu relatia:
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Fe(t) = K]y (D)}, (6.4)
in care [K] reprezintd matricea de rigiditate a sistemului vibrant,
determinata in coordonatele dinamice ale sistemului.

Ecuatiile de echilibru dinamic instantaneu, stabilite prin aplicarea
principiului lui d’Alambret, au alura:

- 1)+ Ky @) + Re(0)f = 0}, (6.5)
unde vectorul {Re(t)} are forma urmétoare:
Ry£ ()
Ro,r (1)
Re(®)} = RO (6.6)
Rn,F(t)

in care, R;p(t) reprezind reactiunea din blocajul ,j” cand sistemul de
baza dinamic este actionat simultan de forte perturbatoare exterioare.

Deoarece fortele perturbatoare considerate, in studiu, sunt
armonice, de tipul:

Fk(t) = FO,k S|n et, (6.7)
rezulta:
Re(D)} = R, }sin6t (6.8)
Si
R0,1
Ro,z
Ro}= R [ (6.9)
Ro,n

unde R, ; reprezintd reactiunea din blocajul ,j” cand sistemul de baza
dinamic este actionat simultan de amplitudinile fortelor perturbatoare
FO k .

Raspunsul permanent al sistemului, la actiuni de tip armonic, are
totdeauna o variatie armonica de forma:

y(t)} = ly}sinet, (6.10)
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in care s-a notat cu {y} vectorul deplasarilor dinamice maxime (in regim
fortat).

De asemenea, in aceste conditii, fortele de inertie sunt
determinate cu relatia:

{i(t)} = 62[m] {y}sin6t, (6.11)
unde amplitudinile fortelor de inertie formeaza vectorul:
I} = *[m] iy} (6.12)

Introducand expresiile (6.8), (6.10), (6.11) in (6.5) se obtine
sistemul de ecuatii:

(K-8 [mly}+ Ro ) = 0}, (6.13)
care reprezinta un sistem de ecuatii algebrice.

Pentru ca sistemul, de mai sus, sa admite solutii finite este
necesar ca determinantul principal al sistemului sa fie diferit de zero.
Deci:

[K]-82[m)]=o. (6.14)

Daca determinantul este nul, atunci deplasarile tind catre infinit,
situatie in care 6 = w, deoarece

[K]-82[m)]=o0. (6.15)

Rezulta ca intalnim mai multe situatii de rezonanta, si anume:

B=w;, i=1,n. (6.16)
6.1.2. Ordinea de calcul

in vederea aflérii réspunsului dinamic in deplasari si in eforturi se
parcurg urmatoarele etape de calcul:

a. Se determina matricea de rigiditate in coordonatele dinamice
ale sistemului vibrant, [K];

b. Se constituie matricea maselor, [m];
c. Se calculeazd vectorul termenilor liberi, {R,}.

In cazul in care fortele perturbatoare sunt aplicate in dreptul
maselor si pe directiile GLD se poate scrie egalitatea:

{Ro}: _{Fo}; (6.17)
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d. Se rezolva sistemul de ecuatii (6.13) si se determina vectorul
deplasarilor {y}, reprezentdmd rdspunsul dinamic in deplasari

ale sistemului;

e. Se traseaza diagramele de eforturi maxime si minime prin
actionarea sistemului vibrant cu amplitudinile fortelor de
inertie, cu dublu sens, realatia (6.12), vectorul fortelor
perturbatoare, cu dublu sens si vectorul fortelor
gravitationale.

6.2. Metoda matricei de flexibilitate

6.2.1. Aspecte teoretice

in vederea rezolvérii problemei se considerd un sistem vibrant cu
n GLD, desenat in figura 6.2, actionat de un sistem de forte

perturbatoare. La momentul ,t” al vibratiei, pe directiile GLD se masoara
deplasarile dinamice instantanee, y;(t). Vectorul deplasarilor are forma:

y, ()
Yy, (t)

()} = (6.18)

y;(t)

yn(t)

Deplasarile pe directile GLD se obtin, prin suprapunerea
efectelor, actionand sistemul vibrant cu fortele de inertie si fortele
perturbatoare, v. figura 6.2.b:

()} = [AlI(t)} + {ar (b)) (6.19)

sau

)} - [Al )} + ar (0} = {0}, (6.20)
unde: [A] reprezintd matricea de flexibilitate a sistemului vibrant;
{I(t)} - vectorul fortelor de inertie, determinat cu relatia:
1)} = -[m] {y ()} (6.21)

{AF(t)} - vectorul deplasarilor produse de fortele perturbatoare,
care reprezinta termenul liber al ecuatiei matriceale de echilibru dinamic
instantaneu.

Ecuatia matriceala (6.20), dupd introducerea relatiei (6.21),
devine:
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Fi(t) Fz(f) Fi(t) Fm(t)
o866 -0_8o"
o0 o -

& f.f.f Iy & I

b.
yi(t) yiet) yﬁj?t) Ya(t)
Fi(t) F.(t) Fr(t)
It )¢ I, (% I, (t)¢ % * In(t)¢
ne s Yn(t)

4,

Fig. 6.2. Sistem vibrant cu n GLD:

a. sistemul actionat de forte perturbatoare; b. deformata sistemului sub
actiunea fortelor perturbatoare; c. si d. deformatele sistemului vibrant
produse de actiuni egale cu unitatea aplicate succesiv in dreptul maselor si
pe directiile GLD; e. deformata sistemului produsa de amplitudinile fortelor
perturbatoare.

[A][m] {0} + {y(0)} - {ap ()} = {o}. (6.22)
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Solutia admisa de ecuatia (6.22) este de tip armonic:
(®)} = ly}sinet, (6.23)
in care: {y} reprezintd vectorul amplitudinilor deplas&rilor dinamice;
0 - pulsatia proprie a fortei perturbatoare
Fortele perturbatoare se caluleaza cu relatia:
Fm(t) = Fp m sinbt. (6.24)
Introducand relatia (6.23) in ecuatia (6.22) se obtine:
©*[a][m]-[ID v} + a0} = {0}, (6.25)

deoarece:
{Ap(D)} = {ay}sinbt. (6.26)

6.2.2. Etape de calcul

Pentru determinarea raspunsului dinamic in deplasari si in
eforturi se parcurg urmatoarele etape de calcul:

a. Se constituie matricea maselor:

my
m,

[m] = ' ; (6.27)

my

b. Se determina matricea de flexibilitate a sistemului vibrant:

B, By . . . By
5y By . . . Oy
[A]z . . . . . . ; (6.28)
5 8, . . . By
_6nl anl ot 6nn_

c. Se calculeazd vectorul termenilor liberi, {A,}. Pentru
aceasta se incarca sistemul vibrant cu amplitudinile fortelor
perturbatoare si se determina deplasarile pe directiile GLD.

In cazul in care fortele perturbatoare sunt aplicate in dreptul
maselor si pe directiile GLD, atunci:
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Ao} =[]}, (6.29)

unde {F,] reprezintd
perturbatoare:

o

d. Raspunsul in deplasari

vectorul  amplitudinilor  fortelor

(6.30)

se obtine prin rezolvarea sistemului

de ecuatii de echilibru (6.25);

de calculeaza prin actionarea
sistemului vibrant cu amplitudinile fortelor de inertie, {I}:

T} = 0°[m]ly} (6.31)

si amplitudinile fortelor perturbatoare, {F,}.

e. Raspunsul 1in eforturi



CURSUL

SISTEME VIBRANTE CU NGLD

7.1. Analiza modala a raspunsului dinamic al
sistemelor cu nGLD

Se considera un sistem cu nGLD. Analiza modalda a raspunsului
dinamic consta n exprimarea ecuatiilor de miscare, prin intermediul
unui numar de ,n” ecuatii independente, obtinute prin decuplarea
sistemului de ecuatii de echilibru.
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Xn(t)

4

>

Xn 1

p

Sisteme vibrante cu nGLD.
Analiza modald a rdspunsului dinamic

Xn,1

Ja1

L — X1 1

W

2

Fig. 7.1. Sistem vibrant cu nGLD actionat de forte perturbatoare

Ecuatia matriceald de echilibru dinamic, prin analogie cu sistemul

cu 1GLD, are forma:

[miik()) + [elx()]+ [Klix(); = Fo), (7.1)

unde :

[m] reprezintd matricea maselor sau de inertie;

[c] - matricea de amortizare;
[K] - matricea de rigiditate a sistemului vibrant;

{x(t)} - vectorul deplasarilor dinamice instantanee;
{F(t)} - vectorul fortelor perturbatoare.

Obs. Alura ecuatiei (7.1), referitor la termenul liber, este corecta
numai daca fortele perturbatoare sunt aplicate in dreptul maselor si pe

directia gradelor de libertate.
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Pentru decuplarea sistemului de ecuatii (7.1) se efectueaza
urmatoarea schimbare de variabila:

() = [xJocw) (7.2)

sau
X5(t) = D" X3i;(t), (7.3)
1

in care:

[i] reprezinta matricea modala normalizata;
®;(t) - coordonata generalizatd care precizeaza amplitudinea
modului ,i"” de vibratie pe directia gradului de libertate ,j".

Obs. O forma proprie de vibratie normalizata se calculeaza cu
relatia:
1
Kl =L, (7.4)

unde M; reprezintda masa generalizata corespunzatoare modului ,i” de
vibratie si se determina cu relatia:

= X [m{x;. (7.5)
Prin introducerea expresiei (7.2) in ecuatia (7.1) se obtine:
][] oo} + el ] oo+ k] ko) = o} (7.6)

Ecuatia (7.6) se premultiplicd cu matricca modala transpusa,
care devine:

X ] <] ey} + (X" el [k ooy}« (K] k) ()] focon} = (K] ). (7.7)

Se cunosc urmatoarele produse matriceale:

[X]T [m] M= 1] (7.8)
. [X] [X] Lvo] (7.9)
S' K- ] .10

unde v reprezinta fractiunea din amortizarea critica.

Luand in considerare relatiile (7.8) - (7.10), ecuatia (7.7) ia
forma:
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b))+ [vo] o) + [0* )l = K[ Fo©). (7.11)

Analizdnd ecuatia matricealda (7.11) rezultd ca sistemul este
decuplat, s-a transformat in ,n” ecuatii independente de tipul:

D (t) + 2v,w;®;(t) + W D;(t) = Zn: Fi(t). (7.12)
j=1

Solutia ecuatiei (7.12) este:

t n
®;(t) = Ae U sin(w t + @) + mLJ.o z leiFJ.(T)e—uiwit sinw;(t — T)dT .(7.13)
i j=1

In cazul in care fortele perturbatoare sunt de tip armonic si
actioneaza simultan, amplitudinea deplasarii dinamice, corespunzatoare
modului ,j” de vibratie, devine:

n
X] :lellj:l—ull (7.14)
i)y Xgm,

unde :
Fo,j reprezinta amplitudinea fortei perturbatoare;

M, - factorul de amplificare dinamica, calculat cu relatia:

1

Hi = 2 92 |
/(1 —e—z)2 + 407 —
w; 10

7.2. Etape de calcul in analiza modala a raspunsului
dinamic al sistemelor cu nGLD

(7.15)

a) Se constituie matricea maselor, [m];

b) Se calculeaza matricea de rigiditate, [K];

c) Se determina modurile principale de vibratie:
a. pulsatii proprii:

[K]- w*[m] - o,

rezultd matricea spectrald: [Q];
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b. forme proprii de vibratie:
(K]- wf[mDix}; = o},
rezultd formele proprii de vibratie:

X}, i=1,n.

d) De calculeaza raspunsul dinamic in deplasari, prin
aplicarea relatiei (7.14);

e) Se determina amplitudinile fortelor de vibratie:
{1} = 62[m]ix}; (7.16)

f) Se traseaza diagramele de eforturi, reprezentand
raspunsul in eforturi, prin incararea sistemului vibrant cu
amplitudinile fortelor de inertie si amplitudinile fortelor
peturbatoare, cu dublu sens si fortele gravitationale.



CURSUL 8

CALCULUL DE STABILITATE.
CALCULUL DE ORDINUL II

8.1. Consideratii generale
Constructiile pot fi solicitate de actiuni statice si/sau dinamice.

Prin aplicarea statica a unei actiuni pe o structurd se accepta o
crestere a marimii ei, de la valoarea zero la valoarea finald. In acest
timp, structura trece lent din pozitia initiala nedeformata (PIN), in
pozitia finala deformata (PD).

Se admite, in acesta situatie, ca viteza de deplasare a maselor
este nula (v=0) si, in consecinta, energia cinetica este nula.
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In cazul in care se acceptd o anumitd comportare a materialului,
din care este realizatd constructia, iar aceastd comportare se poate
schematiza prin intermediul relatiei o - € (tensiune - deformatie
specifica) sau P — A (forta — deplasare) de tip liniar, atunci analiza
structurii corespunde unui calcul de ordinul I, liniar elastic.

Conform acestei ipoteze apar urmatoarele consecinte:

a. ecuatiile de echilibru static se exprima in raport cu pozitia
initiala a structurii, deoarece deplasarile sunt mici in raport cu
dimensiunile elementelor structurii;

b. se aplica principiul suprapunerii efectelor;

structura reprezinta un sistem conservativ;

proprietatile de rigiditate (flexibilitate) ale structurii nu depind

de nivelul fortelor exterioare, ci numai de caracteristicile

structurii si de natura materialului.

ao

Prin urmare, pentru determinarea starii de tensiune si deformatei
se exprima echilibrul, prin intermediul unor ecuatii algebrice, in raport
cu pozitia initiala nedeformata.

In cazul in care se admite c§ relatia o - € este liniard, iar relatia P
- A este neliniard, deplasarile pot fi mici sau mari dar rotirea barelor, de
corp rigid, sa fie mici, analiza structurii se realizeaza printr-un calcul de
ordinul II, elastic liniar si geometric neliniar.

Consecintele acestei ipoteze sunt:

a. independent de marimea deplasarilor, ecuatiile de echilibru
static se exprimd in raport cu forma deformata a structurii
(PD);

b. principiul suprapunerii efectelor se aplica numai pentru
fortelor transversale, cu conditia ca forta axiala sa fie
constanta;

c. eforturile si deplasarile sunt functii neliniare de fortele axiale,
iar energia de deformatie este o functie de gradul 3 sau 4 de
deplasarile nodurilor structurii;

d. rigiditatea elementelor structurii, iTn ansamblu, este functie de
nivelul fortelor exterioare;

e. solutia problemei se determina prin cicluri de calcul, deoarece
forma deformata reala nu este cunoscuta de la inceput.

Scrierea echilibrului, in raport cu pozitia deformata a structurii,
face obiectul de studiu al stabilitatii si/sau al calculului de ordinul II.

Calculul de stabilitate consta din identificarea naturii echilibrului
pozitiei deformate a unei structuri. Marimile fortelor axiale sunt
necunoscute.
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Calculul de ordinul II constd din determinarea starii de tensiune
si deformatie, dintr-o structurd actionatd de un ansamblu de forte, prin
exprimarea echilibrului in raport cu pozitia deformata a acesteia. In
calculul de ordinul II sarcinile transversale si eforturile axiale se
presupun cunoscute.

8.2. Calculul de stabilitate. Tipuri de pierdere a

stabilitatii

Se considerd doud structuri: grinda simplu rezemata si grinda
incastrata, figura 8.1. In cazul in care structurile nu sunt solicitate de

l.a;.si ay).

Daca asupra structurilor se actioneaza cu forte exterioare, care
produc forte axiale (sau se aplicd incarcari pe directiile axelor
structurilor, de intensitate P), atunci structurile trec din pozitiile initiale
(PIN) in pozitiile deformate (PD).

Prin actiunea unei cauze perturbatoare extrem de mici, o
structura (fie grinda simplu rezemata sau grinda incastrata) trece din
pozitia deformata (PD) intr-o pozitie deformata auxiliara (PD,).

La indepartarea cauzei exterioare se constata urmatoarele:

a. structura revine din PD, in PD - se conchide cd pozitia
deformata (PD) se gaseste intr-un echilibru stabil;

b. structura din PD,tinde sa se indeparteze de PD - se considera
ca pozitia deformata se afla intr-un echilibru instabil;

c. structura raméane in PD, - situati este considerata proprie
pozitiei de echilibru indiferent, referitor la PD.

. .o
—p
/
-A- r\PIN J,_ i O ﬁD
b 1 /
! ¥ v p Ve o,
— PIN |/
/////// —— — —— b
D /;Da Yoz S 2

Fig.8.1. Starile initiale si starile deformate
ale unor structuri

In concluzie, luand in considerare cele de mai sus, se poate
stabili obiectul de studiu al calculului de stabilitate. Acesta este:
stabilitatea structurilor se ocupa cu identificarea echilibului indiferent al
pozitiei deformate a unei structuri actionate de un sistem de forte.
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Apare evident ca, pozitia deformata a unei structuri depinde de
urmatoarele:

a. natura si numarul legaturilor structurii;
b. caracteristicile geometrice si fizico-mecanice ale structurii;
c. modul de incarcare a structurii.

La identificarea echilibrului indiferent al pozitiei deformate a unei
structuri, se considera primii doi parametri, precizati mai sus, constanti,
iar ultimul variabil (incarcarile cresc proportional).

In functie de modul de actionare a incarcarilor, pierderea
stabilitatii unei structuri se produce prin doua mecanisme distincte, si
anume:

a. deformare discontinua;

b. deformare continua.

8.2.1. Pierderea stabilitatii prin deformare discontinua

In aceasts categorie sunt cuprinse toate structurile la care pozitia
de echilibru este pozitia nedefomata. Pozitia nedeformatd se pastreaza
pe toata perioada in care intensitatea sarcinilor creste pana atinge
valoarea criticd, notata P... Imediat dupa ce se ajunge la valoarea critica
a incarcarii, structura trece brusc din pozitia initiala nedeformata intr-o
pozitie deformata.

Curba de variatie a unei deplasari normale pe axa barei, notata
»d”, in raport cu forta ,P” este prezentata in figura 8.2.a. Se observa ca
trecerea de la pozitia nedeformatd, PD, este marcata printr-o
discontinuitate. Deplasarile ce se produc dupa atingerea pragului critic
(Per) se pot dezvolta intr-un sens sau in altul (functie de sensul pozitiv
sau negativ al axei deplasarilor).

Modul de pierdere a stabilitatii aratat in figura 8.2. se numeste
pierderea stabilitatii prin bifurcare.

d d

Fig. 8.2. Pierderea stabilitatii prin bifurcare
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In figura 8.3 sunt prezentate exemple de structuri solicitate de

_A_ l P P, a, Pozitia de echilibru pentru P < P_

,,,,,,

cr

ZS t—_ —— - P., a, Pozitia deformata pentruP = P

b, Deformata in planul b, Pierderea stabilitatii
incarcarii prin deformare laterala
IERRNRRNNRRNNRRNEY INRRNNRRNNRRNNERNE [I]]]]]]]]]]]]]]]]]\
Sq T xq q

e

7

L7z Yzzz Yz Lr7zs kzzzat vz
c,. Deformare simtrica ~ 2* Pierderea stabiliatii C;. Pierderea stabiliatii
prin deformare spatiala prin deformare laterala

O O R

e kezzol Yoozl ez yrzzd ezl
d,. Deformarea d,. Pierderea stabilitatii d,. Pierderea stabilitatii

structurii (scurtarea prin deformare prin deformare
lungimii stalpilor) simetrica laterala

Fig. 8.3. Pierderea stabilitatii prin deformare
discontinua
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forte exterioare care isi pierd stabilitatea prin bifurcarea echilibrului.

In cazul cadrelor din figura 8.3.c si d pot apdrea deplasdri mici
care se dezvolta odata cu cresterea incarcarilor, dar pierderea stabilitatii
se produce prin deformari in alt plan decat in cel in care s-au produs
primele deformatii, de exemplu: in plan lateral sau perpendicular pe
planul structurii (flambaj lateral).

De asemenea, in aceasta categorie se poate include si structura
inelara actionata radial de incarcari, care isi micsoreaza diametrul prin
deformare, dar pierderea stabilitatii, la atingerea valorii critice a
intensitatii actiunii, se identifica cu o deformata de alta forma (forma
ovald). Caracteristic pentru aceasta structura este curba forta -
deplasare desenata in figura 8.2.b.

8.2.2. Pierderea stabilitatii prin deformare continua

Se considera o grinda simplu rezemata actionata de o forta axiala
si de un sistem de forte aplicat transversal axei grinzii, figura 8.4. Cu c:élt
creste intensitatea fortei P cu atdt se mareste deformata grinzii. In
apropierea unei valori a incarcarii axiale, notate P, deformatiile cresc
foarte repede, ca si cum rigiditatea structurii s-ar micsora brusc, figura
8.4.b.

Fig. 8.4. Pierderea stabilitatii prin deformare discontinua

Pierderea stabilitatii prin deformare discontinua se datoreste
imperfectiunii axei, excentricitatii splicarii sarcinii si imposibilitatii
inlaturarii fortelor transvesale.

8.3. Ecuatia de echilibru critic (ecuatia de stabilitate)

Pierderea stabilitatii prin deformare discontinud are loc atunci
cand fortele exterioare, care actioneaza numai in lungul axelor barelor,
ating valoarea critica; structura trece, atunci, brusc intr-o noua pozitie
(structura din PIN ajunge in PD); pentru orice crestere a sarcinii,
structura capata deformatii mari (teoretic infinit de mari).
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8.3.1. Bara dreapta

Se considera o bara incastratd actionata de o fortd concentrata,
de intensitate P, in lungul axie barei, figura 8.5.a.

I

<A

a. b.

ST Yz

Fig. 8.5. Grinda in consola actionata de o forta axiala, P:
a. grinda in situatia initiala (PIN); b. grinda in situatia deformata, PD

Pentru a obtine ecuatia de echilibru critic se pleaca, in
demonstratie, de la ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate:
M, (x)
" : 8.1
y i (8.1)
Conform figurii 5.b, in care grinda incastrata si-a pierdut
stabilitatea, se exprima momentul inconvoietor din sectiunea x:

M,(X)=P=y. (8.2)
Se introduce expresia (8.2) in (8.1) si se obtine:
y"+£y =0 (8.3)
EI '
sau
y"+n’y (8.4)
unde, s-a notat:
P
n* =—. 8.5
=5 (8.5)

Se propune pentru ecuatia (8.4) o solutie de forma:

y = C, sinnx + C, cosnx. (8.6)
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Constantele de integrare se obtin punand urmatoarele conditii la
limita:
X=0->y=0=0C, =0 (8.7)
Si
x=l>y =0=C, =nconl =0. (8.8)

Oricare din cei trei termeni ai ecuatiei (8.8): C;, n sau cosnx,
daca se anuleaza, arata ca ecuatia (8.8) este verificatd. Se vor analiza,
pe rand, aceste conditii:

a. daca C;=0, atunci relatia (6) se anuleaza, y=0, ceea ce
fnseamna ca grinda nu este solicitata;

b. daca n=0, atunci conform expresiei (5) rezultd ca P=0,
fnseamna ca grinda nu este solicitata;

c. cosnl=0 si aceasta solutie conduce la anularea expresie (8.8),
se conchide ca:

cosnl=0 (8.9)
reprezinta ecuatia de echilibru critic (de stabilitate) a grinzii incastrate.
Ecuatia (8.9) este verificata pentru

_ (2k +Dn
-

nl (8.10)
Analizand expresia (8.10) rezulta ca pentru k=0 se deduce cea
mai mica valoare a incarcarii P, deci:

Si
»_n? _ P

=—= 8.11
4 El ( )

de unde, se ajunge la expresia fortei critice care produce pierderea
stabilitatii grinzii incastrate:
2
n-El
P, = . 8.12
o =g (8.12)

8.3.2. Cadre

In metoda deplasérilor ecuatia matriceald generald de echilibru
static are forma:

Irs 23§+ Rip = 10} (8.13)
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In cazul pierderii stabilitatii prin deformare discontinua, vectorul
termenilor liberi este nul, iar pentru ca ecuatia (8.13) sa aibe solutie
diferitad de zero este necesar ca determinantul matricei coeficientilor sa
se anuleze. Prin urmare:

D, =0, (8.14)

ceea ce reprezinta ecuatia de stabilitate a cadrelor.

In cazul pierderii stabilititii prin deformare discontinud, termenl
liber este diferit de zero, Ry j={0}. Cum insd deforata trebuie s3

creasca continuu, catre infinit, rezultd ca determinantul trebuie sa se
anuleze. Se obtine o ecuatia de stabilitate, exprimata tot prin expresia
(8.14).



CURSUL 9

CALCULUL DE ORDINUL II

9.1. Grinda incastrata
Se considera o grinda incastrata, incarcata ca in figura 9.1.a.

Se cere sa se traseze diagrama de moment incovoietor si sa se
determine expresia sagetii extremitatii libere a grinzii, echilibrul static
fiind exprimat in raport cu pozitia deformata a grinzii. Prin urmare, se
doreste sa se efectueze un calcul de ordinul II.

Din Statica de ordinul I, se cunosc expresiile momentului
fncovoietor din fncastrare si a sagetii capatului liber a grinzii incastrate,
acestea sunt:
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M,(x =) =HI, (9.1)
HI
yl(X=0)=E- (9.2)

Diagrama de moment incovoietor este trasata in figura 9.1.c.

V /

> < >
H @ v, H
|
| X
|
|
y
/ I /
| /
I I _ : \Y;
| \j X M21 = Hil Mlzll = Hl—tg
L — / | — V
a. 7__@ b. c. d.
7777 o7 E——

Fig. 9.1. Grinda incastrata: a. situatie de incarcare; b. pozitia deformata,
c. diagrama de moment incovoietor de ordinul I; d. diagrama de moment
incovoietor de ordinul II

Se pleaca in demonstratie de la ecuatia fibrei medii deformate,
relatia (9.3):

. M)
y'= - (9.3)

Conform figura 9.1.b, momentul fncovoietor, M,(x), din
sectiunea x se calculeaza cu relatia:
M, (x) =Py + Hx. (9.4)
Se introduce (9.4) in (9.3) si se obtine:
" P H

L y_"y 9.5
y oY T (9.5)

Sau
y"+n’y = _Hy (9.6)
ElI ' '

unde:
n2 =t (9.7)
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Solutia ecuatiei (9.6) este:

y = C, sinnx + C, cosnx, (9.8)
cu prima derivata:
y =C1ncosnx—C2nsinnx—%. (9.9)
Considerand conditiile la limita ale deformatei grinzii incastrate:
x=0 - y=0 (9.10)
Si
x=1 > y'=0, (9.11)

se gasesc expresiile celor doua constante de integrare:
C,=0, (9.12)

Clncosnl—%:o

sau
H

= — 9.13
Pncosnl ( )

1

Introducaénd (9.12) si (9.13) in (9.8) se ajunge la expresia sagetii
intr-o sectiune x a grinzii:

y(x)=ﬂ SINNX . (9.14)
P { ncosnl
Expresia (9.14) pentru x =1, devine:
H( sinnl
=— -1 9.15
Ymax =5 (ncosnl ) ( )
sau
HI® 3(tgv — v)
Ymax = E V—3 (9.16)
unde

P
= |:|{_, 9.17
vV=n 3 ( )

reprezentand factorul de compresiune.
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Momentul incovoietor se calculeaza cu relatia (9.4). Daca in
aceasta relatie se introducere expresiei (9.15) si prin efectuarea de
operatii algebrice specifice, se ajunge la formula:

M, (x) = HI =X (9.18)
VCCosV
Pentru x =1 se obtine valoarea maxima a momentului
Incovoietor sin sectiunea de incastrare a grinzii:
M, - HIt9Y (9.19)

Diagrama de moment incovoietor de ordinul II este trasata in
figura 9.1.d.

Comparand expresiile (9.19) cu (9.1) si (9.16) cu (9.2), se
evidentiaza diferentele intre rezultatele care se obtin, in cazul in care se
exprima echilibrului in raport cu pozitia initiala, fata de cazul cand
echilibrul se exprima in raport cu pozitia deformata.

9.2. Calculul de ordinul II. Determinarea eforturilor
si deplasarilor prin metoda parametrilor in origine

In vederea efectudrii unui calcul de ordinul II al barei drepte se
propune ca metoda de analizd metoda parametrilor in origine. Se
presupune o bara in diferite siruatii de incarcare: parametrii in origine;
sarcini concentrate: forta si cuplu, sarcini distribuite etc.

Ca ipoteze de lucru se admit urmatoarele:

a. bara are axa dreaptd, sectiunea transversala constanta si
este realizata din acelasi material; rigiditatea la solicitarea de
incovoiere este constanta, EI = cons., se presupune ca efortul
axial, pe lungimea de bara, luatad in studiu, este constant si
este determinat printr-un calcul de ordinul I;

b. parametrii in origine: M,, No, To, ¢, Y, sunt constanti; o
parte din ei pot fi nuli, cu exceptia efortului axial (N,).

9.2.1. Bara dreapta actionata in origine de parametrii in
origine M,, No,To, ®,, Yo

Se considera o bara dreapta, figura 9.2, incarcata in origine cu
urmatorii pamametrii initiali: My, No, To, @ Si Yo.
Ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate este:

M, (x)

= (9.20)

y'(x) = -
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in conformitate cu figura 9.2, expresia momentului incovoietor in
sectiunea ,x” a barei, actionata in origine de parametrii: M,, No, To, @,
si Y,, are forma:

Yj; } x>
e R &)
X
vy

Fig. 9.2. Bara dreapta actionata de parametrii in origine

M,(X) =My + ToX + Ny (y(X) = Y,) - (9.21)

Introducadnd (9.21) in (9.20) se obtine ecuatia diferentiala de
ordinul al II-lea:

" M T N
y (x)+n2y(x):—E—‘I’—E—‘I’x+E—‘;YO, (9.22)
unde:
n? :%. (9.23)

Solutia ecuatiei (9.22) este:

Mo —T—°x+Y0. (9.24)

X) = C, sinnx + C, cosnx —
y(x) 1 2 N, N,

Se deriveaza expresia (9.24) si se deduce relatia de calcul a
rotirii in sectiunea ,x":

y'(x)=C1ncosnx—C2nsinnx—|-\lr—°. (9.25)
(0]

Constantele de integrare, C; si C,, din expresia (9.24), se
determina din conditii la limitd (in origine), functie de parametrii in
origine (considerati cunoscuti):

y|:(Po.

Introducand (9.26) in (9.24) si (9.25) rezulta expresiile de calcul
a celor doua constante de integrare:

X = o{y = Yo (9.26)



102 Calculul de ordinul II. Determinarea eforturilor
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M
C,=-2 9.27
TN, (9.27)
Si

¢, =Cin _To (9.28)

NO

sau

c =P, To (9.29)

n NNg

Luand n considerare relatia (9.23) si expresiile (9.27) si (9.29),
constantele de integrare pot fi scrise sub formele:

C, _ 9, To (9.30)
n n’El
M
C,=—o, 9.31)
> n%EI (

Introducand (9.30) si (9.31) in (9.24) expresia sagetii masurate
in sectiunea ,x” devine:

y(x) =] —=+ To sinnx+M—°cosnx—&—-r—ox+Yo (9.32)
n nN, N, No N,

sau

M
y(x) = Y, + —2sinnx - —2— (1 - cosnx) —
° n nEl

To (nx —sinnx). (9.33)
n°El

Se deriveaza succesiv, de doua ori, relatia (9.33) si se obtine
relatia de calcul a deplaséarii unghiulare (a rotirii) a sectiunii ,x”,
respectiv, prin inmultirea derivatei a doua a sagetii cu EI (modulul de
rigiditate la solicitarea de incovoiere), expresia de calcul a momentului

incovoietor din sectiunea ,x” este:

y'(xX)= (X)= @qcosnx —M—Osin nx — To (1-cosnx) (9.34)
nEI n2EI
n H TO .
M, (x) = —EIy"(x) = EIn @, sinnx + My cosnx + Tsm nx . (9.35)

Forta taietoare corespunzatoare sectiunii ,x” se determina direct
prin exprimarea echilibrului in raport cu axa OY, Zy =0.
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9.2.2. Bara dreapta actionata in sectiunea x = a de o forta
concentrata

Se considera o bara dreapta, figura 9.3, incarcata in sectiunea
X" cu o forta concentrata de intensitate Q.

]
N, m y(x)

a \/ \
VY
Fig. 9.3. Bara dreapta solicitata de o forta concentrata

Pentru determinarea eforturilor si deplasarilor de ordinul II din
sectiunea ,x” se folosesc relatiile de calcul (9.33), (9.34) si (9.35). Prin
considerarea originii la distanta ,,a” de capatul din dreapta al barei, acolo
unde bara este solicitata de forta concentratda de intensitate Q, noii
parametri in origine devin:

To =-Q My =0, No, ¢y =Y, =0. (9.36)

Se noteaza cu Ay, AsiAM sageata, rotirea si, respectiv,

"

momentul fincovoietor din sectiunea ,x”. Relatile de calcul ale
deplasarilor si eforturilor de ordinul II se determina prin particularizarea
relatiilor (9.33), (9.34) si (9.35):

Q _
Ay = peen [n(x - a) - sinn(x — a)], (9.37)
A =2 [i-cosn(x-a), (9.38)
n“EI
AM:—%sinn(x—a). (9.39)

9.2.3. Bara dreapta actionata in sectiunea x=a de un
cuplu concentrat

in figura 9.4. se prezintd o bard dreaptd incércatd in sectiunea
X=a cu un cuplu concentrat de intensitate M°.

Noua situatie de fincdrcare se analizeaza identic ca in cazul
precedent:
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”_’iﬂ\ V00
a L \

VY
Fig. 9.4. Bara dreapta solicitata de un cuplu concentrat

a) parametrii in noua origine sunt T, =0, My, Ny, @5 =Y, =0;

b) expresiile de calcul a deplasarilor si eforturilor de ordinul II de
determina cu relatiile:

MC
Ay = 1-cosn(x —a)|, 9.40
y anI[ (x - a)] (9.40)
MC
A = sinn(x —a), (9.41)
n EI
AM = -M® cosn(x — a). (9.42)

9.2.4. Bara dreapta actionata in sectiunea x=a de o
sarcina uniform distribuita

Se considera o bara dreapta, figura 9.5, incarcata cu o sarcina
uniform distribuita de intensitate q.

—>
y(x) X
|
; wmq
a Lz \
/‘
VY X

Fig. 9.5. Bara dreapta actionata de o sarcina distribuita

Pentru a calcula eforturile si deplasarile, din sectiunea ,x” a barei
drepte, se aplica metodologia folosita in cazurile anterioare, rezulta:

Ay = IOX n?\lzo lh(x — a) - sin(x - 2)Hz (9.43)

2
si Ay = g |x* 1 cosnx ’ (9.44)
2 n? n?
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A :ﬂ[x— 5'””‘], (9.45)
N n

AM = —iz(l - Cosnx). (9.46)
n

Obs. In cazul in care o bard este incdrcatd concomitent cu un
sistem de forte alcatuit din parametrii in origine, o forta de intensitate Q
(sau mai multe forte concentrate), aplicata in sectiunea x=a (in
sectiunile x;=a;); sdgeata, rotirea si momentul incovoietor intr-o sectiune
oarecare ,X” se determind prin suprapunerea efectelor. Astfel, se
insumeaza relatiile: (9.33), (9.34) si respectiv (9.35), cu expresiile
(9.37), (9.38) si, respectiv, (9.39). La fel se procedeaza in cazul in care
pe langa parametrii in origine bara este solicitata si de alte incarcari

aplicate pe bara.
9.3. Aplicatii

9.3.1. Grinda simplu rezemata solicitata de un cuplu
concentrat

Se considera o grinda simplu rezemata actionata in extremitatea
stanga de un cuplu concentrat, figura 9.6. Se cere sa se determine
rotirile sectiunilor din extremitatile grinzii, de pe reazemele ,,i” si ,,j".

Prima etapa de calcul consta in determinarea reactiunilor grinzii
simplu rezemate. Aplicand conditiile de echilibru static se determina
reactiunile:

i j
M X

M, L3 o 4
t

v,=1/1 V,=1/1

Fig.9.6. Grinda simplu rezemata actionata de un cuplu

in etapa a doua, se identificd parametrii in origine:

No:P, To:__ MO:1l Po = ¢ =7, YOZO'

mnn
|

Conditia de aflare a rotirii din sectiunea este:
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X=|, MJZO = Po = @j-

Pentru a aplica conditia de mai sus se utilizeaza relatia (9.35),
care exprimata in functie de x = |, rezulta:

Mj(x =1) =0, EIng, sinnl+cosn|—ilsinnl =0. (9.47)
n

Prin impartirea ultimei ecuatii (9.47) cu produsul nEIsinnl se
ajunge la expresia de calcul a rotirii din origine:
1
n2lEl  NnEltgnl’

Relatia de mai sus se inmulteste si se imparte cu produsul 31;
efectuand calculele si introducand factorul de compresiune determinat
cu relatia v = nl, se obtine expresia rotirii @;:

I 3(1 1
U I N (L 9.48
Pi= Po T v(v tgvj (9.48)
I
i =—4a, 9.49
P =2 (9.49)

unde parametrul a se calculeaza cu relatia:

a- 3(i—Lj. (9.50)

viv tgv

Rotirea din sectiunea ,j” se afla aplicand relatia (9.37), care
devine in conditiile date:

Pj =@ cosnI—M—OnsinnI—T—o(l—cosnI) (9.51)
NO NO
sau
I
=B, 9.52
¢ = =B (9.52)
unde
B=£[ | —lj. (9.53)
visinv v

9.3.2. Grinda incastrat solicitata de o forta concentrata

Se considera o grinda in consola actionata in capatul liber de o
forta concentrata, Q =1, figura 9.7.
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Se cere sa se determine expresii pentru calculul sagetii si rotirii
din extremitatea libera a barei.

=1 j
P lQ 2
e
Yi
@i
7 | ‘
v
i 1
Y

Fig. 9.7. Grinda incastrata actionata de o forta concentrata

In prima etapd de calcul se identificd parametrii in origine,
acestia sunt:
Yo=?, @o=? Mg=0, T,=1I.

Pentru aflarea rotirii din extremitatea libera a grinzii se foloseste
conditia de rotire nula in reazemul incastrat, @;(x=1)=0, se aplica
relatia (9.34), care in conditiile date devine:

O cosnI+L(1—cosnI) =0.
NO

De unde:
> 2 1-cosv

¥ 21-cosv 9.54
RO v2 cosv ( )

in care s-a introdus factorul de compresiune,
v=nl. (9.55)
Sageata y; se deduce punand conditia y;(x =1) =0, se foloseste
relatia (9.38) care, in conditiile impuse, imbraca forma:

1 1 . 1 .
yi +— - sinnl + (nl—=sinnl) =0.
N n2EI cosnl n3El
De unde rezulta:
|3
=—0", 9.56
YT 3E ( )
in care

_3(tgv - v)

' (9.57)

V3



CAPITOLUL 1 O

CALCULUL DEPLASARILOR SI
RIGIDITATILOR DE ORDINUL II

10.1 Metoda Mohr-Maxwell

Metoda Mohr-Maxwell pentru calculul deplasarilor presupune
existenta a doua stari distincte:

a. starea reald constituitd din structura reald actionata de un
sistem de forte pentru care se cere sa se afle deplasarile
diferitelor sectiuni ale structurii;

b. starea virtuald, care se constituie prin actionarea structurii,
luate in studiu, in sectiunea si pe directia in care se doreste
sa se determine o deplasare, cu o forta egala cu unitatea.
Actiunea egala cu unitatea poate fi o forta concentrata
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(pentru a determina deplasare liniara a sectiunii), un cuplu
concentrat (pentru a calcula rotirea sectiunii), o sarcina
distribuitd de intensitate egald cu unitatea sau un cuplu
distribuit de intensitate egald cu unitatea.

Relatia de calcul este urmatoarea:
'MOOM(X)
A= 10.1
g A, (10.1)

unde: A reprezinta deplasarea care se doreste sa se calculeze, poate fi
o deplasare liniara sau o deplasare unghiulara;

M(x) - momentul incovoietor in sectiunea ,x” produs de actiunea
egala cu unitatea aplicata in sectiunea in care se calculeaza deplasarea;

M(x) - momentul incovoietor din sectiunea ,x” produs de sistemul
de forte aplicat pe structura, in starea realad de solicitare;

EI- modulul de rigiditate la solicitarea de incovoiere a sectiunii
transversale.

In calculul de ordinul I, cele doud diagrame de moment
corespunzator starilor reale si virtuale se traseaza printr-un calcul de
ordinul I, deci echilibrul fortelor este exprimat in raport cu pozitia
initiala, nedeformata a structurii

In calculul de ordinul II, cele doua diagrame de moment
fncovoietor sunt diferite. Astfel, diagrama corespunzatoare starii virtuale
este determinata printr-un calcul de ordinul I, iar diagrama de moment
din starea reald, printr-un calcul de ordinul II, in acest din ultim caz,
echilibrul fortelor este exprimat in raport cu pozitia deformata a
structurii.

Rezulta ca relatia de calcul are alura:

—1
B Z IM (x)M2(x)

n —I N n . . .
in care: M (x) reprezinta momentul incovoietor virtual de ordinul I;

M (x) - momentul din sectiunea ,x” de ordinul II;

EI - modulul de rigiditate la solicitarea de incovoiere;

| - lungimea tronsonului pe care modulul de rigiditate la
solicitarea de incovoiere este constant, iar cele doua diagrame de
moment incovoietor au aceeasi lege de variatie.
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10.2. Aplicatii. Calculul deplasarilor

10.2.1. Grinda simplu rezemata. Calculul deplasarilor de
ordinul I

Se considera o grinda simplu rezemata actionata de un cuplu
concentrat aplicat pe sistem in extremitatea sa stangd. Se cere sa se
determine rotirile: @; sig;, v. figura 10.1.

Deplasarile unghiulare o; sigj, corespunzatoare sectiunilor

extreme ale grinzii, se determind prin aplicarea relatiei (10.1), dupa
metodologia prezentata la Statica constructiilor.
i j
M
/V EI HX
§
A L @ l

””” @i ’ Starea realad - grinda simplu
V.=M/I V;=M/I rezematd actionatd de un
cuplu concentrat

Diagrama de moment in

M @ starea reala
M(x)

1 Situatia de incarcare
/ in starea virtuald pentru

_A_ l calculul rotirii @,

;;;;;;

1 :
% Diagrama de moment in

starea virtuald

1
\ Situatia de incarcare

A I in starea virtuald pentru

calculul rotirii (0].

\_A\l 1
M(x)

Diagrama de moment in
starea virtuald

Fig.10.1. Grinda simplu rezemata actionatd de un cuplu

Luand in considerare diagramele trasate in figura 10.1.b si d se
determina rotirea @;, iar prin integrarea diagramelor din figura 10.1.b si
f se calculeaza deplasarea unghiulara ¢;. Se obtin relatiile:

|
i=—M 10.3
Pi = 3 (10.3)
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Si
¢j=—M. (10.4)
Obs. Regula de rezolvare a integralei presupune inmultirea
suprafetei diagramei neliniare (din starea reala) cu ordonata din dreptul

centrului de greutate al diagramei neliniare, masurata in diagrama
liniard (stare virtuald), tabelul 10.1.

Tab.10.1. Integrarea diagramelor de eforturi

C.G -2l IM(xM
. G.® 2 J‘ (X) () 4
EI Qyce. =
Yca. — zb |
b Yca 3 E
| L
7 \
, al
Q=—- M
. CG.® 2 J'Ong(Xél\I/'(X) X =
1
—~ 0 =
ef Ve
Yce 1 |
b YcG. = gb o b
| L
7 \

10.2.2. Grinda simplu rezemata. Calculul deplasarilor de
ordinul II

Se considera o grinda simplu rezemata actionata in extremitatea
stanga cu un cuplu concentrat, figura 10.2. Se cere sa se determine
rotirile sectiunilor din dreptul celor doua reazeme.

Luand in considerare metoda Mohr-Maxwell, relatia (10.2) si
metoda parametrilor in origine (v. aplicatia 9.3.1, relatiile (9.49) si
(9.50), respectiv (9.52) si (9.53), rezultd pentru deplasarilor unghiulare
de ordinul IT urmatoarele expresii de calcul:

[
.= —Ma 10.5
P =g ( )
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Si
[

= M8 (10.6)

P;

Relatiile (10.5) si (10.6) au fost determinate prin multiplicarea

expresiilor (9.49) respectiv (9.52) cu intensitatea cuplului concentrat, M
(In aplicatia 8.3.1, M=1).

Obs. 1. Analizdnd rezultatele de mai sus se constata ca metoda
Mohr-Maxwell este o pseudo-metoda de calcul a deplasarilor de ordinul
II. La fel ca in calculul de ordinul I se considera diagramele de moment
incovoietor din cele doua stari reala si virtuald, insa, in calculul de
ordinul II, rezultatul integrarii diagramelor este egal cu cel determinat in
calculul de ordinul I, dar multiplicat cu parametru a (relatia (10.5),
respectiv, cu parametru B (relatia (10.6)

M X
P /' EI P
—_— / T «—
-A- : ?; L Starea reald - grinda simplu
a @ rezematd actionatd de un
V.=M/I V,=M/I
! i cuplu concentrat
Y v
b. @ Diagrama de moment in
M starea reald
/V 1 Situatia de incarcare
c. é l in starea virtuala pentru

””” wr calculul rotirii @;
1 @ Diagrama de moment in
d. M(x) starea virtuald

1
\ Situatia de incarcare

é l in starea virtuala pentru

””” ‘ calculul rotirii goj
\_fd\_‘ 1 Diagrama de moment in
f. M(x) starea virtuald

Fig.10.2. Grinda simplu rezemata actionata de un cuplu

Parametru a se introduce cand cele doua diagrame de moment
incovoietor, care se inmultesc, sunt de forme triunghiulare avand
ordonatele aldturate, iar diagrama de moment din starea real3,
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diagrama de ordinul II, cuprinde si o diagrama suplimentara de
moment, produsa de forta axialda corespunzatoare, avand ordonatele
nule in extremitati.

In ceea ce priveste parametru B , acesta se include in relatia de

calcul a deplasarii cand cele doua diagrame de moment incovoietor de
forme triunghiulare sunt cu ordonatele in extremitati opuse, iar
diagrama suplimentara din efort axial are ordonate nule in extremitati.

2. S-a intocmit un tabel pentru calculul integralelor in cazul
determinarii deplasarilor de ordinul II, tabelul 10.2 (asemanator cu
tabelul 10.1, corespunzator calculului deplasarilor de ordinul I).

Tabelul 10.2. Integrarea diagramelor de eforturi

o2l
. CG.® " J"M(X)M(X)
E YCcG. =
Yee.
b e Yca =—=b %a ba
\ L
7 \
ST
] cG.® T2 J‘Ing(X)M(X) X =
0 EI
1
0 -
g g Yce
C.G 1 I
b =—b _
yee =3 6EIabB
|
| L
7 i

10.2.3. Grinda incastrata. Calculul deplasarilor de ordinul I

Se considera o grinda in consola actionata de o fortd concentrata,
figura 10.3. Se cere sa se determine sageata produsa in capatul liber de
catre forta concentrata. Aplicand relatia (10.1) si regula de integrare din
tabelul 10.1 rezulta:

=—Q. (10.7)
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o
P
X

iy Starea reald - grinda
incastrata actionata de o
forta concentrata

1 NN
/] l Situatia de incarcare
b. 4 - n starea virtuald pentru
7 ] calculul deplasérii y;
c.
Ql @ Diagrama de moment in
starea reala
d. 1

@ Diagrama de moment in
starea virtuald

Fig.10.3. Grinda incastrata. Calculul sagetii de ordinul I

10.2.4. Grinda incastrata. Calculul deplasarilor de ordinul II

In figura 10.4 se prezintd o grind3 incastratd actionatd de o forta
concentrata, de intensitate Q si o alta fortd concentratd P aplicata pe

) o
7 ]

Starea reald - grinda
fncastrata actionata de o
forta concentratd

1 l Situatia de incarcare
b. 7 : in starea virtuald pentru
] calculul deplasarii y;
c | Diagrama de moment in
- Q starea reala
d. T . N
1l Diagrama de moment in

@ starea virtuala

Fig.10.4. Grinda incastrata. Calculul sdgetii de ordinul II

directia axei OX. Se cere sa se determine sageata din extremitatea
libera a grinzii, printr-un calcul de ordinul II.
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Sdgeata se calculeaza aplicand metoda Mohr-Maxwell specifica
calculului de ordinul I, iar rezultatul se multiplica cu parametru ©', in
conformitate cu modul de aplicare a metodei parametrilor in origine (v.
aplicatia 9.3.2 si relatiile (9.55) si (9.56). Rezulta urmatoarea relatie:

|3
. =——Q0' 10.8
Y5 =359 (10.8)
in care
e'zm_ (10.9)
V3

Prin urmare, regula de inmultire a doua triunghiuri, ca cele din
figura 10.5 ne conduce la relatia urmatoare:

Diagrama reala de ordinul II
@ cu un supliment de moment la
ordonata din extremitatea
dreapta

@ Diagrama din starea virtuala

Fig.10.5. Diagrame de moment incovoietor

A=—'abe. (10.10)
3EI

10.2.5. Integrarea a doua diagrame de forme trapezoidale

In cazul unor structuri complexe rezultd pe unele bare diagrame
de moment incovoietor de forme trapezoidale, de tipul celor din figura

10.6: MY - diagramd de ordinul II avand supliment de moment
incovoietor (in extremitatea dreapta, aici) produsa de influenta fortei

axiale si M- diagramé de ordinul I.

Regula de integrare a celor doud diagrame, M si M, ca cele din
figura 10.6, consta din descompunerea in diagrame triunghiulare, notate
pe figura prin A si B, respectiv C si D si aplicand regulile expuse in
tabelele 10.1 si 10.2 si consecintele metodei parametrilor in origine.
Toate acest operatii se efectueaza pentru a se putea aplica pseudo-
metoda Mohr-Maxwell, cu multiple avantaje in cazul cadrelor alcatuite
din bare drepte.
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1 L

T I /‘
Fig.10.6. Diagrame de moment incovoietor

In consecints, rezultatul integrérii celor doud diagrame: M si M,
aplicadnd regula lui Mohr-Maxwell se afla in modul urmator:

A I' MOOM™ (%) 4. _ I' (C+D)(A+B),,
0 El

0 EI
Si
| | | |
A= A—Cdx+j£dx+jB—Cdx+I@dx
0 EI o EI o EI o EI
sau
A:Lac6'+Lade+Lbce+Lbde", (10.10)
3EI 6EI 6EI 3EI
unde parametrii 8 si 8" se determina cu relatiile:
e:i( ! —tg—"j (10.11)
v2 {cosv v
Si

e":iz(ntg_"wtgv_ (10.12)
\"

Vv cosvj'



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 117

10.2.6. Grinda simplu rezemata actionata de o sarcina
distribuita. Calculul deplasarilor de ordinul II

In figura 10.7 este prezentata grinda simplu rezemata incarcata
cu o sarcind uniform distribuitd. Se cere sa se determine rotirile de
ordinul II ale sectiunilor extreme ale grinzii.

b.

1 .
C. /' l Starszn\/tlrrju(sila
.

pentru @

;e

Fig.10.7. Grinda simplu rezemata actionata de o sarcina
uniform distribuita

1
\ Starea virtuala

111111

Datorita simetriei cele doua deplasari unghiulare ale
extremitatilor grinzii sunt egale. Se aplica pseudo-relatia Ilui Mohr-
Maxwell, integrand doua diagrame (una de ordinul II, figura 10.7.b si
alta de ordinul I, figura 10.7.d), dupa regula de inmultire a doua
diagrame in forma de triunghi cu ordonatele alaturate: lungimea
triunghiului Tmpartita la produsul 3EI, fractia multiplicata cu ordonatele
celor doua diagrame si cu parametru a, . Acest rezultat este identic cu

cel care se obtine prin aplicarea metodei parametrilor in origine (v.
capitolul 9).

Rezultatul integrarii este urmatorul:
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(Pi = (PJ Zﬁl'b'qp (1012)

24 vV Vv
de: =——|tg—-—|. 10.13
unde a, Vz(gz 2} ( )

10.3. Calculul rigiditatilor de ordinul II la bara dreapta

Statica constructiilor a definit si calculat rigiditatile de ordinul II
pentru o bara dreapta, pe doua tipuri de grinzi: grinda dublu incastrata
si grinda incastrata - simplu rezemata (articulata).

Rigiditatea la rotire se defineste prin momentul incovoietor care
ia nastere in extremitatea unei grinzi, static nedeterminata, cand in
incastrarea din aceeasi extremitate se produce o cedare de reazem -
deplasare unghiulara egala cu unitatea.

Rigiditatea la deplasare reprezinta momentul incovoietor din
extremitatea unei grinzi static nedeterminata care ia nastere atunci cand
axa barei se roteste cu o unitate (prin cedarea unui reazem - deplasare
liniara perpendiculara pe axa initiala a barei) sau cand cedarea unui
reazem este o deplasare liniara egala cu unitatea.

10.3.1. Rigiditatea la rotire a grinzii dublu incastrate.

Se considera o grinda dublu incastrata actionata in reazemul din
extremitatea stanga a barei, figura 10.8, cu o rotire egald cu unitatea.
Se cere sa se determine rigiditatea la rotire, Kj.

Grinda fiind, in cazul acesta, de doud ori static nedeterminata,
sistemul de ecuatii de echilibru, in metoda fortelor, este urmatorul:

011X + 015X, = Ay

) (10.14)
0, X; +0X, = Ay
unde:
|_ 11
5., :jmdx -1 (10.15)
o EI 3EI
M, (x)MZ! I
= | "7 2dx =—— 10.1
O J‘o = X 6EIB' (10.16)
|_ II
5, :jde:La, (10.17)
o EI 3EI
Aie = +1A; + ) Ry Ay (10.18)

si rezultd, aplicand relatia (10.18), pentru grinda luata in studiu:
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A =1. (10.19)

M. =K., El o _
Situatie de incarcare -

P X
/ o 2y - stare reala
lei = Mtr

Sistem de baza

-‘A- 2. in metoda fortelor

P /V
> }_« l‘_ Situatie de incarcare pentru
. 2 calculul coeficientilor,

stare reala

) ‘ — @ Diagrama de moment

incovoietor pentru
starea reala

1
/ Situatie de incarcare pentru
l_ calculul coeficientilor,
stare virtuala

_ ‘ @ Diagrama de moment

7

incovoietor pentru
starea virtuala

[

1
\ <€ Sjtuatie de incarcare pentru
A_ calculul coeficientilor,
stare reala

Diagrama de moment
1 incovoietor pentru

S — starea reala

T

1
\ Situatie de incarcare pentru
I ,.A.. calculul coeficientilor,
stare virtuala

_ Diagrama de moment
‘ 1 @ incovoietor pentru
starea virtuala

Fig.10.8. Grinda dublu incastratd - calculul rigiditatii la rotire
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i Ay =0. (10.20)

Introducand expresiile coeficientilor si termenilor liberi (relatiile:
(10.15), (10.16), (10.17), (10.19) si (10.20) in sistemul de ecuatii de
conditie (10.14) si rezolvand sistemul de ecuatii se obtin solutiile:

4EI 3a
= 10.21
Ol 4a? - 32 ( )
Si
2EI 3B
X, = — 10.22
21 40? - 3p2 ( )
sau:
Kij = X] = 4TEIKI 7 (10.23)
unde:
3a
K'=—"F"—— 10.24
4a® - 3B2 ( )
Si
My = —Xo = EK (10.25)
in care:
K-—B (10.26)
4a” - 3B

In relatiile (10.23) si (10.25), Kij reprezinta rigiditatea la rotire a
barei dublu incastrate ij, iar M, reprezintd momentul transmis din
extremitatea i, unde se produce cedarea de reazem egala cu unitatea,
in extremitatea j, a barei ij.

Factorul de transmitere, notat t;;, se calculeaza cu relatia:

ijr
t = — (10.27)

sau

tij ZO-SE- (10.28)

10.3.2. Rigiditatea la deplasare a grinzii dublu incastrate.

Se considera o grinda dublu incastrata actionata in reazemul din
extremitatea dreapta a barei, figura 10.9, cu o cedare de reazem,
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A

i —
M= K"
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) M=

//////

j
' X . . .
2 Situatie de incarcare -
A 4’
% stare reala
L A=1
/,
/
X, P
l\‘ Sistem de baza
- in metoda fortelor
p
l‘ Situatie de incarcare pentru
calculul coeficientilor,
TVJ:l/I stare reala

@ Diagrama de moment

incovoietor pentru
starea reala

Situatie de incarcare pentru
calculul coeficientilor,
stare virtuala

+
Ty=11

@ Diagrama de moment

incovoietor pentru
starea virtuala

1 P
\i <€ Sjtuatie de incarcare pentru

,,,,,, calculul coeficientilor,
stare reala
v;=1/I

Diagrama de moment
1 incovoietor pentru

— starea reala

v

vV, =1/I

\ Situatie de incarcare pentru
A calculul coeficientilor,
stare virtuala
lVJ:l/I

//////

_ Diagrama de moment
‘ 1 @ incovoietor pentru
starea virtuala

Fig. 10.9. Grinda dublu incastrata - calculul rigiditatii la deplasare
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deplasare liniara, perpendicularéa pe axa initiala a bare, egala cu
unitatea. Se cere sa se determine rigiditatea la deplasare, Kij -

Problema se rezolva prin metoda fortelor. Sistemul de ecuatii de
conditie este identic cu cel prezentat la numarul (10.14). Coeficientii,
dupd cum rezultd din analiza diagramelor de moment incovoietor
desenate in figura 10.9, sunt identici cu cei calculati la problema
precedentd, relatiile: (10.15), (10.16) si (10.17). Termenii liberi se

calculeazad cu relatia (10.18), reactiunile RL sunt calculate pe figura
mentionata, rezulta:

A =—~ (10.29)
Si

A =~ (10.30)

Rezolvand sistemul de ecuatii (10.14) luand in considerare

expresiile coeficientilor, relatiile: (10.15), (10.16) si (10.17) si termenii
liberi, expresiile: (10.29) si (10.30), se deduc solutiile problemei:

Xl =X2—ITK. (10.31)

Rezulta, pentru grinda dublu incastrata, rigiditatile la deplasare
determinate cu relatia:

Ki = Kj :ﬁ—'fIK (10.32)
unde:
1
K= . 10.33
20 B ( )

Obs. Rigiditatile la rotire si deplasare ale grinzii dublu incastrate
sunt prezentate in tabelul 10.4., iar pentru grinda incastratda - simplu
rezemata in tabelul 10.5.

10.4. Momentele de incastrare perfecta de ordinul II ale
grinzii dublu incastrate

Se considera o grinda dublu incastrata actionata de o sarcind
uniform distribuita de intensitate q, figura 10.10. Se cere sa se

determine momentele de incastrare perfecta, My si M;, momentele
fncovoietoare din sectiunile extremitatilor grinzii.

Grinda fiind, in cazul acesta, de douad ori static nedeterminata,
sistemul de ecuatii de echilibru, in metoda fortelor, este urmatorul:
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P X . . .
[ Situatie de incarcare -
l - stare reala

Sistem de baza
in metoda fortelor

Situatie de incarcare pentru
calculul terminilor liberi,
. stare reala
Pi P;

~ > Diagrama de moment

~ incovoietor pentru

incarcari exterioare
P /V 1 P
> i I “— Sjtuatie de incarcare pentru
calculul coeficientilor,

stare reala

‘ —— (u)  Degomade momen

incovoietor pentru
— starea reala

l Situatie de incarcare pentru

calculul coeficientilor,
et stare virtuala

— ‘ @ Diagrama de moment
1

incovoietor pentru
starea virtuala
P

~r

1 P
— '\ <— Sijtuatie de incarcare pentru
l A_ calculul coeficientilor,
stare reala

Diagrama de moment
’ 1 incovoietor pentru

starea reala

1
\ Situatie de incarcare pentru
A]-;— -&- calculul coeficientilor,
stare virtuala

_ Diagrama de moment
‘ 1 @ incovoietor pentru
starea virtuala

Fig.10.10. Grinda dublu incastrata - calculul momentelor
de incastrare perfecta



124 Calculul deplasarilor si rigiditdtilor de ordinul IT

01X, +05X, +A), =0
111 12722 1p ) (1034)

Coeficientii, dupa cum rezulta din analiza diagramelor de moment
incovoietor desenate in figura 10.10, sunt identici cu cei calculati la
problema de la paragraful 10.3.1, relatiile: (10.15), (10.16) si (10.17).

Termenii liberi se determina folosind relatia de calcul:

M (x)MH(x)

Zj ) (10.35)

care aplicata in cazul problemei considerate in studiu si ludnd in
considerare diagramele trasate in figura 10.1 conduce la urmatoarele
relatii de calcul pentru termenii liberi ai sistemului de ecuatii:

_af (10.36)
P ogET P '

Cunoscand relatiile de calcul ale coeficientilor si termenilor liberi
sa poate rezolva sistemul de ecuatii (10.34). Solutia sistemului este:

X, = -X =—£p (10.37)
! 2 2"’
unde:
48 Y,
=—|tg——-— | K'-=K"|. 10.38
H v3(g7~ 2)( 2 ] ( )

iar parametrii K’ si K” se calculeaza cu formulele (10.24) si (10.26).

Cum momentele de Iincastrare perfectd se identifica cu
necunoscutele sistemului de ecuatii rezultd ca acestea se determina cu
relatiile:

_a®
Obs. Relatiile de calcul ale momentelor de fincastrare
perfecta ale grinzii dublu incastrate sunt prezentate in tabelul 10.4, iar
pentru grinda Tncastrata - simplu rezemata, in tabelul 10.5.
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Ta. 10.4. Rigiditati si momente de ordinul II ale grinzii dublu incastrate

Kij = I |<I
. 3a
i i 4a* - 3B
M, =K EI P 2EI
’ Ul i) 7 _ n
oo —xf— |Me=TK
gi 7 tr
| I n 3[3 B
i = i=0.5=—
4 402 _3B2 1] a
: M"=EA EI - 1/| ) P —A —A 6EI
I — M 7 Kij = Kji ==K
g g
) %iz KJIA: A=1
2
| 2 Ko |
20-
i K ) = = 6EI
/] 3‘417— Ky El =1 7 : Kij =Kji=——K
¢ ] o 7 !
Mji=Ksi A =]
277
I K — 1
2a-B
2
_wm. . al
IVlij ji ?U
LTS P
viiT2 2 2
Ql
i j Mij = M]| = ?U
M l Q P
/) 7l L/
= - )
" A6 e Ly
| ' | v? 2
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Ta. 10.5. Rigiditati si momente de ordinul II ale grinzii incastrata-simplu

rezemata
3EI
i . Kij TKO
A = EI e
/) ¢ =1 \ - K©° _i
! - a
v v
/ ’ _3r_ v
viv tgv
P . A 3EI
4 \4_ l
o A=1
1
KO = —
| | ? a
Ly
=R . 3ET
Mij= Ki EI =1 X VA
7 VA M 41 Kij :Tk
g Loa=i
ko -1
a
2
ql
Mij = Mj; —?IJ
u 24 | o t vV Vv
V3 2 2
3Ql
| j MIJ =My = FU
A v le lQ P
<—
1 EI i
© _ 8 ol 1
| — ) H=17
iY ‘ cos;




CAPITOLUL

CALCULUL DE STABILITATE A CADRELOR
UTILIZAND MATRICEA DE FLEXIBILITATE

11.1. Ecuatia de stabilitate

Ecuatia de stabilitate in metoda fortelor se obtine prin anularea
determinantului matricei coeficientilor. Matricea coeficientilor identica cu
matricea de flexibilitatea a structurii are forma urmatoare:

_611 612 - 5“’]_
621 622 - - 62I'\
Bij]=| - - - - - (11.1)

Oni Onp — — Onn]
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Un coeficient al acestei matrice se determina cu relatia:

M (M}

5 :jonx. (11.2)

In conformitate cu relatia (11.2) si cu cele precizate in cursul
numdrul 10, privitor la calculul deplasdrilor, rezultd ca §;; este o functie

de factorul de compresiune v, care se determina cu formula:

N
v = |\/;, (11.3)

unde N reprezinta forta axiala dintr-o bara a structurii, iar produsul EI -
rigiditatea la solicitarea de fincovoiere, iar factorul de compresiune
intervine prin intermediul parametrilor q,B,6,0",0' etc.

Ecuatia de stabilitate are forma:
det(3;;])) = 0. (11.4)

11.2. Etape in calculul de stabilitatea a cadrelor

in vederea efectudrii unui calcul de stabilitate, a unui cadru, se
parcurg urmatoarele etape de calcul:

a) Se realizeaza un calcul de ordinul I pentru a afla eforturile axiale
din barele structurii. Nu se iau in considerare decat eforturile de
compresiune;

b) Se calculeaza factorii de compresiune pentru barele structurii,
aplicand relatia (11.3), care ia forma:

[N 11.5
Vij_ij?ij’ (11.5)

c) Se depisteaza factorul de compresiune maxim si functie de acest
factor se exprima ceilalti factori de compresiune. Dacd notam
factorul de compresiune maxim cu "v" sau "va", atunci ceilalti
factori de compresiune se determina functie de acesta astfel:

I [ Nis
Vij = v g EL (11.6)
I VN EI;

unde v se calculeaza cu relatia (11.3).

Se alege un sistem de baza, corespunzator metodei fortelor,
format din bare dublu articulate (simplu rezemate) si/sau console
(grinda incastrata).
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Obs. Aceasta restrictie este impusa de faptul ca am evidentiat
modalitati si relatii de calcul pentru deplasari (sa aplicam relatia Mohr-
Maxwell), numai in cazurile specifice grinzii dublu articulate si grinda

fncastrata;

d) Se traseaza diagramele de moment incovoietor pe sistemul de
baza ales, in cele doua stari: starea realda (diagrame de ordinul
I1) si starea virtuala (diagrame de moment de ordinul I);

e) Se calculeaza coeficientii &;; aplicand relatia (11.2) dupa regulile

precizate in capitolul numarul 10;

f) Se determina ecuatia de stabilitate prin anularea determinantului
coeficientilor, relatia (10.4);

g) Se cautd, prin incercari, solutia ecuatiei de stabilitate.

Obs.:

1.

unde:

Pentru gasirea solutiei ecuatiei de stabilitate, v, factorul de
compresiune critica, se vor impune, succesiv, valori factorului
de compresiune, v, care introdus in ecuatia de stabilitate
trebuie sa verifice aceasta ecuatie. Prima valoare impusa
pentru factorul de compresiune se calculeaza cu relatia:

n
V=Vg=—, (11.8)
cr Y
I

Y:TI (11.9)

in care: lf reprezintd lungimea de flambaj a barei etalon, bara cu
factorul de compresiune maxim,

2.

| - lungimea barei etalon.

Parametrul y se determina in functie de tipul de legaturi
existente in extremitatile barei etalon, astfel determinam cu
ajutorul relatiei (11.9) urmatoarele valori:

a. Yy =0.5 pentru grinda dublu incastrata;

b. vy =0.707 In cazul grinzii incastrate — simplu rezemata;

c. y=1 pentru grinda dublu articulatd sau articulata -

simplu rezemata;

d. vy =2 pentru grinda incastrata (in consold).
in ecuatia de stabilitate se reg&seste factorul de compresiune
maxim, al barei etalon. Aceastd bara, prin modul de
deformare sub actiunea incarcarilor, se compara cu cele patru
tipuri de bard, pentru care avem calculate valorile
parametrului y . De reguld, bara etalon se situeaza intre doua
tipuri de bara si atunci pentru a se determina valoarea
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parametrului y se efectueaza o interpolare sau se ia media
valorilor corespunzatoare celor doua tipuri de bara. Cu
aceasta valoare, astfel aflata, se incepe iteratia pentru
detrminarea solutiei ecuatiei de stabilitate.

3. In mod firesc, determinantul, pentru valoarea parametrului vy
propusa, nu se va anula. Va rezulta, pentru determinant, o
valoare pozitiva (sau negativa). Se considera, pentru cea de a
doua etapa a iteratiei, o alta valoare pentru parametrul vy,
care sa ne conduca la o valoare a determinantului negativa
(sau pozitiva). Urmatoarea valoare a parametrului y pe care
o verificam in ecuatia de stabilitate este valoarea media a
celor doua valori ale parametrului vy, utilizate in primele doua
etape ale iteratiei (cele care au condus la valorile pozitive sau
negative ale determinantului).

4. Cum pentru a determina rezultatul ecuatiei de stabilitate vor
rezulta doua valori: una pozitiva, notatda, A si una negativa,
notatd B, iteratia se opreste atunci cand eroarea relativa
satisface relatia:

r A

5. Valoarea factorului de compresiune v, care a condus la
rezultatul relatiei (11.10), se considera valoarea factorului de
compresiune critic.

i) Cunoscand valoarea factorului de compresiune critic se determina

direct valoarea fortei axiale critice, N si, firesc, incarcarea
criticd P . Conform relatiei (11.3) rezulta:

(11.11)
Si
Per = f(Ner) s (11.12)

deoarece prin intermediul calculului de ordinul I a rezultat ca
forta axiala este functiede incarcarea exterioara, P:

N = f(P), (11.13)

unde P reprezinta intensitatea incarcarii aplicate pe structura.
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11.3. Aplicatii

11.3.1. Calculul de stabilitate al unui cadru static
nedeterminat cu noduri fixe

Se considera cadrul din figura 11.1 pentru care se cere sa se
determine fincarcarea critica de pierdere a stabilitatii, prin metoda
fortelor.

In vederea solutionarii problemei, se vor aplica etapele de calcul
expuse in paragraful 11.2, dupa cum urmeaza.

1.5P P
v 3EI v EI
© 3 ® £
EI El 8.0m
(D ©

7777 777

10.0 m

L 8.0m ‘

A4
2.0m
Fig. 11. 1. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii.

Analizadnd structura propusa pentru studiu se constata ca este de
doua ori static nedeterminatda, GNS =2, iar datorita faptului ca fortele
exterioare sunt aplicate in nodurile structurii, cu directiile coincizdnd cu
axele stalpilor, nu mai este necesar sa efectuam un calcul de ordinul I
pentru a afla eforturile axiale din barele cadrului. Eforturile axiale sunt
evidente:

Ny, =1.5P (11.14)

N34 = P 7
iar in restul barelor eforturile sunt nule.
b) Calculul factorilor de compresiune, vij;.

Se foloseste relatia (11.5). Luand in considerare caracterisrticile
geometrice si fizice ale barelor structurii si eforturile axiale determinate
in etapa precedenta rezulta:
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N .
Vip =l [z _g [1P g0 | P (11.15)
El,, El £l
N p
B 1fE

c) Exprimarea factorilor de compresiune functie de factorul de
compresiune maxim.

Comparand cei doi factori de compresiune rezulta ca cel al barei
12 este cel maxim, iar bara devine bara etalon pentru structura. Prin
urmare:

V12 = Vmax (11.16)
Si
Viyg = 0.8165Vmax ’ (1117)
deoarece
i = 0.8165.
9.8

d) Alegerea sistemului de baza.

In conformitate cu cele precizate in paragraful 11.2 sistemul de
baza, in acest caz, este un sistem static determinat, prin suprimarea a
celor doud legaturi suplimentare, care au fixat si gradul de
nedeterminare statica a structurii. Sistemul de bazd este prezentat in
figura 11.2 fiind alcatuit din bare dublu articulate.

e) Trasarea diagramelor unitare de moment incovoietor.

Diagramele unitare sunt trasate si prezentate in figura 11.3, in
doud stari de incarcare corespunzdtoare starii virtuale, diagrame de
eforturi de ordinul I si starii reale, diagrame de eforturi de ordinul II.

f) Calculul coeficientilor, ;.

Coeficientii se determina aplicand pseudo-metoda Mohr-Maxwell,
relatia (10.2). Se obtin urmatoarele relatii de calcul:

M_ MII
6“=z&dx=il.l.qlz+ 10
EI 3EI 3-3El

1-1,

M, (x)MI 10 5
Oy = 1 2 dx = 1-
p=2 EI 6 - 3EI OEI

Si

M, (x)MI 10 8
5, = 2 dx = 11+ —1-1-Cay.
2 =2, EI 3. 3EI 3EI 4
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1.5P p

\ad A
N /1 AN
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777, \zza

Fig. 11. 2. Cadru static nedeterminat. Sistem de baza

)
(=)

7777

77 77

7777 777

Fig. 11. 3. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.
a. sic. Diagrame unitara de moment incovoietor in starea reala
de incarcare a sistemului de baza. b. si d. Diagrame unitare de moment
incovoietor in starea virtuala de incarcare a sistemului de baza

Matricea de flexibilitate este:
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g) Stabilirea ecuatiei de stabilitate.
Ecuatia de stabilitate se obtine prin anularea determinantului
matricei coeficientilor, relatia (11.4):

detanJ) =0.

Luand in considerare matricea de flexibilitate determinata la
punctul anterior si relatia (11.4), ecuatia de stabilitate are forma:

8q, 1oy 8 1. 55_,
3712799 "33 99

5,78012034 + 2.41012 + 2.41034 -1=0. (11.18)

sau

h) Aflarea solutiei ecuatiei de stabilitate.
Pentru gasirea solutiei ecuatiei de stabilitate se procedeaza prin
incercari. Se propune a valoare pentru factorul de compresiune al barei

etalon, v,,. Bara etalon ”12” are o comportare, dacd interpretam

posibilitatile de deformare a structurii, intermediara intre cea a unei
bare dublu articulate, pentru care:

v 314 _ sy

2
Y 1
si comportarea barei incastrate la extremitatea superioara, aici in nodul
structurii si articulata la capatul inferior, avem:

LI ST
Y 0.707

dar mai apropiata de cea a ultimului tip de bara. De aceea, se considera,
pentru factorul de cmpresiune, valoarea:
vV =4.0.

Se acceptd in prima iteratie valoare v, = 4.0 si folosind relatia

(11.17), se obtine:
Viy = 0.8165 - Vip = 3.266. (1119)

Pentru cei doi factori de compresiune, v, si vi; se determina
parametrul a aplicand relatia (9.50):

3(1 1
a=—|—-—|,
v(v tng

iar parametrii a corespunzatori:

apy = —0.460268 (11.20)
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Si
Q34 = —7.064066 . (11.21)

Introducénd valorile (11.20) si (11.21) in ecuatia de stabilitate,
relatia (11.18), eroarea absoluta este:

€, = 5,780,034 + 2.410;, + 2.41a3, — 1 = —0.34. (11.22)

Se alege, in etapa urmatoare a iteratiei, o alta valoare pentru
factorul de compresiune, dorind sa se obtina o eroare absoluta pozitiva.
Se incearcd v, = 3.95. Rezulta:

Vi3y = 3.22517, A = -0.533, A3q = —10.8146

Si
€5 =4.97. (11.23)

Deoarece s-au gasit pentru doud valori ale factorului de
compresiune erori relative de semne diferite, in urmatoarea etapa a
iteratiei se va considera media factorilor de compresiune:

vy = R 575,

Urmand calea parcursa mai sus rezulta: €5 =1.7.

4.0 +3.975

Se continua iteratia cu v, = =3.9875 s.a.m.d.

Dupa mai multe etape Iin iteratie s-a ajuns la valoarea
Vi, =3.995, pentru care rezulta:

= —0.4671935 §i a3, = —7.32463748 ,

care introduse in ecuatia de stabilitate conduce la:
€5 =19.7792911—-19.7783109 = 0.00098

si eroarea relativa:

€% = 0.00098 100 = 0.005 <« 0.1.

©19.7792911
Prin urmare, v =3.995 si aplicand relatia (11.15) ajungem la
valoarea critica a incarcarii:
Pcr = 0.166EI. (11.24)
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11.3.2. Calculul de stabilitate al unui cadru static
nedeterminat cu noduri deplasabile

Se considera cadrul din figura 11.4.a pentru care se cere sa se
determine fincarcarea critica de pierdere a stabilitatii, prin metoda
fortelor.

In vederea solutionarii problemei se vor aplica etapele de caclul
expuse in paragraful 11.2, dupa cum urmeaza.

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii.

Analizdnd structura, propusa pentru studiu, se constata ca este
de doua ori static nedeterminata, GNS =2, iar datoritd faptului ca forta
exterioara este aplicata intr-un nod al structurii, cu directia coincizand
cu axa stalpiului ,12”, nu mai este necesar sa efectuam un calcul de
ordinul I pentru a afla eforturile axiale din barele cadrului. Efortul axiale
este evident:

N, =P (11.14)

iar in restul barelor eforturile sunt nule: N34 =0 si No3 =0.
b) Calculul factorilor de compresiune, vj;.

v v ST,
® = O .

J

77 / T Yezza kezzz

Fig. 11. 4. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.
a. Structura considerata. b. Sistem de baza

Se foloseste relatia (11.5). Luand in considerare caracterisrticile
geometrice si fizice ale barelor structurii si eforturile axiale determinate
in etapa precedenta rezulta:

/N [P
Vip =l [—2 = | |— . 11.15
12 12 EIIZ EI ( )

Vg = Va3 =0.
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c) Exprimarea factorilor de compresiune functie de factorul de
compresiune maxim.
d) Alegerea sistemului de baza.

In conformitate cu cele precizate in paragraful 11.2, sistemul de
baza, in acest caz, este un sistem static determinat prin suprimarea
celor doud legaturi suplimentare, care au fixat si gradul de
nedeterminare statica a structurii. Sistemul de baza este prezentat in
figura 11.4.b fiind format din grinzi (bare) incastrate.

e) Trasarea diagramelor unitare de moment incovoietor.

Diagramele unitare sunt trasate si prezentate in figura 11.5, in
doua stari de incarcare corespunzatoare starii virtuale, diagrame de
eforturi de ordinul I si starii reale, diagrame de eforturi de ordinul II.

f) Calculul coeficientilor, ;.

Coeficientii se determina aplicind pseudo-metoda Mohr-Maxwell,
relatia (10.2). Se obtin urmatoarele relatii de calcul:

M 11
O =Zmdx:L|.|+L|.|.e'+L|.|.e"+zL|.|.e
EI 3EI 3EI 3EI 6EI
B, 22de =_L|.|.e'_L|.|.e
EI 3EI 6EI
Si
55y :Z%X:LLLGUFLLL
EI 3EI 3EI

Matricea de flexibilitate este:

_ 611 612
by - [621 622]

g) Stabilirea ecuatiei de stabilitate.
Ecuatia de stabilitate se obtine prin anularea determinantului
matricei coeficientilor, relatia (11.4):

det([éuj) =0.

Luand in considerare matricea de flexibilitate determinatd la
punctul anterior si relatia (11.4), ecuatia de stabilitate are forma:

81102 — 87, =0

sau
20'+6"+6 — 0.256% +0'6"+1=0. (11.18)
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5 PJ\+1* b. $P .
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J
N|
N|
N|
J
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'/_

J
N

77 77

Fig. 11. 5. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.
a. sib. Diagrame unitare de moment incovoietor in starea reald de
incarcare a sistemului de baza. c. si d. Diagrama unitara de moment
fncovoietor in starea virtuala de incarcare a sistemului de baza

h) Aflarea solutiei ecuatiei de stabilitate.

Pentru gasirea solutiei ecuatiei de stabilitate se procedeaza prin
fncercari, identic cum s-a procedat in aplicatia precedenta. Ecuatia se
verifica pentru:

Ver = 2.9375,

Ccu
€5 = 0.00132
€% = 0.073 < 0.1

i) Determinarea incarcarii critice

Cunoscéand expresia factorului de compresiune critica:



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 139

p
Ver = 2.9375 = IW/% ,

rezultd pentru incarcare critica expresia:

El
Per = 8.637.

11.3.3. Calculul de stabilitate al unui cadru static
nedeterminat

Se considera cadrul din figura 11.5.a pentru care se cere sa se
determine fincarcarea critica de pierdere a stabilitatii, prin metoda

fortelor.
P P
L 'Y

Q |(D 4EI @l A l

X

1

6.00m
a. g b.

©

777 5.00m

=

Fig. 11. 5. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.
a. Structura consideratd. b. Sistem de baza

In vederea solutionarii problemei se vor aplica etapele de caclul
expuse in paragraful 11.2, dupa cum urmeaza.
a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele strucrturii.
Analizadnd structura propusa pentru studiu se constata ca este o
datd static nedeterminata, GNS =1, iar datoritda faptului ca fortele
exterioare sunt aplicate in nodul structurii, cu directiile coincizand cu
axele barelor, nu mai este necesar sa efectuam un calcul de ordinul I
pentru a afla eforturile axiale din barele cadrului. Eforturile axiale sunt
evidente:
N13 =P, (11.14)

N13 :0.

b) Calculul factorilor de compresiune, vij;.
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Se foloseste relatia (11.5). Luand in considerare caracterisrticile
geometrice si fizice ale barelor structurii si eforturile axiale determinate
in etapa precedenta rezulta:

[N [P
Vi =g |—2 = 6.0,/— , 11.15
3= hsygr 3 ( )

V1o =0.

c) Exprimarea factorilor de compresiune functie de factorul de
compresiune maxim.

d) Alegerea sistemului de baza.

In conformitate cu cele precizate in paragraful 11.5.b sistemul de
baza, in acest caz, este un sistem static determinat prin suprimarea unei
legaturi suplimentare, care a fixat si gradul de nedeterminare statica a
structurii. Sistemul de bazad este prezentat in figura 11.2 fiind format
dintr-o grinda (bara) incastrate si o grinda simplu rezemata.

e) Trasarea diagramelor unitare de moment incovoietor.

Diagramele unitare sunt trasate si prezentate in figura 11.6.a si
b, in doua stari de incarcare corespunzatoare starii virtuale, diagrame de
eforturi de ordinul I si starii reale, diagrame de eforturi de ordinul II.

: }f

d v \

7 koo

Fig. 11. 6. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.
a. Diagrama unitara de moment incovoietor in starea virtuala
de incarcare a sistemului de baza. b. Diagrama unitara de moment
incovoietor in starea reala de incarcare a sistemului de baza

f) Calculul coeficientilor, dj;.

Coeficientul se determina aplicand pseudo-metoda Mohr-Maxwell,
relatia (10.2). Se obtine urmatoarea relatie de calcul:
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M II
5, :ZMl(X)Ml dx =0 19280 19,80 g e
EI 3. 4ED 3EI 3EI 6ET

g) Stabilirea ecuatiei de stabilitate.
Deoarece cadrul este o datd static determinat apare evident ca
ecuatia de stabilitate are forma:
011 =0

sau 0.208 + 6'+8"+6 = 0

h) Aflarea solutiei ecuatiei de stabilitate.

Pentru gasirea solutiei ecuatiei de stabilitate se procedeaza prin
incercari, identic cum s-a procedat in aplicatia precedenta. Ecuatia se
verifica pentru:

Ve =2.94,

i) Determinarea incarcarii critice
Cunoscéand expresia factorului de compresiune critica:

Ver =2.94 = 6.01/% ,

rezultd pentru incarcare critica expresia:

Per = 2,947 EL 604

6.0>



CURSUL

CALCULUL DE ORDINUL II AL CADRELOR
PRIN METODA FORTELOR

12.1. Metoda fortelor in calculul de ordinul I

Structurile static nedeterminate au un numar mai mare de
legaturi decat cele minim necesare realizarii indeformabilitatii
geometrice, ceea ce face imposibila solutionarea lor numai folosind
ecuatiile de echilibru static.
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De aceea, este necesar scrierea de ecuatii suplimentare stabilite
prin exprimarea conditiilor de deformare a structurii. Prin urmare,
pentru a determina starea de efort si deformatie dintr-o structura
nedetrminatd static, trebuie sa se aplice concomitent cele doua conditii
care caracterizeaza echilibrul unei structuri, si anume: conditia de
echilibru static si conditia de continuitate a deformatei.

In metoda fortelor se utilizeazd ca necunoscute fortele de
legatura suplimentare egale cu gradul de nedeterminare staticd a
structurii, iar ecuatiile suplimentare reprezinta exprimarea conditiei de
continuitate a deformatei pe directia fiecarei necunoscute.

Prin grad de nedeterminare statica a unei structuri se intelege
diferenta intre numarul total al necunoscutelor problemei si numarul
ecuatiilor de echilibru static. Gradul de nedeterminare statica se
determina prin aplicarea urmatoarelor relatii:

a.
GNS =Il+r-3c, (12.1)
unde: GNS reprezintda gradul de nedeterminare statica;
| - numarul de legaturi simple interioare structurii intre corpuri;
r — numarul de legaturi simple in reazemele structurii;
c - numarul de corpuri distincte;

3 - numarul de ecuatii de echilibru static care se pot scrie pentru
un corp

b.
GNS =3c- s, (12.2)

in care: ¢ reprezinta numarul de contururi inchise distincte;
3 - numarul de nedeterminari statice ale unui contur inchis;

s — numarul de legaturi care lipsesc unui contur pentru a fi
inchis.

Pentru rezolvarea structurilor static nedeterminate, prin metoda
fortelor, este necesar ca un numar de legaturi, egal cu gradul de
nedeterminare statica a structurii, sa fie suprimate si in locul lor sa se
introduca echivalentul mecanic (forte sau cupluri). Sistemul obtinut prin
suprimarea de legaturi, in modul expus anterior, care este un sistem
static determinat, se humeste sistem de baza.

Fortele si eforturile din legaturile suprimate din reazeme sau
continuitati interioare, odata puse in evidenta (necunoscutele problemei)
fmpreuna cu fortele exterioare, constituie un sistem de forte care
actioneaza pe structura static determinata.
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Sub actiunea acestui sistem de forte, structura va fi in echilibru
indiferent de ce valori se vor da fortelor necunoscute. Solutia unica a
problemei se obtine din conditia ca sistemul de baza, incarcat cu fortele
exterioare date si fortele necunoscute, notate X;, sa se comporte identic

cu sistemul dat, adica deplasarile totale pe directiile tuturor
necunoscutelor (legaturilor suprimate) sa fie egale cu zero, deoarece
legaturile sistemului real nu permite astfel de deplasari.

In cazul unui sistem de n ori static nedeterminat conditiile care
se scriu sunt:

A =0, Ay=0,....... JA =0, A, =0, (12.3)

unde A; reprezinta deplasare totala pe directia necunoscutei X;.

Daca fortele exterioare date si cele din legaturile suprimate ar fi
aplicate simultan pe sistemul de baza, ele ar produce deplasari pe
directia fiecdrei necunoscute. Suma acestor deplasari reprezinta
deplasarea totald, A;, care pentru respectarea conditiei de

compatibilitate a deformatei trebuie sa fie egala cu zero.

Relatia de calcul a deplasarii totale pe directia necunoscutei X;
este:

6”X1 + 6]2X2 o + aiixi + i + ainxn + Aip = 0 . (12.4)

In ecuatia (12.4) coeficientii necunoscutelor sunt deplasari
produse pe directia necunoscutei X; din incarcarea sistemului de baza

separat cu fortele X, =1, X, =1,..... ,X; =1,....X, =1, iar termenul liber
este deplasarea pe directia necunoscutei X;, produsda de fortele
exterioare date, aplicate pe sistemul de baza.

Scriind n asemenea ecuatii se obtine sistemul de ecuatii de
conditie care se poate exprima sub forma:

n
Zaijxj +Ap =0, i=1,2....,n. (12.5)
i=1

Dupa aflarea solutiei sistemului de ecuatii de conditie se traseaza
diagramele finale de eforturi prin suprapunerea efectelor.

12.2. Calculul de ordinul 11

Metoda fortelor, in calculul de ordinul II, se aplica la fel ca in cel
de ordinul I, cu unele aspecte specifice, in special referitor la alegerea
sistemului de baza, calculul coeficientilor si termenilor liberi si
suprapunerea efectelor, privind trasarea diagramelor finale de eforturi.
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Sistemul de baza provine din sistemul real prin suprimarea unor
legaturi, cu mentiunea ca subsistemele sistemului de baza trebuie sa fie
constituite din bare simplu rezemate (dublu articulate) si/sau bare
incastrate (console), pentru care s-au calculat parametrii q,B,6,6' etc.

Necunoscutele problemei sunt forte, notate X;, care se introduc
pe directiile legaturilor suprimate.

Ecuatiile de conditie, care exprima identificarea sistemului de
baza cu sistemul real, sunt ecuatii de continuitate.

La calculul coeficientilor si termenilor liberi apar diferente, fata de
calculul de ordinul I, deoarece diagramele reale de eforturi se traseaza
printr-un calcul de ordinul II obtinute pentru cele tipuri de grinzi: simplu
rezemate si incastrate, prin metoda parametrilor in origine.

Suprapunerea efectelor, la trasarea diagramelor de eforturi
finale, se va realiza plecand de la rezultatele concrete obtinute pentru
diverse tipuri de incarcari, in cazul celor doua tipuri de grinzi,
mentionate anterior.

12.2.1. Etape de calcul

In continuare, se va face o prezentare a etapelor de calcul
referito la trasarea diagramelor de eforturi de ordinul II, prin metoda
fortelor.

a) Se realizeaza un calcul de ordinul I pentru a afla eforturile axiale
din barele structurii. Se iau in considerare numai eforturile de
compresiune:

b) Se calculeaza factorii de compresiune pentru barele structurii,
aplicand relatia (11.3), care ia forma:

(12.7)

in calculul de ordinul II, in care sarcinile sunt cunoscute, factorii
de compresiune v au valori determinate inca de la inceputul
calculelor;

c) Se depisteaza factorul de compresiune maxim si functie de acest
factor se exprima ceilalti factori de compresiune. Daca notam

factorul de compresiune maxim, notat "v" sau "v..", atunci

ceilalti factori de compresiune se determina functie de acesta
astfel:
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1. [N
Vi =Vi\/—”5, (12.8)
VN EL,

unde v se determina cu relatia (11.3), convenim sa neglijam fortele
axiale din barele in care v <0.2v,,,, In aceste bare se va admite

N=~0,deciv=0;
d) Se alege un sistem de bazd, corespunzator metodei fortelor,

format din bare dublu articulate (simplu rezemate) si/sau console
(grinda incastrata).

Obs. Aceasta restrictie este impusa de faptul ca am evidentiat
modalitati si relatii de calcul pentru deplasari (sa aplicam relatia Mohr-
Maxwell) numai in cazurile specifice grinzii dublu articulate si grinda
fncastrata;

e) Se traseaza diagramele de moment incovoietor pe sistemul de
baza ales, in cele doua stari: starea reala (diagrame de ordinul
II) si starea virtuala (diagrame de moment de ordinul I);

f) Se calculeaza coeficientii &;; aplicand relatia (11.2) dupa regulile
precizate in cursul numarul 10:

IM; (MY
5 :jgdx, (12.9)
7 EI

g) Se caluleaza termenii liberi cu relatia:

|W(X)M§,I
:jo?dx. (12.10)
h) Se rezolva sistemul de ecuatii de conditie si se traseaza
diagramele finale de eforturi.

ip

12.2.2. Aplicatia nr.1

Sa se traseze diagrama finala de moment incovoietor pentru
cadrul din figura 12.1.a. Se cunosc:

P = 140KN, Q =1KN, EI =5000KNm?.

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii.
Eforturile axiale sunt:
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v 3

Q | 4E1 @l PN _l

6.00m
a. - b.

3

7 5.00m 777

Fig. 12. 1. Cadru static nedeterminat. Calcul de ordinul II.
a. Structura considerata. b. Sistemul de baza

b) Calculul factorului de compresiune, v;.
Folosind relatia (11.3), factorul de compresiune are valoarea:

Nl3
L,

Vis = 6.0 _ 1,003 ~ 1.0. (12.11)
5000

c) Alegerea sistemului de baza si scrierea ecuatiei de conditie.

Viz =13

sau

Sistemul de baza stabilit este prezentat in figura 12.1.b, alcatuit
din doua grinzi: grinda incastrata 13 si grinda simplu rezemata 12.
Ecuatia de conditie are forma:

O X +Ap =0.

d) Trasarea diagramelor unitare de moment incovoietor.

Diagramele unitare sunt trasate si prezentate in figura 11.2 in
doua stari de fincarcare corespunzatoare starii virtuale, figurail2.2.a,
diagrame de eforturi de ordinul I si starii reale, diagrame de eforturi de
ordinul II, figura 12.2.b.



148 Calculul de ordinul II al cadrelor prin metoda fortelor

=
TA

Yozzz Yozzas

Fig. 12. 2. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.
a. Diagrama unitara de moment incovoietor in starea virtuala
de incarcare a sistemului de baza. b. Diagrama unitara de moment
incovoietor in starea reald de incarcare a sistemului de baza

e) Calculul coeficientului 9.

Coeficientul se determina aplicand pseudo-metoda Mohr-Maxwell,
relatia (10.2), rezulta:

M, (x)MI
611 = Z%dx =

>0 101,+-§£1101,09H—§j9101,09"+2 6I)1010(9,
3 e 4EI 3EI 3EI 6EI

sau

3, = é(o.417 +20'+20"+20). (12.12)

f) Trasarea diagramei reale de moment incovoietor de ordinul II
pentru actiunile exterioare date. Aceasta este prezentata in figura
12.3.

g) Calculul termenului liber A, .

Termenul liber se determina aplicind pseudo-metoda Mohr-

Maxwell, relatia (10.2), prin integrarea diagramelor din figura 12.2.a si
figura 12.3. Rezulta:

M, (x)MI
Alp = Z%dx =
:_ﬂlo6oe'— 6.0 le6e0

3EI 6EI
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o v
°

Y777z

Fig. 12. 3. Cadru static nedeterminat. Calcul de ordinul II.
Diagrama de moment incovoietor in starea reala
de incarcare cu fortele exterioare a sistemului de baza

sau
6.0 .
Ap = ———(20'+6). (12.13)
EI
Obs. Cunoscénd relatiile de definire a parametrilor 6',6",6,

expresiile (10.9), 10.10) si (10.11), acestia iau valorile:

g 3(tgvis ;VB) - 3(tgl3_l) =1.6722,
Vis !
v
o= [1+59Y8 1y gy, - —2 :i(”tﬂ”'tgl_LJ B
V132 Vi3 COS Vy; 12 ! cos!

6 6 1 tgvy _6f( 1t =1.76045,
Cos V13 V13 12 cosl !

care introduse in relatiile (12.12) si (12.13), acestea iau valorile:

5, = 9.761446 —
EI

Si
Alp = -30.62936 L .
EI

h) Aflarea solutia ecuatiei de conditie.
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Valoarea necunoscutei X, se gaseste rezolvand ecuatia de
conditie:

AL -30.62936 -
Xy=——2P _ El _313779.

511 9761446 1
ET

i) Trasarea diagramei finale de moment incovoietor.

in calculul de ordinul II nu se poate aplica principiul
suprapunerilor efectelor, in forma cunoscutd din Statica Constructilor,
prin utilizarea diagramelor unitare si a celei din incarcari exterioare. De
aceea, la trasarea diagramei finale de moment incovoietor se folosesc
rezultatele obtinute, prin aplicarea metodei parametrilor in origine,
pentru cele doud grinzi: grinda simplu rezemata si grinda incastrata,
pentru diferite ncarcari.

Pentru structura luata in studiu, pe rigld avem numai eforturi de
ordinul I si, prin urmare, efortul moment incovoietor se determina direct
prin multiplicarea valorilor din diagrama unitara cu valoarea necunoscuei
X,, obtinuta din ecuatia de conditie. In diagrama produsa de incarcarilor

exterioare, diagrama pe rigla este nula.

Pe stalp, suprapunerea se face plecand de la diagramele
cunoscute pentru grinda Tincastrata, separat produse de un cuplu

M AT\
M=x,
=X
cosvV cos Vv
M=x,
——

Fig. 12. 4. Grinda incastrata. a. Situatie de incarcare.
b. Diagrama de moment incovoietor de ordinul II

concentrat, identificat aici, cu un moment egal cu necunoscuta
problemei, X, pentru care cunoastem valoarea efortului de ordinul II in

incastrare, figura 12.4, si diagrama produsa de forta concentratd,
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aplicata normal pe axa barei, in extremitatea libera a grinzii incastrate,
figura 12.5.

Q|t9_v

Fig. 12. 5. Grinda incastratd. a. Situatie de incarcare.
b. Diagrama de moment incovoietor de ordinul II

Eforturile finale se calculeaza in modul urmator:
M3, final = M3 ® X = 1¢3,13779 = 3,13779KNm,

M final = M3 ® X, = 103,13779 = 3,13779KNm,

1
cosv

MY el = X, o ~Qoel t?/V - 3,13779% e 6.0% — -3,536976KNm .

Diagrama finala a momentului incovoietor de ordinul II este
prezentata in figura 12.6.a, iar diagrama corespunzatoare unui calcul de
ordinul I este desenata in figura 12.6.b.

Comparativ, in procente, momentul incovoietor de ordinul II este
mai mare cu 9.67%, fata de cel calculat exprimand echilibrul in raport
cu axa initiala nedefromata a structurii.

12.2.3. Aplicatia nr.2.

Pentru structura solutionatd in paragraful 12.2.2 se cere sa se
calculeze deplasarea pe orizontala a nodului numarului 1.

Deplasarile de ordinul II se calculeaza, dupa cum s-a precizat in
cursul 10, cu relatia Moh-Maxwell, prin considerarea a doud situatii de
incdrcare: starea reald constituitd din structura data actionatd de
sistemul de forte exterioare, sub actiunea carora se dezvolta deplasarea
in sectiunea in care se doreste aflarea deplasarii si starea virtual3,
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constituita din structura data sau a oricarei structuri static determinate
obtinuta din sistemul dat prin suprimarea legaturilor suplimentare (deci,
inclusiv sistemul de baza) solicitata de o forta (forta concentrata, cuplu
concentrat, sarcina uniform distribuitd etc.) de intensitate egala cu
unitatea.

3.13779 / 2.8052 /
3 RO
3.536976 3.1948
Bz Nz

Fig. 12. 6. Cadru static nedeterminat. Diagrame finale
de moment incovoietor: a. diagrama de ordinul II;
b. diagrama de ordinul I

Diagrama de moment incovoietor din starea reald este de ordinul
II, iar diagrama corespunzatoare starii virtuale este calculata prin
exprimarea echilibrului in raport cu pozitia initiala a structurii.

Deplasarea A; se calculeaza cu relatia (10.2) pe care o reluam

—I
IM; (x)ME (%)
A :ZJ.OE4Ide' (12.14)

unde: Mi(x) reprezentda momentul incovoietor din sectiunea x a
diagramei de moment calculatd in starea virtualda de fincarcare a
structurii date (actiune egala cu unitatea aplicatéd in sectiunea i si pe
directia pe care dorim sa aflam deplasarea);

My (x) - momentul incovoietor din sectiunea x a diagramei de

moment produsa de incarcarile exterioare aplicate pe structura reala,
luata in studiu si calculata prin exprimarea echilibrului in raport cu
pozitia deformata structurii, diagrama de ordinul II;

EI - modulul de rigiditate la solicitarea de incovoiere;

| - lungimea tronsonului pe care modulul de rigiditate la
solicitarea de incovoiere este constant, iar cele douda diagrame de
moment Tncovoietor au aceeasi lege de variatie.
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Diagrama M{' este prezentatd in figura 12.6, iar pentru starea
virtuala in figura 12.7.a, care cuprinde sistemul de baza actionat de o
fortda concentrata egala cu unitatea, aplicata in nod si pe directie
orizontald si figura 12.7.b diagrama de moment incovoietor respectiva,
M.

i s )

77 7

L : ®

lel=06.0

\ezzzd Yezzzd

Fig.12.7. Sistem de baza in starea virtuala de incarcare:
a) situatie de incarcare; b) digrama de moment incovoietor

Analizadnd cele doua diagrame, in cele doua situatii de incarcare:
virtuala si reald, se observa ca se suprapun numai pe lungimea stalpului
13. Pentru a efectua integrarea celor doua diagrame este necesar sa

descompunem prima diagram, de pe stélp, notatd generic MY, figura
12.8.

3.13779
e e
lel=6.0
3.536976

Fig. 12. 8. Calculul deplasarii de ordinul II a nodului cadrului.
Cele doua diagrame de moment incovoietor (de la nivelul stalpului)
care se integreaza: a. diagrama de ordinul II din starea reala
de incarcare; b. diagrama de ordinul I corespunzatoare starii virtuale
(aici trasata pe un sistem static determinat).

Din analiza diagramei de ordinul II apar doua posibilitati:
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a) considerarea stalpului drept grinda simplu rezematd, figura
12.9.a, actionatd in extremitati de cupluri egale cu momentele
incovoietoare din extremitatile diagramei de momente de ordinul
II, situatie echivalenta cu situatiile prezentate in figura 12.9.b si
figura 12.9.c;

i v v
+ 3.13779 3.13779

‘?—qﬁ ~ ‘?—q{ N o—a;

()

NN~

o<} < ¢ <}

¥ 3536976 ¥ 3.536976

a. b. C.

Fig. 12.9. Stélpul cadrului considerat ca se comporta ca o grinda
simplu rezemata: a. grinda simplu rezemata actionata in sectiunile
de capat de cupluri concentrate si diagrama de momente de ordinul
IT corespunzatoare; b. grinda actionata de un cuplu in sectiunea capatului
superior si diagrama de momente de ordinal II; c. grinda incarcata de un
cuplu concentrat la extremitatea inferioara si diagrama de ordinal II.

b) considerarea stalpului drept grinda incastrata actionata in capatul
liber cu necunoscuta problemei (X, deci momentul incovoietor
din extremitatea superioara a stélpului), figura 12.4 si cu
incarcarile exterioare, figura 12.5.

Se aplicd regula de integrare a diagramelor, conform relatiei
Mohr Maxwell, se obtin rezultatele:

a) pentru primul caz expus mai sus, diagramele sunt notate cu litere
pe figura??:

—1 —1I —I

~ M (XME(X) M} (X)A(X) M (x)B(x) ,

Al‘zL & dx‘zfo EI dx+zfo ET
-6.0 -6.0

= ©6.003.13779 ¢ 3 +
6EI 3EI

® 6.03.536976 0,

efectuand calculele rezulta:
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A, =0.004858312m ;

b) pentru cel de al doilea caz, prin integrarea diagramele din figura
12.9, avem:

—1 —I —I
IM; (x)ME(x) M (x)C(X) IM; (x)D(x)
M=) BT dx =2, EI dx+ Y, e ox*

—I
M (X)C(x)
+ZL EI

6.0 6.0 6.0

= ©6.006.000'- ©6.003.13779 ¢ 0 — ©6.003.13779 ¢ 0',
3EI 6EI 3EI

efectuand calculele rezulta:
A, = 0.00485831m .

Intre cele doud variante diferenta intre rezultate in eroare
relativa este:

€% = 0.000041 < 0.1.



CURSUL

STUDIUL DE STABILITATE SI CALCULUL DE
ORDINUL II AL CADRELOR CU NODURI FIXE
PRIN METODA DEPLASARILOR

13.1. Studiul de stabilitate a cadrelor cu noduri fixe
folosind matrice de rigiditate

In studiu de stabilitate a cadrelor prin metoda deplasérilor este
necesar sa se cunoascd matricea coeficientilor sau matricea de
rigiditate, conform Staticii matriceale. Acest lucru este realizat, deoarece
ecuatia de stabilitate, in ambele cazuri de pierdere a stabilitatii: prin
deformare continua si deformare continud, se defineste anuland
determinantul matricei de rigiditate a structurii.
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La fel ca In Statica Constructiilor, studiul de stabilitate a
structurilor va trata separat cadrele cu noduri fixe, stiut fiind faptul ca
nodurile acestor structuri descriu, in procesul de deformare, exclusiv
deplasari unghiulare (rotiri), pe cand in cazul structurilor cu noduri
deplasabile nodurile, descriu atat deplasari lliniare (translatii), cat si
deplasari unghiulare.

Sistemul de baza, in metoda deplasarilor, dupa cum se cunoaste,
se constituie din sistemul real, luat in studiu, caruia i se adauga o serie
de legaturi suplimentare astfel incat sa blocheze posibilitatea de
deplasare: deplasari unghiulare, in cazul cadrelor cu noduri fixe si
deplasari unghiulare si liniare, in cazul cadrelor cu noduri deplasabile.

Coeficientii ecuatiilor de conditie, in metoda deplasarilor, se
definisc si se calculeaza pe sistemul de baza, prin realizarea de
deformate cu ajutorul cedarilor de reazeme (deplasari unghiulare si
liniare) succesive, egale cu unitatea, in blocajele care au definit sistemul
de baza. Modalitdtile de determinare a coeficientilor sunt oferite de
Statica Constructiilor.

13.1.1. Ecuatia de stabilitate

Ecuatia de stabilitate in metoda deplaséarilor se obtine prin
anularea determinantului matricei coeficientilor (matricea de rigiditate a
structurii). Matricea de rigiditate are urmatoarea forma:

Ny M2 — — Mfn
K1 M — — My

[rij]: I (13.1)
rnl rn2 - = rnn

Ecuatia de stabilitate are alura:
det([ru])=0. (13.2)

13.1.2. Determinarea elementelor matricei de rigiditate.
Cazul cadrelor cu noduri fixe

Matricea de rigiditate (a coeficientilor) cuprinde doua tipuri de
coeficienti: coeficientii principali notati, in general r;, si coeficientii
laterali sau secundari notati r; .

Coeficientul principal r; reprezinta reactiunea din blocajul de nod

i, cand in nodul i se produce o rotire (deplasare unghiulard) egala cu
unitatea.
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Coeficientul lateral (secundar) r; reprezinta reactiunea din

blocajul de nod j, cand in nodul i se produce o rotire (o deplasare
unghiulard) egala cu unitatea.

Se considera un cadru cu noduri fixe pentru care se stabileste
sistemul de baza prin blocarea nodurile, figura 13.1.

v
0] ] /
| L] l/

"1 O |

0 5
Pl (0

[ ]
L

\I

= TIT7

3

Fig.13.1. Cadru cu noduri fixe. Sistem de baza.

Pentru calculul coeficientilor r; si r; se produce o cedare de

reazem in blocajul din nodul i, egald cu unitatea. Se deseneaza
deformata sistemului de baza, figura 13.2, iar momentele care iau
nastere in extremitatile barelor deformate sunt rigiditatile la rotire: Kj; si

Kix si momentul tramsmis M,., calulate cu relatiile:

Ky :4TEIK‘, (13.3)
Kix :3TEIK° (13.4)

Si
My = Ky = 0.5°< 2o ZEL e (13.5)

K' I
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Coeficientul r; se determina exprimand echilibrul static al nodului

ZM:O;
i

sau
i — Ky — Ky =0,

rezulta:
hi = ZKU , (13.6)
i
in concluzie, conform relatiei (13.6), coeficientul r; este egal cu suma
rigiditatilor la rotire ale extremitatilor barelor ce concura in nodul i.

[ %
K )\ D 2

%
f K. g =1 Mtr @

B 3

- 777

Fig.13.2. Cadru cu noduri fixe. Deformata sistemului de baza
pentru o cedare a blocajului de nod “i” egala cu unitatea.
Calculul coeficientilor in metoda deplasarilor

Pentru a calcula coeficientul r; se exprimd echilibrul static al
nodurilor j, astfel:

ZM:O

sau

r —Mtr:O

ji
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rezulta:
rij = Mtr' (13.7)
Coeficientul lateral r;; este egal cu momentul transmis din nodul
i , din extremitatea barei ij catre nodul j.

13.1.3. Etape in studiul stabilitatii cadrelor cu noduri fixe

In vederea efectudrii unui calcul de stabilitate a unui cadru se
parcurg urmatoarele etape de calcul:

a) Se realizeaza un calcul de ordinul I pentru a afla eforturile axiale
din barele structurii. Nu se iau in considerare decéat eforturile de
compresiune;

b) Se calculeaza factorii de compresiune pentru barele structurii cu

relatia:
[ N
ij

c) Se depisteaza factorul de compresiune maxin si functie de acest
factor se exprima ceilalti factori de compresiune. Daca notam

n n

factorul de compresiune maxim cu "v" sau "v..,", atunci ceilalti
factori de compresiune se determina functie de acesta astfel:

L N
vy=vd =0 EL (13.9)
VN EL

v = f(v). (13.10)

prin urmare:

d) Se stabilieste sistemul de baza, corepunzdtor metodei
deplasarilor si se calculeaza rigiditatile la rotire si momente
transmise ale barelor structurii;

e) Se calculeaza coeficientii r; si ry, aplicand relatiile (13.6) si
(13.7);

f) Se determind ecuatia de stabilitate prin anularea determinantului
coeficientilor, relatia (13.2);
g) Se cauta, prin incercari, solutia ecuatiei de stabilitate.

Obs.: In iteratia pentru aflarea solutiei ecuatiei de stabilitate se
parcurg cativa pasi, dupa cum urmeaza:

1. Se impune o solutie pentru factorul de compresiune maxim,
v, dupa criteriile prezentate in cursul numarul 11, paragraful
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11.2, in cadrul observatiilor (punctele 1, 2 si 3). Functie de
acesta se determina ceilalti factori de compresiune.

2. Se calculeaza parametrii K', K%, K", K cu relatiile:

k':4023—082, (13.11)
K® :é, (13.12)
k":ﬁ, (13.13)
, 1
K= , (13.14)
20-PB

parametrii a si B se calculeaza in functie de factorul de compresiune cu
relatiile (9.50 si 9.53)
3. Se determina rigiditatile la rotire si se introduc, spre
verificare, In ecuatia de stabilitate.

Urmatorii pasi in iteratie coincid cu operatiunile expuse la studiul
stabilitati cadrelor prin metoda matricei de flexibilitate, cursul 11,
pararagraful 11.2, punctele 4, 5 si 6 din observatii.

13.1.3. Aplicatie

Sa se determine incdrcarea critica pentru cadrul din figura 13.3.

‘ 777

Ve

4 10.0 m. il 12.0 m. ‘

Fig.13.3. Cadru cu noduri fixe
a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii.

Analizdnd structura propusa spre studiu se constata ca este de
doua ori static nedeterminata, iar dintr-un calcul de ordinul I, aplicand
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metoda fortelor sau metoda deplasarilor, se determina eforturile axiale
de ordinul I din barele cadrului. Rezulta:

Ny, =13.83q, (13.15)
Ny, = -0,24q,

iar in bara 12 efortul axial este nul. Nu se va tine cont de efortul axial
din bara 01 deoarece este efort de intindere (consideram numai
eforturile de compresiune).

b) Calculul factorilor de compresiune, vj;.

Se foloseste relatia (13.8). Luand in considerare caracterisrticile
geometrice si fizice ale barei comprimate si efortul axial determinat in
etapa precedenta, rezulta:

N 13.83
Vis = IBW/EI¢ = |13\/ = d i (13.16)
13

c) Exprimarea factorilor de compresiune functie de factorul de
compresiune maxim

d) Stabilirea sistemului de baza.

Prin introducerea in nodul structurii a unei legaturi suplimentare
pentru a impiedica rotirea acestuia se obtine sistemul de baza din figura
13.4.

N13
/'y\\ z,

[
O

7777 77

Fig.13.4. Sistem de baza

7777

e) Calculul coeficientului ;.

Deoarece structura are un singur nod va trebui sa calculam un
singur coeficient. Acesta se determina prin aplicarea relatiei (13.6) sau
urmand procedura clasica, constand din realizarea deformatei sistemului
de baza, prin producerea unei cedari de reazem egald cu unitatea,
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z, =1, figura 13.5, si evidentierea mometelor din extremitatile barelor

ce concura in nodul 1. Momentele de capat sunt egale cu rigiditatile la
rotire de ordinul I pe barele 01 si 12 si de ordinul II pe bara 13,
influentata de efortul axial de compresiune din bara.

o TN
\ng\zfl 1

\
Kl3

7777

Fig.13.5. Deformata sistemului de bazd. Calculul coeficientului r;

Rigiditatea nodului, egala cu coeficientul r,,, este egal cu suma
rigiditatilor la rotire a extremitatilor barelor ce concura in nod:

M = Z Kij
1

sau
unde
K = 3TEI _ 3o 4EL o,
Ky, = 2o ~3°Elyo _ g ee1k®
I 5
si
3EI 3 e 4EI
Kip==7=—7— =F
Rezulta
(13.18)

r, = (2.2 +0.6K")EL.

f) Stabilirea ecuatiei de stabilitate.
Ecuatia de stabilitate se obtine prin anularea determinantului

matrice de rigiditate, realatia (13.2), aici:
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;=0
sau
2.2+ 0.6K" = 0. (13.19)
g) Determinarea solutiei ecuatiei de stabilitate.
Din ecuatia (13.19) rezulta:

KO = —% = 3,667,

dar cunoscand

Ko =1
a

se obtine pentru parametrul a valoarea:

a= L = —0.27273.
KO

Cum insa parametrul a se determina cu relatia (9.50) se poate
scrie:

a= i(l - Lj = —-0.27273,
viv tgv

iar prin incercari, dand valori factorului de compresiune v, care sa
verifice relatia de mai sus, se ajunge la rezultatul:

Ve = 4.158466 .

In continuare, se foloseste relatia (13.16) pentru a deteremina
incarcarea critica de pierdere a stabilitatii cadrului:

13.83
Vis = Vg = Im/% — 4.158466,

EI = 1000KNm?,

de unde, pentru

rezulta:
Qer = 50.01544 KN . (13.20)
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13.2. Calculul de ordinul II al cadrelor cu noduri fixe
folosind metoda deplasarilor

13.2.1. Etape de calcul

In vederea efectudrii unui calcul de ordinul II, al unui cadru cu
noduri fixe, se parcurg urmatoarele etape de calcul:

a) Se realizeaza un calcul de ordinul I pentru a determina eforturile
axiale din barele structurii. Nu se iau in considerare decat
eforturile de compresiune;

b) Se calculeaza factorii de compresiune pentru barele structurii cu
relatia:

V=l | (13.21)

c) Se stabilieste sistemul de baza, corepunzator metodei
deplasarilor, se scrie sistemul de ecuatii de conditie si se
calculeaza rigiditatile la rotire si momentelor transmise ale
barelor structurii:

[rij ]{Zj}+ {Rip b= o)’ (13-22)
unde |r;| reprezint§ matricea coeficientilor,
iz} - vectorul necunoscutelor, deplasrile nodurilor,
Si
{Rip} - vectorul termenilor liberi;
d) Se calculeaza coeficientii r; si ry, aplicand relatiile (13.6) si
(13.7);

e) Se determind termenii liberi R;,.

Prin definitie un termen liber, R, reprezinta reactiunea din

blocajul de nod i al sistemului de baza cand acesta este actionat de
fortele exterioare si este egal cu suma momentelor de incastrare
perfecta din extremitatile barelor ce concurd in nodul i. Momentele de
incastrare perfecta sunt obtinute dintr-un calcul de ordinul II. Fie cadrul
din figura 13.4, cadru cu noduri fixe actionat de o sarcina distribuita, iar
in figura 13.5 sistemul de bazd corespunzator, pe care s-au figurat
momentele de incastrare perfecta si termenul liber, Ri,, pentru care se

doreste sa se evidentieze o relatie de calcul.
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J

7 777

Fig.13.6. Cadru cu noduri fixe

Se considera un cadru cu noduri fixe, figura 13.6, actionat cu o
sarcina uniform distribuita, de intensitate q, pentru care se cere

determinarea termenului liber R;,. Se realizeaza deformata sistemului
de baza sub actiunea incarcarii, figura 13.7, pe care se evidentiaza

momentele de incastrare perfecta de ordinul II, pe barele solicitate la
compresiune.

M. M. M. 777

]

777

Fig.13.7. Cadru cu noduri fixe.
Deformata sistemului de baza. Calculul termenilor
liberi in metoda deplasarilor

Pentru calculul reactiunii din blocajul de nod, care reprezinta
termenul liber R,,, se exprima echilibrul static al fortelor din nodul i:

ipr
D My =0 (13.22)
i

sau
Rip +M”( _MU = 0,
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de unde
Rip = > My ; (13.23)

i
f) Se rezolva sistemul de ecuatii de conditie si se traseaza
diagramele de eforturi finale.
13.2.2. Aplicatie

Se cere sa se traseze diagrama de moment incovoietor pentru
cadrul din figura 13.3, cunoscandu-se intensitatea sarcinii distribuite
q=11.65KN/m si valoarea modulului de rigiditate la solicitarea de

incovoiere EI = 1000KNm?, printr-un calcul de ordinul II.

Pentru rezolvarea problemei se parcurg urmatoarele etape de
calcul:

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii.

La aplicatia 13.1.4 s-au determinat eforturile axiale din barele
cadrului in cazul analizei stabilitatii acestuia, iar eforturile axiale erau
functie de intensitatea sarcinii distribuite. Cunoscdnd aceasta
intensitete, eforturile axiale devin:

Nj; =13.83q = 13.83 e 11.65 = 161.119KN, (13.24)
Ny, = —0,24q = —0.24 ¢ 11.65 = —2.796KN,

iar neludnd in considerare efortul axial de intindere din bara 01, se vor
continua calculele tinand cont nunai de efortul axial din bara 13.

b) Calculul factorilor de compresiune, vj;.

Se foloseste relatia (13.8). Luand in considerare caracteristicile
geometrice si fizice ale barei comprimate si efortul axial determinat in
etapa precedenta rezulta:

N
Vi =l =2 = 5J161’119 = 2.00698 ; (13.25)
El, EI

c) Exprimarea factorilor de compresiune functie de factorul de
compresiune maxim

d) Stabilirea sistemului de baza.

in figura 13.4, din aplicatia 13.1.4, este prezentat sistemul de
baza al cadrului luat in analiza;
e) Scrierea sistemul de ecuatii de conditie.
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Forma generala a sistemului de ecuatii in metoda deplasarilor are
forma (relatia 11.22):

[rilles )+ Ri = 0}

iar in cazul acestei probleme, echilibrul este exprimat numai prin
intermediul unei singure ecuatii de echilibru, deoarece cadrul face parte
din categoria cadrelor cu noduri fixe si are un singur nod:

mZ; +Ryp =0; 13.26)

f) Calculul coeficientului r,.
Se utilizeaza relatia (13.6), care aici devine:

rll = ZKIJ .
1

sau
M=Ky + Kz + Ky, (13.17)
unde
K, = 3EL 3 4Bl 2ET - 1200KNm
| 10
Ky = 3TEIK° _ 30 Elgo _o.eE1KO,
dar
Ko=L
O 4

conform relatiei (9.59), aici ia valoarea

a:i R A L =1.5 0.5—; = 1.44414998
viv tgv) 2(2 tg2 —2.1453394
de unde
K® = 0.6924488

obtinem pentru rigiditatea K, valoarea

K, = 415.469312KNm

Si
3EI 3 e 4EI
Kp=—=
| 12

= EI = 1000KNm .

Rezulta:
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r, = 2615.469312KNm . (13.18)

g) Calculul termenului liber Ry, .
in vederea determindrii termenului liber R, se poate aplica

direct relatia (13.23) sau se exprima echilibrul nodului i conform figurii
13.6. Deci:

Rp = —Z My = ~(My; +My,)
1

unde
ql®> 11.65e10°

My = =—2°" _ _145.625KNm
8 8

Si

g’ 11.65e12°
8

= 209.700KNm .

7777

Fig. 13.8. Deformata sistemului de baza sub actiunea
sarcinii uniform distribuite, q

Rezulta:
Ry, = —64.075KNm.
h) Aflarea solutia ecuatiei de conditie.

Din ecuatia (13.26) se determina solutia:

“Rp  -64.075

Z, = = "
: r, 2615.469312

= 0.024498471 .

i) Determinarea momentelor de capat si trasarea digramei finale de
momente incovoietoare.
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Se folosesc expresii ale momentelor incovoietoare, obtinute prin
suprapunerea efectelor, folosind cele doua deformate prezentate in
figurile 13.5 si 13.8:

M,, = K,Z, + M, = 185.201KNm
h413 = __k(13231 = _‘1().1’78l<rqu1

Diagrama finalda de moment incovoietor este trasata in figura

AN

| M,, = 10.178

13.9.

£y

7777

Fig. 13.9. Diagrama finald de moment incovoietor



CURSUL 14

CALCULUL DE ORDINUL II SI DE STABILITATE.
CADRE CU NODURI DEPLASABILE

14.1. Metoda deplasarilor

In cursul numarul 13 s-a ficut o prezentare generald a metodei
deplasarilor pentru structurile cu noduri fixe.

Cadrele cu noduri deplasabile sunt acele sisteme de bare la care,
prin deformare, sub actiunea incarcarilor exterioare se produc atat
deplasari unghiulare (ca la cadrele cu noduri fixe), cat si deplasari liniare
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(translatii), acestea din urma sunt impiedicate sa se deplasaze, intr-un
sistem de baza, de blocaje sub forma de reazeme simple.

Prin urmare, legatura care se introduce pe directia unui grad de
libertate, reazemul simplu, Tmpiedicd deplasarile tuturor nodurilor
antrenate in deplasare pe directia gradului de libertate. O asemenea
legdtura permite rotirea nodului in care se introduce. De asemenea,
este de mentionat faptul ca blocajul de nod, in cazul cadrelor cu noduri
deplasabile, permite deplasarea liniarda in cadrul gradului de libertate a
lantului cinematic din care face parte.

Se mai remarca faptul ca necunoscutele, egale cu numarul
nodurilor rigide, in cazul cadrelor cu noduri deplasabile, sunt de doua
tipuri: deplasari unghiulare ale nodurilor, notate Z; si deplasari liniare,

notate ...,Z,,Z,,..., egale cu numarul gradelor de libertate.

Sistemul de baza va fi incdrcat cu fortele exterioare si
necunoscutele - deplasari liniare si unghiulare. Acestea din urma sunt
aplicate pe sistemul de baza ca cedari de reazeme.

Sub actiunea incarcarilor exterioare si a deplasarilor nodurilor in
legaturile suplimentare (blocaje de nod si reazeme simple
corespunzatoare gradelor de libertate) apar reactiuni. Reactiunile totale
din cele doua tipuri de blocaje i si a (momente si forte) se determina
prin suprapunerea efectelor:

Ri = rilzl +ri222 + +r”Z| +...+r'mZn +r'iaZa +r'|be ++R|p, (14.1)

Ry =ryZ, +rnZy + oo+ Mg + oo+ TanZpy +Faals +FapZp +...+R (14.2)

ap *

Ecuatiile de echilibru exprima conditia de echilibru static si se
materializeaza prin conditia ca reactiunile totale din cele doua tipuri de
legaturi suplimentare, care in structura reald nu existd, sa fie egale cu
zero:

R, =0,R, =0. (14.3)

In concluzie:

a) sistemul de baza in metoda deplasarilor este unic;

b) sistemul de baza cuprinde doua tipuri de bare cu legaturi
perfecte la capete;

c) necunoscutele metodei deplasdrilor, notate cu Z; si Z,, sunt
deplasdri unghiulare si liniare, iar coeficientii, rj, fa, Fai Si Fap
si termenii liberi Ry, si R,, sunt reactiuni - moment si forta,

deci forte generalizate;
d) sistemul de ecuatii are expresia, sub forma generala:
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n
Zrijzj"'Rip =0, i=1,2,.....,n (14.4)
i=1 ' '

iar sau forma matriceala:
’ 14.5
[rij ]{Zj}+ Rip} = {0} (14.5)

unde: |r;] reprezintd matricea coeficientilor sau matricea de rigiditate a

a structurii;
R, | - vectorul termenilor liberi;

{z,} - vectorul necunoscutelor.

14.2. Relatii diferentiale intre eforturi si incarcari

14.2.1. Echilibrul fortelor exprimat in raport cu pozitia
initiala

Se considera un element de bara de lungime dx actionat de un
sistem de sarcini distribuite reduse la rezultante, iar pe fetele laterale
(in  extremitati) ale barei, bara este actionatd de eforturile
corespunzatoare: N,M, T si respectiv: N+ dN,M+dM, T +dT, figura 14.1.

p,dx
p.dx # M+dM N+dN

P
\ !

Fig.14.1. Bara dreapta, in pozitia initiald nedeformata, actionata
de forte exterioare si eforturi pe fetele sectiunilor extreme

Echilibrul static al sistemului de forte se exprima prin intermediul
a trei ecuatii:

Y X=0; N+pdx - (N+dN)=0, (14.6)
> Y=o T+p,dx—(T+dT) =0, (14.7)
dx
ZM=O; M+de—pndx7—(M+dM)=0. (14.8)
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Rezolvand sistemul de ecuatii format din cele trei ecuatii de mai
sus se obtin urmatoarele expresii intre eforturi si incarcari:

dN
— = P¢, 14.9
o - Pt ( )
dT

~p 14.10
dX Pn ( )
dm _ (14.11)
dx

Obs. Nu s-a tinut cont de termenul ptdxdTX.

14.2.2. Echilibrul fortelor exprimat in raport cu pozitia
deplasata

Se considera un element de bara de lungime dx actionat de un
sistem de sarcini distribuite reduse la rezultante, iar pe fetele laterale
(in  extremitati) ale barei, bara este actionata de eforturile
corespunzatoare: N,M, T si respectivi N+dN,M+dM, T +dT, figura 14.2.
Bara se gaseste intr-o pozitie deformata in raport cu care se va exprima
echilibrul fortelor.

_>(f\‘\m+dm
dx 3 N+dN|

T+dT

L dx
7 1

Fig.14.2. Bara dreaptd, in pozitie deformata, actionata
de forte exterioare si eforturi pe fetele sectiunilor extreme

Prin exprimarea echilibrului se obtine urmatorul sistem de trei
ecuatii:

> X=0; N+p.dx — (N+dN)=0, (14.12)
ZY:O; T+p,dx—(T+dT)=0, (14.13)

> M=0; M+de+ptdxd —pndxd—+Ndv M+dM)=0. (14.14)

B



STABILITATEA SI DINAMICA CONSTRUCTIILOR 175

Prin rezolvarea sistemul de ecuati de echilibru static si netinand

cont de termenii: ptdxdTV Si pndxdTX, rezultd relatii dintre eforturi si

incarcari:
dN
’ 14.15
dX = Pt ( )
daT
, 14.16
o - P ( )
aM N9 (14.17)
dx dx

14.2.3. Echilibrul fortelor exprimat in raport cu pozitia
initiala. Bara incarcata suplimentar cu un cuplu distribuit, mdx

Se considera un element de bara de lungime dx actionat de un
sistem de sarcini distribuite, forta si cuplu reduse la rezultante, iar pe
fetele laterale (in extremitati) ale barei se introduc si eforturile
corespunzatoare: N,M, T si respectiv: N+ dN,M+dM, T +dT, figura 14.3.

pdx * M+dM
t \ N+dN

I A
\

Fig.14.3. Bara dreapta, in pozitie initiala, actionata
de forte exterioare si eforturi pe fetele sectiunilor extreme

Se exprima echilibrul fortelor in raport cu pozitia initiala a
elementului de bara. Se deduce sistemul de ecuatii de echilibru static:

ZX=0; N+p.dx — (N+dN)=0, (14.18)
ZY:O; T+p,dx—(T+dT)=0, (14.19)
> M=o M+de—pndxdTX+mdx—(M+dM):0. (14.20)

B

Prin rezolvarea sistemul de ecuatii se obtin relatii diferentiale
intre eforturi si incarcari de forma:

dN

, 14.21
dx =Pt ( )
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dT

a_ ., 14.22
ax -~ Pr ( )
LU . (14.23)
dx

14.2.4. Concluzii privind exprimarea echilibrului barei
drepte incarcata cu forte exterioare si eforturi in sectiunile de
capat

1. Comparand celor trei situatii expuse anterior, prin care s-a
exprimat echilibrul unui element de bara actionat de forte exterioare si
eforturile din extremitati, in urma caruia au rezultat trei grupuri de
relatii diferentiale se constata:

a) relatia diferentiala 3—)|\(l:pt care exprima legatura dintre

incarcarea exterioara si efortul axial (N) sunt identice in toate
cele trei situatii (v. paragrafele: 14.2.1, 14.2.2 si 14.2.3),
relatiile: (14.9), (14.15), si (14.21), indiferent daca echilibrul
este exprimat in raport cu pozitia initiala sau cu cea
deformata;

b) relatia diferentiala 3—1:—pn care exprima legatura dintre

incdrcarea exterioara si forta taietoare (T) sunt, de
asemenea, identice in toate cele trei situatii (v. paragrafele:
14.2.1, 14.2.2 si 14.2.3) relatile: (14.10), (14.16), si
(14.22), indiferent daca echilibrul este exprimat in raport cu
pozitia initiald sau cea deformata;

c) relatiile diferentiale, (14.11) si (14.17), dintre momentul
incovoietor din sectiunile de capat si incarcari, in cazul
exprimarii echilibrului in raport cu pozitia initiala sau cu
pozitia deformata a elementului de bara difera, daca
exprimam echilibrul in raport cu pozitia initiala a elementului

de bara sau cu pozitia deformata: j—:(/l =T si d—l::l =T+ Nd—i;

2. Referitor la relatiile diferentiale dintre momentul
incovoietor si incarcari, (14.17) si (14.23), in cazul exprimarii
echilibrului in raport cu pozitia deformata a elementului de bara,
paragraful (14.2.2) si, respectiv, in raport cu pozitia initiala a acestuia,
dar incdrcat elementul de bara cu un cuplu distribuit, paragraful
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(14.2.3): d—M=T+Nd—V si d—M=T+m, constatam ca si acestea
dx dx dx

difera.
Pentru ca relatiile de mai sus sa fie identice inseamna ca trebuie
sa existe egalitatea:

N _m (14.24)
dx
si astfel, constatam cad putem exprima echilibrul elementului de bara
incdrcat cu sarcinile distribuite si cu un cuplu distribuit de intensitate
data de relatia (14.24), in raport cu pozitia intiala nedefomata.

3. Pentru a valorifica constatarea de mai sus, vom analiza relatia
(14.24) prin care se determind intensitatea cuplului distribuit, ce se
adauga ca sarcina exterioara suplimentara, in solicitarea elementului de
bara.

I v . . . N
Se exprima raportul j— functie de rotirea @ unei sectiuni a
X

barei:
N 9o~ 0, (14.25)
dx
iar intensitatea cuplului suplimentar, din expresia (14.25), se calculeaza
cu relatia:

m = No. (14.27)

In consecintd, incdrcarea suplimentard m este functie de
deformata structurii, v,® care, in prima etapa de solutionare a
problemei, este necunoscutd. De aceea, se exprima deformata si,
implicit, Tncdrcarea suplimentara m, in functie de necunoscutele
problemei, specifice metodei deplasarilor, care se determing, intr-o alta
etapa, prin rezolvarea sistemului de ecuatii de conditie.

Nodurile unei bare, dintr-un cadru cu noduri deplasabile, vor
descrie, in procesul de deformare, atat deplasari liniare, cat si deplasari
unghiulare (v. figura 14.4).

Deplasarea relativa a nodurilor barei ij, detasata dintr-un sistem

de baza al unui cadru cu noduri fixe, poate fi definita prin intermediul
rotirii axei barei, notata ¥ . Rotirea unei sectiuni oarecare ® poate fi
descompusa in doua componente, astfel se scrie relatia:

O=VY+0, (14.28)
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unde componenta ¢ reprezinta rotirea sectiunii masurata in raport cu
axa Inclinata a barei ij.

Se introduce relatia (14.28) in (14.27) si rezulta:
m=NY¥ + N, (14.29)

Fig.14.4. Deformata barei ij apartinand unui
cadru cu noduri deplasabile

~ W [ ~ W
O/ RN IC)
VY
m Ny |-
= +/\
= NG
VY
Y Y
— M N — M

Fig.14.5. Barei ij dintr-un sistem de baza actionat:a) cu un cuplu
distribuit de intensitate m; b) cuplu distribuit de intensitate
N ; ¢) cuplu distribuit de intensitate Ny
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ceea ce corespunde descompunerii cuplului suplimentar in alte doua
cupluri distribuite: N¥ si N .

Si, In consecintd, incarcarea suplimentarda a unei bare, extrasa
dintr-un cadru cu noduri deplasabile, figura 14.5, se va compune in
doua componente:

a) o incarcare cu cupluri distribuite, de intensitate N¥ ;
b) o incarcare cu cupluri distribuite, de intensitate N .

In cazul primei situatii de incdrcare, figura 14.6, bara inastrata
perfect in noduri, in ambele extremitati si actionatd de un cuplu uniform
distribuit, evidentiaza o diagrama de moment incovoietor, conform
Staticii Constructiilor, identic nuld, iar Tncarcarea poate fi inlocuita cu
doua forte concentrate de intensitdti egale cu N¥ . Sensurile acestor
forte, care se aplica in nodurile barei, sunt alese astfel incat sa aiba
acelasi sens cu rotirea ¥ a barei.

in concluzie, calculul de ordinul II si de stabilitate se poate
efectua exprimand echilibrul fortelor in raport cu pozitia intiala
nedeformatd a structurii, dar incarcand, in acelasi timp, barele cu un
cuplu distribuit, care se inlocuieste, in procesul de calcul, cu doua forte
concentrate, de intensitate N¥, aplicate in noduri, normal pe axa barei.
Aceste forte se aplica numai in nodurile unei bare ce sufera rotiri, ¥
reprezentand rotirea barei respective, iar N efortul din bara respectiva.

14.3. Calculul de ordinul II al cadrelor cu noduri
deplasabile

14.3.1. Etape de calcul

In vederea efectudrii unui calcul de ordinul II al unui cadru cu
noduri deplasabile se parcurg urmatoarele etape de calcul:

a) Se realizeaza un calcul de ordinul I pentru a defermina eforturile axiale
din barele structurii. Nu se iau in considerare decat eforturile de
compresiune;

b) Se calculeaza factorii de compresiune pentru barele structurii cu relatia:

[N 13.21
Vij_ijiijr (13.21)

c) Se stabilieste sistemul de baza, corespunzator metodei deplasarilor, se
scrie sistemul de ecuatii de conditie;

Iryfles )+ Rip = 10} (13.22)
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unde [rUJ reprezintd matricea coeficientilor (matricea de rigiditate a
structurii),

{Zj} - vectorul necunoscutelor, deplasarile nodurilor,
si {Rip} - vectorul termenilor liberi;

In cazul cadrelor cu noduri deplasabile, de exemplu structura din

figura 14.7, matricea coeficientilor notatd |r;] cuprinde mai multe tipuri

de coeficienti, spre deosebire de cadrele cu noduri fixe. Astfel,

distingem:
y 2P yP

O O

@ ®

kezzzd

777 77

/7 7
Fig.14.7. Cadru cu noduri deplasabile

i. coeficientii r; si ry, calculati cu relatii identice cu cele gasite
la studiul cadrele cu noduri fixe;
ii. ry, Si ryp - coeficienti principali care se determina ca reactiuni

in blocajele grade de Ilibertate (reazeme simple) ale
sistemului de baza;

iii. rp si r, - coeficienti laterali referitor la blocajele de nod,
respectiv, blocajele grade de libertate.
Vectorul termenilor liberi, {Rip}, cuprinde doud tipuri de termeni
liberi, si anume:
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i. Rjp - termeneni liberi identici cu cei determinati la cadrele cu noduri
fixe, se determina cu relatia (13.23);

ii. Ry, - reactiuni din blocaje de nod grad de libertate ale
sistemului de baza.

d) Se determina coeficientii matricei de rigiditate (coeficientilor):

i. coeficientii r; si ry se calculeaza cu relatiile (13.6) si (13.7);

ii. pentru a calcula coeficientii r,, si r;, se realizeaza sistemul de
baza corespunzator, figura 14.8.

v o Ve
o—df,

l@ @I 3

. .o—o|$

@ O

© o ¢

/. Y Ve

Fig.14.8. Cadru cu noduri deplasabile. Sistem de baza

Folosind sistemul de baza, stabilit si prezentat in figura 14.8, se
definesc cei doi coeficienti. Coeficientul principal r,, reprezinta
reactiunea din blocajul grad de libertate b, cand in acest blocaj se
produce o cedare de reazem, deplasare liniard, egala cu unitatea, iar
coeficientul ry, se identifica cu reactiunea din blocajul de nod i, cand in
blocajul grad de libertate b, al sistemului de baza, s-a produs o
deplasare liniara, cedare de reazem, egala cu unitatea.

In vederea determindrii acestor coeficienti se produce o
cedare de reazem in blocajul grad de libertate b, egala cu unitatea,
figura 14.9.
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Reactiunile r,, si r;, se determina exprimand echilibrul static prin

intermediul unei ecuatii de moment, referitor la nodul i, respectiv, a
unei ecuatii de lucru mecanic virtual pentru gradul de libertate b,
conform figurii 14.10.

Se obtin urmatoarele ecuatii de echilibru:
ZM =0;
i
Si
I’ib + Ki2 lPiz =0 (14.23)
LMV = 0;
b
sau
e ¥aub eV ebywb  eYwb | X wbygb b b .4 _
b ® 1 = (KiaWpy + Kar'Wig )Wy — (Ko Wiy + Kai W ), + N, Wy o 1+ N Wi ¢1=0

(14.24)

[

b A~ Ka
NisWis Wia
< 772, YezZZ T

Fig.14.9. Cadru cu noduri deplasabile. Deformata sistemului de
baza corespunzatoare gradului de libertate “b”
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Rezolvand ecuatiile (14.23) si (14.24) se evidentiaza relatiile de
calcul a celor doi coeficienti: ry, si ry, . Acestea sunt:

fp = —Kis W5 (14.25)
si
Fop = (K1 W5 + KarPE)WE + (Ko W8 + Ko WE)WE — N, W5 —N, 2.  (14.26)
iii. coeficientul r,, .

Prin definitie coeficientul r,, reprezintd reactiunea din blocajul

grad de libertate b cand pe sistemul de baza, in blocajul grad de
libertate b, se produce o cedare de reazem egala cu unitatea.

1 1
N14LIJ?4 Nuwi%

r
— 0 — ) ;= bb
1 -l
'T\K14L|J?4 AT Kpwp
j Yix T /
b 1 i2
Wig =7— /
lig d /W o p
by 4 Ko
Nigwiz |/
-« (o—ol
R%w%
N14W?4
< %7 7

Fig.14.10. Cadru cu noduri deplasabile. Deplasata in gradul
de libertate “b”

Situatia de incarcare definita mai sus este desenata in figura
14.9, iar pentru a afla relatia de calcul a coeficientului r,, se realizeaza
deplasata corespunzatoare gradului de libertate a, incacata cu fortele si
cuplurile din deformata sistemului de baza, din deformata sistemului
prezentata in figura 14.11.

Sistemul de forte din deformata b parcurgand deplasarile
specifice deplasatei a vor produce un lucru mecanic virtual. Egalarea
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acestui lucru virtual cu zero evidentiaza o ecuatie de echilibru, care prin
rezolvare va pune in evidentd expresia de calcul a coeficientului ry, .

Deci:
LMV =0;
a
sau
V¥ ob | w ¥ ybywa b
rab o] + (KiZ \Pi2 + K2i lPiz )lyiz — NiZ\PiZ o]l =0 (14.27)
si
Vb | ¥ ybywa b
rab = —(KIZ \PiZ + K2i \{liZ )\PIZ + NiZ‘PiZ . (14.28)
iv. coeficientul r;.
NiztlJibz
» —— ok
N .
;r\ KipWiy
a 1 Et.’a
Wiz :I'_ ¢
i2
p wab 1
! 212
Nowh ‘ r
- —
"“J‘ |
1/
Ve s 2 ‘:’// %)/-/

Fig.14.11. Cadru cu noduri deplasabile. Deformata in gradul
de libertate “a”

Semnificatia fizica a coeficientului r,; este urmatoara: reactiunea

forta din blocajul grad de libertate b, cand in blocajul de nod i al
sistemului de baza se produce o cedare de reazem, deplasare
unghiulara, egald cu unitatea. Deplasata sistemului de baza
corespunzatoare cedarii de reazem a blocajului i este prezentata in
figura 14.12, iar deplasata sistemului obtinuta prin introducerea de
articulatii in toate nodurile rigide si reazemele incastrate ale structurii
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date, corespunzatoare gradului de libertate b, este desenata in figura
14.13.

Pentru a calcula coeficientul r,; se scrie lucrul mecanic al fortelor

de pe deformata sistemului de baza, referitoare la cedarea blocajului de
nod i, parcurgand deplasarile din deplasata b.

Rezulta:
LMV =0;
b
sau
fy o1+ (K, + M )W2 =0 (14.29)
Si
(14.30)
N
M- = Ki1ti1
A1 My =Kt
. .o—o|>
Fig.14.12. Cadru cu noduri deplasabile. Deformata sistemului de
baza produsa de cedarea de blocaj de nod “i” egala cu unitatea
(deplasare unghiulard)
LMV =0;
b
sau

fy o1+ (K, + M )W2 =0 (14.29)
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Si
foi = ~(Kip + My )5 - (14.30)

Obs. In ecuatiile de mai sus, rigidititile au expresiile:

Kij = 6TEIK,
pentru bara dublu incastrata;
Ky = 3Elgo

pentru bara incastrata simplu rezemata,
1

unde: K=
2a-P
1 1
e —
;— Tbi
o /‘
Yi2 =|—
b 1 12 /
Yig o A/ /
14 i M
\L/ tr
(o—d
%7 % <

Fig.14.13. Cadru cu noduri deplasabile. Deplasata sistemului in
gradul de libertate “b”. Calculul coeficientului r;

Si
1
K, = —.
° " q

e) Se determina termenii liberi: Rip §i Rpp:
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v. termenul liber R, a fost analizat la cadrele cu noduri fixe,
relatia (13.23);
vi. termenul liber Ry, .

Termenul liber Ry, reprezinta reactiunea forta din blocajul grad

de libertate b, cand sistemul de baza este actionat cu fortele exterioare
date.

In vederea determindrii acestui termen liber, se deseneaza
deformata sistemul de baza, sub actiunea fortelor si se evidentiaza
momentele de incastrare perfecta, figura 14.14. Termenul liber se afla
prin rezolvarea unei ecuatii de lucru mecanic virtual. Lucrul mecanic
virtual va fi exprimat de fortele exterioare si momentele de incastrare
perfecta, parcurgand deplasarile corespunzatoare din deplasata gradului
de libertate b, figura 14.15. Ecuatia de lucru mecanic este urmatoarea:

LMV = 0;
b
sau
Rpp ¢ 1+qled+(m, +m,)¥5 =0 (14.31)
Si
Rop = —qle 8 — (M, +my ¥, (14.32)
1 1
2oy i
— Rbp
M4
b _ 1
l4J14=|— A/
14
— ;'; (o—d
ql [
F\ My

Fig.14.15. Cadru cu noduri deplasabile. Deplasata sistemului in
gradul de libertate “b”. Calculul termenului liber Rbp
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unde: m,, si m,, sunt momente de incastrare perfecta obtinute printr-
un calcul de ordinul II,

5- L,
2

f) Se rezolva sistemul de ecuatii de conditie, relatia (14.23) si
traseaza diagramale finale de eforturi prin suprapunerea

efectelor.
¢ 2P ¢ P
N i — o
= M4
B AR
q
/ ‘ Rap
| . .o—o|'5—>
IS A
e T
T T ZZZe

Fig.14.14. Cadru cu noduri deplasabile. Deformata sistemului de
baza produsa de actiunea fortelor exterioare

14.3.2. Aplicatie

Pentru structura din figura 14.16.a se cere sa se traseze
diagrama de moment incovoietor printr-un calcul de ordinul II, prin
metoda deplasérilor. Se cunosc: P =140KN, Q =1KN si EI = 5000KNm?.

Se vor parcurg etapele de calcul prezentate in subcapitolul
14.3.1, astfel:

a) Determinarea eforturilor axiale de ordinul I din barele structurii.
Eforturile axiale sunt:

si
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#P P

¢
A\ .
TE Emal T T

6.00m
al EI b.

©

777 5.00m 7777,

Fig. 14. 16. Cadru static nedeterminat. Calcul de stabilitate.
a. Structura considerata. b. Sistemul de baza

b) Calculul factorului de compresiune, v,;.

Folosind relatia (11.5), se obtine pentru factorul de compresiune
valoarea:

Viz =l =
EI
13

Vis = 6.0 _ 1,003 ~ 1.0. (14.32)
5000

c) Se stabilieste sistemul de baza, corespunzator metodei
deplasarilor, figura 14.16.b si se scrie sistemul de ecuatii de
conditie:

sau

{rllzl + rlaza + Rlp = 0 (14 33)

I‘alzl + I‘aaZa + Rap =0 '
d) Determinarea coeficientii matricei de rigiditate: r,, ry, s Si ras-

Deformatele sistemului de baza pentru cedari in blocajul de nod
i, respectiv blocajul grad de libertate a sunt prezentate in figurile
14.17.a si 14.18.a, iar deplasatele in gradul de libertate a incarcate cu
fortele din deformatele sistemului de baza sunt aratate in figura 14.
17.b, respectiv figura 14.18.b.
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Pentru calculul coeficientilor se scriu urmadatoarele ecuatii de
echilibru static, conform fig. 14.17:

ZM:O; M —Kp —-Ki3=0;
1

LMV =0;  ryel+(Kjs+t;3K;3)e w3 =0.
a

Rezolvand cele doua ecuatii se obtin relatiile de calcul ale
coeficientii:

—a }—14 }—1"
kind |4 f_d Fal _I_ -,I- Fal

Ki2

Kiztis

Fig.14.17. Cadru cu noduri deplasabile. Calculul coeficientilor ry sin,:
a. deformata sistemului de baza, b. deplasata sistemului in gradul de libertate “a”
Si
Fa = —(Kis + £15K;5) o ¥ (14.35)

Fig. 14. 18. Cadru cu noduri deplasabile. Calculul coeficientilor ry| si raa:
a. deformata sistemului de baza, b. deplasata sistemului in gradul de libertate “a”

Conform figurii 14.17, pentru calculul coeficientilor r si rag, se
scriu urmatoarele ecuatii de echilibru static:
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ZM=0,
1

rezulta:
g + Ki3¥3 = 0 (14.36)
LMV =0
a
si
Mg el- (R%\y]a_,, + R}Iﬁ\yg) o WA +Nz¥E e1=0. (14.37)

Rezolvand ecuatiile de echilibru se obtin relatiile de calcul ale
celor doi coeficienti:

=¥
fa = K133, (14.38)
—y —y
Faa = (KisW + Ka#3) o Wi — N3 3. (14.39)

Conform datelor problemei si a celor patru figuri se cunosc:
4EI 4EI

Kz o2 K= 2ol
«, JEL_ 3edEL,  12EI
| 5 5
K"
t. = 0.5
13 i Kn
Kl = OBL OBl Elek
| 6
11
wa oo L
N,; = 140KN
si
K=— 3% _0.96622
4a® - 3p*
|
Ke——  —0.9832
2a - B*
Ke—3® 1017197,

4a® - 3p?
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Rezulta:
r, = 15220.73558 (14.40)
Fai = Ma = —819.3441 (14.41)
Faa = 249.78137 (14.42)

e) Calculul termenii liberi: Rlp $i Rap -

In vederea determinarii termenilor liberi se incarca sistemul de
baza cu fortele exterioare, figura 14.19.a si se exprima echilibrul static,
prin intermediul urmatoarelor doua ecuatii:

% P \ Rip Rap
3.140722
a. b. @
3.53996
oz o

Fig. 14. 19. Cadru static nedeterminat: a. sistem de baza actionat de forte
exterioare; b. diagrama finala de moment incovoietor de ordinal II

ZMzo;
1

rezulta:
Rp =0 (14.43)

si

ZY =0;
se obtine:

Q + Rap = O

Si

Rap =-1. (14.44)

f) Rezolvarea sistemului de ecuatii de conditie.
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Introducand in sistemul de ecuatii (14.33), relatiile de calcul a
coeficientilor (14.40-42) si termenii liberi, expresiile (14.4 si 14.44) si in
urma rezolvarii acestuia se obtin solutiile:

g) Trasarea diagramei de eforturi.
Diagrama finala de moment incovoietor de ordinul II se traseaza,
prin suprapunerea efectelor, in modul urmator:

f f
MI, =Ml =KjpZ; = 3.140722142KNm, (14.47)

—y
ME; = ~t13K13Z) + K31%3Z5 = 3.53996KNm (14.48)
si este trasata in figura 14.19.b.

14.4. Calculul de stabilitate a cadrelor cu noduri
deplasabile folosind matricea de rigiditate. Etape de calcul

In vederea efectuarii unui calcul de stabilitate al unui cadru cu
noduri deplasabile, se parcurg urmatoarele etape de calcul:

a) Se realizeaza un calcul de ordinul I pentru a afla eforturile axiale
din barele structurii. Se iau in considerare numai eforturile de
compresiune;

b) Se calculeaza factorii de compresiune pentru barele structurii,
aplicand relatia (11.3), care ia forma:

N
o= }i; 14.49
V] 1] EII_] ( )

c) Se depisteaza factorul de compresiune maxim si functie de acest
factor se exprima ceilalti factori de compresiune. Daca notam

factorul de compresiune maxim cu "v" sau "v..x", atunci ceilalti
factori de compresiune se determina functie de acesta astfel:

lj [Nij EI
v [0 =

, 14.50
[ N EIij ( )

Vij =
unde v se determina cu relatia (11.3).

d) Se fixeaza sistemul de baza, corespunzator metodei deplasarilor.
e) Se calculeaza coeficientii i, rji, fip, b, Tab $1 i aplicand

relatiile (13.6), (13.7), (14.25), (14.26), (14.28) si (14.30);
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f) Se determina ecuatia de stabilitate prin anularea determinantului
matricei coeficientilor (matricei de rigiditate):

det([r;) = 0; (15.51)

g) Se cautd, prin incercari, solutia ecuatiei de stabilitate.
Obs.: In iteratia pentru aflarea solutiei ecuatiei de stabilitate se
parcurg cativa pasi, dupa cum urmeaza:
1. Se impune o solutie pentru factorul de compresiune maxim,
v, dupa criteriile prezentate in cursul nr.11, paragraful 11.2,
in cadrul observatiilor (punctele 1, 2 si 3). Functie de aceasta
se determina ceilalti factori de compresiune.

2. Se calculeazd parametrii K', K°, K", K cu relatiile:

K = 4023—082 (14.52)
KO :é, (14.53)

k":ﬁ, (14.54)
. 1

A (14.55)

parametrii a si B se calculeaza in functie de factorul de compresiune cu
relatiile (9.50 si (9.53)
3. Se determina rigiditdtile la rotire si se introduc, spre
verificare, In ecuatia de stabilitate.

Urmatorii pasi in iteratie coincid cu operatiunile expuse la studiul
stabilitati cadrelor prin metoda matricei de flexibilitate, cursul numarul
11, pararagraful 11.2, punctele 4, 5 si 6 din observatii.
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