CAPITOLUL I
CALCULUL REACTIUNILOR

Determinarea raspunsului unei structuri static determinate la actiunea
incarcarilor exterioare - eforturi si deplasari - incepe cu calculul reactiunilor.

Reactiunile structurilor static determinate se obtin cu ajutorul ecuatiilor de
echilibru static, utilizand metodele Mecanicii Teoretice - metoda separararii
corpurilor si metoda solidificarii. Metoda solidificarii este cea mai eficientd deoarece
elimina calculul fortelor din legdturile interioare.

Daca sunt de calculat reactiunile unui singur corp, atunci numdrul de
necunoscute este de trei si egal cu numadrul de ecuatii de echilibru static. Pentru
structurile dezvoltate, cu un numdr de reactiuni mai mare de trei, se scriu ecuatii
suplimentare de moment egal cu zero, in raport cu articulatiile interioare.

O rezolvare eficientd a problemei reactiunilor constd in a scrie ecuatii cu o
singurd necunoscutd. De asemenea, este necesar ca rezultatele calculului sa fie
verificate pentru cd reactiunile sunt utilizate ulterior pentru calculul eforturilor si
orice greseald in calculul lor se transmite si asupra eforturilor.

Utilizarea lucrului mecanic virtual pentru calculul reactiunilor va fi tratata
intr-un alt capitol.

APLICATII

Sa se determine reactiunile din reazeme la urmatoarele elemente si structuri
static determinate.

Problema 1.1(fig.1.1)

Se elibereaza grinda de lega-

2kN/m 80kN turile cu baza de sustinere si in locul
IS l » acestora se introduce echivalentul
/é 7\ mecanic corespunzator.
L2 — > X. =0; H =0

e T YM,=0;, V,-10-12-5-75-80-3=0

V, = 69kN

H=0 v v v + v l !

M, =0; 12-5-75+80-7-V,-10=0

T V=69 V2:71T V, =71kN

- Fig.1.1 -

Verificare
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>Y, =0, V,-12-5-80+V,=69-60-80+71=0
Deci reactiunile au fost corect calculate.. Reactiunile V| si V, au rezultat cu
semnul plus deci sensul adoptat initial este cel corect.

Problema 1.2 (fig.1.2)

I 140kN 90,/2kN
0
y 2 ¥ > X, =0; H -90=0; H, =90kN
; ) > Y, =0; V,-40-90=0; V, =130kN
| M, =0; -M,+40-2+90-4=0;
M, = 440kNm
M,=440 140 19090 1
H1:90/> - Verificare:
\ M, =0;
R M, +V, - 4—40-2 = —440 + 520~ 80 = 0

- Fig.1.2 -

Problema 1.3 (fig.1.3)

l30kN 130
2

—
A e TV2=40
EE 16
— L, .
L, - —>
—p >
Hi=80
) 4 e le—
A
4 4 V=10

- Fig.1.3 -

YX, =0; 16-5-H, =0; H, =80kN
SM, =0; 16-5-2,5+30-4-V,-8=0; V, =40kN
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d>M, =0, V,-8+80-8-16-5-5,5-30-4=0; V, =—10kN

Verificare > Y, =0; V,+30-V,=10+30-40=0

Sensul real al reactiunii V, este invers celui considerat initial. Ulterior in calcul
se va lucra cu sensul real si cu valoarea V;=10kN.

Problema 1.4 (fig.1.4)

10kN/m ZOkNl
1 v v v 2
12 — 3

TVIZSS T V2:85

- Fig.1.4 -
>X,=0; H, =0
SM, =0; 10-12:6-V,-12+20-15=0; V, =85kN
SM, =0; V,-1-10-12:6+20-3=0; V, =55kN
Verificare .Y, =0; V,—-10-12+V,-20=55-120+85-20=0

Problema 1.5 (fig.1.5)

Calculul se va efectua utilizdnd in ordine metoda separarii corpurilor i apoi
metoda solidificarii.

1) Metoda separarii corpurilor

Calculul incepe cu grinda 3-4

> X, =0, H,=0

d>M,=0; 15-8-4-V,-6=0; V, =80kN
YM, =0, V,-6-15-8:2=0; V, =40kN
Verificare D Y, =0; 40—-15-8+80=0

Grinda 1-2-3
>X, =0, H =0
-15 -



SM,=0; V,-12-100-6+40-3=0; V, = 40kN
>M, =0; 100-6-V,-12+40-15=0; V, =100kN
Verificare D Y, =0; 40—100+100-40=0

llOOkN 15kN/m
1 2 T 44
Jpay N AN
6 6 3 6 )
I< 4
H;=0
3 ,¢ vy VY ¥V vy
—
1100 1V3=40
H;=0
—
> H3=0
V=40 V>=100
1100 15
H;=0
. 3 vy VY Vv
T Vi=40 T V,=100 T V=80
- Fig.1.5 -

2) Metoda solidificarii

Deoarece sunt patru necunoscute H;, Vi, V,, V, se scriu cele trei ecuatii de
echilibru static s1 o conditie suplimentarda de moment egal cu zero in articulatia
interioara 3, fie pentru fortele de la stanga, fie pentru fortele de la dreapta. Ordinea in
care se scriu aceste ecuatii este guvernatd de ideea de a obtine ecuatii cu céte o

singurd necunoscuta (daca este posibil).
>X,=0; H =0
YM{ =0, 15-8-4-V,-6=0; V, =80kN
YM,=0; V,-12-100-6+15-8-7-80-9=0; V, =40kN
>M,=0; 100-6-V,-12+15-8-19-80-21=0; V, =100kN
Au fost obtinute aceleasi valori ca prin metoda izolarii corpurilor.
Problema 1.6 (fig.1.6)
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20

20kN/m
A B | l l 30
Vv A <30kN / -
N
’ —x
<
Hx=12
| AT iy .
H:
,é T visl2 Vo=18

- Fig.1.6 -
d>M, =0, V,-10-20-6-7-30-6=0; V, =102kN
M, =0; 20-6-3-30-6-V,-10=0; V, =18kN
Verificare > Y, =0; 102-20-6+18=0
> M7 =0, 102-6-H,-6-20-6-3=0; H, =42kN
>M{ =0, H,-6-18-4=0; H, =12kN
Verificare > X, =0; 42-30-12=0
Reactiunea H, se putea calcula din ecuatia de proiectie, iar verificarea se

efectua scriind conditia de moment zero in raport cu articulatia interioara 3, pentru
fortele de la dreapta.

Problema 1.7 (fig.1.7)

80kN 80
‘ > l60kN — l60
“ 20kN/m 20
4 S -]
3
— |
N il il
v 1 2 >
77/ — _
é V=20 Hz43$—200
B 8 Jo b v V=80
| | L
- Fig.1.7 -

SM¥=0; 80-2—V,-8=0; V, =20kN
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ZXi:O; H, -20-6+80=0; H, =40kN

ZMZ:O; 80-8-20-12-60-4-20-6-3+M, =0; M, =200kNm
ZYi:O; -20-60+V, =0; V,=80kN

Verificare

ZM?zO' —-40-6-80-4+200+20-6-3=-560+560=0

b

Problema 1.8 (fig.1.8)

120kN l

- Fig.1.8 -

SM,=0; V, -16-120-12=0; V, =90kN
SM, =0; 120-4-V,-16=0; V,=30kN
Verificare DY, =0; 90-120+30=0

MY =0; H,-3-30-8=0; H, =80kN
>M; =0, 90-8—H,-3-120-4=0; H, =80kN
Verificare > X, =0; 80-80=0

Problema 1.9 (fig.1.9)

In acest caz nu mai este posibil sa se scrie ecuatii cu o singura necunoscuta,
deoarece reazemele nu mai sunt la acelasi nivel. Se va alcatui un sistem de doua
ecuatii cu doud necunoscute si dupd rezolvarea acestuia se vor determina si celelalte

doua necunoscute.
ZM;t =0; V,-4-H,-3-15-4-2=0

M, =0; V,-8+H, -5-15-4-6+16-2=0
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15kN/m 15

e
-Fig.1.9 -
Din rezolvarea sistemului de ecuatii rezulta H, = 8kNs1V, =36kN
Din ecuatiile de proiectie pentru ansamblu se obtine:
>X, =0, H -H,=0;, H,=8kN
>Y,=0; 36-15-4+V,-16=0; V,=40kN
Verificare > My =0; 8-8-40-4+16-6=160—160=0

Problema 1.10 (fig.1.10)
dYM; =0, V,-4-15-4-2=0; V, =30kN

SM, =0; 30-6-15-6-3+150-V,-12=0;  V, =5kN
M, =0; 30-18-15-6-15+150+V,-12=0;  V, =55kN
Verificare Y, =0; 30-15-6+55+5=0

SM¥=0; H,-8-5-6+150=0; H,=-15kN

YX, =0, H,-H,=0; H,=-15kN

Verificare

> M =0; 30-12-5-6-94+55-6+15-8=810-810=0
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15kN/m 150kNm
R R /\'

& ;l
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= =
O
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(@]

- Fig.1.10 -
Problema 1.11(fig.1.11)

Din conditiile de echilibru ale structurii in ansamblu se pot calcula reactiunile
verticale V; si V; si se poate obtine o relatie intre H; si H,, dar nu se poate determina
valoarea acestora. De aceea, In asemenea situatii se separd partea superioara de cea

inferioard. Se analizeaza mai intai partea superioard, ca fiind o parte secundara si apoi
partea inferioara.

Calculul partii superioare
>M,=0; 20-3-1,5-V,-12+20-3-1,5=0; V, =15kN

SM, =0; 20-3-1,5-V,-12+20-3-1,5=0; V, =15kN
Verificare Y, =0; —15+15=0
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>M! =0, H,-3-20-3-1,5-15-6=0;, H, =60kN
>X,=0; -60+20-3+20-3—-H,=0; H,=60kN
Verificare ) My =0; H,-3-V,-6-20-3-1,5=60-3-15-6-90=0

20kN/m 20kN/m > O >
e S O - =
~ H4=60 - >
“ v 7 6 7 +— L_I i 0 >
yy ) 4 5C A
e > 3 > Vs=15 Vs=15
= O g v
A
© 15 15
¢ |1 2 60 60 VY
— > > > >

H=120 H,=120
< —

l V=108 V2=108 T
- Fig.1.11 -
Calculul partii inferioare
M, =0; -V,:20+60-9+20-3-7,5+15-16+60-9-15-4+20-3-7,5=0
V, =108kN

SM, =0; 60-9+20-3-7,5-15-4+60-9+15-16+20-3-7,5-V, - 20 = 0;
V, = 108kN

Verificare > Y, =0; —108+15-15+108=0

M =0; H,-6-108-10+20-3-15+60-3+15-6=0;
H, =120kN

YM*=0; H,-6-108-10+20-3-1,5+60-3+15-6=0;
H, =120kN
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Verificare > X, =0, 120-20-3-60-20-3-60+120=0

Problema 1.12( fig.1.12)

In acest caz structura fiind simplu rezemata reactiunile Vy;, H; si V, pot fi
calculate din echilibrul structurii in ansamblu, dar, asa cum se va vedea intr-un alt
capitol eforturile nu vor putea fi calculate daca nu se cunosc fortele din articulatiile

interioare 3 si 4.

75kN 75
30kN 30
— O — O
Q\ 3 > H;=60 H4=90
¥ C 4 Y e D
A A
N V;5=30 V4=45
1 2

4 4 30 45
Y 30 90 ¥
Bl —_—
H1:3O
-
A
V,=22,5 Vy=52,5
- Fig.1.12 -

Calculul structurii in ansamblu

X, =0; H -30=0; H,=30kN

SM, =0; 30-4+V,-8-75-4=0; V, =22,5kN

SM, =0; 30-4+75-4-V,-8=0; V, =52,5kN
Verificare D Y, =0; 22,5-75+52,5=0
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Calculul partii superioare

SM, =0; 30-2+V,-8-75-4=0; V, =30kN

SM, =0; 30-2+75-4-V,-8=0; V, =45kN
Verificare D> Y, =0; 30-75+45=0

SM:=0; 30-4-H,-2=0; H,=60kN

SM*=0; H,-2-45-4=0; H,=90kN
Verificare > X, =0; 30+60-90=0

Calculul partii inferioare

SM,=0; V,-8-30-8-60-2+90-2=0; V,=22,5kN

SM, =0; —60-2+45-8+90-2-V,-8=0; V, =52,5kN
Verificare » Y, =0, 22,5-75+52,5=0

X, =0; H, +60-90=0; H,=30kN

Problema 1.13 (fig.1.13)

Calculul partii superioare

M, =0; 30-2-V,-6=0; V,=10kN
M, =0; 30-2-V,-6=0; V,=10kN
M =0; H,-2-10-3=0; H, =15kN
SM¥=0; H,-2-10-3=0; H, =15kN

Calculul partii mijlocii

SM, =0; 15-4+30-2+10-6—-V, -6+15-4=0; V, =40kN
SM, =0; 15-4+30-2+15-4+10-6—V,-6=0; V, =40kN
SM$=0; H,-2-40-3+15-2+10-3=0; H, =30kN
SM¥ =0; 15-2+10-3+H,-2-40-3=0; H, =30kN

Calculul partii inferioare

S, =0; 30-5+40-6+30-3—V,-6+30-5=0; V, =105kN
S, =0; 30-5+30-3+30-5+40-6-V,-6=0; V,=105kN
SM¥=0; H, -3-105-3+30-2+40-3=0; H, =45kN
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> My =0, H,-3-105-3+30-2+40-3=0; H, =45kN

30kN 30
7Y > O >
9
(@\
H-=15 Hs=15
3 o7 @) -— -—
A
V7=10 V=10
(@\]
30kN ~ \
A »
p A 10 10
15
~ 15 \/
—y— O 4 50
o 30
30kN 3 >
- > O
H4=30 Hs=30
« -— -
A
V4=40 Vs=40
v 1 2 \/
A AN 40
. 0 SN 30 30y
I T i —> —
30
>
H=45 Hs=45
-— -
A
Vi=105 V,=105
\J
- Fig.1.13 -
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Problema 1.14 (fig.1.14)

30kN/m

30kN/m

/

e e e Ty

30kN/m

H;=30 H>=30
- E—
A
V1=150
- Fig.1.14 -

SM¥=0; V,-6-30-6-3=0; V, =90kN
SM¥=0; 30:6-3-V,-6=0; V,=90kN

30kN/m

V7=90

A
V>=150

d>M,=0; 90-20-30-8-16+V,-12+30-8-4-90-8=0; V, =150kN
>M, =0; 90-8-30-8-4-V,-12+30-8-16—-90-20=0; V, =150kN
Verificare ) Y, =0; 90-30-8+150+150-30-8+90=0

> M =0; 90-14-30-8-10+150-6+H,-8=0; H, =30kN
dM{ =0, —-150-6-H,-8+30-8-10-90-14=0; H, =30kN

Verificare » X, =0; —30+30=0
=25 -



CAPITOLUL 11

GRINDA DREAPTA

In acest capitol va fi prezentat calculul eforturilor la grinda dreapta si anume —

grinda 1n consold, grinda simplu rezemata fara consola si grinda simplu rezemata cu
una sau doua console.
Diagramele de eforturi prezinta urmatoarele particularitati:

dacd intr-o sectiune se afla aplicatd o fortd in lungul axei barei sau o forta
inclinata cu proiectie pe axa barei, atunci in diagrama de forta axiald are loc un
salt egal cu valoarea fortei aplicate,

dacd intr-o sectiune se afla aplicata o fortd concentratd normala pe axa barei
sau o forta Inclinata cu proiectie pe normala la axa barei, atunci In diagrama de
forta tdietoare are loc un salt in sensul fortei si egal cu valoarea fortei,

daca intr-o sectiune se afla aplicat un moment concentrat atunci in diagrama de
moment Tncovoietor are loc un salt, in sensul momentului si egal cu valoarea sa
in sectiunea in care se anuleaza forta taietoare momentul incovoietor
inregistreaza o valoare extrema — maxima sau minima.

Diagramele de forta axiala si de forta taietoare vor fi afectate de semne — conform
conventiei prezentate in Introducere, iar diagrama de moment incovoietor va fi
reprezentatd de partea fibrei intinse prin incovoiere si nu va fi afectatd de semne.

APLICATII

A. CALCULUL EFORTURILOR. Sa se calculeze reactiunile si sa se traseze
diagramele de eforturi la urmatoarele grinzi drepte.

Problema 2.1 (fig.2.1)

l p ~ Calculul reactiunilor
N 2

) L ,:\ >X,=0; H,=0

l P Mz:\PL ZYi =0, -P+V,=0; V,=P

------------------------ =;H270 >M, =0, -P-L+M,=0; M,=PL

V2=PT

P

mPL

| |
- Fig.2.1 -
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Forta tiietoare. Axa barei este axa valorilor zero. In sectiunea 1 are loc un salt
egal cu P si in sensul acestei forte. In orice sectiune curentd, de abscisd x, forta
tiietoare este egald cu P, deoarece este singura forti care se afla la stAnga sectiunii. In
sectiunea 2 are loc un salt cu V,=P si diagrama se inchide.

Momentul incovoietor. In sectiunea 1 momentul incovoietor este egal cu zero.
Intr-o sectiune curenti momentul incovoietor este M_ = —P-x, ceea ce reprezinti o

variatie liniard. Pentru x=0 se obtine M,=0, iar pentru x=L se obtine M, = —PL. In
sectiunea 2 are loc un salt cu momentul reactiune M,=PL si diagrama se inchide.
Diagrama de moment Incovoietor a fost reprezentatd de partea fibrei intinse, care in
acest caz este fibra superioara.

Problema 2.2 (fig.2.2)
Calculul reactiunilor
p .
+ ! *h le = O, H2 =0
I— N 2 >Y,=0; —p-L+V,=0; V,=pL
| L l\ L pL’
[« g >M, =0 —p-L-E+M2:0; M, =

Verificare

L
T }H2=0 ZMlzo; Mz_Vz'L+p'L'E:

—

V2=pL
L’ L
. | SLRREIN
A 2 2
. pL A
Forta tdietoare. In sectiunea curenta forta
tdietoare are expresia T, =-p-x, deci
pL? variatie liniard. Pentru x=0 T,=T,=0, iar
S pentru x=LL T, =T, = —pL. In sectiunea 2 are
M loc un salt cu V,=pL, prin care diagrama se
inchide.
- Fig.2.2 -
X X  px’
Momentul incovoietor. In sectiunea curentda M_=-p-x - ST deci o curbd de

gradul 2 (o parabold). Pentru x=0, M,=M,=0, iar pentru x=L, momentul incovoietor
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2

este M, = _p2 . In extremitatea 2 a grinzii are loc un salt cu momentul reactiune

2
M, = p2 s1 diagrama se inchide.

Problema 2.3 (fig.2.3)

Mp Calculul reactiunilor
1= Q2

! L k z i ’ )

|

L pL
Y =0, —p-—+V,=0; V,="—7
I w5 A

H, pL L pL’
\5T} 2)@:0;‘3“§+M5:@ M, ==

T T A
pL
2
pL’
6
M /Y/'/‘/
—Fig.2.3 -
. . A e et A . - X .
Forta taietoare. Intensitatea incarcarii in sectiunea curenta este p, =p—, 1ar
.. . 1 x’ 3 3 ,
forta tdietoare are expresia T, = —pr ‘X = —Epf. Rezultd o curba de gradul doi

A . dT . . - A .
cu tangenta zero in sectiunea 1 (d— =—p, =0) si valoarea maxima in sectiunea 2,
X

L
T, ==,
2
Momentul incovoietor. Momentul incovoietor in sectiunea curentd este
1 1 x° : L
M, =-—p, Xo = ——pX—. Pentru x=0, M;=0 s1 pentru x=L, M_ =M, = B
2 3 6 L 6

< 9 . . dM
Tangenta la curba este egala cu zero in sectiunea 1, deoarece ;" ~=T, =0.
X
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Problema 2.4 (fig.2.4)

Calculul reactiunilor

15kN/m l20kN
jl : X, =0; H, =0
o , SY =0, V,-15:2-20=0; V, =50kN
ek SM, =0; —M, +15-2-1+20-4=0;
15 20
WA ! | M, = H10kNm
TVI Calculul eforturilor
50A
| T 320 T, =V, =50kN;
T
T, =T, = 20kN
1o ‘ 40 M, =—110kNm;
M | M, =-110+50-2—-15-2-1=-40kNm
- Fig.2.4 -

Problema 2.5 (fig.2.5)

llOkN 40kNm  Calculul reactiunilor

;] >X,=0; H =0
gl 2 3 Y =0; V,-10=0; V, =10kN
2y SM, =0; —M, +10-2,5+40 = 0;
M, llo 40 M, = 90kNm
Hi s > ,/)
\ A Forta tdietoare este constantd pe inter-
Vi valul 1-2 si egald cu zero pe intervalul 2-3.
_ Momentul incovoietor variaza liniar pe
T of | llo intervalul 1-2, de la valoarea M, = “90kNm
la valoarea M, = —40kNm. Pe intervalul 2-3
90 momentul Incovoietor este constant, iar
M 140 diagrama se inchide printr-un salt de 40kNm.
- Fig.2.5 -

Problema 2.6 (fig.2.6)
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Calculul reactiunilor

60kN 20k
A s P EX 200 —H, +60c0s30° =0

g 2 3 H, =51,96kN
|<2’—5’|<i+ ZYi =0, Vl —60sin30° —20 = 0;
M, \‘60kN l20kN V, =50kN
Hl‘( le =0; -M, +60sin30"-2,5+20-4=0;
Tv1 M, =155kNm

51,96 . <
N + N, =H, =5L96kN Forta axiald este constanta

pe intervalul 1-2 si este fortd de intindere.

50 & 30

y

T - T 320
155
30
M

Problema 2.7 (fig.2.7)

- Fig.2.6 —

15kN/m 30 \/Ek'l\y“o Calculul reactiunilor
g R WYX, =0; H, —302c0s45" = 0;
)0 H, = 30kN
l< l< N
i " T 3042 XY, =0; V,-15-2-304/25sin45° = 0;
m T N V, = 60kN
1 TV ZM1=0; —M1+15-2-1+30\/§sin45°.4:0
1 M, = 150kNm
N 30
60 £ 30
Ik
T
150
‘ 60
M
-Fig.2.7 -
Problema 2.8 (fig.2.8)
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- Fig.2.8 -

20kN/m 20
3 r
E 2 r E 40 f
40kN 40
(@l
+
1 H,
<\ T M, A  e—
N 60
Vi T
Calculul reactiunilor
in =0; —H, +40+20-1=0; H, =50kN

ZYi =0;

V, =0

10

130

SM, =0; —M, +40-2+20-1-25=0; M, =130kNm

Problema 2.9 (fig.2.9)

- Fig.2.9 -

15kN 15 15

(@\] 1
50kN 50 35

|2 —_—
15
N +
: & é
-
AN AN M, A S
N 35
Vi T

Calculul reactiunilor

>X, =0, —H, -50+15=0;

H, =35kN
>Y, =0, V, =0

SM, =0; —M, +50-2-15-4=0; M, =40kNm

Problema 2.10 (fig.2.10)
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- Fig.2.10 -

l 20kN 0 l
15kN/m 15 12
> >+ ™ 15
—> —
— >
<t
— —>
20 +
> —
a H; 60
—> Y > — 180
3 A
] M N T M
Vi

Calculul reactiunilor

X, =0; —H, +15-4=0; H, =60kN
Y, =0; V,-20=0; V,=20kN
SM, =0; —M, +15-4-2+20-3=0; M, =180kNm

Calculul eforturilor sino=0,8 coso=0,6

N, =H, cosa—V,sina=60-0,6-20-0,8 =20kN
N, =(H,-15-x)cosa -V, sina
x=0; N, =N, =20kN
x=4; N, =N, =-20sino =—-16kN
T, =H,sina+V, cosa=60-0,8+20-0,6 =60kN
T =H, -15-x)sina+V, cosa
x=0; T =T, =60kN
x=4;, T =T,=V cosa=20-0,6=12kN
M, =-180+H, -x+V, -xtg%—IS-x-g Variatie parabolicd cu tangenta
diferita de zero in capatul 2 al consolei.
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Problema 2.11 (fig.2.11)

15kN {5
IR EEEEE S SRR : ;
2
0 20
24 +
1 " - 57
v L ! 60
|<;| VAN N T M

- Fig.2.11 -

Calculul reactiunilor

X, =0; —H,+15=0; H, =15kN
Y, =0, V,-10-6=0; V, =60kN
M, =0; —M, +10-6-3-15-8=0; M, =60kNm

Calculul eforturilor sino=0,8 cos0=0,6

N, =-H,cosa—V,sina=-15-0,6 -60-0,8 = -57kN
N, =H, cosa—(V, -10-x)sina
x=0; N, =N, =-57kN
x=6; N_=N,=-15cosa =—-9kN
T, =V, coso.—H, sino=60-0,6-15-0,8 = 24kN
T, =(V,-10-x)cosa—H sina
x=0; T =T, =24kN
x=6; T, =T,=-H, sinoo=-12kN

X L . A
M, =-M, +V,-x-H, -xtga—10-x 3 Variatie parabolicd cu un maxim in

sectiunea 1n care se anuleaza forta taietoare
dM

dx

=T =V, -H, -tga-10-x =0; X =4m

M, =-M, +V,-4-H, -4-tga—10'4'%=2OkNm
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Problema 2.12 (fig.2.12)

20kN/m 20
40
30kN ¥ v v 30 4 v y 30 2 l )40
a »
2 3 | |
30
< .?,40
40
1 H,
AR __ “‘k
M, v
Vi
40 40
+ \|\\\
- +

™~

40 30 160

- Fig.2.12 -

Calculul reactiunilor

YX,=0; H,-30=0; H,=30kN
Y, =0, V,-20-2=0; V, =40kN
M, =0; —M, +30-4+20-2-1=0; M, =160kNm

Corectitudinea calculelor se certificd prin verificarea echilibrului nodului 2,
format din stalpul vertical si consola orizontala.

Trebuie indeplinite conditiile D>. X, =0,>. Y, =0, > M, =0.
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Problema 2.13(fig.2.13)

20kN/m 20
3 40
o 28,28 'X" 28,8
60
> > P74 90
30kN | 2 30 -l V l)
30
< 30
H, —
N\! T 4150
2 M, 100
Vi
90
00 40
28,28
7\\ J ?\ N 50 >N
28,28
_ +
-
100 30 170
M
N T
- Fig.2.13 -

Calculul reactiunilor

X =0; —H, +30=0; H, =30kN
Y =0; V,-20-5=0; V,=10kN
M, =0; —-M,+30-4+20-5-0,5=0; M, =170kNm
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Problema 2.14 (fig.2.14)

30 60
— 30
1 H, [ ]
150
T\ - 30
4 M, x> N T M
Vi
- Fig.2.14 -
Calculul reactiunilor
> X, =0, H,-30=0; H,=30kN
>Y, =0, V, =0
M, =0; M, -30-5=0; M, =150kNm
Problema 2.15 (fig.2.15
30 60

N M\ A%

l30kN 130 n 30

1 H,
. —> —>
NN\ " &, 30 N T 120 M
4
— Vi

- Fig.2.15 -
Calculul reactiunilor

>X,=0; H, =0
SY =0, V,-30=0; V,=30kN
SM, =0; —M,+30-4=0; M, =120kNm
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Problema 2.16 (fig.2.16)

Calculul reactiunilor

p
L
X == YM,=0; V -L-pL-==0;
4—>| 2 > 1 ) 5
- - | oL
V1:7
LI Y VYV VYV V V V L
> r d>M, =0, pL-E—VZ-L:O;
\nT V2
ot
pL 2
T 2L
L -
XZE &
e 2
M
pL’
8
- Fig.2.16 -

Forta taietoare in sectiunea curenta este T, = p7 —p- X, deci variatie liniara.

Pentru x=0, T, =T, :%

X:E, T,=0
2
x=L, T =T, __pb
2

Momentul incovoietor in sectiunea curenta are expresia
L X
1\/{x — p_ - X — pX R
2 2
deci variatie parabolica.
pL’

Pentru x=0 si x=L, M,=0, iar pentru x = %, M =M__ = 2
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Problema 2.17 (fig.2.17)

60kN Calculul reactiunilor

15kNm
: l Y vV ¥ ¥y2  ¥X =0, H=0
/é PAN >M, =0;

PR 6 |
[« e < g V,-12-60-9-15-6-3=0;
160 = V. =67,5kN
Ho P4 ¥ 3 vy
A re
Vi VzT 60-3+15:-6-9-V, 12 =0;
6751 | oo V, =82,5kN

T LT T, =67,5-60—15-x = 0;
- 82,5
H\‘\}\u . 05m
— 05 Oj — 226,875kNm

202,5 225 Mmax

- Fig.2.17 -

Problema 2.18 (fig.2.18)

Calculul reactiunilor

80kN 80kN
! ¥ 20kN/m 2 X, =0; H,=0
A | T S JPZAN > M, =0;
e V,-10-80-8+20-6-5-80-2 =0;
80 80 V, = 20kN
H, 2M, =0;
it N L N ML R 80:2-20-6-5+80-2-V, -10 = 0;
W AF V, = 20kN
T ]

)/ Sot— 1 M, =20-5-80-3+20-3-1,5=-50kNm
Y M

max

M \J\l/4o 40\i/

- Fig.2.18 -
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Problema 2.19 (fig.2.19)

Calculul reactiunilor

>X, =0, H =0

. pL L _,
2M, =0; Vl'L_T.gzoj
oo
L6
~pL 2L .
ZMI:O, 7'?-V2'L:O,
L
v, =B
3
- Fig.2.19 -
X
P, =P L
L L ’
T, :p?_% px-x:%—%-px (curba de gradul 2)
L
T, =0; x:—3 0,577L
L L ’
Mx=p—-x—l-px Lxopb  Lox
6 2 3 6 6 L
L
pentru x = — rezulta M__ = 0,064pL’
NE]
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Problema 2.20 (fig.2.20)

1 120kNm Calculul reactiunilor
\
PN PSP >X,=0; H =0
- 6 o S XM, =0, -V, 10+120=0;
H, y 2 V, =12kN
> Py : — 0
lvl VzT >M, =0, 120-V,-10=0;
T V, =12kN
v |- | 1 In sectiunea in care este aplicat
12 momentul concentrat are loc un salt, in
/,/ﬂ 2 diagrama de moment incovoietor. Cele doud
M ramuri ale diagramei M sunt paralele, deoarece
48 \/I/l/ forta tiietoare este constanta.
- Fig.2.20 -
Problema 2.21 (fig.2.21)
Calculul reactiunilor
602
90kNm 45° 5
I 7\ /(\, > X,=0; H,—-60-cos45’ =0,
A0 2 H, = 60k
3 .
« e > M, =0; V,-10-90-60+2-sin45"-3=0;
90 6042 V, =27kN
" A / M, =0; —90+60v2 sin45"-7-V,-10=0;
"\ V, =33kN
\4 VzT
N
- 60
27
1 1-
T

-Fig.2.21 -
Problema 2.22 (fig.2.22)
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71,52 35,76

H, 160

107,28 35,76

-Fig.2.22 -

Calculul reactiunilor

>X,=0; 80—H,=0; H, =80kN
SM, =0; 80-8—V,-4-80-4=0; V, =80kN
SM, =0; 80-4-V,-4=0; V,=80kN

Calculul eforturilor cosa=0,447 sino=0,894

N, =H,-cosa+V, -sina=107,28kN
N,, =N, —80-cosa = 71,52kN sau N, =V, -sina=7152kN
T,=H, -sina-V, -cosa =35,76kN

T, =T, -80-sina =-35,76kN sau T, =-V,-cosa=-3576kN
M,=H,-4-V,-2=160kNm sau M, =V, -2=160kNm

Problema 2.23 (fig.2.23)

Calculul reactiunilor sina=0,8  cosa=0,6

M, =0; 80-4-R,-10=0; R, =32kN
> X, =0, —H, +80-R, sina=0; H, =544kN
SM, =0; 544-8-V,-6-80-4=0; V,=19,2kN
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Calculul eforturilor

N, =H, -cosa+V, -sina = 48kN
N,, =N, -80-cosa=0
T,=H, -sina-V,-cosa =32kN

Problema 2.24 (fig.2.24)

M, =R, -5=160kNm
- ~—sina

Y

T

T,, =T, —-80-sino = -32kN
N,
y
H N, pL
N 2

-42 -
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Calculul reactiunilor

> X, =0; H,-pL=0; H, =pL
L L pL

M =0; L-—V,-—=0;, V =—tga
M, P~ Var g L=
L L L
SM,=0; H L-V,-—-pL-==0; V, ="tga
tga 2 2

Verificare

>Y =0, -V +V, :—%tga+%tga20

Calculul eforturilor

pL

N, =H, -cosa+V, sina = (1+cos’ a.)
2cosa
. L sin’
N, =V2-smoc=p—-Sln ¢
2 cosa
. pL .
TI:Hl-smoc—Vl-cosa:?smoc
L .
T, :—Vz-cosoc:—p?smoc

Forta tdietoare se anuleaza la mijlocul deschiderii, iar momentul incovoietor

maxim este:
2
M —p Loy L _pLL_pl
2 tga 2 4 8
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Problema 2.25 (fig.2.25)

15kN/m Calculul reactiunilor
Y v v v
/% é in =0, H, =0
| 2 SM,=0; V 12-15-8-2=0;
| i ° 2 V, = 20kN
15 SM, =0; 15-8:10-V, 12 =0;
- v v ' r y V, = 100kN
T Vi Va Verificare
20 & " 30 5}\\ >Y,=0; 20-15-8+100=0

! @4\ T =20-15-x=0; x=133m

70 M, :20(6+x)—15-x%=

m

30/\\ =133,33kNm

120

max

-Fig.2.25

Problema 2.26 (fig.2.26)

Calculul reactiunilor

60kN 18kN /m 45kN /m
X =0; H, =0
l v Vv ¥V 3 ' 2%, 1
ZA

P SM,=0; —60-12+V,-9-
; \ . ) —18-4-7+45-2-1=0;
4—"4—?
- - ek V, =126kN
U =1 ) M =0 —60-3+184:2-
=1 1 ~V,-9+45.2:10=0;
Vi 2
V, = 96kN
66 | 90 1 .
T ‘+\‘\ ‘N Verificare
o] - ~—T—T 1, .Y, =0
—= —60+126-18-44+96-90=0
180 5 Calculul eforturilor
M (\\Mjﬂm/l/rl\ T, =—60+126—18-x =0; x =3,67m
- Fig.2.26 -
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Mmin :_60(3+X)_126X—18~X.%

Problema 2.27 (fig.2.27)

60kNm

SOkNl

l60kN

=—-58,96kNm

Calculul reactiunilor

(=

3

23X, =0, H =0

A2 YM, =0;

4

L

~60+80-3+60-6-V,-10=0
V, = 54kN

>M, =0;

60 80 l l60
_’A
(\Hl Vl VZT
86 <0
T + v : 6
soe -1 T,
60T 1IN\
198 16
- Fig.2.27 -
Problema 2.28 (fig.2.28)
S0KNm 120kNm

100kN
2

(\ 2/1%4

PO S N S

80

1100

PAN
4 2

120

F?’Tvl

45

+

45

"
o

-45 -

-60+V,-10-80-7-60-4=0
V, = 86kN
Verificare

Y, =0, 54-80-60+86=0

Calculul reactiunilor
>X, =0, H, =0

> M, =0,
-80+100-4-V,-8+120=0
V, = 55kN
> M, =0;
-80+V,-8-100-4+120=0
V. = 45kN

Verificare
ZYi =0; 45-100+55=0



Problema 2.29 (fig.2.29)

24

l40kN
3 60

T

by,

- Fig.2.29 -

Calculul reactiunilor

>X,=0; 15-4-H,=0; H, =60kN

>M, =0; 15-4-2-V,-3+40-4,5=0; V, =100kN
DM, =0, -V,-3-15-4-2+60-4+40-1,5=0 V, =60kN
Verificare

>Y,=0; —-60+100-40=0

Calculul eforturilor

N, =H, -cosa+V, -sin a = 84kN

N3 =N, —15-4-cosa = 48kN N =N -V, -sina =-32kN
N, =-40-sin o = -32kN

T, =H,-sina—V, -cosa =12kN

T)) =T, —15-4-sin o = —36kN T," =T)' +V, -cos o = 24kN
T =(H,-15-x)-sinaa—-V,-cosa=0 x=1
M, =H -x-V,-——15-x-= =11,25kNm
tgol
Problema 2.30 (fig.2.30)
20kN/m 20

36 90

48

11 29

l40
32
05 48
> T 36
o vV,
. 12
H +
> - ! 84 \ Mmax
N



Calculul reactiunilor

>M,=0; 50-4-R,-10+20-3-7,5=0; R, =65kN

> X, =0, 50+H,-R,-sinaa=0; H, =2kN
d>M,=0; -2:8+V,-6-50-4+20-3-1,5=0 V, =21kN
Verificare

>Y,=0; 21+65-cosa—20-3=21+39-60=0
Calculul eforturilor

N, =-H,-cosa—-V, -sina =—-18kN

N =N, —50-cos o = —48kN N{ =N =—48kN
T,=-H, -sina+V, -cosa =11kN
T =T, —50-sin o = —29kN TS =T +R, =36kN

M, =V, -3—-H, -4 =55kNm
M, =V, -6-H,-8-50-4=-90kNm sau M, = —-20-3-1,5 = —90kNm

B. CALCULUL DEPLASARILOR
Sa se calculeze deplasarile indicate la grinzile simple urmatoare:

Problema 2.31 (fig.2.31) Se cer translatia pe verticala v, si rotirea 0;. Se
cunosc modulul de elasticitate E si momentul de inertie I.

Expresia deplasarii pentru elementele solicitate
la incovoiere este

A = I miE'IM dx

Diagrama de moment incovoietor produsa
de fortele reale se determind, deoarece este
necesara in calculul de rezistentd la dimensio-
narea sau verificarea sectiunii transversale.

Diagrama unitara m; se obtine incarcand
grinda cu o fortd sau un moment egal cu unita-
tea, In functie de deplasarea ce urmeaza a fi
determinata — translatie sau rotire.

- Fig.2.31 -
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Calculul translatiei v;
1. Calculul utilizand integrarea directa
Momentul incovoietor in sectiunea curenta:

px’

- iIndiagrama M este M =

- 1in diagrama m; este m,  =1-x
L mv .M 1 L 2 L4
v, = 1 dx =— x-pidx:p
o EI El9 2 8EI
Semnul deplasarii este plus deoarece ambele diagrame se afld pe aceeasi parte
a axei barei. De asemenea, trebuie precizat faptul ca semnul rezultatului fiind plus
deplasarea reala se produce in sensul fortei egale cu unitatea.
2. Calculul utilizand regula de integrare Veresciaghin
tm, -M 11 L 3 L
v, =[———d P~ L.2p=2?

1 X = -
o EI El 3 2 4 8EI

Calculul rotirii ;.
Momentul incovoietor in sectiunea curenta din diagrama m, este m _=1.

Lm. - L 2 3

j ! j 1 P2y = pL. (integrare directd)

0 EI 2 6EI

tmg 'M 1 1pL’ L’ o
J. S S P (Y - (regula Veresciaghin)
0 EI EI 32

Problema 2.32 (fig. 2.32) Se cere translatia pe verticala a sectiunii 3 si rotirea
sectiunii 1. Se di EI=48000kNm’.

15kN/m l60kN

Y v v L
8 _2
¥ PN
T 71 1T 5
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m_-M .82
v, =[———dx = 1] 2158 8.1 Ligin0.22 4
El 2EI 3 8 272 3

+i 1.2.120.22 :ﬁ:0,66x10*2m:0,66cm
EI| 2 3 EI

m, -M .82
0, J' % X = 1 (2.15 8 -8-11—1-8-120-11
El 2EI|3 8 20 2 3

= % =0,166x10* radiani = 0,095°

Problema 2.33 (fig. 2.33) Se cer: 0, s1 v».

l40kN 20kN/m
1 3
4
> 2 1 &2
5 5
L 0 13
< T g "l
__A90
_—"Tas
55 !

2,5
- Fig.2.33 -
m, -M
4:I 0, dx:Ll.10.90.%1_1.10_100_11+l.3_90.1 _
EI 2FEI| 2 3 2 7 3
=7—Oradiani
EI
m -M
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CAPITOLUL III

GRINZI GERBER

Grinzile Gerber - grinzi cu console si articulatii - reprezintd ansambluri de
grinzi drepte — cu sau fard console - legate intre ele prin articulatii simple.

In figura III.1 sunt prezentate scheme de grinzi Gerber ce se pot obtine prin
asamblarea cu articulatii interioare. Se constatd cd ansamblul este format din grinzi
principale si grinzi secundare.

Grinzile principale sunt acele grinzi care pot prelua si transmite direct bazei de
sustinere toate incarcdrile ce le revin. Grinzile secundare sunt acele grinzi care
transmit partial sau deloc bazei de sustinere incércarile ce le revin, o cota parte sau
toata incarcarea fiind transmisa grinzilor principale.

1 2 3 4 5 6 7 8
RPN AN ZAN AN A
1 2 3 4 2 6 Z 8
- A\ AN
DEEPAN AN = = =
5 3 2 34 s 6 7
J ) AN =~ T =
1
N\
R 5 o SR S—
N PAN AN a
- FigIIL.1 -

De exemplu, grinzile din figura II1.1,a si ¢ sunt realizate printr-o succesiune de
grinda principald si grindd secundara, iar grinzile din figura III.1,b si d sunt realizate
dintr-o singura grinda principala si restul grinzi secundare. De asemenea, se constata
ca o grinda Gerber are un reazem fix — articulatie sau Incastrare — care sa impiedice
deplasarea de corp rigid in lungul axei grinzii.

In primul exemplu grinzile 1-2-3 si 4-5-6-7 sunt grinzi principale, iar grinzile
3-4 si 7-8 sunt grinzi secundare. Grinda 3-4 nu are nici un reazem cu baza §i reazema
pe doud grinzi principale, in timp ce grinda 7-8 are un reazem simplu cu baza de
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sustinere. In al doilea caz existi o singura grinda principala 1-2-3 iar restul sunt grinzi
secundare.

Din punctul de vedere al calculului reactiunilor si eforturilor, acesta se poate
efectua fie pentru ansamblu, fie descompunand grinda Gerber in grinzi componente.
In cazul descompunerii in grinzi componente efectul eventualelor forte ce au directia
axei barei sau formeaza un unghi cu aceasta este preluat de reazemul fix.

Efectul fortelor normale pe axa barei este preluat de reazemele simple si de cel
fix. In aceastd ultima situatie fortele din legiturile interioare sunt calculate si ele
permit trasarea mai usoara a diagramelor de eforturi.

(cunoscand reactiunile si fortele de legaturd), fie trasarea diagramelor pe fiecare
grindd componentd §i obtinerea ulterior a diagramelor pe ansamblu, prin simpla
alaturare a diagramelor grinzilor componente.

APLICATII
A. Sa se traseze diagramele de eforturi la urmatoarele grinzi Gerber.

Problema 3.1 (fig.3.1)

l40kN
Q y y y y \ 4 \ 4 ¢
tll 2 PpaN
3
l< > e > | < 9 Ml < 3 |
I~ T gD A g
3 PAN GS PaN
J GP PaN
10
600 140
H,=0 y y y y v A A y
$s0 Voo teo
fy
80 140
40

600 \‘\l\l
50

200 45
M nax=80
- Fig. 3.1 -



Calculul reactiunilor:
Din conditia de echilibru pentru ansamblu, > X, = 0, rezultd H;=0.
Pentru grinda secundara 2-3 se obtine
>M,=0; 10-12:6-V,-9=0 V, =80kN
d>M,=0; V,-9-10-12-3=0 V, =40kN
Pentru grinda principald 1-2 se obtine
>Y, =0, V,-40-40=0 V, =80kN
d>M,=0; —-M,+40-5+40-10=0 M, = 600kNm
Calculul eforturilor
T =40-10-x=0; x=4m
M, _ =40-4-10-4-2=80kNm

Problema 3.2 (fig.3.2)

20kN/m 90kN 40kN
TV vV v A R l l Calculul reactiunilor
P - =
1 2 4 2X;=0; H;=0.
6 2 4 4
| Grinda secundara 3-4

AN Gs A M, =0;

A o V,-8-90-4+40-3=0
20 00 40 V, =30kN
REIETERE N l l >M, =0;
H1=0T50 100 4 130 fi00  90-4-V,.8+40-11=0
V, =100kN

= 2
;+

w

(e

fonary
+

40
g
\ Grinda principala 1-2-3

= 70 0 ¥ oYM, =0,
12% 20:6-3-V,-6+30-8=0
60
M N | V, =100kN
NP SM, =0;
62,5 V,:6-20-6-3+30-2=0
120

V, = 50kN

- Fig.3.2 -
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Momentul incovoietor maxim pe grinda 1-2-3 are loc in sectiunea in care se
anuleaza forta taietoare, respectiv
T =50-20-x=0; x=2,5m
M_ =50-2,5-20-2,5-1,25=62,5kNm

Problema 3.3( fig.3.3)
30kN 10kN/m 30kN

360kNm l l

VA ., M ET R TR

‘/§§§> M& fégi 3 fééi 5 fééi
Pl PR AN 6 8 6 RN
I< ;|< =l= ‘I < b < ;I: >

VAT IPAN

PANNENFTIIPAN

39 x 30“

6r [ -1 | 6 - \J\-‘\
204 40
M O O—T—
20

156

- Fig.3.3 -
Calculul reactiunilor
Grinda secundara 5-6

>M;=0; 10-6-3-V,-6+30-8=0 V, =70kN
dYM,=0; V,-6-10-6-3+30-2=0 V, =20kN
Forta concentrata din sectiunea 3 se va considera numai pe una dintre cele doud
grinzi. Aici va fi considerata pe grinda principala.
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Grinda secundara 3-4-5
ZM4 =0; -V,-6+20-1,8=0 V, =6kN

dY>M,;=0; -V,-6+20-78=0 V,=26kN
Grinda principala 1-2-3
d>M, =0, -360+V,-8+(30-6)-10=0 V, =15kN

> M, =0; V,-8-360+(30-6)-2=0 V, =39kN
Calculul eforturilor
Pe grinda 5-6 forta tdietoare este: T, =20—-10-x
Pentru T,=0 rezulta x=2 m
Momentul incovoietor maxim este
M __ =20-2-10-2-1=20kNm

mq

Problema 3.4 (fig.3.4)
160kN 20kN/m l60kN ookN
e
= 3 4 = =
e g g O AR R %2 .
PANNEFTPAN
= o & PN TN
20
60 100
I SR R A b
T30 150 T lT T T140 Tzo

120 4
+ 40
: 3 v 1%
60 30 30 20
270 100

160
120 / 100
40
M \
\’\l\—l—_/l/v
90
- Fig.3.4 -

Calculul reactiunilor
Grinda secundara 3-4

SM,=0; V,-6-20-6-3=0 V, =60kN
SM,=0; 20-6-3-V,-6=0 V, =60kN
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Grinda principala 4-5-6
d>M,=0; -60-8-20-2-7+V,-6-60-3+100=0 V, =140kN

dY>M;=0;, -60-2-20-2-1460-3-V,-6+100=0 V, =20kN
Grinda principala 1-2-3
dYM,=0; -60-7+V,-5+20-3-1,5+60-3=0 V, =30kN

d>M,=0; -60-2+V,-5+20-3-6,5+60-8=0 V, =150kN

Momentul incovoietor maxim pe grinda simplu rezemata 3-4 este

max

2
= % = 90kNm

Problema 3.5 (fig.3.5)

\ A \

\
VAN
1

Yy VYV

R
/4\ 5Q

e e ey

14kN/m l 50kN SOKNMm
3

2

GP AN R
AN AN Q
— u
l 50 %0 176
Y vV VY \/ Yy Vv o \C/ )
A
76 70 Tl l\ 16 T
16 16
2 M
T ‘}\ r ﬂ
v [ | 1 '| - T 4
i - 16 16
42
- F1g.3.5 -
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Calculul reactiunilor

Grinda secundara 3-4
ZM4 =0; -V,-5+480=0 V,=16kN

SM,=0; 80-V,-5=0 V,=16kN

Grinda principala 4-5
DY, =0; -16+V, =0 V, =16kN

M, =0; -80-16-6+M,=0 M, =176kNm

Grinda principala 1-2-3
dYM,=0; -14-8-4+V,-5-16-2+50-2=0 V, =76kN

dYM,=0; 14-8-1-V,-5-16-7+50-7=0 V, =70kN

Calculul eforturilor
T, =34-14-x=0; X =2,428m

2
__14.%

M +76-2,428 = —21,714kNm

min

Problema 3.6 (fig.3.6)

60kN

1 2 3 4 5 6 l
/A 2N 2\ - 2\
10 2 6 2

le »le - 6 >l 3 oe ol

™ b gD gD g d| ]
PAN Gs A

paN Gs A\

60 g

120
20
M T 1 I

- Fig.3.6 -
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Calculul reactiunilor
Grinda secundara 5-6
dY>M;=0;, -V, -6+60-8=0 V,=80kN
M, =0, -V,-6+60-2=0 V,=20kN
Grinda secundara 3-4-5
dYM,=0; V,-6-20-3=0 V,=10kN
dY>M,; =0, V,-6-20-9=0 V,=30kN
Grinda principala 1-2-3
dYM,=0; -V,-10+10-12=0 V, =12kN
d>M,=0; -V, -10+10-2=0 V, =2kN

Grinda fiind incarcata cu o singurd forta, pe consold, se poate trasa direct
diagrama de moment incovoietor, pornind de la momentul din sectiunea 6,
M, =-60-2=—-120kNm si tindnd seama de legea de variatie a momentului

incovoietor si de faptul ca in articulatiile interioare acesta este egal cu zero.
De asemenea, se constatd cd efectul fortei se micsoreaza pe masura ce distanta
creste fatd de punctul sau de aplicatie.

Problema 3.7 (fig.3.7)

Calculul reactiunilor

Din conditia de echilibru pe orizontala pentru ansamblul grinzii rezulta:
X, =0; H,—60+2-cos45" =0 H, =60kN
Grinda secundara 2-3
DM, =0, 90-V,-6=0 V, =15kN
dYM,;=0; -V,-6+90=0 V,=15kN
Grinda principala 1-2
DY, =0; -V, +15=0 V, =15kN
M, =0, M,-15-6=0 M, =90kNm
Grinda principala 3-4-5
d>M,=0; -15-8+V,-6-80-3+60-2=0 V, =40kN
dYM,=0; -15-2+80-3-V,-6+60-8=0 V. =115kN

-57-



90kNm 80kN 0v2kN
\ ‘2 A3 . 350
J C UGN AN
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B. Sa se traseze diagramele de eforturi si sd se calculeze deplasarile indicate la
urmatoarele grinzi Gerber.

rel

Problema 3.8 (fig.3.8) Translatia v; si rotirea 05 .

| l 80N 20kN/m Calculul reactiunilor
2 v VY VYOV
/é 21 PAN 3 I 4é Grinda secundara 3-4
4 4 2 6
I: =I= =||= ‘I: :I ZM =0;
PN TAN V,-6-20-9-15=0
3 TN V, = 45kN
o ¢Hfo¢ g 2M=0
' 2.9 45-V,-6=0
T28,75 96,25 T l?45 Fiss V, =135kN
60 Grinda principala 1-2-3
28,75 1ol Wil n
T Pl IS 2M, =0;
RE \ V -8-80-4+45.2=0
’ 73 V, =28,75kN
90
— 90
45 __—~ -
—1 / N / \7\ 2M, =0
M < =

“'\I\J/l/ 80-4-V,-8+45-10=0
115 ) V, =96,25kN
1 1kN
mV3

A

4/3
1
m
0
: NJL
Pt
- Fig.3.8 -

Calculul deplasarilor

m -M
v :J vs dx = 1 1-8-90-22—1-8-160-12+l~2-90~22
’ EI 2EI| 2 372 272 3

Deplasarea are loc in sens invers sensului fortei egale cu unitatea.
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m, -M
:J' B dx 1 l.8.90.2ﬂ_l.8.160.lﬂ+l.2.90.(zﬂ+11j+
33 2 23 2 3 3

2
+L{l.6.9()-11—2-&-6-11}:—§(metﬁ)

Rotirea relativa are loc 1n sens invers sensului momentelor egale cu unitatea.

Problema 3.9 (fig.3.9) Translatia v, si rotirile 0; si 0.

20kN/m l 9 10kN/m
T AR A A A L
21 AI 3 1 4 IA o1 AN
2
6 3 25 2.5 2 6
I< =I: ‘I: :I: 1< :I: =||
PAFTEPAN

>
4
>

5w
20 1
R Ean E M

X
Tzz,S 202,5 lT45 45 Tl T90 15

105 4
22,5 )
T I

l'L 45 T \l\-fls

o— 5
7+7

97,5
225
M 1V % 1

12,65 12,5

<
~
(0]

1kNm

(==

=
D
Q

- Fig.3.9 -
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m -M K2
d 1(1.2.90.22j+ 1 (1.6.90.%2_§.£.6.%2j:

Cl It

2 3

_210 (metri)

22,5

m, -M 6>
0, =[———dx= L [2206 ¢ 1y 165 dy]oc (radiani)
EI 2EI\3 8 2 2 3 EI
-M <
0, :J'm"é dx = 1 (2106 -6-11—1-6-90-11 =0
EI 2EI\3 8 2 3
Problema 3.10 (fig.3.10) Translatia vs si rotirea relativa 0"
180kNm l $0KN 10kN/m
! A 2 3 4 iwvvvvvé
. R NE TG N A
l¢ 45 »le 43 »le 3 »le 3 »le 3 Jle 2_|4 6 |
I I > > g T g
AN AN
PANNENTIIPAN
é GP AN
180 l 80 10
/\ YYvVVYYVY
- \




Calculul reactiunilor
Grinda secundara 5-6
ZMG:O; V,-6-10-6-3=0 V, =30kN
ZMS:O; 10:6-3-V,-6=0 V, =30kN
Grinda secundara 3-4-5
ZM4:O; V,-6-80-3+30-2=0 V, =30kN
ZM3:O; 80-3-V,-6+30-8=0 'V, =80kN
Grinda principala 1-2-3
ZMZ:O; -V,-9+180+30-3=0 V, =30kN
ZMI:O; 180-V,-9+30-12=0 'V, =60kN

Calculul deplasarilor

m, -M
Vsz.[ s dx:i _1.4,5.135.Z.l+l.4,5.45.(2._+_1j_
EIl 3EI| 2 32 2 3
Lasoo (112 +L[_1 3.90-21-1.3.00. 21 -
2 32 3 EIl 2 2

Lsigo 214 a4 60204 Lsie0 [ L1422 | =
2 3 37) 2 372 33

197,5 :
=— (metri)
EI

m M
0 = [ ———dx= ! —1.4,5-135~3.§+1-4,5-45- 2.
EI 3EI| 2 34 2 3

2 34 32 EI| 2 32

+l.3.90. 11+g.lj+l.3.90.%.l_l.3.60.1.1 =
2 3 32) 2 32 2 32

=— 161,25 (radiani)
EI
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CAPITOLUL IV

CADRE STATIC DETERMINATE

Cadrele reprezinta o categorie de structuri frecvent utilizate in practica. Cadrele
static determinate sunt utilizate mai rar ca structuri de rezistentd pentru constructiile
reale, dar sunt utilizate ca instrument de calcul pentru cadrele static nedeterminate,
rezolvate prin metoda eforturilor. De aceea studiul lor prezintd importanta deosebita.

Cadrele sunt alcétuite de obicei din bare drepte asamblate intre ele prin noduri
rigide sau articulate. Mai rar apar si bare curbe in alcatuirea cadrelor, dar acestea
reprezintd numai rigle (fig.IV.1).

consola rigla 5 O/O\O
AN

AN

stalp

5 7777 7777 7777

- FigIV.1 -

Nodurile rigide se caracterizeaza prin aceea c¢d deformarea prin incovoiere a
unei bare, conduce la deformarea prin incovoiere si a celorlate bare ce se
intersecteazi in nod. In plus sectiunile din nod, ale tuturor barelor, au aceeasi rotire si
aceeasi translatie. Avand aceeasi rotire unghiul initial dintre bare se regaseste intre
tangentele duse in nod la forma deformata.

Nodurile articulate se caracterizeaza prin aceea ca deformarea prin incovoiere a
unei bare nu conduce si la deformarea celorlalte bare ce formeazd nodul. Sectiunile
din nod au aceeasi translatie dar rotiri diferite — are loc rotire relativ intre sectiuni —
ceea ce conduce la modificarea unghiului initial dintre bare.

Calculul cadrelor static determinate se realizeazd in modul urmator: se
calculeaza reactiunile din conditiile de echilibru static (vezi Capitolul I), se traseaza
diagramele de eforturi, se verificd aceste diagrame si se calculeaza deplasarile
importante.

Verificarea diagramelor de eforturi se realizeaza scriind echilibrul unei parti a
structurii, de obicel echilibrul unui nod.

O categorie aparte o formeaza cadrele simetrice in raport cu o axa. Simetria se
referd la elementele geometrice — lungimi de bare, dimensiunile §i forma sectiunilor
transversale — la legaturile interioare si cele cu baza de sustinere.
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Cadrele simetrice pot fi Incarcate cu Incarcari oarecare, cu incarcdri simetrice
sau antisimetrice. Orice incarcare oarecare poate fi descompusa intr-o incarcare
simetricd si intr-o incarcare antisimetricd. Ca urmare existd urmatoarele
particularitati:

- la cadrele simetrice, incarcate simetric, reactiunile, diagramele de forta
axiala si de moment incovoietor sunt simetrice, diagrama de fortd taietoare
este antisimetrica, iar deformata este simetrica;

- la cadrele simetrice, Incdrcate antisimetric, reactiunile, diagramele de forta
axiald s1 de moment Incovoietor sunt antisimetrice, diagrama de fortd
taietoare este simetrica, iar deformata este antisimetrica.

In calculul deplasirilor apar urmatoarele situatii particulare:

- rezultatul integrarii a doud diagrame simetrice intre ele sau a doud diagrame
antisimetrice intre ele este diferit de zero;

- rezultatul integrarii unei diagrame simetrice cu una antisimetrica (sau
invers) este egal cu zero.

APLICATII
A. Sa se traseze diagramele de eforturi la urmatoarele cadre static determinate.

Problema 4.1 (fig.4.1)

40kN 40 120
— — _»H
n 40 »
3 60 )360
3 4 42_

240
O |
60

H=40 601
1= —I 4

P
s
T

F v
40
—>
240
| - 60 120
+
4 360 //
M 4

60 N 40 T M

- Fig.4.1 -
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Calculul reactiunilor
ZXi =0; 40-H,=0 H, =40kN
ZM1:02 40-9-V,-6=0 V, =60kN
ZM2=O; 40-9-V,-6=0 V, =60kN

Verificare .Y, =0, —60+60=0

Calculul eforturilor

N, =4V, = 60kN; N,, =-V, =-60kN

T, =+H, = 40kN; T,, =-V, =-60kN

s =

M, =6-H, =240kNm; M, =6-V, =360kNm; M =3-40 =120kNm

Problema 4.2 (fig.4.2) Aceeasi structura de la problema 4.1 dar cu reazemele
schimbate.

40kN 40 120
e _,"
T 40 120
on
3r"T‘€}‘20
3 4
60 60
240 60
©
4
1 2 H,=40 -
AR - RN
6 V1=60 V,=60 60
¢ N v
[ >

._2740\
\\
+ \
120 \
_ 40 4 n T > \ V
40 p NG

|

60 60

- Fig.4.2 -
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Calculul reactiunilor

YX, =0, 40-H,=0 H, = 40kN

SM,=0; 40-9-V,-6=0 V, =60kN

SM, =0; 40-9-V, 6=0 V, =60kN
Verificare )Y, =0; —60+60=0

Problema 4.3 (fig.4.3)

30kN/m 30
- 3 -
< > >
> . 5 > H,=82,5 H,=37.,5
>l -
% V=30 AVz=3o
3 5 \/
37.5 %0 / 150
1 1 T-]
+ 37,|5 | | — 30 + Mmax
|
30 N 30 82,5 T 37.5 M
- Fig.4.3 -

Calculul reactiunilor
ZM2=0; 30:4-2-V,-8=0 V, =30kN
ZMIZO; 30:4-2-V,-8=0 V, =30kN
Verificare D Y, =0; —30+30=0
>M{ =0, H,-4-30-5=0; H,=37,5kNm
SMY=0; H -4-30-3-30-4.2=0; H, =82,5kNm
Verificare ) X, =0; 82,5-30-4+37,5=0

Calculul eforturilor

T =82,5-30-x=0; X =2,75m

M =825.2,75-30. 20

=113,4375kNm
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Problema 4.4 (fig.4.4)

30kN/m

Triy 11

N

2,50
IS
w

4 5
()
wv
a
1 ) H,=10 H,=10
v — -—
’ /% Ay _ A
V=225 v,=157,5
4 4 )
3,445 24,38
65
20,405 13,77
60,155\/' -
L~ | 77,38 |
> «
N T M
-Fig.4.4 -

Calculul reactiunilor
>M,=0; V,-8-30-6-1=0 V, =225kN
>M,=0; 30:6-7-V,-8=0 V, =157,5kN

Verificare ) Y, =0; 22,5-30-6-157,5=0
d>M; =0, 225-4-H,-9=0; H, =10kN
d>M{ =0, H,-9-157,5-4+30-6-3=0;, H, =10kN

Verificare ) X, =0; 10-10=0

Calculul eforturilor cosa.=0,848 sina=0,53
N,, =—H,cosa -V, sina =-20,405kN

s =—H, cosa+V, sina =3,445kN

5 =N, —30-4-sina =—60,155kN sau

5 =—(V,=30-2)sinau—H, cosa =—60,155kN

T,, =V, cosa—H, sina =13,78kN
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T,, =V, cosa+H, sina = 24,38kN
T, =T, —-30-4-cosa =~-77,38kN sau
T, =—(V,-30-2)cosa+H, sina =-77,38kN

Problema 4.5 (fig.4.5)
40kN 20
1 4 5 l - l -
AN 30kN 30
- 1\/1:105 /
3 /
(gl 2 H1:3O
A
V,=145 420
4 4 2
e}
85 40 80
0 AT T/ A
15 l -
- 105 -
60
I: 63,64 E 15
145 N 30 T M
- Fig.4.5 -

Calculul reactiunilor
Din conditiile de echilibru ale structurii in ansamblu se obtine:

X =0, —H,+30=0 H, =30kN
SM,=0; —V,-4+40-6+30-6=0 V, =105kN
SM, =0; 30-6-V,-4+40-10=0 V, =145kN

Calculul efortului din bara dublu articulata 3-5

>M™ =0; H,-6-N,cos45"-4=0 N, =63,64kN

-68 -



Problema 4.6 (fig.4.6)

/\ 35,025
80 7 | :
— 120
60 1375

(1

32,5
H,=32,5 H,=47,5 't
-+ - 97.5 25
A )

A

V=25

V2:35

+
A 5
—
47 —+ 8,5
+ -
35 - 47,5
60 -
N 35 32,5 T 47,5
-Fig.4.6 -

Calculul reactiunilor
SM, =0; —60-10+V,-8+80-5=0 V, =25kN
SM, =0; -60-2+80-5-V,-8=0  V, =35kN
Verificare > Y, =0; —60+25+35=0
MY =0; -60-6+15-4+H, -8=0; H, =37,5kN
SM*=0; H,-8-45-4-80-3=0; H,=42,5kN
Verificare ) X, =0; —32,5-47,5+80=0

Calculul eforturilor cosa=0,8 sino=0,6
N,, =H, cosa—V, sina+60sino =47kN
N, =@80-H,)cosa—-V,sina = 5kN
T, =(V,-60)cosa+H, sina =—85kN
T, =-V,cosa—(80—-H,)sina =—-47,5kN
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Problema 4.7 (fig.4.7)

20kN/m 20
80kN Yy V¥V V¥V ¥ 80 i Yy Vv VY
4 3 5
<«
o
1 D) H,=45 H,=35
v <
lV1=30
3 3 3 V,=130
|<—>|<—>|<—>|<—2>| ? 180
20 40
51
- BN

130

- Fig.4.7 -

Calculul reactiunilor

— 40
190 90 7
iy _

M, =0; —V,-9+80-4-20-5-0,5=0 V, =30kN
SM, =0; 80-4+20-5-85-V,-9=0  V, =130kN

Verificare DY, =0; —30+130-20-5=0

SMY=0; H, -4-30-6=0; H, =45kN
SX, =0; 45-80+H,=0; H,=35kN
Verificare) M{ =0;  20-5-2,5-130-3+35-4=0

Calculul eforturilor sina, = 0,8

N, =H,cosa+V,sina=51kN
T,=H,sina-V, cosa =18kN
M, =45-4-30-3=90kNm
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Problema 4.8 (fig.4.8)

M, =0; M, +60-3-10-5-2,5-50-5=0 M, =195kNm
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<10kN/m 0
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< 60 ~
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+
50 N 50 T 195 M
- Fig.4.8 -
Calculul reactiunilor

in:(); 60-H,-10-5=0 H, =10kN
ZM;‘T:O; 10-5-2,5-V,-25=0 V, =50kN
ZYi:O; -V, +50=0 V, =50kN



Problema 4.9 (fig.4.9)
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Calculul reactiunilor

- cadrul secundar 1-3-2
>M,=0; —-V,:8-40-2=0 V, =10kN
>M,=0; -40-2+V,-8=0 V,=10kN
>M; =0, 10-4-H,-2=0, H, =20kN
>My =0, 10-4-H,-2=0; H, =20kN

- cadrul principal 1-4-5-2

X, =0; H,-20-20=0; H,=40kN
SM,=0; V,-8-10-8-20-2-20-2=0;

=72 -

[
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40

V, = 20kN
M, =0; —-20-2-20-2-10-8+V,-8=0; V,=20kN



Problema 4.10 (fig.4.10)

l60kN i60

5
15kN/m 15
4
v
H,=33,28 H,=41,72
b2 2 - A
— V=75 V,=126,25 V5=111,25
2,5 1,5 3 3 \/
[—e—e—j—]
51,25 -
WO EJ—] T_'
— £F T+ 17 a2 ——
| 151,25 i o1 111,25[
[ [=TT
175 _ N
+ -
— 3328
75 126,25 111,25 ’ 41,72
T
N
\\
153,74 \ 333,76
187,5 %
///— =
/ \ 278,9
166,4
112,5
M
- Fig.4.10 -

Calculul reactiunilor
SMI=0; V -25-15-5-2,5=0; V. = 75kN
ZM2=O; 75-4+15-5-2,54+60-3-V,-6=0 V, =111,25kN
ZM3 =0; 75-10+15-5-2,5+V,-6-60-3=0 'V, =-126,25kN
Verificare D> Y, =0; 75-126,25-60+111,25=0
ZMgr =0, H,-8-11125-3=0; H, =41,72kN
Z:Mzt =0;, 75-7-15-5-55+H,-8-126,25-3=0 H, =33,28kN
Verificare) X, =0; 15-5-33,28—41,72=0
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Problema 4.11 (fig.4.11)

80kN 80
—> o —> O
~ 3 H1=40 H2=40
b1 5¢ - -—
| 6OKN. o V=20 V=20
4 \
" A 20 20
40 40 VY
— —_—
§§ 5 6 5/ 60
—» 'e"
4 4
Hs=70 He=70
4— 4—
A
Vs=127,5 V=127,5
\J
20 20 40 40 80 e
| - - | 430 7
Ea TR E A S T;
T — —— &t =
- - 80
+ 30 - + ‘I: | )/V
+ 430
107,5
< T M
127.5 1275 70 70
- Fig4.11 -
Calculul reactiunilor
Cadrul superior 1-3-2
ZMzzO; -V, -8+80-2=0 V, =20kN
ZM1=O; 80-2-V,-8=0 V, =20kN
ZM‘sz; H,-2-20-4=0 H, =40kN
ZMztzO; H, -2-20-4=0 H, =40kN
Cadrul inferior 5-4-6
ZM6 =0; —-V,-84+60:-5+40-74+20-8+40-7=0 V,=127,5kN
ZM5=O; 60-5+40-7+40-7+20-8—-V,-8=0 V, =127,5kN
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SM$=0; H,-5-127,5-4+40-2+20-4=0 H, = 70kN
SM¥=0; H,-5-127,5-4+40-2+20-4=0 H, = 70kN

Problema 4.12 (fig.4.12)

‘ S0KN * 80
3 3
‘”l 20kN/m 20kN/m 9 20
v
Hi=15 Hy=15
] 2 8: — '
;‘; A A
V=80 V=80
2 4 | 4 2
40
A
40 R 40 " J
T T 7 = -
B 15 | n L 40
a0\
101 | i
30 N 30 15 T 15
///— —\\\
/ \
/ M Ao
160 '\ ‘
40 40
115\__/ 115
2 75
M
_Fig4.12 -
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Calculul reactiunilor
Structura este simetrica si incarcata simetric. Reactiunile sunt simetrice.

SM, =0; —20-2-9+V,-8-80-4+20-2:1=0 V, =80kN
SM, =0; —20-2:1+80-4+20-2-9-V,-8=0 V, =80kN
SM$=0; —20-2-5+8-4—H,-8=0 H, =15kN
SM¥=0; H,-8-80-4+20-2-5=0 H, =15kN

Diagramele de forta axiald si de moment Incovoietor sunt simetrice iar
diagrama de forta taietoare este antisimetrica.

B. Sa se calculeze deplasarile indicate la urmatoarele structuri.

Problema 4.13 (fig.4.13) Translatia u; si rotirea 6,

30kN/m

iy 0 e

56,25
Hi=11,25 Ho=11,25
A A
Vo=157.5
Vi=22.5 M
1
2,7
4 L !
I .
25 / E)
/ 16
/ 1 !
16 16
0.5 0.5 /[ < 16
1 r N |
 / mu3 l mel vg
8
- Fig.4.13 -



Calculul reactiunilor (pentru fortele reale)
d>M,=0; V,-8-30-6-1=0 V, =22,5kN

M, =0; 30-6-7-V,-8=0 V, =157,5kN
M =0; 22,5-4—H,-8=0 H, =11,25kN
SM¥ =0; H,-8-157,5-4+30-6-3=0 H, =11,25kN

Calculul reactiunilor (pentru translatia u;)

SM,=0; 1.8-V,-8=0 V, =IkN
M, =0; 1.8-V,-8=0 V,=IkN
SM*=0; H,-8-1-4=0 H, =0,5kN
SM¥=0; H,-8-1-4=0 H, =0,5kN

m M
u3:J’ L dx:L{_l.g.90.2.4_l.4.90.2.4+
EI 2EI| 2 3 2 3
2
s L5605 2.05-2.30% 5 151,
2 3 3 8 2

vl Ls.5605.2.05] 2 00281
EI| 2 3 El

Calculul reactiunilor (pentru rotirea 0,)

M, =0; —1+V,-8=0 V, :%kN

M, =0; —1+V,-8=0 V, :%kN

1 1
M; =0; —-4-H, -8=0 H, =—kN
TMI =0 Lo =

SME =0; —1+%-4+H1 .8=0 H, =%kN

m, M
0 :J' % dx = ! 1-8-90 2 l 1 1 l 4.90.%.1_
1 El 3 3

2EI| 2 32

2
—1511625gi SERE NN
2 3

T3
—L[l -5-56,2 z } 27168(radiani)
E 3

I[2



W |

[@\

3
4
1
I 75 /43 45
I I
© 1 7,5 7,5
-—
1
8

Problema 4.14 (fig.4.14) Rotirea relativa din sectiunea 3, 07"

1 1

120

W

l60kN 60l
13 R

AP\ 2 ™
) 4 4 T75 M 15l g
f—t——f——
-Fig.4.14 -
m, M
ef:j % dxzi[1.6.45.%§}_i 1@75(3§+11J _
El EI| 2 34| 2EI|2 34 3
L 2045 [ 23014 |2 200 1 iani)
2EI| 2 34 3 El

Problema 4.15 (fig.4.15) Translatiile v;,u; si rotirea Ofl.

|
=
=
z
=

Y YVY

21 21

—
[w]

kN/m

A

60 60

| O

40 40




Incarcarea reald fiind simetrica rezulta reactiunile si diagrama M simetrice

Calculul reactiunilor (pentru fortele reale)
M, =0; 10-6-3+V,-8-10-6-3=0 V, =0

SM,=0; 10-6-3-V,-8-10-6-3=0 V, =0
SM$=0; -10-6-6+H,-9=0; H, = 40kN
SM¥=0; —H,-9+10-6-3=0; H, = 40kN

Calculul deplasarilor
Translatia v

m, M 211

V3 :I = = —
E EI| 2

_ 2|1

2EI| 2

Rotirea relativa 07

2.4

33
602&}__693,33

33

2 10-6° 1 4
+—. -6 —
3 8 23

= metri
= ( )

m, M .6°
9;@1:.[ % dxzi 1-6 60-2-%+%-10 6 612
EI EI| 2 33 3 8 23
i l 60 - 2.24_1.1 :396’66(radiani)
2EI| 2 33 3 EI
Translatia us
m_ M .67
u3:I v dx:L 1-6-60-g3+—-10 6 -6-13 +L[l.5.60.23}_
EIl EI| 2 3 3 8 2 2EI| 2 3
b 1-5-60-23 1 1.6.60.23+%.10'6 -6-13 =0
2EI| 2 3 EIl| 2 3 3 8 2

Observatii

-Deoarece diagramele M, m si m, sunt simetrice, rezultatul integrarii

acestora este diferit de zero,

-Deoarece diagrama m, este antisimetrica, rezultatul integrarii acesteia cu

diagrama M este egal cu zero.
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Problema 4.16 (fig.4.16) Translatiile v;,u; si rotirea Ofl.

=
" 3
10kN/m 21 21 10kN/m 180
Y — >
1 180 1
_> .
I |
| 5 >
on ]
60
v <
A45

1 1
5 2
- -
2 My, 2 A
Y 8 ]
-Fig.4.16 -

Incarcarea fiind antisimetrica rezulta reactiunile si diagrama M antisimetrice.

Calculul reactiunilor
d>M,=0; 10-6-3+V,-8+10-6-3=0 V, =45kN
>M, =0, 10-6-3+10-6-3-V,-8=0 V, =45kN
d>M; =0, H,-9-45-4-10-6-6=0; H, =60kN
>My=0; H,-9-45-4-10-6-6=0; H, = 60kN
Diagramele M, m__fiind antisimetrice, rezultatul integrarii lor este diferit de

Z€ro.
Translatia us

m_ M .62
u3:j Xzi{l.6.180.23+2.10 6 -6-13}+

Uy d
EI EI| 2 3 3 8 2
2EI| 2 3 EI
Deoarece diagramele m, si m, sunt simetrice (a se vedea problema 4.15), iar

diagrama M este antisimetrica rezultd v, = 0si 07 =0.
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Problema 4.17 (fig.4.17) Translatia v; si rotirea relativa 07",

2,4

0,4

120
15kN/m 72
Y Y YV YV Y5 /K(l\\
| 48 45
I
2 8 8 M
1 - —
AN 12 g7}
4 6 2 6 \/
ll 2.4 0,533 0,533
Y 7T T ale
S \
]
. L
0.8 17333 6
0,4 4
< - —»A m64 <_E
m, 45
0.6 3 Y04 2 3
15 Y10
- Fig.4.17 -
Calculul reactiunilor
SM¥=0; 15-6-3-V, -6=0; V, = 45kN
SM,=0; —V,-10+15-8-4-45.6=0  V,=12kN
ZMle; -V, -10+15-8-14-45-18=0 V, =87kN
SMi=0; H, -6-12-4=0; H, =8kN

dM{=0; -87-6-H,-6+15-8-10-45-14=0; H,=8kN

Calculul deplasarilor
Translatia v

m M 1 2
V3=I A dX=£|:—l-6'48-2-2,4:|+L|:—1-4-48-2-2,4+—-6'72-—-2,4:|=
EI El| 2 3 2EI 2 3 2 3

3648
=——(metr
o (metr)

Deplasarea reala are loc in sens invers sensului fortei egale cu unitatea.
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Rotirea relativa0’’

m, M
o =[—= dx=— 2 l-6.48-3.0,533}+L[—1-4.48-3-0,533—
El EI| 2 3 2EI| 2 3
—1-6-72-2-0,8—1-8-120-2'1,333+2'15'8 -8-1-1,333 =
2 3 2 3 3 2

177
= ———(radiani
o ( )

Problema 4.18 (fig.4.18) Pentru structura de la aplicatia 4.5 sa se calculeze
translatia ug.

420
1
PN
<
80
N, =452
60
1
—
342
2
1
—
A
1,5
- Fig.4.18 -
Calculul reactiunilor (pentru incarcarea unitate)
> X, =0; H,=0
dYM,=0; -V,-4+1-6=0 V,=15kN
dYM,=0; -V,-4+1-6=0 V,=15kN
Calculul efortului din bara dublu articulata 3-5

32

DM =0, 1-6-n,cos45’-4=0 n _TkN

35
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Deoarece in alcatuirea structurii apare si o bara dublu articulata, in calculul
deplasarii se va tine seama si de efectul efortului axial din aceasta bara.

m, M
u, =[— dx+j MsNss g o L1 060. 2241 4.60. 22|+
EI EA EI| 2 372 3

e l.4.420-%6+1~4~6.(34zo+180j L 4\/5.45\/§-£ =
2EI| 2 302 3 3 EA 2

_ 3760 54042
EI A

(metri)

Problema 4.19 (fig.4.19) Pentru structura de la problema 4.7 sa se calculeze
translatia u4 §i rotirea 0,.

20kN/m 180
8_0kE 3£ YV Vv i
4 a0 )
< 20 .
140
v 1 | 2
I - "
2
f——sf——f———|
4 L
1 K \\\3 K \é
» 4
4 1 L
3 3 14_1 3 6 -
4 — -
S R
19 — 9 6 1 !
my 9 mg 9
- Fig.4.19 -
Calculul translatiei uy
m, M
_J' dx = 1 [1.5.90.E.ﬂ+l.3.90 2.4 1.3.180.Z.ﬂ_
EI 2EI| 2 33 2 2 3
2
3 8 2 3| EI|2 33 EI
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Calculul rotirii 6,

m, M 1 |1 21 1 21 1 21
ez=I 2 dx = [—-5-90-—-—+—-3-90-—-—+—-3-180 —————
El 2EI| 2 33 2 33 2 33
2
3 8 2 3 112 3 3
Problema 4.20 (fig. 4.20) Translatia u, si rotirea 0.
90
10kN/m 3 5 90
I Y
L] I
y 30 M 40
3 3 v
f——rf—
I 1
I X
/1 i T 4\ i
Py Py 12 12
< 2 42_ 1 —
1 41 I m Al
v mu4 vl 91 g
6
- Fig.4.20 -
Translatia uy
m M .67
u4:j - dx=L l'6-90-%3+2-10 6 -6-l3+l'6-90-23 +
El EI| 2 3 3 8 2 2 3
2EI| 2 3 El
Rotirea 0,
m, M .6°
elzj o dx:i 1.6.90.(2.l+ll]+%.10 6 .6.l.§+l.6.90.2.l
El EI| 2 32 3 3 8 2 2 2 3

+i 1.3.90.2.1 :@(radiani)
2EI| 2 32 El
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CAPITOLUL V

GRINZI CU ZABRELE

Grinzile cu zabrele plane — sau structuri articulate plane — sunt ansambluri de
bare legate intre ele prin noduri articulate si cu baza de sustinere astfel incat sa
formeze structuri de rezistentd, invariabile geometric si static determinate. Calculul
acestor structuri are la baza ipotezele simplificatoare ale calculului liniar elastic,
precum si urmatoarele ipoteze specifice:

- axele barelor sunt concurente in noduri,

- nodurile se considera a fi articulatii perfecte,

- fortele se aplica numai in noduri ca forte concentrate.

Consecinta acestor ipoteze specifice o constituie faptul ca in bare apar numai
eforturi axiale - de Intindere sau de compresiune. Deci fiecare bara reprezintd o
singura necunoscuta in calculul eforturilor.

Pornind de la constatarea ca figura geometrica cea mai simpla, invariabild in
plan, este triunghiul, pentru realizarea unui ansamblu cu invariabilitate geometrica
proprie este necesard o succesiune de triunghiuri. Daca ansamblul are n noduri, atunci
este necesar un numar de bare

b=2n-3 (V.1)
deoarece pentru a lega un nod de restul ansamblului sunt necesare doua bare, cu
exceptia primelor trei noduri — care au format triunghiul de baza — pentru care au fost
necesare numai trei bare (fig.V.1,a).

In cazul in care invariabilitatea geometrici se obtine numai daci se consideri si
legaturile cu baza de sustinere (fig.V.1,b), atunci relatia (V.1) se scrie astfel

b+r=2n (V.2)
unde r reprezintda numarul de legaturi simple din reazeme.

Expresia (V.2) reprezintd si conditia de determinare statici deoarece b+r
reprezintd numarul necunoscutelor iar 2n numarul ecuatiilor de echilibru static ce se
pot scrie pentru cele n noduri.

Dupd modul de alcatuire, grinzile cu zabrele se impart in urmatoarele categorii:

- grinzi cu zabrele simple, realizate dintr-o succesiune de triunghiuri, fard ca
acestea sa se suprapuna,

- grinzi cu zabrele compuse, realizate dintr-un sistem principal peste care se
suprapune unul sau mai multe sisteme secundare,

- grinzi cu zabrele complexe, la care nu sunt noduri formate din doua bare, ci in
fiecare nod se intalnesc trei sau mai multe bare.

Calculul grinzilor cu zabrele constd in: calculul reactiunilor, calculul eforturilor
st calculul deplasarilor.

Calculul eforturilor din barele grinzilor cu zabrele se realizeazd cu una dintre
metodele urmatoare:
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- Metoda izolarii nodurilor. Se utilizeaza in calculul eforturilor grinzilor cu
zabrele simple si compuse. Este indicat ca inaintea Inceperii calculului eforturilor sa
se identifice eventualele bare de efort nul, pentru ipoteza de calcul considerata.
Aceste cazuri sunt:

- nod format din doud bare si neincarcat cu forte, eforturile din ambele
bare sunt egale cu zero (fig.V.1,c);

- nod format din trei bare, dintre care doua in prelungire (fig.V.1,c) si
nodul nu este incdrcat, efortul din bara a treia este egal cu zero.

Calculul eforturilor incepe dintr-un nod format din doua bare, deoarece pentru
fiecare nod pot fi scrise numai doud ecuatii de echilibru static (ecuatiile de proiectie
> X, =0si DY, =0). Ecuatia de momente este satisfacut pentru ca fortele sunt

concurente Tn noduri. Dupa rezolvarea primului nod se trece la un alt nod format din
doud bare de efort necunoscut.

Procesul continud, trecand din nod 1n nod, pana la penultimul nod unde exista
o singurd bard de efort necunoscut, iar la ultimul nod eforturile sunt cunoscute in
ambele bare. Deci, ultimul nod este un nod de verificare. O greseala pe parcurs nu
este detectata decat la final si calculul trebuie reluat cu primul nod. Acesta este
dezavantajul metodei.

2 4 6
16%\{/\
3 5
a
b

intindere
Ni=0 N3=0 — —
: N, N, compresiune
< O > O= O
N2=0 d

- Fig.V.1 -

Dupa calculul eforturilor intr-un nod este bine ca natura acestora - intindere sau
compresiune - sd fie marcatd pe structurd, conform conventiei din figura V.1,d.

- Metoda sectiunilor simple. Prin aceastd metoda se pot determina eforturile
din trei bare ale grinzii cu zabrele, fara a fi necesard cunoastereca eforturilor din
celelalte bare. Pentru aceasta se sectioneaza trei bare, astfel incat grinda cu zdbrele sa
fie separata Tn doud parti distincte si se scrie echilibrul uneia dintre parti. Avand la
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dispozitie trei ecuatii de echilibru static se pot calcula eforturile din trei bare. Metoda
poate fi utilizata atat pentru calculul eforturilor cat si pentru verificarea pe parcurs a
rezultatelor obtinute prin metoda izoldrii nodurilor.

- Metoda dublei sectiuni. Se utilizeaza pentru calculul eforturilor la grinzile cu
zabrele complexe. Se sectioneaza prin doud sectiuni un numar mai mare de bare dar
se urmareste ca in ambele sectiuni sa apara numai eforturile din doud bare. Se scriu,
de obicei, ecuatii de momente astfel incat sa se obtina un sistem de doud ecuatii cu
doud necunoscute. Dupa rezolvarea acestui sistem, cu doua eforturi necunoscute, se
pot calcula eforturile din celelalte bare ale grinzii cu zabrele utilizand una dintre cele
doua metode anterioare.

- Metoda inlocuirii barei. Se utilizeaza, de asemenea, pentru calculul
eforturilor in barele grinzilor cu zabrele complexe.

Metoda consta in urmatoarele etape:

- se suprimd o bara din sistem s§i se introduce intr-o noud pozitie —
denumita aici bara i-j. Noua configuratie trebuie sd respecte conditia de
invariabilitate geometrica,

- se incarca noul sistem cu fortele reale P si se obtin eforturile N’, iar in
bara aflata in noua pozitie efortul Ng;

- se Incarca noul sistem cu o pereche de forte X=1, actionand pe directia
initiala a barei inlocuite si se obtin eforturile n’, iar in bara in discutie
efortul n;

ij ?
- se impune conditia ca in bara 1j efortul s fie egal cu zero, deoarece in
realitate aceasta bara nu existd. Deci

N, =N{+n;-X=0 (V.3)
de unde rezulta
0
. )
nO

Necunoscuta X reprezinta efortul din bara initiala, iar eforturile in celelalte
bare ale grinzii cu zdbrele se obtin prin suprapunere de efecte, printr-o relatie de
forma (V.3).

Calculul deplasarilor la grinzile cu zabrele se realizeaza utilizdnd relatia
Maxwell-Mohr, din care se retine numai termenul ce contine efectul fortelor axiale.

b
Ai :jﬂdxz nl_m (VS)
EA ~ EA

Calculul se conduce intr-un tabel, in care pentru fiecare bara se calculeaza un
termen de forma (V.5). Pentru translatia unui nod incarcarea unitara este o forta, iar
pentru rotirea unei bare incarcarea unitara este un cuplu al carui moment este egal cu
unitatea (bratul de parghie fiind chiar bara respectiva).
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APLICATII

A. Sa se determine eforturile din barele urmatoarelor grinzi cu zabrele utilizand
metoda indicata.

Problema 5.1 (fig.5.1) Metoda izolarii nodurilor.

80kN

FAVAVAVAWLY. %Y

e e

- Fig.5.1 -
Calculul reactiunilor:
>X, =0, H, =0
>M,=0; V,-8-80-5=0; V, =50kN
d>M,=0; 80-3-V,-8=0; V, =30kN
Calculul eforturilor in bare
Initial eforturile necunoscute se considera eforturi de intindere.

2 1
Nodul 1 (sino=——; cosoL = ——)
J5 V5

>Y,=0; 50+N,sino=0;

Niz >X,=0; N_,+N,cosa=0;
1 o de unde rezulta

Ni3 N, = —25+/5kN (compresiune)
T50 N, = 25kN (intindere)

Nodul 2
Y, =0; 25y5sino.— N, sina = 0;
2 N X, =0; 25y/5cos0+ N, cosa+N,, =0;
de unde rezultd
25V5 Nos N,, =25+/5kN (intindere)
N,, = —50kN (compresiune)
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Nodul 3

NS Y. =0; 25+/5sina+ N, sina =0;
254/5
X, =0; —25-25+5c0sa—25v/5cosa+ N, =0;

N34 .
3 de unde rezulta
- >

J N, = —25+/5kN (compresiune)
N,, = 75kN (intindere)

Nodul 4
Y, =0;  25/5sino.—80—N,, sino = 0;
80 > X, =0; 50+25\/§cosoc—15\/§cosoc+N46 =0;
A de unde rezulta
U Nf N, = ~15V5kN (compresiune)
N, =—60kN (compresiune)
2545 Nus * P
Nodul 5

X, =0; —75+15v5cos0+ N, cosa+N,, =0;

155 Y, =0; —155sino+ N, sina =0;
de unde rezulta

N
\,/ ) N,, =15+5kN (intindere)
< >

s 2 Ne N, =45kN (intindere)

Nodul 6
Y, =0; —154/5sino— N, sina =0;

Nes 2X =0 60 —15+/5cosa —15\/§cosoc+N68 =0;

60 O
> > de unde rezulta
1545 N¢7 N, =-15+/5kN (compresiune)

N, =—30kN (compresiune)
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Nodul 7
Y, =0, —15V5sina+ N, sina =0;

X, =0, —45+155c0s0.+15v/5coso+ N, =0;
1575 | 3
de unde rezulta
N7 n
45 \ f N, = 15+/5kN (intindere)
- \7/ N79> N., =15kN (intindere)

Nodul 8
In acest nod exista o singura bara de efort necunoscut
Y, =0, —15v5sina— N, sino = 0;

8
LVX N,, = ~15+/5kN (compresiune)
X, =0; Aceasta este o prima relatie de verificare
1 5\/§ Nio z

30—15+/5coso —15+/5cosa=0; 30-15-15=0
Calcul corect

Nodul 9

1545 Este nod de verificare
15\ X, =0; —15+15v5cosa=0; —15+15=0
«—0 Y =0; —15/5sina+30=0; -30+30=0

T30 Calculul a fost efectuat corect.

Problema 5.2 (fig.5.2) Metoda izolarii nodurilor
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Grinda cu zabrele este simetricd si incdrcatd simetric, deci reactiunile si
eforturile vor fi simetrice. Eforturile sunt date in tabelul 5.2

Tabelul 5.2
Bara 1-2 1-3 2-3 2-4 34 3-5 4-5
Efortul | +300,0 | -335,41 0 +300,0 | -134,16 | -201,25 0
Bara 4-6 4-7 5-7 6-7 6-8 7-8 7-9
Efortul | +140,0 | +72,11 | -201,25 +60,0 +140,0 | +72,11 | -201,25
Bara 8-9 8-10 8-11 9-11 10-11 10-12 11-12
Efortul 0 +300,0 | -134,16 | -201,25 0 +300,0 | -335,41

Problema 5.3 (fig.5.3) Aceeasi structura de la problema 5.2 la care se schimba
pozitia a doud bare.

120

!

160 150T

- Fig.5.3 -
Eforturile sunt date in tableul 5.3
Tabelul 5.3

Bara 1-2 1-3 2-3 2-4 3-4 3-5 4-5
Efortul | +300,0 | -335,41 0 +300,0 | -134,16 | -201,25 +60,0
Bara 4-6 5-6 5-7 6-7 6-8 6-9 7-9
Efortul | +180,0 -56,57 | -156,53 | +140,0 | +180,0 -56,57 | -156,53
Bara 8-9 8-10 8-11 9-11 10-11 10-12 11-12
Efortul +60,0 +300,0 | -134,16 | -201,25 0 +300,0 | -335,41

In acest caz de distributie a barelor se constati urmatoarele:
- numai doua bare sunt de efort nul,
- 1in bara 6-7 apare efort de intindere de 140kN in loc de 60kN, cum era in
cazul anterior,
- cresc eforturile de intindere din barele 4-6 si 6-8 de la 140kN la 180kN,
- scade efortul de compresiune din barele 5-7 si 7-9 de la 201,25kN la
156,53kN.
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Problema 5.4 (fig.5.4) Metoda izolarii nodurilor.

- Fig.5.4 -
Eforturile sunt date in tabelul 5.4
Tabelul 5.4

Bara 1-2 1-3 2-3 2-4 3-4 3-5 4-5
Efortul -40,0 +44,72 -60,0 -44,72 +120,0 -89,44 -27,04
Bara 4-6 4-7 5-6 6-7 6-8 7-8 7-9
Efortul +3.,0 +63,33 -72.67 +3,0 -72,67 -27,04 -44,72
Bara 7-10 8-10 9-10 9-11 10-11
Efortul | +120,0 -89,44 -60,0 -40,0 +44,72

Problema 5.5 (fig.5.5) Metoda izolarii nodurilor.

SOkNl 50kN 50 50
40kN 5 7 l9 11 40 l

T60




Eforturile sunt date in tabelul 5.5

Tabelul 5.5
Bara 1-2 1-3 2-3 2-4 2-5 3-5 4-5
Efortul | +66,67 -48,07 +40,0 +93,33 -48,07 -66,67 -10,0
Bara 4-6 4-7 5-7 6-7 6-8 7-8 7-9
Efortul | +86,67 | +12,02 -93,33 0 +86,67 -12,02 -80,0
Bara 8-9 8-10 9-10 9-11 10-11 10-12 11-12
Efortul +10,0 +80,0 -72,11 -40,0 +60,0 | +40,0 -72,11

Problema 5.6 (fig.5.6) Metoda izolarii nodurilor.

l30 120

- Fig.5.6 -
Eforturile sunt date in tabelul 5.6
Tabelul 5.6
Bara 1-2 1-3 2-3 2-4 3-4 3-5
Efortul +60,0 -100,0 | -16,67 | +93,34 -15,0 -99,68
Bara 4-5 4-6 5-6 5-7 6-7
Efortul +42.72 | +53,34 | -30,0 -59,96 +53,34

Grinda cu zabrele fiind o consold, calculul eforturilor se poate incepe prin
izolarea nodului 7.

-03.



Problema 5.7 (fig.5.7) Metoda sectiunilor simple

I-1 90
Ni7.18

- Fig.5.7 -

Calculul reactiunilor

>X,=0, H, =0
SM, =0; —30-3+60-3+90-5-V,-9=0;  V, =60kN
SM, =0, -30-124V,-9-60-6-90-4=0; V, =120kN

Eforturile din sectiunea I-1. Se scrie echilibrul partii din dreapta.

M, =0; N,,-2+90-2-60-6=0; N, , =90kN
M, =0, —N, ., -2-60-4=0; N, =—120kN
Y, =0; N, cos45" —90+60=0; N, =30+2kN

Eforturile din sectiunea II-II. Se scrie echilibrul partii inferioare a grinzii cu
zabrele.

SM,=0; N,-2+120-1=0; N, =-60kN
SM,=0; -120-1-N_-2=0; N, =-60kN
>X,=0; N, cos45" =0; N, =0

47
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Problema 5.8 (fig.5.8) Metoda sectiunilor simple

lSOkN 8 1 lSOkN

—_—
(@\]
13
oo AN
2 2 2 2 2 2
I-1 8 Ng.io l80 -1
Ng 6 Q\\ 10
\ 12
\ 14
\
Ngo
y 13
30 3 N3s N79 9 11
T75 85

- Fig.5.8 -
Calculul reactiunilor
> X, =0; 30-H,=0; H, =30kN
>M, =0, 30-2+80-4+80-8-V,-12=0; V,, =85kN
d>M,=0; V,-12+30-2-80-8+80-4=0; V, =75kN

Sectiunea I-1I. Se scrie echilibrul partii din stanga.
d>M,=0; 30-4-30-2+75-4-N,,-4=0; N, =90kN
>M,=0; 30-2+75-2+N,cosa-3=0; N, =-7826kN
> X,=0; 30-30+N,, +N, cosa+ N, cosp=0; N, =-44,72kN

Sectiunea II-11. Se scrie echilibrul partii din dreapta.
d>M,=0; N,-5+80-2-85-6=0; N, =70kN
d>M,=0;, —N,, cosa-4-85-4=0; N, =-9503kN
>X,=0; —-N,-N,cosy—N,  cosa=0; N, =4039kN
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Problema 5.9 (fig.5.9) Grinda cu zabrele este o grinda compusa.

Se calculeaza eforturile separat pentru partile secundare si separat pentru partea
principala si apoi se suprapun efectele pentru barele comune. Calculul se efectueaza
cu metoda izoldrii nodurilor sau metoda sectiunilor simple.

l 40kN l 40kN l40kN

D 10

7 l 30kN =
4 4 4 4 |
S
Sl 2 5 8 11 2
3 9
T15 lzo 15T 15 130 TIS

1 - - - — 12

T90 15 uls Tgo

- Fig.5.9 -
Eforturile din barele sistemelor secundare S; si S, sunt date in tabelul 5.9,a.
Tabelul 5.9,a

S1| Bara | 12 | 13 | 23 25 3-5 3-7 5-7
Efortul | .152 | +15 |+41542 | -30 |+1542 | +15 | .15{2

S2 | Bara 7-8 7-9 8-9 8-11 9-11 9-12 11-12
Efortul | _15./2 |+15 +15+/2 | -30 +15+/2 | 15 1542

Eforturile din sistemul principal sunt date in tabelul 5.9,b.
Tabelul 5.9,b

Bara 1-4 1-7 | 4-6 4-7 6-7 | 6-10 | 7-10 | 7-12 | 10-12

Efortul | .75./2 | +75 | +110 | 435./2 | -40 | +110 | 435./2 | +75 | .75.2
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Eforturile in barele grinzii cu zabrele reale sunt date 1n tabelul 5.9,c.

Tabelul 5.9,c

Bara

1-2 1-3 2-3 2-4 2-5 3-5 3-7
Efortul | 902 | +90 | 11542 | -7542 30 | 41542 | 190
Bara 4-5 4-6 5-7 6-7 6-10 7-8 7-9
Efortul | 4352 | +110 | 4202 | -40 +110 | 42042 | +90
Bara 8-9 8-10 8-11 9-11 9-12 | 10-11 | 11-12
Efortul | +154/2 | 43542 | -30 | +154/2 | 190 | 7542 | -904/2

Problema 5.10 (fig.5.10)
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Sistemul secundar 1
N,, =20~/2kN;N, =-20kN;N_ =—40kN;N  =—20kN;N  =20~/2kN

Sistemul secundar 2. Eforturile sunt date in tabelul 5.10,a
Tabelul 5.10,a

Bara 4-c 4-d c-d c-e d-e d-f e-f
Efortul | -120,0 144,22 -40,0 -120,0 36,06 108,17 -60,0
Bara e-5 f-5 f-6 5-6 5-g 5-h 6-h
Efortul -90,0 50,0 72,11 -80,0 -90,0 50,0 72,11
Bara g-h g-i g-j h-j i-j i-7 j-7
Efortul -60,0 -120,0 36,06 108,17 -40,0 -120,0 142,22

Eforturile din sistemul principal sunt date in tabelul 5.10,b numai pentru
jumatate de structura deoarece Incarcarea este simetrica.
Tabelul 5.10,b

Bara 1-2 1-3 1-4 2-3 34 3-5 3-6
Efortul -40,0 -395,98 280,0 0 0 -490,0 252,39
Bara 4-6 5-6 5-7 6-7 6-8 7-8
Efortul 280,0 -40,0 -490,0 | -180,28 640,0 0

Eforturile din sistemul real se obtin prin suprapunerea eforturilor obtinute in
sistemele secundare si sistemul principal, acolo unde cele doua sisteme se suprapun.
De exemplu:N,, =—-20kN;N_, =-20kN;N,, =-367,70kN; N, =-610kN.

Problema 5.11 (fig.5.11) Metoda dublei sectiuni

l 20kN
3 I 4




Calculul reactiunilor
d>M, =0, V,:-8-20-6-40-4=0 'V, =35kN
>M,=0; 20-2+40-4-V,-8=0 V, =25kN
Calculul eforturilor
Sectiunile au fost practicate astfel incat in ambele sa se afle doua bare si anume
barele 2-7 si 3-6.
Pentru partea din stinga a sectiunii I-I scriind o ecuatie de momente in raport
cu punctul A se obtine:
>M, =0; —N,cosa-1+20-2—N, sinf-2=0
Pentru partea din dreapta a sectiunii II-II scriind o ecuatie de momente in
raport cu punctul B se obtine:
d>M, =0; N,sina-10-40-10+25-6+N,, sinf-6=0
Rezolvand sistemul de doud ecuatii cu doud necunoscute se obtin eforturile in
barele 2-7 13-6 : N, =44kN s1 N,, = —4,29kN.
Celelalte eforturi se determina utilizand metoda izolarii nodurilor si au valorile:
N, =22,60kN; N, =-13,60kN; N, =-44,0kN; N, =-39,35kN;
N,, =-31,70kN; N, =3,57kN; N, =-12,6kN; N, =-20,2IN;
N,, =16,22kN.

Problema 5.12 (fig.5.12) Metoda inlocuirii barei.

4

30kN

- Fig. 5.12 -

Bara 4-5 se muta in pozitia 3-5. Noua structurd se incarca cu perechea de forte
X=1 si se obtin eforturile n| si apoi cu forta reald si se obtin eforturile N .

Punand conditia ca efortul in bara 3-5 sa fie egal cu zero rezulta:
N, =Nj, +n, -X=0

de unde
NO
X =——2 =30kN

0
n35
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Cunoscand X se determina si celelalte eforturi prin suprapunere de efecte, asa
cum se prezinta in tabelul 5.12.

Tabelul 5.12

Bara Il(j N? Nj
12 1 130 0
1-5 +42 | 152 +15\2
1-3 -1 +45 +15
2-4 ~0,5v2 0 —1542
23 40572 3042 0
35 1 130 0
3.7 1 +15 215
3-6 +0,5v2 0 +152
5-7 42 —154/2 +152
4-5 11 0 +30
4-6 ~0,52 0 ~152
6-7 1 0 330

Problema 5.13 (fig.5.13)

20kN/m

v 3

l 60kN

oy vy

6

3 3 3 | 3

135
- 9 N 90
162,2 +
135
Nig lN‘*ﬁ
a A\
—

¢ 135 K_

-Fig.5.13 -
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Aceasta structurd este o structura mixta, avand bare solicitate la incovoiere si
bare solicitate numai axial. Reactiunile se determind din conditiile de echilibru al
ansamblului. Pentru calculul eforturilor din barele dublu articulate se determind mai
intai, din conditie de moment zero in raport cu articulatia 3, efortul Ng;. Celelalte
eforturi se obtin din echilibrul nodurilor 6 si 7.

Calculul reactiunilor
>X,=0; H, =0
dYM,=0; V,-12-20-6-9-60-3=0 V, =105kN
>M, =0; 20:6-3+60-9-V,-12=0 V, =75kN
Efortul din bara 6-7
>M{=0; N,-2+60-3-75-6=0 N, =135kN

Nodul 6 cosoc:i' sinoc:i

V13 V13
>X,=0; N,-cosa—135=0 N, =162,25kN
Y =0; 162,25 sin0—N, =0 N, =90kN
Nodul 7
> X, =0; 135+4N,,-cosa=0 N, =162,25kN
DY, =0; 162,25-sinao—N_ =0 N, =90kN

B. Sa se calculeze deplasarile indicate la urmatoarele grinzi cu zabrele
Problema 5.14 (fig.5.14) Translatia pe orizontald a nodurilor 6 si 3. Barele

verticale si cele Inclinate au aria sectiunii transversale egald cu 2A iar celelalte bare
au aria egala cu A.

20kN ¢ 7 8
—>
<
20kN
— 55




Calculul se organizeaza in tabelul 5.14, iar deplasdrile se calculeaza cu relatia

A=Y
1

5 n NI

EA

Eforturile N sunt unice. Pentru fiecare deplasare se schimba incarcarea egala
cu unitatea si deci eforturile n;.

Tabelul 5.14
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Bara | A | N Nye n NI Nys n NI
EA EA
12 | A 4 20 12 40/EA 12 40/EA
13 | 2A 4 20 1 40/EA 0 0
-4 | 2A | 245 | 2045 | +/5/2 |5045/EA | +/5/2 | 504/5/EA
2-4 | 2A | 245 | -204/5 | -4/5/2 | 504/5/EA | -+/5/2 | 504/5/EA
25 | 2A 4 20 1 40/EA 0 0
34 | A 2 230 12 30/EA 1 60/EA
36 | 2A 4 0 0 0 0 0
37 | 2A | 245 | 1045 | 5/2 |25J5/EA| O 0
45 | A 2 10 v, 10/EA 0 0
57 1 2A | 245 | <1045 | -4/5/2 | 25J5/EA | O 0
58 | 2A 4 0 0 0 0 0
67 | A 2 220 1 40/EA 0 0
78 | A 2 0 0 0 0 0
n_ NI n_ NI
U, = Z EA u, = Z EA
u, = 200 +150v'5 (metri) u, = —1 00(\/5 1) (metri)
EA EA



Problema 5.15 (fig.5.15) Translatia v, Sectiunile barelor sunt: talpa
superioara 2A, talpa inferioara 1,5A, diagonale si montanti A.

mm

V4

- F1g.5.15 -
Tabelul 5.15
Bara A | N n, nv4Nl
EA

12 |15A| 2 15 12 10/EA
1-3 | 2A | 22 | <1542 |-+/2/2 | 15V2/EA
23 | A 2 5 12 _5/EA
24 |15A| 2 10 1 40/3EA
2-5 | A | 242 542 |-42/2 ] -1042/EA
35 | 2A | 2 _15 2172 7.5/EA
45 | A 2 0 1 0

46 | 15A | 2 10 1 40/3EA
56 | A | 242 | -5v2 |-4/2/2 | 1042/EA
57 | 2A | 2 5 2172 2.5/EA
67 | A 2 5 12 5/EA
68 | 1.5A | 2 5 12 10/3EA
7-8 | 2A | 22| -5v2 |-N2/2| 5J2/EA

5042042 78,284
) EA

(metr1)
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CAPITOLUL VI

ARCE STATIC DETERMINATE

Arcele sunt bare curbe sau sisteme de bare curbe plane, incarcate cu forte
actionand 1n planul lor. Arcele static determinate sunt:

- arcul cu trei articulatii (fig.VI.1,a),

- arcul cu tirant (fig.VI.1,b),

- arcul simplu rezemat (fig. VI.1,c)

- Fig. VL1 -

Arcul cu trei articulatii este utilizat in cazul in care baza de sustinere poate
prelua in conditii optime impingerile orizontale ale arcului.

Arcul cu tirant este utilizat ori de cate ori preluarea impingerilor orizontale ale
arcului — prin fundatie sau alte elemente constructive — nu reprezintd o solutie
rationald din punct de vedere constructiv si/sau economic.

Arcul simplu rezemat nu este utilizat ca element de rezistenta in constructii,
insa este utilizat ca instrument de calcul in rezolvarea arcelor static nedeterminate.

Curbele utilizate frecvent pentru realizarea arcelor sunt arcul de cerc si arcul de
parabola.

Ecuatia parabolei in sistemul de axe din figura VI.2,a se obtine astfel:

- se considerd y = ax’ +bx +c¢
- constantele a,b si ¢ se determind din conditiile urmatoare:
- pentru x=0; y=0 si rezulta c=0

2
- pentru x=L/2; y=f si rezulta f = a-L'  b-L

2
- pentru x=L; y=0sirezulta 0 =a-L’ +b-L
Din ultimele doud conditii se obtin succesiv
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4f 4f

a=——, b=—siapol ecuatia parabolei
E L §1.ap tia p
4fx(L —x
yz% (VL.1)

Unghiul ¢ facut de tangenta la curba cu orizontala pentru o sectiune oarecare
(fig.V1.2,b) se obtine prin derivarea relatiei (VI.1), rezultand
_dy 4f(L-2x)

dx L

tge

(V1.2)

a b
- Fig.VL.2 -

Si in cazul barei curbe plane se pot stabili relatii intre eforturi si incarcari. Din
conditiile de echilibru, pentru elementul infinit mic din figura VI.2,c rezulta
T T M
d—N:—pt+—; d—:—pn—E; d—:T (VL3)
ds p ds p ds
Din relatiile (VI.3) prin particularizarea p = o0 se obtin relatiile similare pentru

bara dreapta.
Pentru arcul cu trei articulatii din figura VI.3,a, avand reazemele la acelasi

nivel si incarcat cu forte gravitationale, reactiunile au urmatoarele expresii:
P-b P-a M?
VI:—Z — VZ:ZIL 1 H12H22f3:H (VL4)

unde M reprezintd momentul incovoietor in sectiunea 3 pe o grinda simplu rezemata

care are aceeasi deschidere si aceeasi incarcare ca si arcul dat.
Eforturile 1n sectiunea curentd au expresiile:
—_— 0 ]
N, =-T sinp—Hcoso
T, =T coseo—Hsing (VL5)
M =M!-H-y
unde T si M| reprezinta forta tdietoare si momentul incovoietor pe grinda simplu
rezemata asociatd arcului (care are aceeasi deschidere si aceeasi incarcare).
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Fig. VL.3

Observatii

- Dintre cele trei eforturi din sectiunea curenta N, T M ponderea cea mai mare,
atat in calculul de rezistentd cat si in calculul deplasarilor, o au forta axiala si
momentul Tncovoietor.

- Daca pentru o incarcare particulara rezultd momentul incovoietor egal cu zero
in toate sectiunile, atunci arcul se numeste arc de coincidenta pentru acea incarcare.

APLICATII

A. Sa se calculeze reactiunile si sd se traseze diagramele de eforturi la
urmatoarele arce static determinate:

4fX(L - X)
2

Problema 6.1 (fig.6.1) Arc parabolic y = L

Calculul reactiunilor
dYM, =0, V,:12-120-9=0; V, =90kN
>M,=0; 120-3-V,:12=0; V,=30kN
d>M; =0, 90-6-H,-4-120-3=0, H, =45kN

>M{ =0, H,-4-30-6=0; H, =45kN
. dy 4f 4.4 4 2
Calculul eforturilor tgp, =—=—(L-2x)= 12-2x)=—-=.
= 80 =g T C 20 =5 (12-20)=0-5x

Forta axiala
N, =-V,sinp, —H, coso,

4 .
Pentru x=0, tge, = 5; sin@,= 0,80, cos ¢; = 0.60
N, =-90-0,8-45-0,6 = -99kN
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M N
135 20,82 51
45 99
135 45

87,30

- Fig. 6.1 -

Pentru x=3m, tgp, = %; sin 4= 0,554, cos @,= 0.832

N,., =-90sin¢, —45cos@, =

=-90-0,554-45.0,832 = -87,30kN

=-90sin¢, —45cos, +120sinp, =
=-90-0,554-45-0,832+120-0,554 = -20,82kN

Pentru x=6m (la cheie) N, = —H, = —45kN deoarece ¢;=0, sinp;=0, cos@;=1

N

4+¢

Pentru x=12m ¢, = ¢, (arcul are reazemele dispuse simetric)
N, =-V,sinp, —H, cosp, =-30-0,8-45-0,6 = —-51kN

Momentul Tncovoietor

M,=V,-3-H,-y, =90-3-45-3=135kNm
Momentul incovoietor maxim pe intervalul 2-3

M, =V, x-H, - y=30-x-45-y

M, 1 :30—45(f—3.x)
39

dx

Pentru T,=0 rezultd x=3m, respectiv y=3m
M_ =30-3-45-3=-45kNm

max
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Problema 6.2 (fig.6.2) Arc parabolic.

80kN 15kN/m 80 15
y vevy oy l iy vy
x4 { H1=100/O-\ H,=100

T V1=90 TVZZIIO
4 4 8
N
3,75
20
60
M

129,63

- Fig. 6.2 -

Calculul reactiunilor
d>M,=0; V,-16-80-12-15-8-4=0; V,=90kN
>M,=0; 80-4+15-8:12-V,-16=0; V,=110kN
>M;=0;, 90-8-H, -4-80-4=0; H, =100kN
dYM{ =0, 15-8-4-110-8+H,-4=0; H,=100kN

X dy 4f 4.4 1
Calculul eforturilor tep=—=—(L-2x)=——(16-2x)=1—-—-X
o= = )=Te ( ) 3

Forta axiala
N, =-V,sin@, —H, cos o,
Pentru x=0, tgep, =1; sin@, = cos ¢;= 0,707
N, =-90-0,707 —100-0,707 =—-134,33kN
Pentru x=4m, tgp, =0,5; sin ¢4= 0,447, cos ¢, = 0,894
N,.,=-V;sinp, —H, coso, =
=-90-0,447 -100-0,894 =—-129,63kN
N,..=N, . +80singp, =-129,63 +80-0,447 =-93,87kN
N, =-H, =-100kN
N, =-V,sinp, —H, cosp, =-110-0,707 =100 0,707 = —148,47kN
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Momentul incovoietor
M _, =V, :-x-H, -y=90-1-100-0,9375 = -3,75kNm
M,=V,-4-H, -y, =90-4-100-3 = 60kNm
Momentul incovoietor maxim pe intervalul 2-3

M :110'X—15-X°§—100-y=110'x—7,5-X2—6,25-(16-X—X2)

dM_
dx
Pentru T,=0 rezultd x=4m
M_ =110-4-7,5-16—6,25-(64—16)=+20kNm

m

=T, =110-15-x-6,25-(16-2-x)

Problema 6.3 (fig.6.3) Arc parabolic.

4,5 4,5 45 45

e e
M N
113,76 1137 273,79
\ /// 273,79
90 90

139,04 =0 139,04

-Fig.6.3 -
Calculul reactiunilor
Incarcarea fiind simetrica reactiunile sunt simetrice

M, =0; V,-18-80-135-80-4,5=0; V, =80kN; V, =80kN
SM$=0; 80-9-H, -3-80-45=0;  H, =120kN; H, =120kN

Calculul eforturilor tgp = dy 4t L-2x)= 4—3 .
dx 18 3 27

L2
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Forta axiald — diagrama este simetrica
N, =-V,sing, —H, coso,

2 .
Pentru x=0, tgo, = 5; sin@, = 0,554 cos ¢;=0,832
N, =-80-0,554-120-0,832 = -273,79kN
Pentru x=4,5 m, tgo, =§; sin @4= 0,316, cos @4= 0,948
N,,=-V,sinp, —H, cosp, =
=-80-0,316—-120-0,948 = —139,04kN
N,, =N, +80singp, =-139,04+80-0,316 =—113,76kN
N, =-H, =-120kN

4-¢

Momentul incovoietor — diagrama este simetrica
M,=V -45-H, y, =80-4,5-120-2,25 =90kNm

Problema 6.4 (fig.6.4) Arc circular cu: R=12m, a=60"

M N 89,969
179,946
59.294 148,132
148,128 102.26
109,876 134,605 ’
; O 98 874
8906 10233
- Fig.6.4 -
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Calculul elementelor geometrice ale arcului

%:Rsina;L = 2Rsino = R+/3 =20,78m

f=R—-Rcosa :%: 6,0m
Coordonatele sectiunilor a,b,c si d se determind dupa modelul urmator:
X = %—Rsinq)a = %—Rsin40° =10,39-7,71=2,68m

a

y, =Rcosp, —Rcos60" =3,192m
Celelalte coordonate sunt date in tabelul 6.4.

Calculul reactiunilor

SM, =0; V,-20,78-20-1039-15,585=0; V, =155,85kN
SM, =0; 20-1039-5195-V,-20,78=0;  V, =5195kN
SM¥=0; H,-6-51,95-1039=0; H,=8996kN H, =H,

Calculul eforturilor

Eforturile axiale au fost calculate cu relatiile:
- intervalul 1-3 N, =-V,sinp, —H, cosp, +p-Xx,sing,;
- intervalul 2-3 N. =-V,sinp, —H, coso,;
Momentele incovoietoare calculate cu relatia M =M —H-y si eforturile

axiale sunt date in tabelul 6.4.

Tabelul 6.4
Sectiunea | @i | SinQ; | COSQ; X; Vi M? -Hy; M; N,

1 60 | 0,866 | 0,500 0 0 0 0 0 -179,95
a 40 | 0,642 | 0,766 2,676 3,192 | 346,45 -287,15 59,30 -134,61
b 20 10,342 | 0,940 6,285 5,276 | 584,51 -474.,63 109,88 -94 87
3 0 0 1,000 10,39 6,0 539,76 | -539,76 0 -89,96
C 20 10,342 | 0,940 14,494 | 5,276 | 326,50 | -474,63 -148,13 -102,33

40 | 0,642 | 0,766 18,104 | 3,192 | 139,02 | -287,15 -148,13 -102,26
2 60 | 0,866 | 0,500 20,78 0 0 0 0 -89.97
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Problema 6.5 (fig.6.5) Arc de cerc cu R=8m si a=60"

25,732
X
— —
T84,152
T114,448
274,39 231,797 42,81 25732 5, 5g 50,777
136,536 54,66 -
% 60,02
154.392 X 120 86,537 85,743
’ 63,736
M - N
114,448
- Fig.6.5 -

Calculul reactiunilor

M, =0; —60-2+20-6,93-10395-V,-13,86—H,-6=0
M =0; 20-6,93-3,465-V,-13,86-H,-6=0
V, =84,152kN,  H, =25732kN

Y =0; V,—60-20-693+84,15=0; V, =114,448kN
YX, =0; H,—H, =0 H, =25,732kN

Verificare
ZM;t =0; -60-8,93+14,448-6,93-25,732-10=0
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Eforturile pe arc sunt date in tabelul 6.5

Tabelul 6.5
Sectiunea | @i | Sing; | Cos; Xi Vi M; N;
4 60 0,866 0,500 0 0 -274,392 -60,02
a 40 0,642 0,766 1,788 2,128 -231,797 -54,66
b 20 0,342 0,940 4,194 3,517 -136,536 -42,81
3 0 0 1,000 6,930 4,000 0 -25,73
c 20 0,342 0,940 9,666 3,517 86,537 -24,28
d 40 0,642 0,766 12,072 2,128 63,736 -50,78
2 60 0,866 0,500 13,860 0 0 -85,74

Problema 6.6 (fig.6.6) Arc parabolic cu tirant

20kN/m 20
T IEEE
—
=60
TV1=90 T V=30
60
+
63,63
60

- Fig.6.6 -
Calculul reactiunilor
Arcul fiind simplu rezemat, iar incarcarea verticald, rezulta H;=0
d>M,=0;, V,-12-20-6-9=0;, V, =90kN
>M, =0, 20-6-3-V,-12=0; V, =30kN
Efortul din tirant se obtine din conditia
>M;=0; 90-6-T-3-20-6-3=0; T =60kN

Calculul eforturilor

In tirant efortul este de intindere si are valoarea N=60kN

Pe arc efortul axial este:

In sectiunea 1 (x=0) tgp, =1; sin®, = cos ¢;=0.707
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N, =-V,sin@, — Tcosp, =—-106,05kN
In sectiunea 3 (x=6m) N, =T =—60kN

In sectiunea 2 (x=12m) ¢,= @,
N, =-V,sinp, —Tcosp, =-30-0,707-60-0,707 = —63,63kN

Momentul incovoietor maxim pe cele doua ramuri ale arcului
Ramura 1-3

M, :Vl-X—T-y—20-x-§=9O-X—5-(l2-X—X2)—10'X2
M,

dx

Pentru T,=0 rezulta x=3m
M, _ =90-3-60-2,25-10-9 = +45kNm

=T. =90-60—10-x

Ramura 2-3
M, =V, x-T-y=30-x-5-(12-x -x*)
M, T —30-60+10-x
dx

Pentru T,=0 rezulta x=3m
M_ =30-3-60-2,25=-45kNm

Problema 6.7 (fig.6.7) Arc parabolic cu tirant

120 180

N

T V=135 T V=165
N
+ 200

194,47 181,94 259
135 315 241
M -
23459 g9 245,12
- Fig.6.7 -
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Calculul reactiunilor
H,=0
d>M,=0; V,-24-120-18-180-6=0; V, =135kN
d>M,=0; 120-6+180-18—V,-24=0; V, =165kN
Efortul din tirant
>M; =0, 135-12-T-4,5-120-6=0, T =200kN
3 1

Calculul eforturilor tgp = dy _4f L-2x)= 4 42’5 (24-2x)="-—x
dx L 24 4 16

2

Forta axiala
N,, =T =+200kN

N, =-V,sing, —Tcoso, sing;=0,6; cos¢p;=0,8

N, =-241kN

N,,.=-V,;sinp, —Tcoso, sings=0,351; cosp,= 0,936
N, . =-234,59kN

N,.. =N, +120sin¢p, =-234,59+120-0,351=—-192,47kN
N, =-T =-200kN

N, =-V,sing, —Tcosp, =-259kN Q2= Q)

N,,, =-V,sinp, —Tcosp, =-24512kN  @s= @4

N, =N, _ +180sinp, =-245,12+180-0,351 = -181,94kN

Momentul Tncovoietor
M,=V,-6-T-y, =135-6-200-3,375=135kNm
M,=V,-6-T-y, =165-6-200-3,375=315kNm

Problema 6.8 (fig.6.8) Cadru cu trei articulatii avand rigla un arc semicircular

Calculul reactiunilor

>M,=0; -V,-6+20-6-3=0; V, =60kN
>M,=0; 20:6:3-V,-6=0; V, = 60kN
>M¥=0; H,-9-60-3=0; H, =20kN
M =0; H, -9-60-3-20-6-6=0; H, =100kN

Calculul eforturilor
Eforturile pe arc sunt date in tabelul 6.8
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20kN/m

20
60 20
240
60 60 20 AN
250
- ] |
" |
ol 1o/ | i .
60 N 60 T
Fig.6.8 -
Tabelul 6.8
Sectiunea | ¢i | SINQ; | COSQ; X; N M, N; T;
4 90 1,000 0 0 0 240 60,00 -20,00
a 60 | 0,866 | 0,500 0,716 1,500 | 137,04 41,96 -47,32
b 30 | 0,500 | 0,866 1,500 2,598 98,04 42,68 -61,96
3 0 0 1,000 3,000 3,000 0 -20,00 -60,00
C 30 | 0,500 | 0,866 4,500 2,598 -81,96 -47,32 -41,96
d 60 | 0,866 | 0,500 5,284 1,500 | -107,04 -61,96 -12,68
5 90 | 1,000 0 6 0 -120 -60,00 20,00
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Problema 6.9 (fig.6.9) Sd se determine ecuatia curbei de coincidentd pentru
arcul cu trei articulatii, Incarcat cu o forta verticala, uniform distribuita pe orizontala,
in sistemul de axe din figura 6.9.

Ay
p P
YV v vy v vy YY Y YY YoYUy

pL’ pL
—_ 4

2
-Fig.6.9 -
Calculul reactiunilor
V, =V, = pL
2
st pL L L L I)L2
M; =0; ———-H f-p-——=0; H, = =H
LM: 2 2T TPy R
Momentul incovoietor in sectiunea curenta este
pL pL’ X
M =—-x-— V=D X -—
T Mgy TP
Conditia de arc de coincidentd este M,=0 pentru oricare valoare a lui x. Deci
pL pL’ X
— X — . —D-X-—= 0
2 8f P 2
de unde rezulta
4fx
y="13 =%

Expresia obtinuta reprezinta o parabold raportata la sistemul de axe din figura
6.9 si este identicd cu (VI.1) stabilitd pe alta cale.
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Problema 6.10 (fig.6.10) Sa se determine forma curbei de coincidentd, pentru
arcul cu trei articulatii, supus unei incarcari constante, normale la axa barei.

Pentru  rezolvarea  acestei
probleme se utilizeaza relatiile (VI.2),
dintre eforturi si iIncarcari, stabilite
pentru bara curba. Din conditia de arc
de coincidentd M,=0, rezultd T,=0.

Deoarece nu existda forte cu
componente pe directia tangentei la
curba, rezultd p=0.

Din prima relatie (VI.2) se
obtine

- Fig.6.10 - i—N =0 si deci N=constant
S

Din a doua relatie (VI.2) se obtine

0=—pn—E sau N=-p, -p
p

Deoarece p,=constant si N=constant, rezultd p = constant = R. Curba care are

raza de curburd constanta este arcul de cerc, iar forta axiald in acest caz, este forta de

compresiune §i are expresia
N=-p, ‘R

Daca presiunea normala constantd se exercitd din interior atunci forta axiala
are aceeasi expresie si este fortd de Intindere.
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CAPITOLUL V11

UTILIZAREA PRINCIPIULUI LUCRULUI MECANIC
VIRTUAL IN CALCULUL STRUCTURILOR STATIC
DETERMINATE

Principiul lucrului mecanic virtual a fost utilizat in Mecanica Teoretica pentru
studiul echilibrului static al sistemelor de corpuri cu un grad de libertate. Enuntul
acestui principiu este urmatorul: “conditia necesara si suficientd ca un un sistem de
corpuri sa fie in echilibru static, sub actiunea unui sistem de forte, este ca lucrul
mecanic efectuat de sistemul de forte, parcurgind deplasari virtuale sa fie egal cu
zero”.

Deplasarile virtuale sunt deplasari imaginate, dar posibile, infinit mici si
compatibile cu legaturile interioare si exterioare ale sistemului de corpuri, iar lucrul
mecanic efectuat de fortele reale parcurgand deplasarile virtuale se numeste lucru
mecanic virtual.Deoarece deplasarile sunt virtuale principiul lucrului mecanic virtual
reprezinta n aceasta situatie varianta denumita principiul deplasarilor virtuale.

Forma matematica a acestui principiu este:

SL=)P -dn +>M -3y, =0 (VIL1)

unde P; si M; reprezintd fortele s1 momentele sistemului real de incdrcari, iardm, si
oy, reprezintad deplasarea pe directia fortei P; respectiv rotirea corpului pe care

actioneazd momentul concentrat M;.

Aplicarea principiului lucrului mecanic virtual in calculul reactiunilor sau

eforturilor structurilor static determinate necesita urmatoarele operatii:

- pentru fiecare marime statica — reactiune sau efort — ce urmeaza a fi
determinatd se transforma structura static determinata intr-un mecanism cu
un grad de libertate, eliminand legatura de pe directia reactiunii sau a
efortului ce se va calcula;

- pe directia acestei legaturi se introduce echivalentul sdu mecanic, astfel
incat in aceastd situatie, sistemul de forte este format din fortele reale —
cunoscute — i echivalentul mecanic al legaturii suprimate — necunoscut;

- se imprimd deplasarea virtuald mecanismului si se determind translatiile
punctelor de aplicatie ale fortelor si rotirile corpurilor mecanismului;

- se exprima lucrul mecanic virtual produs de fortele si momentele reale si de
echivalentul mecanic al legaturilor suprimate. Forma principiului este acum
urmatoarea

SL=)P -dn +>M -8y +S-35=0 (VIL.2)

unde S este necunoscuta problemei iar 0s deplasarea pe directia sa (translatie sau
rotire).
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Expresia (VIIL.2) reprezinta o ecuatie cu o singurda necunoscuta S.

Rezultd din cele de mai sus urmatoarele:

- pentru calculul mai multor reactiuni sau eforturi este necesar sa se
stabileascd mecanismul corespunzator,

- pentru determinarea deplasarilor pe directiile fortelor reale este necesar sa
se traseze diagramele de deplasari ale corpurilor mecanismului in functie de
deplasarea virtuala imprimata,

- pentru trasarea diagramelor de deplasari este necesard stabilirea pozitiei
centrelor instantanee de rotatie ale corpurilor.

In figura VIL.1 sunt prezentate citeva exemple de mecanisme obtinute dintr-o
structura static determinatd, precum si schemele legaturilor ce se introduc intr-o
sectiune curentd in cazul In care se suprimd legatura corespunzatoare momentului
incovoietor, fortei tdietoare sau fortei axiale.

P P P M p
—_— —_— e e
- >
—
A

M
>«
VA

N

—>
T Iir
N

P9
b—d
T ¢ T T
- Fig.VIL1 -

Pentru un mecanism format din n corpuri exista n centre absolute si C: centre

relative. Centrul absolut al unui corp se caracterizeazd prin aceea cd viteza sa
absoluta este egala cu zero, deci si deplasarea acestui punct este egala cu zero.

Centrul relativ a doud corpuri se caracterizeaza prin aceea ca viteza relativa a
celor doud corpuri este egald cu zero, iar deplasarea — in dreptul acestui punct — este
aceeasi pentru ambele corpuri. Uzual corpurile se noteaza cu cifre romane I, II, 111
etc., centrele absolute cu (1), (2), (3) etc., iar centrele relative cu (1,2), (1,3), (2,3) etc.

Pozitia centrelor instantanee se stabileste cu ajutorul teoremei de coliniaritate a
centrelor instantanee §i anume: pentru sistemele cinematice plane (mecanisme) trei
centre instantanee a trei corpuri oarecare sunt coliniare”. Prin termenul de corp se
intelege aici si baza de sustinere. Prin clasificarea centrelor instantanee in absolute si
relative, teorema generald de coliniaritate poate fi enuntata sub doud variante — utile
in aplicarea practica — §i anume:

- centrele absolute a doua corpuri si centrul lor relativ sunt coliniare,
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- centrele relative a trei corpuri, luate doua cate doua, sunt coliniare.

In aplicatiile practice, articulatiile cu baza de sustinere reprezinti centre
absolute, iar articulatiile dintre corpuri reprezintd centre relative.

Pozitia unui centru instantaneu se determind ca punct de intersectie a doud
directii. De exemplu, pozitia centrului absolut al corpului II se stabileste cu ajutorul
corpurilor I si III pentru care se cunosc (1) si (3) respectiv (1,2) si (2,3)

(2){(2), (1,2), (1)
(2),(2,3),3)
Pozitia centrului relativ al corpurilor I si III se stabileste astfel
(1’3){(13), 1,(3)
(1,3),(2,3),(1,2)

Dacd un corp are un reazem simplu atunci centrul sau absolut se afld pe
normala la planul de rezemare.

Deoarece in constructii majoritatea fortelor au directia verticala sau orizontala
diagramele de deplasari se vor reprezenta pe verticald si orizontala.

APLICATII

Problema 7.1 (fig.7.1) Sa se traseze diagramele de deplasari ale mecanismului
din figura 7.1, caruia i1 se imprima deplasarea virtuala .

(1,2)



Determinarea pozitiei centrelor instantanee necunoscute
(2){(2), (1,2), (D) (1’3){(13), 1,(3)
(2),(2,3),3) (1,3),(2,3),(1,2)
Deoarece in diagramele de deplasari corpurile sunt reprezentate prin segmente
de dreapta (iar diagramele au variatie liniare) orice translatie sau rotire de corp se
poate determina in functie de deplasarea virtuala imprimata mecanismului.

Problema 7.2 (fig.7.2) Sa se determine, utilizind principiul lucrului mecanic
virtual, urmatoarele marimi statice: reactiunea V,, momentul incovoietor M,, forta

taietoare T,..

Calculul reactiunii V,.

10kN/m 60kN  30kN
Je=m ! A of 2020
=

PAN (2) L reazem
1 2 4
’ 12 *3 e 4,5 ;e 4,5 A 3 . Irpprimﬁnd rptirea v
corpului I rezultd diagrama de
l l (2) l deplasari. Lucrul mecanic virtual
i | T iy n A ot
Vi . \'s
Vi< o ; 10-15-m, -V, -1,
m e +60-m,-30-1,=0
n2
N, =75y M, =12y;
Corp fix » M. l(l 2) l (2) l n; :15\V1;
/é él n o v, =1 >
() N4 : 9 3 v
M, o v _—] 1
Un :En3 :755\|/1’
ni ns
ns =3y, =5y,

v, -(150-7,5-V, 12+
+60-7,5-30-5)=0
Pefttru v, # 0 rezulta

ecuata:
1425-V,-12=0;
“wm ' deunde

V,=118,75kN
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Semnul plus semnifica faptul ca reactiunea V, are sensul adoptat initial.

Calculul momentului incovoietor M,. Deoarece grinda 1-2, rezultata in urma
intreruperii continuitdtii in sectiunea 2 a grinzii principale 1-2-3, este o grinda simplu
rezemata, deci fixd, mecanismul obtinut este un mecanism partial si se extinde numai

in zona 2-3-4.
oL = 0; M, -y, +10-3-n,+60-1,-30-1, =0

1
n, :135W1; n, :3\V1; N, :Enz :195\|j1;
n, 1 .
\u2=j=§wp n, =3y, =y,

v, (M, +30-1,5+60-1,5-30-1)=0 M,=105kNm

Calculul fortei tdietoare T, . .Corpurile I si II fiind legate printr-un mecanism
format din doua bare, dublu articulate, paralele, au centrul lor relativ la infinit pe
orizontald. Rezultd ca in pozitia deplasata cele doua corpuri sunt paralele. Aceasta
este cheia problemei. Deci, y; = y,. Imprimand o deplasare virtuala n pe directia
fortei taietoare rezultd diagrama de deplasari.

Lucrul mecanic virtual este

SL=0; ~T,,-n-10-12-n,-10-3-1,-60-1, +30-1, =0
mz%n; wlzﬁzwz; n2=1,5\v2=%n;
n3=3\vz=%n; m%m%n; \V3=%=%n;
n5=3\v3=$n

n-(Tz_g—120-1—30-1—60-l+30-L) 0
2 8 8 12

Pentru n=0 rezulta

T,..=68,75kN
Forta tdietoare este negativa.
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Problema 7.3 (fig.7.3) Momentul incovoietor M;, fortele taietoare T, §1 Ts..

20kN/m 75kN
1 YT s ;
JraN VAN JEPAN AN
PR SRR 6 DA
- gl I~ i gl g gl 4l
M;
(1) » o (2) l (2,3) l (3) Grinda fixa
1Ot O O
,é | (1.2) Hé 111 é e
ni n2 ns
M, Vi o A et
n
T2—5
(12) lT
(1) ‘m—' b a(2) § (2.3) (3) Grinda fixa
L—d J J
,é 1 AN I PAN AN
T,., Vi Y Vi R
mn, s
n
TS-s
(2) .
Grinda fixa (1) l‘—’(l’z lT Grinda fixa
o0
/é AN 1 11_jA AN
TS-s Vi _
\N n
N2 M
- Fig.7.3 -
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Calculul momentului Incovoietor M;

OL=0; -M, -y, -M,-y,-20-3-1,-20-6-1,=0
1 3
YV, =V,; n, :1’5W2; n, :3W2; n; ZEnz ZE\Vz;

v, (M, -2-60-1,5-120-1,5)=0
Pentru y; # 0 rezultda M. = —135kNm
Momentul incovoietor M; real intinde fibra superioara.

Calculul fortei taietoare T,.,.

Centrul relativ (1,2) fiind la infinit pe orizontala, cele doud corpuri sunt
paralele in pozitia deplasata.

OL =0; T,, n+20-3:1,+20-6-m, =0
v, =y, -corpurile fiind paralele

1 15 3 1 3
legn’ ﬂlzlaswz:?ﬂ» n2:3\|12:§n’ ﬂszgﬂzzgﬂa

n-(TH +60-1’5+120-3j:o
8 16

Pentru n#0 rezulta T, = -33,75kN

Calculul fortei tdietoare Ts_,

0L =0; T,, m+20-2:n+20-6-1,=0

1.
N, ==M>

2
n-(T5_8+4O+120-%j:0

Pentru n#0 rezulta T, =-100kN
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Problema 7.4 (fig.7.4) Momentul incovoietor M; si reactiunea orizontala H,.

30kN/m
75kN

#(2)
)'\\\Vu /L/: l )'\\\VH
\ | \
N1 (1’23/ [ AN
//
/
; I // 1
/ A5
/ H N2
(N -
Vi1 =V A
v Y Vm Wi Vi _qs
\K \\I)}/
R M4
n2 ns
- Fig.7.4 -

Calculul momentului incovoietor M;

2),(1,2),d
o {( 1.(1.2). ()
(2.(23.0)

0L =0; 75-n,+M, -y, +M, -y, +30-3-1,+30-2-m, =0
P

5
YV, =V;, ﬂ1:6\|115 71225%3 Wz_?zg\Vl;

1
LB :5112 :295“]1; N, :1W3 =V,
" -(75-6+Mi -§+Mi +90-2,5+60-1j:0

Pentru y, # 0 rezulta M, =-275,625kNm
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Calculul reactiunii orizontale H,

0L =0; 75-m,-H,-n,+30-3-1,-30-2-1,=0
M0

n, =6y,; n, =5, VY, 3=§\v1; n, =9,6y, =16y,;
1 . 5 .
n, :5113 :295\”1’ n; :hljz :§\V1’

v, -(75-6—H2 -16+90-2,5—60-§j:0

Pentru y; # 0 rezulta H, = -35,94kN

Problema 7.5 (fig.7.5) Momentul incovoietor M;.

180kNm O N
Wi
S80kN ' ~ ?\(1) /// i —9‘\\
w | 10kN/m i i A VLI N
L\ M / IR \
91N @34 B4a) I~ L\
| \ -\ " \
N I / \
/
=45 3 4 4.5 4,5"& / v
e e—f—|e—] //
\|/
2) 4
A ( /)é Vi =Yy
Vi Yiv

- Fig.7.5 -

Calculul momentului Incovoietor M;

oL =0; 10-6-m, =M, -y, -M, -y, -80-n, +180-9, =0

WV, =V, n, =12y,; n, =3y, =4,5y,;
v, =15y, Vv, =vy, =y, =15y, ;

v, -(60-12-M,-1,5-M.-1,5-80-4,5+180-1,5)=0

Pentru y; # 0 rezultd M;=210kNm
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Problema 7.6 (fig.7.6) Momentul incovoietor M;

ns
sl L
i Vi
- Fig.7.6 -
Calculul momentului incovoietor M;

(2),(1,2),(1)
(2){

(2),(2,3),(3)
SL=0; -20-3-1,-20-61,-M, -y, -M, -y, +60-1, =0
V, =V, 7,5y, :13:5W2; v, 209555W1;
nl :1)5“/19 nz :3\‘V2 :1’665W1’

N, =75y, =4,1625y ;
v, - (=60-1,5-120-1,665—M, — M., - 0,555+ 60-4,1625) = 0

Pentru y,; # 0 rezulta M, =-25,75kNm
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Problema 7.7 (fig.7.7) Momentul incovoietor M;

@ g\
15kN/m L
Lol
+/ + + / I _)\\IJIV
i ' \
el 75kN - : \\
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| \\\
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Vi1 =V
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- Fig.7.7 -

Calculul momentului Incovoietor M;

2),(1,2),(1 4),(3,4),(3
(2){()( ), (1) (4){()( ),3)
(2)a(2’3)9(3) (4) 1 reazem

oL =0;

75-m,+15-3-n, +15-2:n, +15-4n, +M, -y, + M, -y, =0

5 1
VoSS VeSOV WSV M=y My =Ly, =25y
n, =ly, =y, N =2V, = V53

v, -(75-5+45-2,5+30-1+60-1+Mi -§+Mi -1):0
Pentru y, # 0 rezulta M, =-216,563kNm
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Problema 7.8 (fig.7.8) Sa se determine eforturile din barele 3-5 si 4-5
Calculul efortului Nss
l60 l90 l40
6

2),1,2),d
(2){()( (D)

(2) L reazem

2 4 oL = 0,
1 7 Yy 60-m,+90-m,+40-1, -N_, -1, =0
3 5 =—
4 4 4 . _ . _ .
|<—>|<—>|<—>| “|'Il _\VZ’ nz _2“;]19 n3 _6\|—[19
_o? n, =4y, =4y,;
S et T
0 = |
> - v\ v, (60-2490-6+40-2-N,, -4)=0
Nas — Pentru y; # 0 rezulta N3s=185 kN
Vi P
™ N4 Calculul efortului Nys
ns
(1,2),(3,D,(3,2) (2),(1,2),(1)
(1,2) (2)
(1,2),(4,1),(4,2) (2) L reazem
l(l 1 i (3){(3),(1,3),(1)
§ /3‘5\ o o 13.(23).02)
(1,4 IV 24 PAAN 7
oL =0; sinoc:cosa:T
- 60-n,+90-n,-40-n, + N sina-n, +
Y v | X +N,cosa-n, +N,sina-n, =0
vy M4
ns
M2 b V.=V, n, :2W1; n, :2\V1;
N, =6y, M, =2y
N =4y =4y,
- Fig.7.8 -

v, -[60~2+9O-640-2+N45%-12]:0

Pentru y; # 0 rezultd N, = —68,354 kN
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Problema 7.9 (fig.7.9) Sa se determine eforturile din barele 10-16 s1 8-15

¢ 60kN Calculul efortulut N 10-16
13 Yia 15 16 17 18
1,2),(3,1),(3,2
X (1’2){(1 2) (4 1) (4 2)
6 5 8I ; IOI f PaN (9 )9( s )7( s )
120kN 80KN 2) (2),(1,2),(1)
(2) L reazem
4),(1,4),(1)
(4){
(4),(2,4),(2)
2 2 2 2
2 | 2 | 5
o3 oL =0; s1noc:cosoc:7
M2

7/ \
* (1,3 /1ry 33

1 / 10,16] \ . . . .
. w;\ AWt N / 60-1, +120-1, =80 1, +
3y X +N,,_sina-n, +N, _,cosa-n, +
/ \
/ / \

10-16 10-16

+N,, ,sma-n,—N, cosa-n =0

V=V, M =6y m,=8y;
VI=Va N, =2y M, =4y
n,=6y,; n,=4y,=4y,;

v, -(60-2+120-4-80-4 +

n 5
4 V2

N2 +N10—167'10):O

Uk

Pentru y; # 0 rezulta
N, =—39,398kN

10-16

Calculul efortului Ng 5
12) {(1,2),(3,1),(3,2)
(1,2),(4,1),(4,2)
Vimya 2),(1,2),(1
2) {( ),(1,2),(1)

(2) L reazem

4),(1,4),(1 3),(1,3),(1
(4){()( ), (1) (3){()( ), (1)

(4),(2,4),(2) (3),(2,3),(2)

- Fig.7.9 -
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SL:O; 60'111 —120'ﬂ3 —80'ﬂ4+Ns45 ‘N, +N8—15 ‘N, =0

V=, M =2y =4y n =8y, =8y =4y, =4y

v, -(60-2-120-8-80-4+N, .
=99,66 kN

4+N_ . -8)=0
Pentru vy, # 0 rezulta N

8-15

Problema 7.10 (fig.7.10) Sa se determine eforturile din barele 4-6 si 5-6

l 50kN l 40kN l 30kN l 20kN Calculul efortului Nyg
4 6 8 9

oL =0;

30'n1+20'ﬂ2—N46‘n3:0

N =2vy,; m,=4y;
n, =ly,

v,-(30-2+20-4-N_ -1)=0

Pentru y; # 0 rezulta

N46: 140 kN

Calculul efortului Ns¢

oL =0;

Ny -m +40-m,+30-m,=0
1
2y, =4y Vs =SV,

n=2y,; M,=2y, =y

v, (N, -2+40-2+30)=0

~% | Pentru y,; # 0 rezulta
>
N N, =-55kN
- Fig.7.10 -
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