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PREFAŢĂ 

 
 Cursul "Statica Construcţiilor. Structuri static determinate” este destinat 
studenţilor din anul II de la Facultatea de Hidrotehnică. 
 Cursul este alcătuit din 6 capitole şi anume:  
 Capitolul I - Aspecte generale ale calculului structurilor de rezistenţă. În acest 
capitol sunt prezentate obiectul de studiu al Staticii Construcţiilor, schematizările care 
se fac în vederea obţinerii modelului matematic, ipotezele simplificatoare folosite în 
calculul liniar elastic, noţiuni şi teoreme generale folosite în calculul structurilor. De 
asemenea sunt prezentate relaţiile folosite pentru calculul deplasărilor structurilor 
elastice produse atât de forţe cât şi de acţiunea variaţiei de temperatură şi a cedărilor 
de reazeme. 
 Capitolul II - Structuri static determinate alcătuite din bare drepte. În acest 
capitol este prezentat modul de rezolvare al structurilor static determinate alcătuite 
din bare drepte. Tipurile de structuri analizate sunt: grinzile simple (grinda în consolă, 
grinda simplu rezemată şi grinda cu consolă), grinzile compuse (Gerber) şi  cadrele 
plane (de formă oarecare şi simetrice). 
 Capitolul III – Grinzi cu zăbrele.. în acest capitol este prezentat modul de 
alcătuire a grinzilor cu zabrele, ipotezele simplificatoare admise care stau la baza 
calculului, precum şi metode de determinare a eforturilor din bare. Pentru grinzile cu 
zăbrele având tălpi paralele şi încărcate cu forţe verticale se prezintă analogia cu 
grinda simplu rezemată corespunzătoare. 

Capitolul IV – Arce static determinate. În acest capitol sunt prezentate 
principalele tipuri de arce static determinate din punct de vedere al formei şi al 
alcătuirii precum şi al calculului eforturilor. 
 Capitolul V – Utilizarea principiului lucrului mecanic virtual în calculul 
structurilor static determinate. În acest capitol este prezentat principiul lucrului 
mecanic virtual precum şi modul de utilizare în calculul diferitelor categorii de 
structurilor static determinate: grinzi compuse, cadre plane şi grinzi cu zăbrele. 
 Capitolul VI – Linii de influenţă. În acest capitol sunt prezentate aspectele 
teoretice şi practice privind trasarea a liniilor de influenţă. 
 Aspectele teoretice sunt însoţite de numeroase exemple numerice care au rolul 
de ajuta studenţii în pregătirea lor. 
 
          Autorul 
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CAPITOLUL  I 
 

ASPECTE  GENERALE  ALE  CALCULULUI 
STRUCTURILOR  DE  REZISTENŢĂ 

 
 

1.1. OBIECTUL DE STUDIU 
 

Statica Construcţiilor este o ramură a Mecanicii Solidului Deformabil având ca 
obiect de studiu calculul eforturilor şi deplasărilor structurilor de rezistenţă formate 
din bare. Prin structură de rezistenţă se înţelege ansamblul constructiv format din 
elemente de rezistenţă (stâlpi şi grinzi)  capabil să preia încărcările ce îi revin, 
asigurând exploatarea normală a construcţiei. 

Fenomenul real al comportării structurilor de rezistenţă sub acţiunea încărcărilor 
este un fenomen complex. Pentru studierea acestuia este necesară admiterea unor 
schematizări şi a unor ipoteze simplificatoare care să conducă la rezultate 
satisfăcătoare din punct de vedere practic. Astfel, în urma schematizărilor făcute 
rezultă modelul fizic al structurii reale, iar prin adoptarea ipotezelor simplificatoare 
se obţine modelul de calcul. 

în general toate structurile de rezistenţă au o configuraţie spaţială şi o 
schematizare riguroasă conduce la modele spaţiale. în marea majoritate a cazurilor, 
prin neglijarea efectului unor legături de importanţă secundară se poate ajunge la 
descompunerea ansamblului în structuri plane şi în consecinţă la o reducere 
substanţială a calculului. Prezentul curs va trata numai structurile plane încăcate în 
planul lor. 

 
 

1.2. SCHEMATIZĂRI ADMISE îN CALCUL 
 

Schematizările admise în calcul se referă la încărcări, la legăturile interioare şi 
exterioare, la alcătuirea structurii de rezistenţă, la comportarea materialelor de 
construcţii şi la comportarea structurilor de rezistenţă. 

 
1.2.1. Schematizarea încărcărilor 
 
Încărcările ce acţionează asupra construcţiilor sunt extrem de variate. Ele sunt: 

forţe, variaţii de termperatură, deplasări (cedări) de reazeme. în ceea ce priveşte 
modul de reprezentare a forţelor, acestea se împart în: 

- forţe sau momente concentrate (fig. 1.1, a şi b), 
- forţe uniform distribuite (fig. 1.1,c), 
- forţe cu distribuţie liniară (fig. 1.1,d), 
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  a     b    c   d 
 

Fig. 1.1 
 

încărcările pot fi aplicate static, respectiv intensităţile lor cresc progresiv de la 
valoarea zero la valoarea reală şi rămân constante în timp, sau aplicate dinamic, 
respectiv intensităţile variază rapid şi imprimă o anumită acceleraţie structurii. 

De asemenea încărcările pot avea o poziţie fixă sau mobilă (acţiunea vehiculelor 
pe un pod), 

 
1.2.2. Schematizarea legăturilor 
 
Pentru structurile plane, încărcate în planul lor, legăturile existente între 

elementele componente sau cu baza de sprijinire pot fi schematizate prin: reazemul 
simplu, articulaţia plană şi încastrarea plană. Aceste legături se caracterizează prin 
faptul că împiedică – parţial sau total – deplasările faţă de punctul de rezemare. 
Pentru a defini caracteristicile legăturilor, se reaminteşte faptul că un un corp în plan 
are trei grade de libertate: două translaţii şi o rotire. 

 Reazemul simplu (fig. 1.2,a) este o legătură care suprimă translaţia pe o 
direcţie perpendiculară pe planul de rezemare şi permite translaţia liberă pe o direcţie 
cuprinsă în planul de rezemare şi rotirea în jurul axei normale pe plan în punctul de 
rezemare. Echivalentul mecanic al reazemului simplu este o forţă care are punctul de 
aplicaţie şi direcţia cunoscute, dar nu i se cunoaşte mărimea (fig. 1.2,a). Reazemul 
simplu este un reazem mobil şi reprezintă o legătură simplă. 
 Articulaţia plană (fig. 1.2,b) este o legătură care suprimă translaţia pe orice 
direcţie şi lasă liberă numai rotirea în jurul unei axe normale pe plan în punctul de 
rezemare. Astfel articulaţia reprezintă un reazem fix la translaţie. Echivalentul 
mecanic al unei articulaţii plane este o forţă cu punct de aplicaţie cunoscut, având 
direcţia (unghiul α ) şi mărimea (R) necunoscute. În calculul practic necunoscutele R 
şi α  se înlocuiesc cu  proiecţiile reacţiunii pe două direcţii normale (H şi V). 
Articulaţia este echivalentă cu două legături simple. 

P
M p p1

p2
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Fig. 1.2 
 

 Încastrarea plană (fig. 1.2,c) este o legătură care suprimă atât translaţiile pe 
orice direcţie cât şi rotirea în raport cu o axă normală pe plan în punctul de rezemare. 
Echivalentul mecanic al unei încastrări plane este o forţă căreia nu i se cunoaşte nici 
punctul de aplicaţie (distanţa d până la centrul de greutate al secţiunii de încastrare), 
nici mărimea (R) şi nici direcţia (unghiul α ). în calculul practic forţa se reduce în 
raport cu centrul de greutate al secţiunii din încastrare, obţinând o forţă de mărime  şi 
direcţie necunoscută (R, α ) şi un moment M. Deoarece forţa R se poate descompune 
în cele două componente H şi V, rezultă că cele trei necunoscute utilizate în calculul 
practic sunt H, V şi M. Încastrarea este echivalentă cu trei legături simple. 

 
1.2.3. Schematizarea elementelor şi structurilor de rezistenţă 
 
 Elementele şi structurile de rezistenţă, care fac obiectul Staticii Construcţiilor 

sunt formate din bare drepte sau curbe. Barele se schematizează prin axa lor. Axa 
unei bare reprezintă succesiunea centrelor de greutate ale secţiunilor transversale. 

Ţinând cont de configuraţia lor geometrică, structurile plane se împart în: grinzi, 
cadre plane, grinzi cu zăbrele şi arce. 

Grinzile sunt bare drepte supuse în general încărcărilor normale pe axa lor. 
Grinzile pot fi grinzi simplu rezemate (fig.1.3,a), grinzi în consolă (fig.1.3,b), grinzi 
Gerber sau compuse (fig.1.3,c) şi grinzi continue (fig.1.3,d). 

 

R

α

α

R

H

V

R H
V

d M
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Fig. 1.3 

 
Cadrele plane (fig. 1.4) sunt structuri formate din bare drepte dispuse în două 

sau mai multe direcţii şi conectate între ele în noduri rigide sau articulate.  

 
Fig. 1.4 

 
 Grinzile cu zăbrele (fig. 1.5,a,b) sunt structuri realizate din bare drepte 

conectate între ele prin noduri articulate. Grinzile cu zăbrele sunt încărcate numai cu 
forţe aplicate în noduri. 

a b

c

d
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a                                                     b 

 
Fig. 1.5 

 
Arcele sunt bare sau sisteme de bare curbe încărcate în planul lor. în figura1.6,a 

este prezentat un arc triplu articulat, iar în figura 1.6,b un arc dublu încastrat. 
 

Fig. 1.6 
 

1.2.4. Schematizarea comportării materialelor 
 
Studiul modului de comportare a materialelor de construcţii se realizează prin 

încercări experimentale. Pe baza acestor încercări se determină caracterisiticile fizico-
mecanice şi curba caracteristică, ca elemente specifice fiecărui material. În vederea 
utilizării proprietăţilor fizico-mecanice ale materialului, în calculul structurilor, 
curbele caracteristice reale se schematizează.  

În figura 1.7 se prezintă schematizările cele mai frecvent utillizate în practică ale 
curbelor caracteristice. Aceste curbe reprezintă relaţia tensiune-deformaţie specifică 
şi descriu comportarea materialului la o anumită solicitare. 

Astfel pot fi schematizate comportări ale materialelor elastice (liniar elastice în 
figura 1.7,a şi neliniar elastică în figura 1.7,b), elasto-plastice (fig. 1.7,c) sau ideal 
elasto-plastice (fig. 1.7,d).  
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  a     b              c             d 
Fig. 1.7 

 
Materialele pot avea o comportare elastică până la o valoare limită a efortului 

unitar. Structurile de rezistenţă care lucrează în aceste limite sunt sisteme 
conservative. O schematizare mai corectă a comportării materialelor este cea elasto-
plastică. în cazul solicitărilor la un nivel corespunzător comportării elasto-plastice a 
materialului, o parte din energia acumulată de structură este disipată prin curgerea 
materialului. în această situaţie structurile reprezintă sisteme neconservative 
(disipatoare de energie). 

 
1.2.5. Schematizarea comportării elementelor şi structurilor de rezistenţă 
 
Sub acţiunea încărcărilor exterioare, structurile de rezistenţă se deformeză, iar în 

material iau naştere eforturi. Structurile pot avea o comportare elastică sau neelastică 
după răspunsul pe care-l dau la acţiunea încărcărilor. Astfel dacă după înlăturarea 
încărcărilor aplicate pe structuri, acestea revin la poziţia iniţială, structurile au o 
comportare elastică şi deformaţia structurilor este elastică, iar dacă după înlăturarea 
încărcărilor de pe structuri, acestea nu revin la poziţia iniţială, în structuri se păstrează 
unele deformaţii remanente, structurile se află în domeniul elasto-plastic, iar 
deformaţiile remanente sunt deformaţii plastice.  

Comportarea structurilor depinde de natura materialului folosit la realizarea lor. 
Între forţele exterioare şi deplasările pe direcţiile lor, precum şi între eforturile 
secţionale şi deplasările pe direcţiile lor există o anumită relaţie de legătură. Această 
relaţie se poate schematiza în mai multe moduri. Pentru structurile curent utilizate în 
construcţii, la care comportarea materialului a fost schematizată în figura 1.7, relaţia 
forţă-deplasare se poate schematiza ca în figura 1.8. 

σ

ε

σ

ε

σ

ε

σ

ε
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  a        b                             c                              d 
 
 

Fig. 1.8 
 
 
1.3. IPOTEZE SIMPLIFICATOARE 
 
Admiterea unei anumite combinaţii de relaţii efort unitar-deformaţie specifică şi 

forţă-deplasare conduce la obţinerea unui anumit tip de calcul al structurilor. 
 În calculul de ordinul I, liniar elastic se admit următoarele ipoteze 

simplificatoare: 
 - materialul este continuu, omogen şi izotrop. Aceste proprietăţi sunt 

invariabile în timp; 
 - materialul are o comportare liniar elasticã (fig. 1.7,a), adică se admite 

proporţionalitatea între eforturi unitare şi deformaţii specifice (legea lui Hooke, σ=Eε 
şi/sau τ=Gγ ); 

- relaţia forţă-deplasare este o relaţie liniară (fig. 1.8,a); 
- relaţia deformaţie specifică - deplasare este o relaţie liniară. Admiţând că ux şi 

vx sunt deplasările pe direcţia axei barei şi pe normala la axa barei ale unui punct, 
relaţia deformaţie specifică-deplasare este: 

- pentru bare solicitate axial 
x

u x
x ∂

∂
=ε      (1.1,a) 

- pentru bare solicitate la încovoiere 2
x

2

x x
vy

∂
∂

=ε     (1.1,b) 

- pentru bare solicitate la încovoiere cu forţă axială 

     
2
x

2
x

x x
v

y
x

u
∂

∂
+

∂
∂

=ε       (1.1,c) 

- forţele sunt aplicate static. Ele cresc lent de la valoarea zero la valoarea finală 
cu viteză foarte mică şi de aceea energia cinetică a corpului este neglijabilă. 

 - se admite ipoteza lui Bernoulli prin care secţiunile plane şi normale pe axa 
barei înainte de deformare rămân plane şi normale pe axa barei şi după deformare. 

∆ ∆∆

P P P P

∆
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Dacă se admit aceste ipoteze simplificatoare, rezultă o serie de consecinţe foarte 
importante: 

- pentru elementele şi structurile de rezistenţă utilizate în construcţii, deplasările 
secţiunilor transversale sunt mici, deci condiţiile de echilibru static se pot exprima 
prin ecuaţiile Mecanicii teoretice (care au fost stabilite pentru corpul rigid). 

- deoarece relaţia forţă-deplasare este liniară şi deplasările sunt foarte mici, se 
poate admite principiul suprapunerii efectelor, adică efectul unei forţe asupra 
structurii nu este influenţat de efectul altor forţe aplicate concomitent pe structură, 
ceea ce revine la a determina efectul total prin însumarea efectelor parţiale. În figura 
1.9 se prezintă modul de aplicare a principiului suprapunerii efectelor. 

 

               a                                             b                                         c  
 

Fig. 1.9 
 

Dacă grinda dreaptă din figura 1.9,a este încărcată concomitent cu forţele Pi şi Pj 
în reazeme vor apărea reacţiunile R1 şi R2, iar deplasările secţiunilor i şi j sunt i∆  
respectiv j∆ . 

Grinda se consideră în următoarele două situaţii de încărcare:  
- în prima situaţie, grinda este încărcată numai cu forţa Pi (fig. 1.9,b). Sub 

acţiunea acestei încărcări în reazeme apar reacţiunile R1i şi R2i, iar pe direcţiile i şi j 
se produc deplasările  ∆ii şi ∆ji, 

- în a doua situaţie grinda este încărcată numai cu forţa Pj (fig. 1.9,c). Sub 
acţiunea acestei încărcări în reazeme apar reacţiunile R1j şi R2j, iar pe direcţiile i şi j, 
se produc deplasările ∆ij şi ∆jj 

Suprapunând efectele rezultă: 

  
jjjijijiii

j2i22j1i11

   ;    

RRR   ;   RRR

∆+∆=∆∆+∆=∆

+=+=
     (1.2) 

aceleaşi valori pentru reacţiuni şi deplasări obţinându-se dacă grinda este încărcată 
concomitent cu forţele Pi şi Pj. 

i∆
j∆

Pi Pj

R1 R2 R2i

i j

ij∆ jj∆

Pj

ii∆ ji∆

Pi

R1i

i j

R1j R2j

ji
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- structura de rezistenţă este un sistem conservativ, adică energia de deformaţie 
acumulată pentru trecerea în forma deformată este integral consumată pentru 
revenirea la forma iniţială nedeformată, când încărcarea este îndepărtată. 

- deoarece relaţia forţă-deplasare este liniară (fig. 1.10), se poate scrie: 

  
i

iP
tg

∆
=β  sau ii KP ∆=      (1.3) 

unde K reprezintă rigiditatea structurii, adică valoarea forţei Pi pentru o deplasare 
1i =∆  
 De asemenea se poate scrie: 

   
i

io

P
=tg)tg(90
∆

γ=β−  sau ii FP=∆    (1.4) 

unde F reprezintă flexibilitatea structurii, adică valoarea deplasării ∆i pentru o forţă 
Pi=1. 

Din relaţiile (1.3) şi (1.4) se poate deduce 
că 

K
1F =  sau 

F
1K = . Din figura 1.10 se poate 

constată că tgβ şi tgγ sunt constante, ele 
nedepinzând de valoarea forţelor, ci numai de 
caracteristicile structurii, deci rigiditatea şi 
flexilbilitatea sunt caracteristici propri ale 
structurii în calculul de ordinul I. 

 
Fig. 1.10 

 
 
 
 
 
1.4. CLASIFICAREA STRUCTURILOR 
 
 
 
Structura de rezistenţă a unei construcţii este alcătuită din mai multe elemente 

schematizate legate între ele şi cu terenul printr-un număr suficient de legături care 
să-i asigure invariabilitatea geometrică şi fixarea de teren. 

Structurile de rezistenţă se clasifică în structuri static determinate şi în structuri 
static nedeterminate. 

Structurile static determinate sunt structurile care au un număr minim de 
legături necesare asigurării invariabilităţii geometrice şi fixării de baza de susţinere. 

Structurile static nedeterminate sunt structurile care au un număr mai mare de 
legături decât numărul minim necesar asigurării invariabilităţii geometrice şi fixării 
de baza de susţinere. 

∆

P
Pi

i∆

γ

β
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Din Mecanica Teoretică se stie că pentru un sistem de forţe coplanare se pot 
scrie trei ecuaţii de echilibru static, iar dacă structura în ansamblu este în echilibru, 
atunci şi orice parte a sa este în echilibru. Rezultă că pentru o structură formată din c 
corpuri, dacă se pun în evidenţă forţele din legăturile interioare şi exterioare 
(reacţiunile) se pot scrie 3c ecuaţii de echilibru static. Comparând numărul ecuaţiilor 
de echilibru static cu numărul necunoscutelor (forţele de legătură şi reacţiunile) 
rezultă dacă structura este static determinată sau static nedeterminată. 

 Dacă se noteză cu l numărul legăturilor interioare, cu r numărul reacţiunilor, cu 
c numărul corpurilor şi cu d diferenţa între numărul necunoscutelor şi numărul 
ecuaţiilor de echilibru static, între aceste elemente se poate scrie următoarea relaţie: 

    d=l+r-3c       (1.5) 
Ţinând seama că legăturile între corpuri şi între corpuri şi baza de susţinere pot 

fi încastrări, articulaţii sau reazeme simple, rezultă că: 
    l+r=3I+2A+S      (1.6) 

unde I reprezintă numărul de încastrări, A numărul de articulaţii simple, iar S numărul 
de rezeme simple. 

 De remarcat faptul că prin articulaţie simplă se înţelege articulaţia dintre două 
corpuri. Dacă în aceeaşi articulaţie se întâlnesc mai multe copuri - cazul nodurilor la 
grinzile cu zăbrele - atunci numărul articulaţiilor simple este egal cu numărul 
corpurilor mai puţin unul. 

 În aceste condiţii relaţia (1.5) devine: 
   d=3I+2A+S-3C       (1.7) 
 Dacă d=0, structura este static determinată. În această situaţie structura are 

minimum de legături care-i asigură invariabilitatea geometrică. Pentru determinarea 
reacţiunilor şi eforturilor se utilizează numai ecuaţiile de echilibru static. Acest 
avantaj permite ca cele două probleme de bază ale Staticii Construcţiilor – calculul 
eforturilor şi studiul poziţiei deformate – să devină independente una de alta. 

Dacă d>0, respectiv numărul forţelor de legătură este mai mare decât numărul 
ecuaţiilor de echilibru static, structura este static nedeterminată. Structura static 
nedeterminată este caracterizată prin gradul de nedeterminare statică care reprezintă 
tocmai numărul de legături în plus faţă de cel minim necesar pentru asigurarea 
invariabilităţii geometrice. Pentru rezolvarea structurilor static nedeterminate este 
necesară scrierea unor ecuaţii suplimentare, în număr egal cu gradul de nedeterminare 
statică. Pentru aceasta se face apel la studiul poziţiei deformate a structurilor, 
respectiv la condiţia de compatibillitate a deformatei cu legăturile. 

 Dacă d<0, respectiv numărul legăturilor simple este mai mic decât numărul de 
ecuaţii de echilibru, atunci structura reprezintă un mecanism. O astfel de situaţie 
trebuie evitată în practica structurilor de rezistenţă. Mecanismele se utilizează ca 
instrument de calcul pentru structurile static determinate şi static nedeterminate. 

 Aplicarea relaţiei (1.7) pentru identificarea tipului de structură este 
exemplificată la structurile din figura 1.11. 
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Fig. 1.11 
 
Trebuie menţionat că numai controlul numeric dat de relaţia (1.7) asupra 

ansamblului structurii nu este suficient pentru caracterizarea structurii.Astfel la 
structura din figura 1.12,b aplicând relaţia (1.7) se obţine acelaşi rezultat ca la 
structura din figura 1.12,a. Diferenţa între cele două structuri constă în modul diferit 
de dispunere a legăturilor, ceea ce face ca la structura din figura 1.12,b să se obţină un 
grad de nedeterminare statică pe porţiunea 1-4 şi un mecanism pe porţiunea 4-6. 
Rezultă că verificarea condiţiei (1.7), care mai reprezintă şi condiţia de determinare 
statică, trebuie facută atât pe ansamblul structurii cât şi pe substructurile componente 
ale acesteia. 

 
 
  
 
 a 
 
 
 
 b 
 

 
Fig. 1.12 

 
Un alt aspect caracteristic pentru analiza structurilor este faptul că părţile 

componente pot fi părţi principale sau părţi secundare. O parte a structurii este numită 
principală dacă ea poate transmite spre baza de sprijinire integral încărcările care-i 

d=2 4+1-3 3=0
SSD

d=3 2+2-3 1=5
SSN

d=2 3+3-3 3=5  SSD

d=2 1+3-3 1=2  SSN

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6
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revin. O parte a structurii este numită secundară dacă ea nu poate transmite integral 
spre baza de sprijinire  încărcările care-i revin. 

 
 
 
a 
 
 
 
 

b 
 
 
 
 

Fig. 
1.13 

 
 Pentru exemplificare, grinda din figura 1.13,a (grinda Gerber) are ca parte 

principală grinda 1-2-3, iar ca parte secundară grinzile 3-4-5 şi 5-6. Cadrul din figura 
1.13,b are ca parte principală cadrul 1-2-3-4, iar ca parte secundară elementul 4-5. 
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1.5. ECHILIBRUL îN POZIŢIA DEFORMATĂ 
 
Sub acţiunea încărcărilor exterioare structura de rezistenţă se deformează. în 

această poziţie deformată se realizează echilibrul între încărcări şi eforturi. Poziţia 
deformată şi starea de eforturi reprezintă răspunsul structurii la acţiunea încărcărilor 
exterioare. Răspunsul structurii poate fi caracterizat atât din punct de vedere calitativ 
cât şi din punct de vedere cantitativ. 

Calitativ răspunsul structurii este caracterizat 
prin faptul că forma deformată a structurii poate fi 
percepută vizual sau intuită (fig. 1.14) 

Cantitativ răspunsul structurii este 
caracterizat prin valorile mărimilor fizice 
specifice calculului structurilor: deplasări, 
         Fig. 1.14 
eforturi, deformaţii specifice, eforturi unitare. 

Răspunsul structurii poate fi caracterizat prin trei aspecte: 
a) aspectul static. Acesta se referă la faptul că în poziţia deformată condiţia de 

echilibru static este respectată atât de structura în ansamblu cât şi de orice parte a sa. 
Condiţia de echilibru static se poate exprima utilizând:  
- ecuaţiile de echilibru static din Mecanica Teoretică. în aceste sens condiţiile de 

echilibru static se exprimă prin două ecuaţii vectoriale: 
  0M           0R ==        (1.8) 

cărora, pentru structurile plane le corespund trei ecuaţii scalare 
 ∑ ∑∑ === 0M              0Y           0X ozii     (1.9) 
 Deoarece deplasările secţiunilor transversale sunt mici, ecuaţiile de echilibru 
static se pot scrie pe poziţia iniţiala nedeformată a structurii.în capitolul 2 se vor 
studia în detaliu ecuaţiile de echilibru static. 

- principiul lucrului mecanic virtual. Acest principiu, care  a fost aplicat în 
Mecanica Teoretică pentru exprimarea condiţiei de echilibru static a solidului rigid 
sau a sistemelor de solide rigide (mecanisme), poate fi utilizat şi în cazul corpurilor 
sau sistemelor de corpuri deformabile. 

în capitolul 5 se va studia în detaliu aplicarea principiului lucrului mecanic 
virtual în calculul structurilor static determinate. 

b) aspectul geometric. Acesta se referă la faptul că în poziţia deformată a 
structurii se respectă continuitatea materialului şi legăturile exterioare şi interioare. 
Altfel spus forma deformată este compatibilă cu legăturile. 

c) aspectul fizic. Acesta se referă la relaţiile constitutive ale materialului, 
respectiv legătura între eforturi unitare şi deformaţii specifice. 

Dintre cele trei aspecte, primele două reprezintă instrumente de lucru ale Staticii 
Construcţiilor, cel de-al treilea fiind specific Rezistenţei Materialelor. 

 
 

P

∆
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1.6. EFORTURI. RELAŢII îNTRE EFORTURI {I îNCĂRCĂRI  
LA GRINDA DREAPTĂ 

 
Sub acţiunea încărcărilor exterioare, structurile de rezistenţă se deformează şi în 

interiorul materialului vor apărea eforturi. 
Eforturile dintr-o secţiune reprezintă efectul forţelor exterioare (inclusiv 

reacţiunile) de pe porţiunea îndepărtată asupra porţiunii considerate şi se obţin prin 
reducerea acestora în raport cu centrul de greutate al secţiunii (fig. 1.15,a).  

în cazul structurilor formate din bare drepte, la care forţele se află în planul lor, 
în secţiunea curentă i apar următoarele eforturi:  

- forţa axială Ni, având direcţia axei barei, 
- forţa tăietoare Ti, având direcţia normalei la axa barei, 
- momentul încovoietor Mi, având direcţia normalei planului în care se găseşte 

structura. 
 

 

 
Fig. 1.15 
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În baza principiului acţiunii şi reacţiunii, eforturile de pe faţa din stânga a 
secţiunii sunt egale şi de sens contrar cu cele de pe faţa din dreapta secţiunii (fig. 
1.15,b). 

Cele trei eforturi din secţiunea curentă se definesc astfel: 
 - forţa axială Ni reprezintă suma proiecţiilor pe axa barei a tuturor forţelor de 

la stânga secţiunii (sau a celor de la dreapta luate cu semn schimbat). Forţa axială este 
pozitivă dacă are ca efect întinderea tronsonului de bară asupra careia acţionează; 

- forţa tăietoare Ti reprezintă suma proiecţiilor pe normala la axa barei a tuturor 
forţelor de la stânga secţiunii (sau a celor de la dreapta luate cu semn schimbat). Forţa 
tăietoare este pozitivă dacă tinde să rotească partea de structură asupra căreia 
acţionează în sensul acelor de ceasornic; 

- momentul încovoietor Mi reprezintă suma momentelor tuturor forţelor de la 
stânga secţiunii în raport cu centrul de greutate al secţiunii considerate (sau a celor de 
la dreapta luate cu semn schimbat). Momentul încovoietor este pozitiv dacă are sensul 
acelor de ceasornic. 

Modul în care variază eforturile, de la o secţiune la alta, se poate studia cu 
ajutorul relaţiilor diferenţiale dintre eforturi şi încărcări. Aceste relaţii se stabilesc 
studiind echilibrul unui element de bară de lungime dx sub acţiunea încărcărilor 
exterioare (componenta tangenţială a încărcării pe elementul dx este dxp t ⋅ , iar 
componenta normală este dxpn ⋅ ) şi a forţelor interne în secţiunea din stânga (N,T,M) 
şi a celor în secţiunea din dreapta (N+dN, T+dT, M+dM) (fig. 1.15,c). 

Ecuaţiile de echilibru al elementului de bară sunt: 

0
2

dxp-dxTMdMM        ;0M

0dxpTdTT           ;0Y
0dxpNdNN           ;0X

2

nB

ni

ti

=⋅⋅+−+=

=⋅+−+=

=⋅+−+=

∑

∑
∑

   (1.10) 

Neglijând infiniţii de ordin superior se obţine: 

T
dx
dM

p
dx
dT

p
dx
dN

n

t

=

−=

−=

       (1.11) 

Relaţiile (1.11) se interpretează astfel: 
 - legea de variaţie a forţei axiale este cu un grad mai mare decât legea de 
variaţie a componentei pt a încărcării: 
 - legea de variaţie a forţei tăietoare este cu un grad mai mare decât legea de 
variaţie a componentei pn a încărcării; 
 - legea de variaţie a momentului încovoietor este cu un grad mai mare decât 
legea de variaţie a forţei tăietoare  şi cu două grade mai mare decât legea de variaţie a 
componentei pn a încărcării; 
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 - pe tronsonul de bară pe care pt=0, caz curent întâlnit în practică, forţa axială 
este constantă; 
 - pe tronsonul de bară pe care pn=0, forţa tăietoare este constantă, iar momentul 
încovoietor are variaţie liniară; 
 - pe tronsonul de bară pe care pn este constant, forţa tăietoare are variaţie 
liniară, iar momentul încovoietor are variaţie parabolică; 
 - în secţiunea în care forţa tăietoare se anulează, momentul încovoietor capătă 
valoare de extrem (maxim sau minim); 
 - în secţiunea în care este aplicată o forţă concentrată, având direcţia axei barei, 
în diagrama de forţă axială se înregistrează un salt; 
 - în secţiunea în care este aplicată o forţă concentrată, având direcţia normalei 
la axa barei, în diagrama de forţă tăietoare se înregistrează un salt egal cu mărimea 
forţei şi în sensul de acţiune al acesteia, iar în diagrama de moment încovoietor se 
înregistrează o schimbare de pantă (vârf); 
 - în secţiunea în care este aplicat un moment concentrat, în diagrama de 
moment încovoietor se înregistrează un salt în sensul de acţiune al acestuia. 
 Diagramele de eforturi se trasează în raport cu o axă de referinţă, care este 
chiar axa barei. Valorile eforturilor se desenează pe normala la axa barei. 
 Diagramele de forţă axială şi de forţă tăietoare vor avea ataşat semnul (+) sau (-
) conform convenţiei de semne prezentate anterior, iar diagrama de moment 
încovoietor se va reprezenta de partea fibrei întinse, fiind legată de fenomenul real al 
deformării structurii. 

 
 
1.7. DEFORMAREA STRUCTURILOR ELASTICE 

 
Sub acţiunea încărcărilor structurile de rezistenţă se deformează, iar în interiorul 

materialului apar eforturi. Poziţia deformată a unei structuri este caracterizată prin 
deplasări ale secţiunilor transversale. Aceste deplasări, denumite şi deplasări 
punctuale, pot fi translaţii şi rotiri. Deoarece materialul are o comportare elastică, 
aceste deplasări se mai numesc şi deplasări elastice. Studiul deformării structurilor de 
rezistenţă constituie o problemă importantă în calculul structurilor deoarece la 
proiectarea unei structuri se verifică pe lângă condiţia de rezistenţă şi condiţia de 
limitare a deformaţiilor, pentru a permite o exploatare normală. 

Cunoaşterea calculului deplasărilor este importantă în cazul structurilor static 
nedeterminate unde pentru rezolvare este necesară utilizarea concomitentă a condiţiei 
de echilibru static şi a celei de compatibilitate a deformatei cu legăturile. 

Pentru obţinerea relaţiilor de calcul al deplasărilor elastice este necesar să se 
introducă o serie de noţiuni noi şi să se stabilească unele teoreme. 
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1.7.1 Noţiuni şi teoreme generale 
 
1.7.1.1. Lucrul mecanic al forţelor exterioare 

 
În timpul acţiunii lor asupra structurii, forţele exterioare produc lucru mecanic, 

ca urmare a faptului că prin deformarea structurii, punctele de aplicaţie ale forţelor îşi 
schimbă poziţia. 

Există două situaţii în care forţele exterioare produc lucru mecanic: 
a) forţa parcurge deplasarea produsă de ea însăşi prin deformarea structurii 
asupra căreia acţionează (fig. 1.16,a) 

Fig. 1.16 
 

în această situaţie, atât intensitatea forţei Pi cât şi deplasarea punctului său de 
aplicaţie ii∆  cresc concomitent de la valoarea zero la valoarea finală (fig. 1.16,b), 
astfel că lucrul mecanic efectuat de forţa Pi este  

iiiext P
2
1L ∆=        (1.12) 

şi reprezintă aria triunghiului haşurat din figura 1.16,c 
b) forţa parcuge deplasarea pe direcţia sa produsă de o altă forţă care 

acţionează asupra structurii (fig. 1.17). 
în această situaţie, grinda este încărcată cu forţa Pi, care a produs forma 

deformată I (fig. 1.17,b). în această poziţie se aplică o nouă forţă Pj, astfel că grinda 
se deformează în continuare, iar punctul de aplicaţie al forţei Pi se deplasează cu ij∆  
(poziţia II). Deci forţa Pi va parcurge cu întreaga intensitate deplasarea ij∆ , astfel că 
lucrul mecanic va fi 

ijiext PL ∆=       (1.13) 
 
 

∆

P
Pi

ii∆ii∆

Pi

ia

b
c
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şi este reprezentat de aria dreptunghiului haşurat din figura 1.17,c. 

Fig. 1.17 
 

Obesrvaţie 
- primul indice care însoţeşte deplasarea ∆  reprezintă direcţia pe care are loc 

deplasarea, iar al doilea indice reprezintă cauza care a produs deplasarea, 
- dacă asupra structurii sunt aplicate simultan mai multe forţe atunci expresia 

(1.12) a lucrului mecanic al forţelor exterioare capătă forma 

∑ ∆⋅= iiiext P
2
1L       (1.14)  

- dacă pe structură există sistemul de forte Pi şi ulterior se aplică sistemul de 
forţe Pj, atunci expresia (1.13) a lucrului mecanic al forţelor exterioare Pi capătă 
forma 
    ∑ ∆⋅= ijiext PL  (i,j=1,2,...,n)    (1.15) 
        
 1.7.1.2. Lucrul mecanic al forţelor interioare. Lucrul mecanic al eforturilor 
 
 în urma aplicării încărcărilor, în structură ia naştere o stare de solicitare 
caracterizată prin variaţia forţelor de legătură dintre particulele materiale şi a 
deformaţiilor în toate secţiunile structurii. Forţele interioare parcurgând deformaţiile 
corespunzătoare produc lucru mecanic interior, care este negativ deoarece forţele de 
legătură se opun deformării structurii. 

Lucru mecanic dat de eforturi este egal cu lucru mecanic al forţelor interioare 
dar cu semn contrar, intef LL −=  deoarece deformarea se produce în sensul de acţiune 
al eforturilor. 
 Pentru determinarea lucrului mecanic al eforturilor N, T şi M se consideră un 
element de lungime dx având secţiunea transversală constantă, iar caracteristicile 
fizico-mecanice ale materialului sunt E şi G (fig. 1.18). 

∆

P
Pi

ij∆ij∆

Pi

ia

b
c

I

II

j
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Fig. 1.18 
 

în continuare se prezintă expresiile lucrului mecanic al eforturilor pentru 
fiecare solicitare în parte. La fel ca şi în cazul lucrului mecanic exterior, lucrul 
mecanic al eforturilor poate fi determinat corespunzător celor două situaţii:  
 a) cazul în care eforturile cresc odată cu deformaţiile pe direcţiile lor; 
 Solicitarea axială. Elementul de bară solicitat numai de forţele axiale N se 
deformează alungindu-se cu dxdu ⋅ε= . Lucrul mecanic al eforturilor axiale N este 
    ∫ ⋅= duN

2
1L N       (1.16) 

Deoarece 
EA
N

E
=

σ
=ε , lucrul mecanic al eforturilor axiale devine 

∫= dx
EA
N

2
1L

2

N       (1.17) 

Încovoierea. Sub acţiunea momentelor încovoietoare M elementul de bară se 
încovoaie, iar secţiunile de capăt se rotesc cu unghiul dx1d ⋅

ρ
=ϕ . Lucrul mecanic 

produs de momentele încovoietoare este 
    ∫ ϕ⋅= dM

2
1LM       (1.18) 

 Deoarece 
EI
M1

=
ρ

, lucrul mecanic produs de momentele încovoietoare devine 

∫ ⋅= dx
EI

M
2
1L

2

M       (1.19) 

 Lunecarea. Forţele tăietoare au ca efect lunecarea relativă a secţiunilor extreme 
ale elementului, astfel încât deplasarea pe direcţia forţei tăietoare este dxdv mm ⋅γ= . 
Lucrul mecanic produs de forţele tăietoare este 

dx

NN

du

dx

N N

M M

T T ϕdρ

dx
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T
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    ∫ ⋅= mT dvT
2
1L       (1.20) 

 Deoarece 
GA

T
m

α
=γ  rezultă  

∫
α

= dx
GA
T

2
1L

2

T       (1.21) 

unde α  reprezintă un coeficient de formă al secţiunii transversale a barei. 
 Pentru cazul general al solicitărilor compuse, lucrul mecanic al eforturilor are 
expresia 

    ∫∫∫
α

++= dx
GA
T

2
1dx

EI
M

2
1dx

EA
N

2
1L

222

ef    (1.22) 

 b) cazul în care eforturile parcurg deformaţiile pe direcţiile lor, deformaţii 
produse de o altă cauză. 
 În cazul în care eforturile sunt produse de o cauză i, adică Ni, Ti şi Mi, iar 
deformaţiile sunt produse de o altă cauză j, adică duj, dϕj şi (dvm)j, expresia lucrului 
mecanic al eforturilor este: 
    ∫∫∫ +ϕ+= jmijijief )v(dTdMduNL    (1.23) 
sau dezvoltat 

    ∫∫∫
α

++= dx
GA

TT
dx

EI
MM

dx
EA

NN
L jijiji

ef    (1.24) 

 De remarcat faptul că integralele se extind asupra întregii bare sau structuri. 
în studiul structurilor elastice se utilizează şi noţiunea de energie de deformaţie 

sau energie potenţială, notată cu W şi care este definită de relaţia 
    efLW =        (1.25) 
 Energia de deformaţie reprezintă energia acumulată de structură în timpul 
deformării. La îndepărtarea încărcărilor exterioare, energia de deformaţie se 
manifestă prin aducerea structurii în poziţia pe care aceasta a avut-o în momentul 
încărcării cu forţe. 
 
 1.7.1.3. Lucrul mecanic total 
 

Rezultatele obţinute anterior permit să se evalueze lucrul mecanic total produs 
în cursul deformării structurii, atât de forţele exterioare cât şi de eforturi 
    WLLLLLL extefextintextTOT −=−=+=    (1.26) 
 În cazul în care forţele şi eforturile din situaţia de încărcare i parcurg 
deplasările şi deformaţiile produse de ele înşile, lucrul mecanic total capătă forma: 

   ∫∫∫∑
α

−−−∆⋅= dx
GA
T

2
1dx

EI
M

2
1dx

EA
N

2
1P

2
1L

2
i

2
i

2
i

iiiTOT   (1.27) 

unde ∆ii reprezintă deplasarea pe direcţia forţei curente i. 
 În cazul în care forţele şi eforturile din situaţia de încărcare i parcurg 
deplasările şi deformaţiile produse de situaţia de încărcare j, lucrul mecanic total 
capătă forma: 
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   ∫∫∫∑
α

−−−∆⋅= dx
GA

TT
dx

EI
MM

dx
EA

NN
PL jijiji

ijiTOT   (1.28) 

 
 1.7.1.4 Teorema lui Clapeyron 
 
 Conform ipotezelor simplificatoare ale calculului liniar elastic, structurile de 
rezistenţă sunt sisteme conservative. De asemenea s-a admis că încărcările sunt 
aplicate static, respectiv că energia cinetică a structurii în timpul deformării este egală 
cu zero (Ec=0). în această situaţie, teorema variaţiei energiei cinetice, care exprimă 
egalitatea dintre variaţia energiei cinetice într-un interval de timp cu lucrul mecanic 
elementar produs ( dLdE = ) devine 
    0LLdL TOT12 ===       (1.29) 

Ţinând cont de (1.26), relaţia (1.29) devine 
    0LLL intextTOT =−=      (1.30) 
 Relaţia (1.30) exprimă faptul că la structurile elastice aflate în echilibru, lucrul 
mecanic total este egal cu zero. 

Această relaţie poate fi pusă şi sub următoarele forme 
    efext LL =        (1.31) 
sau 
    WLext =        (1.32) 
 Relaţia (1.32) reprezintă teorema lui Clapeyron, care se enunţă astfel: "Pentru 
un corp deformabil, în echilibru sub acţiunea unui sistem de forţe, lucrul 
mecanic al forţelor exterioare este egal cu energia de deformaţie acumulată de 
corp". Relaţia (1.32) are o mare importanţă în calculul static al structurilor elastice. 
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 1.7.2. Calculul deplasărilor elastice 
 
 1.7.2.1 Relaţia Maxwell-Mohr 
 
 Dacă structura este încărcată cu două sisteme de forţe Pi şi Pj atunci relaţia 
(1.32) apare sub forma 
    ijij WL =        (1.33) 
sau ţinând seama de (1.23) se obţine forma dezvoltată 

    ∫∫∫∑
α

++=∆⋅ dx
GA

TT
dx

EI
MM

dx
EA

NN
P jijiji

iji   (1.34) 

 Relaţia (1.34) poate fi folosită în calculul deplasărilor pe o anumită direcţie, 
dacă se face următoarea particularizare: 
 - se presupune că sistemul de forţe i este format dintr-o singură forţă Pi=1 
acţionând pe direcţia deplasării căutate. Sub acţiunea acestei forţe în structură apar 
eforturile ni, mi şi ti (s-au notat eforturile cu literă mică pentru a marca faptul că sunt 
produse de o forţă egală cu unitatea), 
 - forţele Pj sunt tocmai forţele reale. 
 În această situaţie, relaţia (1.34) devine: 

    ∫∫∫
α

++=∆⋅ dx
GA

Tt
dx

EI
Mm

dx
EA

Nn
1 jijiji

ij    (1.35) 

şi reprezintă relaţia Maxwell-Mohr pentru calculul deplasărilor structurilor. 
 
 
 1.7.2.2. Calculul practic al deplasărilor elastice 
 
 Deplasările unei secţiuni, dintr-o bară a structurii, sunt două translaţii şi o 
rotaţie. În cazul în care este necesar să se calculeze translaţia unei secţiuni pe o 
direcţie dată atunci în secţiunea considerată şi pe direcţia dată se introduce o forţă 
egală cu unitatea (fig. 1.19,a). Dacă trebuie calculată rotirea absolută a unei secţiuni 
atunci încărcarea unitară este reprezentată de un moment unitar (fig. 1.19,b). Când 
este necesar să se determine rotirea relativă a două secţiuni se introduce o pereche de 
momente fiecare egale cu unitatea (fig. 1.19,c). 

Etapele de lucru pentru calculul unei deplasări elastice sunt: 
- se încarcă structura cu forţele exterioare şi se trasează diagramele de eforturi 

N, T şi M; 
 - se încarcă structura cu încărcarea unitate acţionând pe direcţia i şi se trasează 
diagramele ni, ti şi mi; 

- se efectuează integralele din formula Maxwell-Mohr. 
 Deoarece forţele sistemului j sunt tocmai forţele exterioare se poate renunţa la 
indicele j din (1.31) astfel încât se obţine forma: 

    ∫∫∫
α

++=∆ dx
GA

Tt
dx

EI
Mm

dx
EA

Nn iii
i    (1.36) 
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unde integralele se extind asupra tuturor barelor structurii. 

                   a              b    c 
Fig. 1.19 

 
 În ceea ce priveşte semnul integralelor din (1.36) sunt posibile următoarele 
situaţii: 

 - integrala de tipul ∫ dx
EA

Nn i . Dacă ambele eforturi ni şi N sunt de aceeaşi natură 

- întindere sau compresiune - semnul integralei este plus, dacă unul este de întindere 
iar celălalt este de compresiune semnul este minus; 

 - integrala de tipul ∫
α

dx
GA

Tt i . Se respectă aceeaşi regulă ca mai sus. 

 - integrala de tipul  ∫ dx
EI

Mmi . Dacă ambele momente încovoietoare, mi şi M, 

produc întinderea aceleeaşi fibre a barei semnul este pozitiv, dacă ele întind fibre 
diferite atunci semnul este negativ. 
 După efectuarea calculelor se poate obţine pentru deplasarea ∆i semnul plus 
sau minus. Semnul plus înseamnă că deplasarea reală se produce în sensul în care 
acţionează încărcarea unitate, iar semnul minus înseamnă că deplasarea reală se 
produce în sens invers sensului de acţiune al încărcării unitate. 
 Termenii care intervin în (1.36) au pondere diferită în calculul deplasărilor 
elastice  la diferite tipuri de structuri. Astfel: 
 - la structuri în formă de grinzi drepte sau cadre, la care efectul predominant 
este încovoierea, deplasarea se calculează cu relaţia 

     ∫=∆ dx
EI

Mmi
i      (1.37) 

 - la grinzile cu zăbrele, în barele cărora apar numai eforturi axiale, deplasarea 
se calculează cu relaţia 

     ∫=∆ dx
EA

Nn i
i       (1.38) 

 

1kN

1kNm

1kNm
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 - la arce, unde efectul predominant este compresiunea excentrică (încovoiere 
cu forţă axială), deplasarea se calculează cu relaţia 

    ∫∫ +=∆ dx
EI

Mm
dx

EA
Nn ii

i      (1.39) 

 
 1.7.2.3. Regula lui Vereşciaghin 
 
 Calculul deplasărilor elastice prin efectuarea directă a integralelor din expresia 
(1.32) este greoi. Pentru elementele şi structurile de rezistenţă formate din bare 
drepte, având aria şi momentul de inerţie al secţiunii transversale constante, s-a putut 
da o regulă practică de integrare numită regula lui Vereşciaghin. 
 La stabilirea acestei reguli s-a pornit de la constatarea că diagramele de 
moment obţinute din încărcarea cu forţa Pi=1 au întotdeauna variaţie liniară în lungul 
barelor, în timp ce diagramele de moment încovoietor M, produse de forţele 
exterioare pot avea atât variaţii liniare cât şi curbilinii. 
 Fie un tronson dintr-o bară având modulul de elasticitate E şi momentul de 
inerţie I pe care diagrama de moment încovoietor M are o variaţie oarecare, iar 
diagrama unitară mi are o variaţie liniară (fig.1.20). Se urmăreşte efectuarea 
următoarei integrale: 

     ∫ dx
EI

Mmi       (1.40) 

 
 Pentru aceasta se notează suprafaţa elementară din diagrama M cu d M dxΩ = ⋅ , 
iar ordonata corespunzătoare din diagrama mi cu m x tgx = ⋅ α . 

  
Fig. 1.20 

 
Cu aceste elemente se obţine 

    ∫∫∫
ΩΩ

Ω⋅
α

=Ω⋅α⋅= dx
EI
tgdtgx

EI
1dx

EI
Mmi    (1.42) 

dx

G

O

M

m

x
xG

α
mG mx
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Deoarece ∫
Ω

Ω⋅dx  reprezintă momentul static al suprafeţei diagramei M în 

raport cu o axă ce trece prin punctul O rezultă 
    Ω⋅=Ω⋅∫

Ω
gxdx       (1.42) 

 Observând cã  gg mtgx =α⋅ , se obţine expresia căutată 

    
EI
m

dx
EI

Mm gi ⋅Ω
=∫       (1.43) 

care se interpretează astfel: "rezultatul integrării a două diagrame, dintre care cel 
puţin una cu variaţie liniară, este egal cu produsul dintre suprafaţa diagramei 
cu variaţie neliniarã şi ordonata corespunzătoare centrului său de greutate, 
luată din diagrama cu variaţie liniară, împărţit la produsul EI". 
 Dacă ambele diagrame au variaţie liniară, atunci se poate lua suprafaţa 
oricăreia şi ordonata din cealaltă. 
 În continuare se prezintă câteva exemple de efectuare a integrării diagramelor 
de moment prin regula lui Vereşciaghin. 
 - integrarea diagramei parabolice cu diagrama triunghiulară din figura 1.21,a. 
Se determină suprafaţa parabolei al

3
2

I =Ω  şi ordonata din triunghi c
2
1mgII = , iar 

rezultatul integrării este: 
   ( ) acl

EI3
1c

2
1al

3
2

EI
1m

EI
1m,M gIIIIII =⋅=⋅Ω=  

 -în cazul din figura 1.21,b diagrama liniară se descompune în două triunghiuri 
(sau un dreptunghi şi un triunghi), rezultatul integrării fiind: 

   ( ) )bc(al
EI6
1b

2
1c

2
1al

3
2

EI
1m

EI
1m,M gIIIIII +=






 +=⋅Ω=  

    a     b               c 
Fig. 1.21 

 
 - dacă ambele diagrame sunt compuse, ele se descompun în suprafeţe simple. 
În situaţia din figura 1.21,c se obţine: 

l l l
a b

a a

c b c ed

c

xx
x

x

x
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  ( ) 













 ++






 ++






 +=⋅Ω= e

2
1d

2
1cl

3
2e

3
2d

3
1bl

2
1e

3
1d

3
2al

2
1

EI
1m

EI
1m,M gIIIIII  

- sunt cazuri în care o diagramă, sau ambele, taie linia de referinţă. {i în acest 
caz se descompune diagrama reală în suprafeţe elementare. Pentru diagramele din 
figura 1.22 s-a prezentat descompunerea în suprafeţe elementare, iar rezultatul 
integrării este: 

( ) 













 −−






 −=⋅Ω= c

2
1d

2
1al

3
2c

3
1d

3
2bl

2
1

EI
1m

EI
1m,M gIIIIII  

Fig. 1.22 
 
 
 1.7.3. Calculul deplasărilor elastice produse de variaţia de temperatură  
la structuri static determinate 
 
 
 La proiectarea unor structuri se ţine seama şi de efectul variaţiilor de 
temperatură. Acestea apar datorită diferenţelor de temperatură ce există între 
temperatura la care se execută construcţia şi temperatura maximă şi minimă din zona 
unde urmează să se amplaseze construcţia. 

La structurile static determinate, variaţia de temperatură produce numai 
modificarea configuraţiei geometrice a structurii, fără să introducă eforturi în 
structură. Aceasta are drept cauză faptul că structurile static determinate au un număr 
minim de legături care să-i asigure fixarea de teren şi  invariabilitatea geometrică.  
 Pentru a stabili expresia deplasărilor produse de variaţia de temperatură se 
consideră un element de bară de lungime dx supus temperaturilor t1 la faţa superioară 
şi t2 la faţa inferioară (t2>t1), iar pe înălţimea secţiunii transversale a barei (h) 
temperatura variază liniar (fig. 1.23).  
 

l

a

b

c

d

x

x b

c

d

l

l



 - 31 - 
 

 

Fig. 1.23 
 

Datorită acţiunii variaţiei de temperatură, are loc o alungire a elementului dx cu 

dxtdu mt ⋅⋅α=  (
2

tt
t 21

m
+

= ) şi o rotire relativă a celor două feţe ale elementului cu 

unghiul 
h

dxtd t
⋅∆⋅α

=ϕ  ( 12 ttt −=∆ ).  

Se ştie că pentru calculul unei deplasări elastice se încarcă structura cu o forţa 
Pi=1 pe direcţia deplasării căutate rezultând în structură eforturile ni, ti şi mi. Sub 
acţiunea variaţiei de temperatură, eforturile respective parcurg deplasările produse de 
variaţia de temperatură, astfel că, utilizând teorema lui Clapeyron se obţine 

∫∫∫∫
∆

α+α=ϕ+=∆ dx
h
tmdxtndmdun imititiit   (1.44) 

unde α  reprezintă coeficientul de dilatare termică (1÷1,1x10-5 grad-1) 
 Deoarece tm, ∆t şi h sunt constante pe fiecare bară, rezultă că ∫ dxn i  şi ∫ dxmi  
reprezintă suprafaţa diagramei de forţă axială respectiv de moment încovoietor pe 
bara respectivă. 

Semnul temenilor ce intervin în calculul deplasărilor se stabileşte astfel: 
-dacă forţa axială şi temperatura medie tm au acelaşi efect asupra barei, ambele 

de alungire sau scurtare, semnul este plus, în caz contrar semnul este minus; 
-dacă momentul încovoietor întinde fibra mai caldă semnul este plus, iar dacă 

întinde fibra mai rece semnul este minus. 
 

1.7.4. Deplasarea produsă de cedări de reazeme la structuri static  
determinate 
 
Prin cedări de reazeme se înţeleg tasările şi/sau rotirile fundaţiilor, ca urmare a 

deformării terenului de fundaţie şi inexactitaţile de execuţie a elementelor 
prefabricate care trebuie conectate la montaj. 

 
 

h

dx dut

t1dx

t2dx

dx

tdϕ
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La structurile static determinate, cedările de reazeme nu produc decât 
modificarea configuraţiei geometrice a structurii fără să introducă eforturi. 

Expresia deplasării produse de cedările de reazeme la structurile static 
determinate se determină utilizând teorema lui Clapeyron. Astfel sub acţiunea forţei 
unitare aplicată pe direcţia deplasării ce urmează a fi calculată, în legăturile exterioare 
apar reacţiunile rki, care datorită unei cedări de reazem, produc lucrul mecanic 
exterior ∑ ∆ kkir . 

Deoarece cedările de reazeme nu produc eforturi în structura static determinată, 
respectiv Lef=0, atunci conform teoremei lui Clapeyron se obţine 
    0Lext =        (1.45) 
sau 

0r1 kkii =∆+∆⋅ ∑       (1.46) 
 Din relaţia (1.46) se obţine expresia deplasării produse de cedările de reazeme 
la structurile static determinate 

∑ ∆−=∆ kkii r       (1.47) 
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CAPITOLUL  II 
 
 

STRUCTURI  STATIC  DETERMINATE  ALCĂTUITE DIN 
BARE DREPTE 

 
 Structurile static determinate se caracterizează prin faptul că au un număr minim 
de legături necesare asigurării invariabilităţii geometrice şi fixării în plan. 

Pentru determinarea eforturilor este necesară numai condiţia de echilibru static, 
iar pentru determinarea deplasărilor se utilizează atît condiţia de echilibru static cît şi 
condiţia de compatibilitate a deformatei cu legăturile. 
 Pentru rezolvarea unei structuri static determinate trebuie parcurse următoarele 
etape: 

a) calculul reacţiunilor. Reacţiunile se determină cu ajutorul ecuaţiilor de 
echilibru static utilizînd metodele Mecanicii Teoretice – metoda echilibrului părţilor 
şi metoda solidificării. 

Dacă structurile sunt formate dintr-un singur corp (fig. 2.1,a) atunci 
determinarea reacţiunilor se face direct prin aplicarea a 3 ecuaţii de echilibru static, în 
una din următoarele variante: 

- două ecuaţii de proiecţie în raport cu două axe perpendiculare şi o ecuaţie de 
moment în raport cu un punct oarecare din plan, 

-două ecuaţii de momente în raport cu două puncte oarecare din plan şi o ecuaţie 
de proiecţie în raport cu o axă care să nu fie perpendiculară pe dreapta ce uneşte cele 
două puncte considerate pentru scrierea ecuaţiilor de momente, 

-trei ecuaţii de momente scrise în raport cu trei puncte necoliniare din plan. 
Dacă structura este formată din două sau mai multe corpuri, pentru calculul 

reacţiunilor se apelează la una dintre cele două metode amintite anterior. 
Astfel folosirea metodei echilibrului parţilor implică scrierea ecuaţiilor de 

echilibru pentru fiecare dintre corpurile ce alcătuiesc structura. În acest caz apare 
necesitatea punerii în evidenţă şi a forţelor de legătură interioare şi a calculului lor. 
Acestea sunt perechi de forţe egale şi de sens contrar, conform principiului acţiunii şi 
reacţiunii. Pentru structura din figura 2.1,c, folosind metoda echilibrului părţilor (fig. 
2.1,d), se obţine un sistem de 6 ecuaţii cu 6 necunoscute, deşi reacţiunile sunt numai 
4 (V1,H1,V3,H3).  
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O rezolvare mai rapidă se realizează folosind concomitent atît metoda 
solidificării cît şi metoda echilibrului părţilor. Astfel scriind 3 ecuaţii de echilibru 
pentru ansamblul structurii şi o ecuaţie de echilibru a uneia dintre părţi (o ecuaţie de 
momente în raport cu articulaţia interioară, pentru forţele de la stînga sau de la 
dreapta) se pot obţine valorile celor 4 reacţiuni.  

Fig. 2.1 
 
b) trasarea diagramelor de eforturi. Trasarea diagramelor de eforturi se va 

realiza ţinînd cont de relaţiile diferenţiale între eforturi şi încărcări la grinda dreaptă, 
prezentate în paragraful 1.6. precum şi de interpretarea lor. 

Diagramele de eforturi se trasează în raport cu o axă de referinţă, care este chiar 
axa barei. Valorile eforturilor se deseneazã pe normala la axa barei. Diagramele de 
forţă axială şi de forţă tăietoare vor avea ataşat semnul (+) sau (-) conform convenţiei 
de semne prezentate în paragraful 1.6, iar diagrama de moment încovoietor se va 
reprezenta de partea fibrei întinse, fiind legată de fenomenul real al deformării 
structurii. 

c) calculul deplasărilor elastice. Pentru calculul deplasărilor elastice se va ţine 
cont de etapele prezentate în paragraful 1.7. Calculul practic se va realiza utilizînd 
regula lui Vereşciaghin. 
 

2.1. GRINDA DREAPTĂ 
 

2.1.1. Grinda în consolă 
Exemplul 2.1. Se consideră grinda în consolă din figura. 2.2. Să se calculeze 

reacţiunile, să se traseze diagramele de eforturi şi să se calculeze deplasarea pe 
verticală a capătului liber al consolei.  

1 2

V1 V2

H1

a b

1

2

3

V1

V2

V3

H1
H3

H2 H2
V2

c d
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Calculul reacţiunilor. Introducînd 
echivalentul mecanic al încastrării plane din 
punctul 1, ecuaţiile de echilibru ale consolei 
sunt: 

  
kNm45M      05,1310M       0M

kN30V                0310V        0Y
0H       0X

111

11i

1i

==⋅⋅+−=
==⋅−=

==

∑
∑
∑

 

Diagrama de forţă tăietoare 
Forţa tăietoare în punctul 1 este 

kN30VT 11 == . Ea este pozitivă deoarece tinde să 
rotească grinda în sensul acelor de ceasornic. Pe 
intervalul 1-2 forţa tăietoare are o variaţie 
liniară, într-o secţiune curentă avînd expresia  

       x10VT 1x −=  
 În punctul 2 forţa tăietoare este 

0310VT 12 =⋅−=  
Diagrama de moment încovoietor 

    Momentul încovoietor în punctul 1 este 
kNm45M1 =  şi întinde fibra superioară. 

Pe intervalul 1-2 momentul încovoietor 
are o variaţie parabolică, într-o secţiune curentă, 
avînd expresia 
 
 

Fig. 2.2                            
2

x10xVMM
2

11x ⋅−⋅+−=  

 În punctul 2 momentul încovoietor este 0
2

31033045M
2

2 =⋅−⋅+−=   

Convexitatea diagramei de moment încovoietor este dată de sensul încărcării (de sus 
în jos). 

Calculul deplasării v2 Pentru calculul deplasării pe verticală a capătului liber al 
consolei produsă de încărcarea exterioară se utilizează relaţia Maxwell-Mohr. În acest 
sens este necesară trasarea diagramei de moment încovoietor produsă de o forţă egală 
cu unitatea aplicată în secţiunea respectivă (fig. 2.2,e). 

Calculul practic al deplasării se poate face atît prin integrare directă cît şi prin 
regula lui Vereşcighin: 

- prin integrare direct 

( )∫∫ =+−⋅−+−==
3

0

2
2

2 dxx3)
2

x10x3045(
EI
1dx

EI
Mm

v  

     )m(
EI

25,101x135x
2

135x15
4
x5)135x135x45x5(

EI
1

3

0

23
43

0

23 =







+−+−=+−+−= ∫  

2

10kN/m

3

H1

V1

1

M1

+T

30

M

45

3

a

b

c

d

f

e

1kN

m2
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- prin regula lui Vereşciaghin 
Diagrama M de momente încovoietoare poate fi descompusă în suprafeţe 

simple,triunghi şi parabolă, astfel că deplasarea v2 capătă forma 

)m(
EI

25,1013
2
1

8
3103

3
23

3
2345

2
1

EI
1dx

EI
Mm

v
2

2
2 =








⋅⋅

⋅
⋅⋅−⋅⋅⋅⋅== ∫  

Se observă că s-a obţinut acelaşi rezultat, dar că volumul de calcul prin 
integrare directă este mai mare. Deoarece rezultatul este pozitiv, înseamnă că 
deplasarea capătului liber al consolei se produce în sensul forţei unitare considerate, 
respectiv în jos. 
 

2.1.2. Grinda simplu rezemată 
 
Exemplul 2.2. Fie grinda simplu rezemată din figura 2.3. Să se traseze 

diagramele de eforturi şi să se calculeze deplasarea pe verticală a secţiunii în care este 
aplicată forţa (secţiunea i) precum şi rotirea secţiunii 1. 

Calculul reacţiunilor. Introducînd 
echivalentul mecanic al articulaţiei din 
punctul 1 şi al reazemului simplu din punctul 
2, ecuaţiile de echilibru ale grinzii sunt 

  

L
PbV          0bPLV       0M

L
PaV         0LVaP       0M

0H        0X

112

221

1i

==⋅−⋅=

==⋅−⋅=

==

∑

∑

∑

 

Se observă că pentru calculul 
reacţiunilor verticale s-au utilizat două 
ecuaţii de momente. Valorile reacţiunile 
verticale pot fi verificate scriind o ecuaţie de 
proiecţie pe verticală, respectiv 
    0

L
PaP

L
PbVPV  0Y 21i =+−=+−=∑  

Diagrama de forţă tăietoare. Forţa 
tăietoare în punctul 1 este 

L
PbVT 11 ==  şi este 

pozitivă. Pînă în secţiunea în care este 
aplicată forţa concentrată P, forţa         
Fig.2.3          tăietoare este constantă. 

În dreptul forţei concentrate are loc un salt egal cu valoarea P, astfel că forţa 
tăietoare scade de la 

L
Pb  la 

L
Pa

− . Mai departe, pînă în secţiunea 2, forţa tăietoare 

rămîne constantă şi negativă. În secţiunea 2, diagrama de forţă tăietoare se închide cu 
valoarea reacţiunii V2. 

1 2

P

a b

H1

V1 V2

P

+

-

L
Pb

L
Pa

T

M

L
Pab

L
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Diagrama de moment încovoietor. 
În secţiunile de la capete momentul încovoietor este egal cu zero, iar pe 

intervalele cuprinse între extremităţi şi secţiunea în care este aplicată forţa 
concentrată P variaţia este liniară. Valoarea momentului încovoietor în această 
secţiune este 

L
Pab  şi este maximă. Se observă că în dreptul forţei concentrate, există 

un vîrf, adică are loc o schimbare de pantă ca urmare a schimbării valorii forţei 
tăietoare (a se vedea interpretarea relaţiei T

dx
dM

=  din paragraful 1.7). Fibra întinsă 

este fibra inferioară. 
Calculul deplasării vi. Se încarcă 

grinda cu o forţă verticală egală cu unitatea 
acţionînd în secţiunea respectivă şi se 
trasează diagrama mi (fig. 2.4). Utilizînd 
regula lui Verschiagin se obţine 

  
)m(

EIL3
bPa

L
ab

3
2

L
Pabb

2
1          

L
ab

3
2

L
Paba

2
1

EI
1dx

EI
Mm

v

22

i
i

=

⋅⋅⋅⋅+



 +⋅⋅⋅⋅== ∫

 

             
i 

Calculul rotirii 1θ . Se încarcă grinda 
    Fig. 2.4 
cu un moment concentrat egal cu unitatea 
acţionînd în secţiunea 1 şi se trasează 
diagrama m1 (fig.2.5). Utilizînd regula lui 
Verschiagin se obţine  

( ) )rad(
EIL6

b2ab3aPab
L
b

3
2

L
Pabb

2
1 

L
b

3
21

3
1

L
Paba

2
1

EI
1dx

EI
Mm

2

22

1
1

++
−=


⋅⋅⋅⋅+





+






 ⋅+⋅⋅⋅⋅−==θ ∫

 

Deci rotirea se produce în sens orar.         
    Fig.2.5 

 
Exemplul 2.3 Se consideră grindă simplu rezemată din figura 2.6. Să se traseze 

diagramele de eforturi (T şi M) şi să se calculeze deplasarea pe verticală a secţiunii de 
la mijlocului deschiderii grinzii şi rotirea secţiunii 2. 

Calculul reacţiunilor. Ecuaţiiile de echilibru ale grinzii sunt 

1kN

mi

L
ab

1kNm

m1

1 L
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pLV    0LV

2
LpL       0M

2
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LpL       0M

0H        0X
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∑

∑
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Diagrama de forţă tăietoare 
Diagrama de forţă tăietoare se 

deschide în secţiunea 1 cu valoarea 

2
pLT1 =  şi are o variaţie liniară. Într-o 

secţiune curentă expresia forţei tăie-

toare este xp
2

pLTx ⋅−=  

 În secţiunea 2 (x=L), forţa tăie-
toare are valoarea 

2
pL

−  şi se închide cu 

valoarea reacţiunii 
2

pL
V2 = . 

Forţa tăietoare are valoarea egală 
cu zero la mijlocul deschiderii 

Diagrama de moment încovoietor 
Momentul încovoietor are o 

variaţie parabolică, în secţiunile de la 
capete avînd valoarea zero. Într-o 
secţiune curentă expresia momentului 
încovoietor este 

          
2
xpxx

2
pL

M x ⋅−⋅=  

Valoarea maximă a momentului 
încovoietor se obţine în secţiunea în 
care se anulează forţa tăietoare, adică    

  
2
Lx = , şi este 

8
pL

M
2

max = .  

      
 

  
                    Fig. 2.6 
Calculul deplasării vi. Se încarcă grinda cu o forţă verticală egală cu unitatea 

acţionînd în secţiunea respectivă şi se trasează diagrama mi (fig.2.6). De observat că 
ambele diagrame de moment încovoietor (M şi mi) sunt simetrice. Utilizînd regula lui 
Verschiagin se obţine 
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L
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
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


⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅== ∫  

Calculul rotirii 2θ . Se încarcă grinda cu un moment concentrat egal cu unitatea 
acţionînd în secţiunea 2 şi se trasează diagrama m2 (fig. 2.6). Utilizînd regula lui 
Verschiagin se obţine   

)rad(
EI24

pL
2
1

8
pLL
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2

EI
1dx

EI
Mm 32

2
2 −=




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


⋅⋅⋅−==θ ∫  

 
2.1.3. Grinda simplu rezemată cu consolă 
 
Exemplul 2.4. Pentru grinda simplu rezemată cu consolă din figura 2.7. să se 

traseze diagramele de eforturi şi să se calculeze deplasarea pe verticală a capătului 
liber al consolei. 

Calculul reacţiunilor 

  
kN96V     0881510V      0M
kN24V     010V2815      0M

0H      0X

224

432

4i

==⋅⋅−⋅=
==⋅−⋅⋅=

==

∑
∑
∑

 

Diagrama de forţă tăietoare 
În capătul consolei forţa taietoare 

este nulă. Pe intervalul 1-2 forţa tăietoare 
variază liniar pînă la –30kN. 

În secţiunea 2, are loc un salt egal cu 
reacţiunea V2 de la –30 la +96. În 
continuare forţa tăietoare variază liniar, 
într-o secţiune curentă avînd expresia 

x1566Tx −=  
 În secţiunea 3 forţa tăietoare este 

2461566T3 −=⋅−=  
Pe intervalul 3-4 forţa tăietoare 

rămîne constantă, iar în secţiunea 4 se 
inchide cu reacţiunea V4. 

Diagrama de moment încovoietor 
Pe consola 1-2 momentul încovoietor are o 
variaţie parabolică de la 0 la  –30, fibra 
întinsă fiind cea superioară.  
 
 

Fig. 2.7 
Pe intervalul 2-3 variaţia momentului încovoietor rămîne parabolică, avînd 

valoare maximă la distanţa x=4,4m faţă de secţiunea 2, respectiv 
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kNm2,1154,496
2
6,66,614M max =⋅+⋅⋅−= , fibra întinsă fiind cea inferioară. În secţiunea 3 

momentul încovoietor are valoarea kNm964815696M 3 =⋅⋅−⋅= . Pe intervalul 3-4 
momentul încovoietor are variaţie liniară, iar în secţiunea 4 are valoarea zero. 

Calculul deplasării v1 Pentru calculul deplasării pe verticală a capătului liber al 
consolei, se trasează diagrama de moment încovoietor produsă de o forţă egală cu 
unitatea acţionînd în secţiunea respectivă (m1). 

Diagrama M de momente încovoietoare poate fi descompusă în suprafeţe 
simple, astfel că deplasarea v1 capătă forma 
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deci deplasarea se produce în sus. 
 

Exemplul 2.5. Să se traseze diagramele de eforturi la grinda simplu rezemată 
inclinată din figura 2.8. 

Fig. 2.8 
 
Calculul reacţiunilor 

kN30V    02303608V660      0M
kN60V            010308V360       0M
kN60H                                 0H60        0X

113

331

11i

==⋅+⋅−⋅−⋅=
==⋅+⋅−⋅=
==−=

∑
∑
∑

 

 
Diagrama de forţă axială (fig. 2.9,a) Pe intervalul 1-2 forţa axială este 

constantă şi are valoarea kN66cos60sin30N12 =α⋅+α⋅=  
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Pe intervalul 2-3 forţa axiala este 
kN18cos60NN 1223 =α⋅−=  

Pe intervalul 3-4 forţa axială este 
kN18sin60NN 2334 −=α⋅−=  sau de la dreapta kN18sin30N 43 −=α⋅−=  

Diagrama de forţă tăietoare (fig. 2.9,b) 
În secţiunea 1, forţa taietoare este kN15sin60cos30T12 =α⋅+α⋅−= . Pe  intervalul 

1-2, forţa tăietoare este constantă. 
Pe intervalul 2-3 forţa tăietoare este 

kN24sin60TT 1223 −=α⋅−=  
Pe intervalul 3-4 forţa tăietoare este 

kN24cos60TT 2334 =α⋅+=  sau de la dreapta  kN24cos30T43 =α⋅=  
Diagrama de moment încovoietor (fig. 2.9,c) În secţiunea 2 momentul 

încovoietor este kNm60430360M 2 =⋅−⋅= , fibra întinsă fiind cea inferioară, iar în 
secţiunea 3 kNm60360830660M 3 −=⋅−⋅−⋅= , fibra întinsă fiind cea superioară. 
Variaţia momentului ncovoietor pe cele trei intervale este liniară. 

          a                                                 b                                     c 
Fig. 2.9 

 
Exemplul 2.6. Să se traseze diagramele de eforturi la grinda simplu rezemata 

inclinată din figura 2.10. Faţă de exemplul anterior, reazemul din secţiunea 3 este 
normal la axa barei. 

Calculul reacţiunilor 

kN4,8V    02303608V6H      0M
kN2,31H                 0sinVH60       0X

kN48V             0103010V360      0M

1113

131i

331

==⋅+⋅−⋅−⋅=
==α⋅−−=
==⋅+⋅−⋅=

∑
∑
∑

 

Verificare 
030cos488,4   0Y =−α⋅+−=∑  
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Fig. 2.10 
 
Diagrama de forţă axială 

kN30sin4,8cos2,31N12 =α⋅+α⋅=  
kN18cos60NN 1223 −=α⋅−=  

2334 NN =  
Diagrama de forţă tăietoare  

kN12cos4,8sin2,31T12 =α⋅−α⋅=  
kN24sin60TT 1223 −=α⋅−=  

kN2448TT 2334 =+=  
Diagrama de moment incovoietor 

kNm6044,832,31M 2 =⋅−⋅=  
kNm6036084,862,31M 3 −=⋅−⋅−⋅=  

Se observă că indiferent de înclinaţia reazemului simplu, diagramele de forţă 
tăietoare şi de moment încovoietor rămîn nemodificate. 
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2.2. GRINZI COMPUSE 

 
 Grinzile compuse (grinzi Gerber) sunt sisteme static determinate alcătuite din 
grinzi cu console, grinzi dublu articulate şi console legate între ele prin articulaţii. O 
grindã compusă se obţine dintr-o grindă continuă pe mai multe reazeme, grindă static 
nedeterminată, prin introducerea unui număr de articulaţii egal cu numărul gradelor 
de nedeterminare statică. Introducerea articulaţiilor trebuie făcută cu grijă pentru a se 
obţine efectiv un sistem static determinat. În caz contrar se ajunge în situaţia ca părţi 
din grindă sã fie static nedeterminate, iar alte părţi să fie mecanisme. Poziţia 
legăturilor cu terenul permite clasificarea grinzilor componente în grinzi principale şi 
grinzi secundare. 
 Pentru exemplificare se consideră grinda continuă din figura 2.11,a care este de 
două ori static nedeterminată. 

 
 

      a 
 
 

      b 
 

      c 
 

      d 
 
 

 
Fig. 2.11 

 
 În figura 2.11,b şi c se prezintă două moduri corecte de amplasare a articulaţiilor 
interioare. Astfel grinda din figura 2.11,b este formată din două grinzi principale 1-2-
3 şi 4-5-6 şi o grindă secundară 3-4. Grinda din figura 2.11,c este formată dintr-o 
grindă principală 1-2-3 şi două grinzi secundare  3-4-5 şi 5-6, grinzi care se reazămă 
în scară pe grinda principală. În figura 2.11,d se prezintă un mod defectuos de 
amplasare a articulaţiilor interioare. Se observă că grinda 1-2-3-4 este static 
nedeterminată, iar porţiunea 4-5-6 este un mecanism. 

Reacţiunile la o grindă compusă se pot determina în două moduri: 
- fie se descompune grinda în părţi componente şi utilizînd ecuaţiile de 

echilibru ale fiecărei grinzi componente se determină atît reacţiunile din legăturile 
exterioare cît şi cele din legăturile interioare, 
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- fie se determină numai reacţiunile din legăturile exterioare utilizînd condiţia de 
echilibru pentru ansamblu plus condiţii de echilibru al părţilor (condiţii de momente 
egale cu zero în articulaţiile interioare). 

Utilizînd prima modalitate, calculul începe cu grinzile secundare apoi se rezolvă 
grinzile principale asupra cărora se aplică ca acţiuni şi reacţiunile din grinzile 
secundare adiacente. 

În ceea ce priveşte trasarea diagramelor de eforturi, acestea se poate realiza în 
două moduri: 

- fie se trasează pe fiecare grindă componentă şi apoi se alipesc; 
- fie prin trasarea directă parcurgînd structura de la stînga la dreapta. 
Pentru exemplele următoare se consideră prima modalitate de determinare a 

recţiunilor şi cea de-a doua modalitate de trasare a diagramelor de eforturi. 
În ceea ce priveşte calculul deplasărilor elastice se procedează la fel ca la grinda 

simplu rezemată. 
 

 Exemplul 2.7 Pentru grinda compusă din figura 2.12 să se traseze diagramele T 
şi M şi să se calculeze deplasările v5 şi rel

3θ . 
Grinda este formată dintr-o grindă principală 1-2-3 şi o grindă secundară 3-4. 
Calculul reacţiunilor. Deoarece forţele aplicate sunt verticale, reacţiunea 

orizontală H1=0 se obţine din condiţia de echilibru pentru întreg ansamblu. 
Se începe cu grinda secundară şi apoi se trece la grinda principală care în 

secţiunea 3 va fi încărcată cu o forţă egală şi de sens contrar cu reacţiunea V3.  
 - grinda secundară 3-4 

∑
∑

==⋅⋅−⋅=
==⋅−⋅⋅=

kN40V     028156V   0M
kN80V     06V4815   0M

334

443  

- grinda principală 1-2-3 

∑
∑

==⋅+⋅−⋅=
==⋅+⋅−⋅=

kN30V      02404808V     0M
kN90V     010408V480     0M

112

221  

Diagrama de forţă tăietoare. În secţiunea 1 forţa tăietoare are valoarea 
kN30VT 11 == . Pînă în secţiunea în care este aplicată forţa concentrată de 80kN, forţa 

tăietoare rămîne constantă. În această secţiune are loc un salt în sensul de acţiune al 
forţei concentrate, de la +30kN la -50kN. Pînă în secţiunea 2 forţa tăietoare rămîne 
constantă. În această secţiune forţa tăietoare prezintă un salt, egal cu reacţiunea V2, de 
la –50kN la +40kN. De aici rămîne constantă pînă în secţiunea 3 unde se 
înregistrează un dublu salt astfel încît valoarea forţei tăietoare nu se modifică. Pe 
intervalul 3-4 forţa tăietoare variază liniar, iar în secţiunea vecină punctului 4 are 
valoarea      –50kN. La distanţa x=2,67m de punctul 3 forţa tăietoare este zero. În 
punctul 4 are loc un salt de la –50kN la +30kN, iar pe consolă forţa tăietoare variază 
liniar de la +30kN la 0. 
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Fig. 2.12 
 

Diagrama de moment încovoietor Din secţiunea 1 şi pînă în punctul de 
aplicaţie al forţei de 80kN, momentul încovoietor variază liniar, fibra întinsă fiind cea 
inferioară. Valoarea momentului încovoietor în această secţiune este 

kNm1204VM 1 =⋅= . În continuare momentul încovoietor are tot o variaţie liniară, 
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astfel că în punctul 2, fibra întinsă este cea superioară, iar valoarea momentului este 
kNm80480830M 2 −=⋅−⋅= . Pe intervalul 2-3 momentul încovoietor are o variaţie 

liniară, iar în secţiunea 3 (articulaţie interioară) valoarea momentului încovoietor este 
zero. Pe intervalul 3-4 momentul încovoietor are o variaţie parabolică, valoarea 
maximă fiind  

kNm33,53
2

x15xVM
2

3max =⋅−⋅=  (la interior, cu x=2,67), 

iar în secţiunea 4 

kNm30
2

8158VM
2

34 −=⋅−⋅=  (la partea superioară) 

 Pe consolă variaţia momentului încovoietor este parabolică. 
 
Calculul deplasării pe verticală a capătului consolei (v5) 
În acest scop se consideră grinda Gerber încărcată cu o forţă verticală egală cu 

unitatea aplicată în punctul 5 (fig. 2.13,a). Se calculează reacţiunile şi se trasează 
diagrama unitară de moment încovoietor 5Vm . 

Deplasarea v5 se obţine prin integrarea diagramei M cu diagrama 5Vm , folosind 
regula lui Versciaghin. 
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Semnul pentru v5 a rezultat minus, deci deplasarea se produce în sens invers 
forţei unitare, în sus. 
 

Calculul rotirii rel
3θ  

Pentru aceasta se încarcă grinda Gerber cu o pereche de momente, egale cu 
unitatea (fig. 2.13,b). Se calculează reacţiunile şi se trasează diagrama unitară de 
momente încovoietoare m3. 

Rotirea relativă se obţine prin integrarea diagramei M cu diagrama m3 folosind 
regula lui Vereşiaghin. 
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Fig. 2.13 
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 Semnul minus pentru rotirea relativă înseamnă că ea se produce în sens invers 
sensului momentelor unitare. 
 

Observaţie. Din analiza diagramelor de eforturi se observă că în dreptul 
articulaţiei interioare, valoarea forţei tăietoare nu se modifică, acţiunile reciproce din 
această secţiune ce închid şi deschid diagrama anulîndu-se reciproc, iar  panta la 
diagama M rămâne aceeaşi atât la stânga cât şi la dreapta articulaţiei, dar momentul 
încovoietor trece prin valoarea zero. 
 
 Exemplul 2.8 Pentru grinda Gerber din figura 2.14, să se traseze diagramele de 
eforturi şi să se calculeze deplasarea v4. 

Grinda este formată dintr-o grindă principală 1-2 (grinda în consolă) şi două 
grinzi secundare 2-3-4 şi 4-5, aşa cum este prezentat în figura 2.14. 

Calculul reacţiunilor. Deoarece în articulaţia 4 este aplicată o forţă concentrată, 
aceasta va fi considerată în calculul reacţiunilor ca acţionînd pe una dintre grinzile 
adiacente articulaţiei. În acest scop forţa a fost considerată pe grinda 2-3-4. Deoarece 
forţele sunt verticale, reacţiunea H1=0 se obţine din condiţia de echilibru pentru întreg 
ansamblu. 

- grinda secundară 4-5 

kN5V       0306V-      0M
kN5V       0306V-      0M

445

554

==+⋅=
==+⋅=

∑
∑  

- grinda secundară 2-3-4 

kN11V          02602510V-      0M
kN66V       0126012510V-      0M

223

332

==⋅+⋅−⋅=
==⋅+⋅−⋅=

∑
∑  

- grinda principală 1-2 

kN29V                   011410V       0Y
kN36M       04112410M-      0M

11i

331

==+⋅−=
==⋅−⋅⋅+=

∑
∑  

 
Diagramele de forţe tăietoare şi de moment încovoietor au fost trasate direct pe 

întreaga structură (fig. 2,14). 
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Fig. 2.14 
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Calculul deplasării v4. Se încarcă grinda Gerber cu o forţă verticală egală cu 
unitatea aplicată în punctul 4 şi se trasează diagrama unitară de moment încovoietor 
m4 (fig. 2.14). 

Deplasarea v4 se obÎine prin integrarea diagramei M cu diagrama m4 folosind 
regula lui Vereşciaghin. 

m
EI

311,5182
3
22110

2
1

EI
1                      

2
3
210110

2
1

EI2
1 

5
4

2
1

8
4104

2
2

5
4

3
2436

2
1

EI3
1dx

EI
Mmv

2
4

4

=





 ⋅⋅⋅⋅+

+





 ⋅⋅⋅⋅+








⋅⋅

⋅
⋅⋅+⋅⋅⋅⋅−== ∫

 

Deci deplasarea se produce în jos. 
ObservaÎie. În dreptul articulaÎiei interioare 4, în diagrama de forţă tăietoare 

apare un salt în sensul forţei şi egal cu valoarea forţei, iar în diagrama de moment 
încovoietor are loc o schimbare a pantei, valoarea momentul încovoietor fiind zero. 
 
 
 2.3. CADRE PLANE 
 
 2.3.1. GeneralităÎi 
 
 Structurile de rezistenţă în formă de cadre reprezintă categoria de structuri cea 
mai frecvent utilizată în practică. Cadrele static determinate se întîlnesc rar în 
practică dar au o importanÎă deosebită în calculul cadrelor static nedeterminate prin 
metoda eforturilor. 

Cadrele sunt alcătuite din bare legate între ele rigid sau articulat şi fixate de 
teren printr-un număr de legături astfel încît să se realizeze invariabilitatea 
geometrică. 

Punctele de legătură între bare se numesc noduri. Acestea pot fi rigide, dacă 
barele ce se întîlnesc sunt încastrate între ele, sau articulate, dacă barele ce se 
întâlnesc sunt articulate între ele. 
 Un nod rigid (fig. 2.15,a) se caracterizează prin faptul că secţiunile transversale 
ale barelor ce se întîlnesc în acest punct au aceeaşi translaţie şi aceeaşi rotire (adică 
unghiul iniţial dintre bare se păstrează şi în poziţie deformată). 
 Un nod articulat (fig. 2.15,b) se caracterizează prin faptul că secţiunile 
transversale ale barelor care se întîlnesc în acest punct au aceeaşi translaţie. În ceea 
ce priveşte rotirea relativă, aceata este liberă să se producă astfel că unghiul dintre 
axele barelor se modifică. 
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Fig. 
2.15 

 
Rezolvarea cadrelor static determinate necesită calculul reacţiunilor, trasarea 

diagramelor de eforturi cu determinarea valorilor maxime şi calculul deplasărilor 
elastice. Reacţiunile se determină prin metodele prezentate la începutul capitolului II. 
Trasarea diagramelor de eforturi se realizează respectînd relaţiile diferenţiale dintre 
eforturi şi încărcări stabilite la grinda dreaptă. 

Observaţie. La trasarea diagramelor de forţă axială şi forţă tăietoare trebuie 
avut în vedere faptul că pentru secţiunile din imediata vecinatate a nodului aceste 
eforturi îşi modifică brusc valoarea deoarece se schimbă direcţia axelor barelor, 
respectiv direcţia pe care se efectuează proiecţia. 

Pentru un nod rigid alcatuit din două bare, în secţiunile de lîngă nod momentul 
încovoietor are aceeaşi valoare dar sens contrar, iar la un nod format din trei sau mai 
multe bare suma momentelor încovoietoare din secţiunile de lîngă nod trebuie să fie 
egală cu zero. 
 Modul de conducere a calculului practic este prezentat în continuare prin 
intermediul unor exemple numerice. 
 

900

090≠α
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 Exemplul 2.9 Să se traseze diagramele de eforturi la structura din figura 2.16 şi 
să se calculeze deplasarea pe orizontală a secÎiunii 2. 

Fig. 2.16 
Calculul reacţiunilor 

kN22V      036154189V     0M
kN68V     09V6615418      0M
kN18H                          018H      0X

113

331

11i

==⋅⋅−⋅+⋅=
==⋅−⋅⋅+⋅=
==+−=

∑
∑
∑
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+

+
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4
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Verificare  0689022V615V     0Y 31i =+−=+⋅−=∑  
Diagrama de forţă axială Pe stîlpul înclinat, în secţiunea 1, forţa axială se 

obţine proiectînd reacţiunile V1 şi H1 pe direcţia axei barei 
kN8,66,0188,022cosHsinVN 1112 −=⋅+⋅−=α⋅+α⋅−=  

Pe rigla 2-3 forţa axială este zero ( 018HN 1 =−= ) 
Diagrama de forţă tăietoare Pe stîlpul înclinat în secţiunea 1 forţa tăietoare se 

obţine proiectînd reacţiunile H1 şi V1 pe normala la axa barei, respectiv 
kN6,278,0186,022sinHcosVT 1112 =⋅+⋅=α⋅+α⋅=  

Pînă în secţiunea 2 forÎa tăietoare este constantă. În secţiunea 2 pe riglă forţa 
tăietoare este kN22VT 123 == . Pe riglă forţa tăietoare prezintă variaţie liniară, într-o 
secţiune curentă expresia sa fiind 

x1522Tx ⋅−=  
În secţiunea 3 forţa tăietoare are valoarea kN68615VT 132 −=⋅−= . Forţa 

tăietoare se anulează la x=1,467m faţă de secÎiunea 2. 
Diagrama de moment încovoietor În secţiunea 1 momentul încovoietor este 

zero. Pe stîlpul 1-2 momentul încovoietor are o variaţie liniară, în secţiunea 2 avînd 
valoarea kNm1384183224H3VM 112 =⋅+⋅=⋅+⋅=  (fibra întinsă este cea inferioară).  

În secţiunea 2 pe riglă momentul încovoietor este acelaşi şi întinde fibra de jos. 
Pe intervalul 2-3, momentul încovoietor are variaţie parabolică, într-o secţiune 
curentă avînd axpresia 

2
x154H)x3(VM

2

11x ⋅−⋅++⋅=  

La distanÎa x=1,467m de secţiunea 2, momentul încovoietor are valoare 
maximă, Mmax=154,133kNm. în scţiunea 3 momentul încovoietor este zero. 

Verificarea corectitudinii diagramelor de eforturi (a valorilor acestora) se face 
utilizînd condiţia de echilibru static al nodurilor sub acţiunea forţelor aplicate direct 
în nod şi a eforturilor din secţiunile infinit vecine nodului. 

Verificare nod 2 

02256,1644,522cos6,27sin6,8    0Y

01808,2208,418sin27,6cos6,8     0X

i

i

=−+=−α⋅+α⋅=

=+−=+α⋅−α⋅=

∑
∑  

 
Calculul deplasării pe orizontală a secţiunii 2 (u2). 
Se încarcă structura cu o forţă orizontală, egală cu unitatea, în secţiunea 2, se 

calculează reacţiunile şi se trasează diagrama unitară m2. 
Deplasarea u2 se obţine prin integrarea diagramelor M şi m2 utilizînd regula lui 

Vereşciaghin. 

m
EI

833,1003
3
8

2
1

8
6156

3
2

3
8

3
26138

2
1

EI2
1

3
8

3
25138

2
1

EI
1dx

EI
Mm

u
2

2
2 =








⋅⋅

⋅
⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+






 ⋅⋅⋅⋅== ∫  
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Exemplul 2.10 Să se traseze diagramele de eforturi la structura din figura 2.17 
şi să se calculeze rotirea secţiunii 1. 

Fig. 2.17 
 

Calculul reacţiunilor. Deoarece legăturile cu terenul sunt la acelaşi nivel 
reacţiunile verticale se obţin direct din ecuaţii de momente în raport cu punctele 1 şi 
5. 

kN96V       0881510V      0M
kN24V      010V2815      0M

115
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==⋅⋅−⋅=
==⋅−⋅⋅=

∑
∑  
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Verificarea corectitudinii valorilor reacţiunilor verticale se realizează scriind o 
ecuaţie de proiecţie pe verticală, respectiv 

0V815V    0Y 51i =+⋅−=∑  
Pentru determinarea reacţiunilor orizontale se scriu două ecuaţii de momente în 

raport cu articulaÎia interioară (3) pentru forţele de la stînga respectiv pentru cele de 
la dreapta. 

kN32H                    04243H      0M

kN32H      048153H696      0M

55
dr
3

11
st
3

==⋅−⋅=

==⋅⋅−⋅−⋅=

∑
∑  

Verificarea corectitudinii valorilor reacţiunilor orizontale se realizează scriind 
o ecuaţie de proiecţie pe orizontală 

0HH    0X 51i =−=∑  
Diagrama de forţă axială. Pe stîlpul 1-2 forţa axială este de compresiune cu 

valoarea N12=-V1=-96kN, pe rigla 2-4 forţa axială este de compresiune cu valoarea 
N24=-H1=-32kN, iar pe stîlpul 4-5 este de compresiune cu valoarea N45=-V5=-24kN. 
Pe consolă forţa axială este zero. 

Diagrama de forţă tăietoare. În secţiunea 1 forţa tăietoare este negativă cu 
valoarea T13=-H1=-32kN şi pînă în secţiunea 2 este constantă. Pe consolă forţa 
tăietoare variază liniar de la zero la –30kN. În secţiunea 2 pe riglă, în dreapta nodului 
2, forţa tăietoare este T23=-30+96=66kN. Pe intervalul 2-3 forţa tăietoare variază 
liniar, în secţiunea 3 are valoarea –24kN, iar pe intervalul 3-4 forţa tăietoare este 
negativă şi constantă. Pe stîlpul 4-5 forţa tăietoare este constantă şi pozitivă 
(T45=32kN). 

Diagrama de moment încovoietor. Pe stîlpul 1-2 momentul încovoietor are 
variaţie liniară cu zero în secţiunea 1 şi –96kNm în secţiunea 2 (fibra întinsă fiind la 
exterior). Pe consolă diagrama de moment încovoietor are o variaţie parabolică de la 
zero la –30kNm şi este trasată pe fibra superioară. În secţiunea 2 pe riglă, la dreapta 
nodului momentul încovoietor are valoarea 126kNm şi este situat la partea 
superioară. Pe intervalul 2-3 variaţia momentului încovoietor este parabolică, avînd 
un punct de maxim situat la distanţa x=4,4m de nodul 2 şi valoare zero în articulaţie. 
Pe intervalul 3-5 variaţia momentului încovoietor este liniară de la zero în articulaţia 
3 la 96kNm în secţiunea 4 (fibra întinsă fiind la partea superioară). În nodul 4, format 
din două bare, momentul încovoietor se rabate pe stîlp (de la exterior la exterior), de 
unde variaţia este liniară, cu valoarea zero în articulaţia 5. 

Pentru verificarea diagramelor de eforturi se prezintă nodul 2. Condiţiile de 
echilibru sunt: 

∑
∑
∑

=+−−=

=+−=

=−=

01269630    0M

066-9630       0Y

03232       0X

2

i

i

 

Calcul rotirii secţiunii 1. Se încarcă cadrul cu un moment egal cu unitatea, 
aplicat în secÎiunea 1, şi se trasează diagrama unitară m1. Rotirea secţiunii 1 se obţine 
prin integrarea diagramelor M şi m1 utilizînd regula lui Vereşciaghin. 
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 Deci, rotirea are loc în sens invers momentului egal cu unitatea. 
 

 
 2.3.2. Cadre simetrice 
 
 Cadrele simetrice au o largă răspândire în practică. Prin structuri simetrice în 
raport cu o axă, se înţeleg acele structuri care au elementele componente, reazemele 
şi legăturile interioare, simetrice. Prin simetria elementelor se înţelege atât simetria 
geometrică cât şi simetria caracteristicilor geometrice ale secţiunilor transversale. 
 În figura 2.18 sunt prezentate două exemple de structuri simetrice. 
 

 
Fig. 2.18 

 
 Cadrele simetrice pot fi încărcate cu încărcări oarecare, încărcări simetrice sau 
cu încărcări antisimetrice. Încărcarea oarecare a unui cadru simetric se poate 
descompune într-o încărcare simetrică şi o încărcare antisimetrică aşa cum este 
prezentat în figura 2.19. 

IS IS

IR

IS IS

IR IR
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Fig. 2.19 
 

 Calculul structurilor simetrice încărcate fie simetric, fie antisimetric prezintă 
unele particularităţi deosebite care conduc la o economie de timp şi de calcule. 
 
 2.3.2.1. Cadre simetrice încărcate simetric 
 
 Exemplul 2.11. Fie cadrul din figura 2.20 încărcat simetric. Să se traseze 
diagramele de eforturi şi să se calculeze deplasările secţiunii aflate în axa de simetrie. 
 
 Calculul reacţiunilor 

 

kN60V         041208V      0M
kN60V        08V4120      0M

115

551

==⋅−⋅=
==⋅−⋅=

∑
∑  

kN80H         04603H      0M

kN80H         03H460      0M

55
dr
3

11
st
3

==⋅−⋅=

==⋅−⋅=

∑
∑  

 
 Din calculul efectuat rezultă că la cadrele simetrice încărcate simetric, 
reacţiunile sunt simetrice. 
 
 Diagramele de eforturi. 
 kN60NN 5412 −==    kN80N 24 −=  
 kN80T12 −=   kN60T23 =  kN60T34 −=  kN80T45 =  
 kNm240380MM 42 −=⋅−==   
 

I.S. I.A.S.

P P/2P/2 P/2 P/2

+=
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Fig. 2.20 

 
 Din analiza diagramelor de eforturi rezultă următoarele concluzii: 
 - la structurile simetrice, încărcate simetric, diagramele de forţă axială şi de 
moment încovoietor sunt simetrice, iar diagrama de forţă tăietoare este 
antisimetrică. 
 
 Calculul deplasărilor secţiunii 3 (din axa de simetrie) 

- deplasarea pe orizontală u3 

 Încărcarea egală cu unitatea aplicată pe orizontală în secţiunea 3 conduce la o 
diagramă unitară de moment încovoietor, mu3

, antisimetrică. 
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 În expresia deplasării u3, termenii sunt doi cîte doi egali şi de semn contrar.  
 -deplasarea pe verticală v3 

 Încărcarea pe verticală egală cu unitatea aplicată în secţiunea 3 este o încărcare 
simetrică şi în consecinţă diagrama unitarã de moment incovoietor mV3

 este simetrică. 
În calculul deplasării se integrează numai pe jumătate de structurã, fiecare termen 
multiplicându-se cu 2. 

 
EI

16002
3
24240

2
1

EI2
22

3
23240

2
1

EI
2dx

EI
Mm

v 3v
3 =






 ⋅⋅⋅⋅+






 ⋅⋅⋅⋅== ∫  

 - rotirea relativă θ3
rel 

 Perechea de momente egale cu unitatea reprezintă o încărcare simetrică şi deci 
diagrama unitară de moment încovoietor m relθ3

 este simetricã. 

  
EI
96014240

2
1

EI2
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3
23240

2
1

EI
2dx

EI

Mm rel
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3
−
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


 ⋅⋅⋅−






 ⋅⋅⋅⋅−==θ ∫

θ
 

 
 Din analiza rezultatelor obţinute în calculul deplasărilor se desprind 
următoarele concluzii: 
 - rezultatul integrării a două diagrame simetrice este diferit de zero, 
 - rezultatul integrării unei diagrame simetrice cu o diagramă antisimetrică este 
egal cu zero, 
 - deformata unei structuri simetrice, încărcată simetric, este simetrică. 
Secţiunea de pe axa de simetrie se poate translata numai pe direcţia axei de simetrie. 
 
 2.3.2.2. Cadre simetrice încărcate antisimetric 
 

Exemplul 2.12 Fie cadrul din figura 2.21 încărcat antisimetric. Se cere să se 
traseze diagramele de eforturi şi să se calculeze deplasările secţiunii din axa de 
simetrie. 
 

Calculul reacţiunilor  

kN45V       03603608V      0M
kN45V        08V360360      0M

115

551

==⋅+⋅+⋅−=
==⋅−⋅+⋅=

∑
∑  

kN60H                03H445      0M

kN60H                  03H445      0M

55
dr
3

11
st
3

==⋅+⋅−=

==⋅+⋅−=

∑
∑  
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Fig. 2.21 
 

 Din calculul efectuat rezultă că la cadrele simetrice încărcate antisimetric, 
reacţiunile sunt antisimetrice. 
 
 Diagramele de eforturi  
 kN45N12 =    kN45N 45 −=   
 kN60T12 =     kN45T24 −=   kN60T45 =  
 kNm180360M 2 =⋅+=  kNm180360M 4 −=⋅−=  
 
 Din analiza diagramelor de eforturi rezultă următoarele concluzii: 
 - la structurile simetrice, încărcate antisimetric, diagramele de forţă axială şi 
de moment încovoietor sunt antisimetrice, iar diagrama de forţă tăietoare este 
simetrică. 
 
 Calculul deplasărilor secţiunii 3 (din axa de simetrie) 

Diagramele unitare sunt aceleaşi de la exemplul precedent (fig. 2.20). 
 - deplasarea pe orizontală u3 
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 - deplasarea pe verticală v3 
Deoarece diagrama unitară este simetrică, iar diagrama M este antisimetrică, 

rezultă  
   v3=0   

- rotirea relativă θ3
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În mod analog 
   θ3 0rel =  
 
 Din analiza rezultatelor obţinute în calculul deplasărilor se desprind 
următoarele concluzii: 
 - rezultatul integrării a două diagrame antisimetrice este diferit de zero, 
 - deformata unei structuri simetrice, încărcată antisimetric, este antisimetrică. 
Secţiunea din axa de simetrie se poate translata numai pe normala la această axă. 
 

Exemplul 2.13. Pentru structura din figura 2.22 să se traseze diagramele N,T,M 
şi să se calculeze deplasarea pe orizontală a secţiunii 5. 

 
Fig. 2.22 

 
Structura este un cadru compus format dintr-o parte principală 1-2-3 şi o parte 

secundară 4-5-6. Cadrul este încărcat cu o încărcare oarecare. Încărcarea dată se 
descompune într-o încărcare simetrică şi o încărcare antisimetrică. Calculul începe cu 
partea secundară şi se trece la partea principală.  

a) încărcarea simetrică. Se constată că încărcarea simetrică produce numai 
eforturi axiale în rigle (Ns), eforturi de compresiune (fig. 2.23).  
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Fig. 2.23 
 
b) încărcarea antisimetrică. Din încărcarea antisimetrică apar toate tipurile de 

eforturi Nas, Tas, Mas (fig. 2.24). 

 
Fig. 2.24 
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Diagramele finale se obţin din cele trei diagrame obţinute la încărcarea 
antisimetrică la care se adaugă eforturile axiale din rigle produse de încărcarea 
simetrică. 

Pentru calculul deplasării pe orizontală a secţiunii 5 se încarcă structura cu o 
forţă orizontală egală cu unitatea şi se trasează diagrama unitară m5 (fig. 2.25). 
Deplasarea pe orizontală a secţiunii 5 se determină utilizînd regula lui Vereşciaghin 
(diagramele Mas şi m5 sunt antisimetrice) 

Fig. 2.25 
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2.4. ACŢIUNEA VARIAŢIILOR DE TEMPERATURĂ ŞI A 
CEDĂRILOR DE REAZEME ASUPRA STRUCTURILOR STATIC 
DETERMINATE FORMATE DIN BARE DREPTE 

 
Aşa cum am prezentat în capitolul 1, acţiunea variaţiei de temperatură şi a 

cedărilor de reazeme la structuri static determinate produce numai modificarea 
configuraţiei geometriei structurii fără să introducă eforturi în structură. Acest fapt 
este prezentat prin intermediul următoarelor două exemple. 

 
Exemplul 2.14 Să se determine deplasarea pe verticală a secţiunii 3 la structura 

din figura 2.26 produsă de acţiunea variaţiei de temperatură. 
 Pentru toate barele temperatura medie este tm=50, iar diferenţa de temperatură 
este 030)10(20t =−−=∆ . 
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Din încărcarea cu forţa egală cu unitatea au rezultat diagramele unitare de forţă 
axială n3 şi de moment încovoietor m3. 

 
Fig. 2.26 

 
Ţinînd cont de convenţia de semne prezentată în paragraful 1.5.4, valoarea 

deplasării pe verticală a secţiunii 3 este 
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Se constată că efectul forţei axiale este mult mai mic în comparaţie cu efectul 
momentului încovoietor. 
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Exemplul 2.14. Să se determine deplasarea secţiunii 3 la acţiunea cedărilor de 
reazeme ∆u=2cm şi ∆v=1cm. 

 
Fig. 2.27 

  
- calculul deplasării u3. Se încarcă structura cu forţa orizontală egală cu unitatea 

în secţiunea 3, se calculează reacţiunile. Se observă că numai reacţiunile din reazemul 
5 produc lucru mecanic, deci deplasarea u3 este 

  [ ] cm5,113,026,0u 3 +=⋅−⋅−−=  
- calculul deplasării v3. În mod analog se încarcă structura cu forţa verticală 

egală cu unitatea aplicată în secţiunea 3, se calculează reacţiunile şi utilizînd relaţia 
(1.47) se determină deplasarea v3  
   [ ] cm214,028,0u 3 +=⋅−⋅−−=  
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CAPITOLUL  III 
 

GRINZI CU ZĂBRELE 
 

 3.1. GENERALITĂŢI 
 
 Grinzile cu zăbrele reprezintă o categorie de sisteme de bare cu o răspândire 
mare în practică. Ele sunt utilizate fie sub forma unor sisteme plane, fie sub forma 
unor sisteme spaţiale. Grinzile cu zăbrele se folosesc pentru acoperirea unor suprafeţe 
mari, pentru poduri de deschideri mari, pentru stâlpii reţelelor de înaltă tensiune, 
antene, macarale. În acest paragraf se vor studia numai grinzile cu zăbrele plane. 
Schema de calcul a acestor structuri se obţine în baza ipotezelor generale ale 
calculului de ordinul I la care se adaugă următoarele ipoteze simplificatoare 
specifice: 
 - axele barelor sunt concurente în noduri, 
 - nodurile se consideră a fi articulaţii perfecte, 
 - forţele se aplică, ca forţe concentrate, numai în noduri. 
 Consecinţa acestor ipoteze este faptul că în barele acestor structuri apar numai 
eforturi axiale - de întindere sau de compresiune. 
 Realizarea practică a grizilor cu zăbrele nu satisface niciodată ipoteza admisă 
că barele sunt perfect articulate în noduri. Astfel la grinzile cu zăbrele metalice, 
prinderea barelor în noduri se realizează prin intermediul unor gusee, grinzile cu 
zăbrele din beton armat se execută cu noduri rigide, iar la grinzile cu zăbrele din 
lemn, barele se prind prin chertări, buloane sau eclise. Deci în toate cazurile practice 
nodurile grinzilor cu zăbrele se realizează ca noduri rigide, ceea ce conduce la 
apariţia momentelor încovoietoare în bare. 

Încercările şi calculele efectuate pe grinzi cu zăbrele au scos în evidenţă că 
dacă dimensiunea mare a secţiunii transversale a barei este mai mică decât 

10
1  din 

lungimea barei, efectul nodului rigid poate fi considerat ca un efect secundar, în 
comparaţie cu eforturile calculate în ipoteza că nodurile sunt perfect articulate. 
Această concluzie este justificată pentru grinzile cu zăbrele metalice şi din lemn. La 
cele din beton armat trebuie să se ţină seama şi de momentele încovoietoare care apar 
ca urmare a rigidităţii nodului. 
 Grinzile cu zăbrele se prezintă în forme şi alcătuiri foarte variate. La o 
asemenea structură se deosebesc barele care marginesc structura cu zăbrele numite 
tălpi, care după poziţia lor sunt talpa superioară S şi talpa inferioară I, barele care 
leagă tălpile între ele numite zăbrele: cele înclinate se numesc diagonale D iar cele 
verticale se numesc montaţi M. 

După modul de alcătuire, grinzile cu zăbrele se clasifică în: 
 -a) grinzi cu zăbrele simple (fig.3.1) formate dintr-o succesiune de triunghiuri, 
fără ca suprafaţa triunghiulară să se suprapună. Această alcătuire se poate realiza 
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pornind de la un triunghi de bază, la care se adaugă un nou nod cu ajutorul a două 
bare. În ceea ce priveşte forma contururilor, grinzile cu zăbrele simple pot fi: 

- cu tălpi paralele (fig. 3.1,a,b,c), 
- cu tălpi poligonale (fig. 3.1,d). 
După modul de distribuţie al zăbrelelor, grinzile cu zăbrele simple pot fi: 
- sistem triunghiular (fig. 3.1,a), 
- sistem dreptunghiular (fig. 3.1,b), 
- cu diagonalele în K (fig. 3.1,c). 

Fig. 3.1 
 

 -b) grinzi cu zăbrele compuse (fig.3.2,a), alcătuite prin suprapunerea unor 
sisteme simple astfel încât ansamblul să aibă asigurată invariabilitatea geometrică. 
Astfel de structuri apar în practică atunci când între noduri trebuie să reazeme 
elemente transversale sau când este necesară reducerea lungimii de flambaj a barelor 
comprimate în planul grinzii, 

Fig. 3.2 
 

-c) grinzi cu zăbrele complexe (fig. 3.2,b), care se caracterizează prin aceea că 
din fiecare nod pornesc cel puţin trei bare, iar punctele de intersecţie a diagonalelor 
nu se consideră noduri. Aceste tipuri de grinzi cu zăbrele se folosesc mai rar în 
practică. 

 
 

 

a b

c

d

a b
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 3.2. CONDIŢIA DE INVARIABILITATE GEOMETRICĂ ŞI DE  
DETERMINARE STATICĂ 

 
 Analiza alcătuirii constructive a grinzilor cu zăbrele, în ipoteza nodurilor 
articulate, necesită verificarea asigurării invariabilităţii geometrice a structurii. 
Invariabilitatea geometrică constă, în ipoteza lungimii invariabile a barelor, în faptul 
că fiecare nod trebuie sã aibă poziţie fixă în raport cu celelalte noduri. 

Grinzile cu zăbrele pot avea invariabilitate geometrică asigurată independent 
de baza de susţinere sau împreună cu baza de susţinere. 
 Cea mai simplă construcţie cu noduri articulate care are invariabilitate 
geometrică asigurată este triunghiul (fig.3.3). 
 De două noduri ale triunghiului se mai 
poate fixa, prin intermediul a două bare 
articulate, încă un nod. Deci pentru fiecare 
nod nou, în afara primelor trei, sunt necesare 
câte 2 bare.      
 Fig.3.3 

Pornind de la această constatare, se poate determina relaţia care stabileşte 
condiţia de invariabilitate geometrică proprie a grinzii cu zăbrele, respectiv 
    b n− + =2 3 0       (3.1) 
 Pentru fixarea grinzii cu zăbrele mai este necesar un număr de minimum 3 
legături exterioare. Deci condiţia de invariabilitate geometrică împreună cu legăturile 
cu baza de susţinere are forma 
    b r n+ − =2 0       (3.2) 
 Condiţia (3.2) reprezintă şi condiţia de determinare statică 
    0n2rbN =−+=       (3.3) 
deoarece numărul de necunoscute este egal cu numărul eforturilor din cele b bare şi 
reacţiunile din cele r legături simple cu baza de susţinere, iar numărul de ecuaţii de 
echilibru static este egal cu de două ori numărul nodurilor, deoarece pentru un nod se 
pot scrie două ecuaţii de echilibru static respectiv, Xi =∑ 0 şi Yi =∑ 0. 
 Grinzile cu zăbrele din figurile 3.1-3.2 examinate din punct de vedere al 
invariabilităţii geometrice conduc la următoarele concluzii: 
 fig.3.1,a  b=15, n=9,  03142253n2bN =+⋅−=+−=  
 fig.3.1,b    b=33, n=18, 03182333n2bN =+⋅−=+−=  
 fig.3.1,c    b=25, n=14, 03142253n2bN =+⋅−=+−=  
 fig.3.1,d b=13, n=8, 0382133n2bN =+⋅−=+−=  
 fig.3.2,a    b=19, n=11, 03112193n2bN =+⋅−=+−=  
 fig.3.2,b b=11, n=7,  0472113n2bN =+⋅−=+−=  
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 Pentru toate cazurile rezultă invariabilitate geometrică proprie. Exemple de 
structuri avand invariabilitate geometrică împreună cu legăturile sunt prezentate în 
figura 3.4. 
 

 
Grinda cu zăbrele din 

fig. 3.4,a are b=22, N=13 şi 
aplicând relaţia (3.1) se 
observă că struc-tura fără 
legăturile exte-rioare din 
rezemări nu are 
invariabilitate geometrică 
proprie asigurată, panoul 9-
10-12-13 rotindu-se în jurul 
articulaţiei 9.  

                         
 

Fig. 3.4 
Dacă se verifică relaţia (3.2) în care r=4, rezultă că împreună cu legăturile 

exterioare grinda cu zăbrele are invariabilitatea geometrică asigurată.  
 Grinda cu zabrele din fig. 3.4,b pentru care b=12, N=8 şi r=4 este invariabilă 
geometric împreună cu legăturile 
 
 
 3.3. METODE PENTRU DETERMINAREA EFORTURILOR DIN 
BARE 
 
 Pentru calculul eforturilor din barele grinzilor cu zăbrele se pot utiliza 
următoarele metode: 
 a) metoda izolării nodurilor, 
 b) metoda secţiunilor simple, 
 c) metoda secţiunilor duble, 
 d) metoda înlocuirii barei. 
 Primele două metode se utilizează în cazul grinzilor cu zăbrele simple şi 
compuse, iar celelalte două pentru rezolvarea grinzilor cu zăbrele complexe. 
Deoarece marea majoritate a grinzilor cu zăbrele întâlnite în practică sunt fie simple 
fie compuse, se prezintă numai primele două metode de determinare a eforturilor din 
bare. 
 
 3.3.1. Metoda izolării nodurilor 
 
 În această metodă se consideră izolat fiecare nod al grinzii cu zăbrele prin 
secţionarea tuturor barelor care concură în nod. În locul barelor secţionate se introduc 
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eforturile axiale considerate de întindere. Asupra fiecărui nod acţionează un sistem de 
forţe concurente format din forţele exterioare (acţiuni directe şi reacţiuni) şi din 
forţele axiale necunoscute din barele secţionate. Condiţia de echilibru static pentru 
fiecare nod permite scrierea a două ecuaţii de proiecţii, iar pentru o grindă cu zăbrele 
cu n noduri se pot scrie 2n ecuaţii, din care se determină eforturile necunoscute şi 
reacţiunile. În practică, metoda izolării nodurilor nu se foloseşte sub această formă 
deoarece conduce la un calcul laborios. 

Evitarea rezolvării sistemului de 2n necunoscute se face calculând mai întâi 
reacţiunile, utilizând fie numai ecuaţiile de echilibru ale ansamblului, în cazul în care 
grinda cu zăbrele este simplu rezemată (fig. 3.1-3.2), fie atât ecuaţiile de echilibru ale 
ansamblului cât şi ecuaţiile de echilibru ale părţilor componente în cazul în care 
grinda cu zăbrele are forma celei prezentate în figura 3.4,a. În continuare se stabileşte 
ordinea în care se scriu ecuaţiile de echilibru ale nodurilor astfel încât să se obţină 
numai 2 necunoscute în fiecare nod. Rezolvarea începe cu nodul în care concură 
numai 2 bare de efort necunoscut şi apoi, folosind rezultatele obţinute, se continuă 
calculul parcurgând nodurile în aşa fel încât să rezulte de fiecare dată maximum două 
eforturi necunoscute. 
 Trebuie observat că la penultimul nod se mai poate determina o singură 
necunoscută, iar ultimul nod este un nod de verificare a calculelor. Acest fapt 
reprezintă un dezavantaj, deoarece o eroare de calcul la un moment dat este pusă în 
evidenţă doar prin calculul ultimului nod. 

Pentru o ipoteză oarecare de încărcare există posibilitatea de a avea bare de 
efort nul. Situaţiile particulare în care se găsesc eforturi nule în barele grinzii cu 
zăbrele sunt următoarele: 
 - un nod format din două bare de direcţii diferite şi nodul este neîncărcat. 
Efortul este nul în fiecare bară (fig. 3.5,a); 
 - un nod format din trei bare, două bare având aceeaşi direcţie iar nodul este 
neîncărcat. Efortul din cea de-a treia bară este nul (fig. 3.5,b) 
 În practică se utilizează pentru a reprezenta eforturile axiale, convenţia de 
semne din figura 3.5,c pentru barele întinse şi din figura 3.5,d pentru barele 
comprimate. 

Fig. 3.5 
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 3.3.2. Metoda secţiunilor simple 
 
 În această metodă se secţionează structura şi se scriu ecuaţii de echilibru pentru 
una din cele două substructuri rezultate. Deoarece în plan se pot scrie 3 ecuaţii de 
echilibru static, înseamnă că secţiunea efectuată prin structură trebuie să taie 
maximum trei bare, ca acestea să poată fi determinate. 
 Înainte de aplicarea metodei trebuie determinate reacţiunile,astfel încât în 
secţiunea efectuată să apară ca necunoscute numai eforturile din cele trei bare. Cele 
trei bare nu trebuie să fie toate concurente într-un punct sau paralele, deoarece în 
acest caz nu se asigură legarea invariabilă a celor două porţiuni. 
 Scrierea ecuaţiilor de echilibru static pentru porţiunea izolată din grinda cu 
zăbrele trebuie făcută astfel încât să conducă la ecuaţii cât mai simple. Pentru 
simplificarea calculelor este indicat ca fiecare ecuaţie să conţină numai o necunoscută 
şi în acest scop se scriu următoarele ecuaţii de echilibru: 

- ecuaţii de momente în raport cu punctele de intersecţie a două câte două 
bare din cele trei bare secţionate, 

- ecuaţii de momente pentru calculul eforturilor din tălpi şi ecuaţie de 
proiecţie după normala la tălpi pentru calcul eforturilor din diagonală sau 
montant la grinzi cu zăbrele având tălpi paralele. 

Utilizând această metodă se pot determina eforturile din orice bară a grinzii cu 
zăbrele fără a cunoaşte eforturile din barele alăturate. Astfel, o eroare făcută la 
calculul unui efort într-o bară oarecare nu influenţează celelalte eforturi din barele 
grinzii cu zăbrele. Acest lucru reprezintă avantajul metodei secţiunilor simple. 

 
 
3.4. CAZURI PARTICULARE DE GRINZI CU ZĂBRELE 
 
În construcţii se folosesc grinzile cu zăbrele cu tălpi paralele încărcate cu forţe 

verticale. În acest caz, eforturile din barele grinzilor cu zăbrele se exprimă în funcţie 
de eforturile de la grinda dreaptă cu aceeaşi deschidere şi aceleaşi forţe ca grinda cu 
zăbrele. Această sistematizare a calculului eforturilor permite studiul influenţei 
formei şi înălţimii grinzilor cu zăbrele asupra mărimii şi naturii eforturilor din bare. 
În continuare se vor analiza două cazuri de alcătuire a grinzilor cu zăbrele având 
tălpile paralele. 

 
3.4.1. Grinda cu zăbrele cu alcătuire triunghiulară (fig. 3.6) 
 
În figura 3.6 se prezintă grinda simplu rezemată corespunzătoare grinzii cu 

zăbrele şi diagramele de forţă tăietoare  T0 şi de moment încovoietor M0. Pentru 
determinarea expresiei eforturilor din bare se consideră secţiunea I-I. Utilizând 
metoda secţiunilor se determină eforturile din bare (S46, D45 şi I35) 
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Efortul din talpa superioară (S46) se 
determină dintr-o ecuaţie de momente în raport 
cu nodul 5, respectiv 

0hSaPa3Pa4V            0M 462115 =⋅+⋅−⋅−⋅=∑
      (3.4) 

Se observă că primii trei termeni ai ecuaţei 
(3.4) reprezintă momentul încovoietor în 
secţiunea 5 pe grinda simplu rezemată 
corespunzătoare ( 0

5M ) astfel că efortul S46 este 
dat de următoarea expresie 

      
h

M
S

0
5

46 −=    (3.5) 

Semnul fiind minus, iar momentul 
încovoietor este pozitiv, rezultă că efortul S46 
este efort de compresiune. 

Efortul din talpa inferioară (I35) se 
determină dintr-o ecuaţie de momente în raport 
cu nodul 4, respectiv, 

0hIa2Pa3V            0M 35114 =⋅−⋅−⋅=∑  
   (3.6) 

 
  Fig. 3.6 

 
 Se observă că primii 2 termeni ai ecuaţiei (3.6) reprezintă momentul 
încovoietor în secţiunea 4 pe grinda simplu rezemată, astfel că efortul I35 este dat de 
următoarea expresie 

h
M

I
0
4

35 =        (3.7) 

Deoarece momentul încovoietor este pozitiv, rezultă că efortul I35 este efort de 
întindere. 

Pentru calculul efortului din diagonala D45 se scrie o ecuaţie de proiecţie pe 
verticală, respectiv 

0sinDPPV            0Y 45211i =α⋅−−−=∑   (3.8) 
Se observă că primii 3 termeni reprezintă forţa tăietoare pe grinda simplu 

rezemată pe intervalul 4-5, deci, efortul D45 are următoarea expresie 

α
=

sin
T

D
0
45

45        (3.9) 

Dacă diagonalele sunt descendente, atunci semnul efortului este acelaşi ca şi 
cel al forţei tăietoare de pe intervalul respectiv, iar dacă diagonalele sunt ascendente, 
semnul este invers celui al forţei tăietoare de pe intervalul respectiv. 

Expresiile (3.5), (3.7) şi (3.9) permit calculul eforturilor în barele grinzii cu 
zăbrele. 
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3.4.2. Grinda cu zăbrele cu alcătuire dreptunghiulară (fig. 3.7) 
 
Pentru stabilirea expresiilor eforturilor din talpa superioară, talpa inferioară şi 

diagonală se consideră secţiunea I-I, iar pentru efortul din montant secţiunea II-II. 
Efortul din talpa superioară S46 se determină dintr-o ecuaţie de momente în 

raport cu nodul 5 
0hSaPa2V            0M 46115 =⋅+⋅−⋅=∑     

 (3.10) 
de unde 

h
M

S
0
5

46 −=     (3.11) 

şi este efort de compresiune. 
Efortul din talpa inferioară I57 se determină 

dintr-o ecuaţie de momente în raport cu nodul 6 
0hIaPa2Pa4V            0M 572116 =⋅−⋅−⋅−⋅=∑  

    (3.12) 
de unde 

h
M

I
0
6

57 =     (3.13) 

şi este efort de întindere. 
Efortul din diagonală D56 se determină 

dintr-o ecuaţie de proiecţii pe verticală 
0sinDPPV            0Y 56211i =α⋅+−−=∑  

    
      (3.14) 
  de unde 

  Fig. 3.7   

 
α

−=
sin
T

D
0
56

56       (3.15) 

Pentru efortul din montant se consideră secţiunea II-II şi se scrie o ecuaţie de 
proiecţii pe verticală, respectiv 

0MPPPV            0Y 893211i =+−−−=∑      (3.16) 
de unde 

0
8989 TM −=          (3.17) 

De remarcat faptul că pentru a exprima efortul din montant este necesar să se 
precizeze pe care tălpi sunt aplicate încărcările. 
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3.5. CALCULUL DEPLASĂRILOR ELASTICE LA GRINZI CU  
ZĂBRELE 

 
În cazul grinzilor cu zăbrele în bare apar numai eforturi axiale, astfel că 

deplasarea elastică produsă de forţe se calculează luând în considerare, din formula 
Maxwell-Mohr, numai influenţa forţelor axiale, respectiv 

∫=∆ dx
EA

Nn i
i        (3.18) 

 Deoarece barele grinzilor cu zăbrele au secţiunea constantă, iar eforturile sunt 
constante pe fiecare bară în parte, relaţia (3.18) devine 

L
EA

Nn
bare denr 

i
i ⋅=∆ ∑       (3.19) 

 Determinarea unei deplasări elastice necesită calculul eforturilor ni din toate 
barele grinzii cu zăbrele produse de forţa Pi =1 aplicată în nodul în care se calculează 
deplasarea şi pe direcţia deplasării (fig. 3.8,a,b) deoarece eforturile N din barele 
structurii produse de forţele exterioare reale sunt totdeauna calculate. Deplasarea se 

obţine însumând pe toate barele grinzii cu zabrele produsele 
EA
NLn i  care diferă de la 

bară la bară. 
Pe lângă calculul deplasărilor nodurilor grinzilor cu zăbrele se mai pot 

determina şi rotirile barelor. În acest caz se încarcă grinda cu zăbrele cu un cuplu al 
cărui moment este egal cu unitatea (fig. 3.8,c). 

 
Fig.3.8 

 
În cazul acţiunii variaţiei de temperatură, deplasările elastice se determină 

pornind de la relaţia (1.40) la care numai temperatura medie produce modificarea 
lungimii barelor, 
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∫=∆ tii dun        (3.20) 
 Ţinând cont de expresia alungirii barei ( dxtdu mt ⋅⋅α= ) şi de faptul că tm este 
de obicei aceeaşi pentru întreaga grindă cu zăbrele, rezultă 

( )∑ ⋅⋅⋅α=∆ Lnt imi       (3.21) 
 

Exemplul 3.1. Pentru grinda cu zăbrele din figura 3.9,a să se determine 
eforturile din bare folosind metoda izolării modurilor şi să se verifice eforturile din 
secţiunea I-I cu ajutorul metodei secţiunilor. Să se calculeze deplasarea pe verticală a 
nodului 5 considerând secţiunile transversale ale tălpilor 2A iar pentru diagonale şi 
montanţi A. 

Fig. 3.9 

Calculul reacţiunilor 

5,1V           0aP2a2P-a3PaP4V           0M
P5,2V       0a4Va3P2a2PaPaP            0M

PH                                                    0HP               0X

118

881

11

==⋅−⋅⋅−⋅+⋅=
==⋅−⋅+⋅+⋅+⋅=
==−=

∑
∑
∑

 

Calculul eforturilor din bare prin metoda izolării nodurilor 
Se izolează nodul 1 format din 2 bare de efort necunoscut şi se scriu ecuaţiile 

de echilibru static 
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0cosSIP            0X 1213i =α++−=∑  
0sinS1,5P            0Y 12i =α+=∑  

de unde rezultă 
2P5,1S12 −=  (compresiune) 

P5,2I13 =  (întindere) 
 
Sensul real al eforturilor este trecut pe schema 

de calcul din figura 3.9,b 
Următorul nod format din două bare de efort necunoscut este nodul 3.  

 
Ecuaţiile de echilibru staticsunt 
       0I2,5P            0X 35i =+−=∑  
       0PM            0Y 23i =−=∑  
de unde rezultă 
       P5,2I35 =  (întindere)  
       PM 23 =  (întindere) 
 

Se trece la nodul 2, pentru care ecuaţiile de echilibru static sunt 
 

   0cosDcosScos 2P5,1P     0X 2524i =α+α+α+=∑  
   0sinDsinSsin 2P5,1P     0Y 2524i =α−α+α+−=∑  
de unde rezultă 

      2P5,1S24 −= (compresiune) 
      2PD25 −=  (compresiune) 
 
 

Urmează nodul 4, la care ecuaţiile de echilibru static sunt 
 

0cosScos 2P5,1     0X 46i =α+α=∑  
0MsinSsin2P5,1     0Y 4546i =−α+α=∑  

de unde rezultă 
 2P5,1S46 −= (compresiune) 

P3M 45 =  (întindere) 
 
Pentru nodul 5 ecuaţiile de echilibru static sunt 
 
 
 
 

   

S12

I13

P

1,5P

1 α

I35

2,5P

P

3

M23

α

2P5,1

S24

P

P

2

α
D25

2P5,1
M45

4

α
S46



 - 77 -

 
  0IcosDcos 2P2,5P     0X 5756i =+α+α+−=∑  
  0sinDsin2PP3P     0Y 56i =α+α−+−=∑  
de unde rezultă 

 2PD56 −= (compresiune) 
P5,2I57 =  (întindere) 

 
Urmează nodul 6 pentru care ecuaţiile de echilibru static sunt 

0cosScos 2Pcos21,5P     0X 68i =α+α+α=∑         
0MsinSsin2Psin21,5P     0Y 6768i =−α−α+α−=∑  

de unde rezultă 
2P5,2S68 −= (compresiune) 

P2M 67 = (întindere) 
 
 
 

Pentru nodul 7 cele două ecuaţii de echilibru static cuprind o singură 
necunoscută astfel că una dintre ele reprezintă o ecuaţie de verificare a corectitudinii 
calculelor 

 
 
     ∑ =−= 02P2P     0Yi  
     0I2,5P     0X 78i =+−=∑  
de unde rezultă 
     P5,2I78 = (întindere) 
 
 
 
 

Ecuaţiile de echilibru static pentru nodul 8 reprezintă ecuaţii de verificare a 
calculelor anterioare, respectiv 

 
 
∑ =α+−= 0cos22,5P2,5P     0Xi  
∑ =α−= 0sin22,5P2,5P     0Yi  
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Calculul eforturilor din bare prin metoda secţiunilor 
Pentru determinarea eforturilor din barele intersectate de secţiunea I-I a fost 

considerată partea din stânga a secţiunii (fig. 3.9,d). 
Din ecuaţia de momente în raport cu nodul 2 rezultă 

∑ =⋅−⋅+⋅= 0aIa1,5PaP     0M 352  
de unde 

P5,2I35 =  (întindere)  
Din ecuaţia de momente în raport cu nodulul 5 rezultă 

∑ =⋅+⋅−⋅+⋅= 02aSaPaPa2P 1,5    0M 245  
de unde 

2P5,1
2a

Pa3S24 −=−=  (compresiune)  

Din ecuaţia de momente în raport cu nodul 1 rezultă 
∑ =⋅+⋅+⋅= 02aDaPaP     0M 251  

de unde 
2P

2a
Pa2D25 −=−=  (compresiune)  

Se constată că au fost obţinute aceleaşi valori ca şi prin metoda izolării 
nodurilor. De asemenea, cele trei eforturi pot fi verificate scriind o ecuaţie de 
echilibru pe orizontală, respectiv 

∑ =+α+α++−= 0IcosDcosSPP     0X 352524i  
 
Calculul deplasării v5 
Se încarcă grinda cu zabrele cu o forţă verticală egală cu unitatea aplicată în 

nodul 5 şi se determină eforturile din bare. Deoarece grinda cu zăbrele este simetrică 
iar încărcarea unitară este aplicată într-un nod aflat în axa de simetrie, eforturile din 
bare (n5) sunt simetrice. Pentru acest caz de încărcare există bare de efort nul. Astfel 
din izolarea nodurilor 3,2,7 şi 6 rezultă eforturi nule în barele 2-3, 2-5, 5-6 şi 6-7. 
Valorile şi natura  eforturilor sunt prezentate în figura 3.9,c. 

Calculul deplasării v5 este sistematizat în tabelul 3.1.  
 

Tabelul 3.1 
Bara Aria 

A 
Lungimea 

L 
N n5 

EA
LNn 5  

1-2 2A 2a  2P5,1−  25,0−  275,0 Pa/EA 
1-3 2A a 2,5P 0,5 0,625Pa/EA 
2-3 A a P 0 0 
2-4 2A 2a  2P5,1−  25,0−  275,0 Pa/EA 
2-5 A 2a  2P−  0 0 
3-5 2A a 2,5P 0,5 0,625Pa/EA 
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4-5 A 2a 3P 1 6Pa/EA 
4-6 2A 2a  2P5,1−  25,0−  275,0 Pa/EA 
5-6 A 2a  2P−  0 0 
5-7 2A a 2,5P 0,5 0,625Pa/EA 
6-7 A a 2P 0 0 
6-8 2A 2a  2P5,2− 25,0−  225,1 Pa/EA 
7-8 A a 2,5P 0,5 1,25Pa/EA 

 
Valoarea deplasării v5 se obţine prin sumarea elementelor de pe ultima 

coloană, respectiv 
( )

EA
Pa25,3125,9v5

+
=  

 
Exemplul 3.2. Fie grinda cu zăbrele din figura 3.10. Să se determine eforturile 

din bare folosind analogia cu grinda simplu rezemată corespunzătoare 

Talpa superioară: kN165
4

660
h

M
S

0
3

24 −=−=−=  

          kN195
4

780
h

M
S

0
5

46 −=−=−=  

Talpa inferioară: kN105
4

420
h

M
I

0
2

13 ===  

          kN225
4
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h

M
I

0
4

35 ===  

          kN5,97
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390
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M
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57 ===  

Diagonale ascendente: 
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Diagonale descendente: 
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     Fig. 3.10 
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CAPITOLUL IV 
 

ARCE STATIC DETERMINATE 
 

 
 4.1. GENARALITĂŢI 
 
 Arcele sunt bare curbe sau sisteme de bare curbe plane încărcate cu forţe 
acţionând în planul lor. În practică se întâlnesc la baraje, poduri, acoperişurile halelor 
industriale. 
 Arcele static determinate pot fi: 
 - arcul simplu rezemat (fig. 4.1,a), 
 - arcul cu trei articulaţii (fig. 4.1,b), 
 - arcul cu tirant (fig. 4.1,c). 

Fig. 4.1 
 
 În reazemele arcelor se dezvoltă reacţiuni ale caror componente orizontale se 
numesc împingeri. 

Arcul simplu rezemat nu se întâlneşte în practică, el fiint utilizat numai ca 
instrument de calcul în rezolvarea arcelor static nedeterminate. 
 Arcul cu trei articulaţii este cel mai reprezentativ şi se utilizează când baza de 
susţinere poate prelua împingerile arcului. 

Arcul cu tirant se utilizează când preluarea împingerilor nu se poate realiza în 
condiţii economice, deoarece conduce la dimensiuni exagerate. 
 În studiul arcelor sunt utilizate următoarelor denumiri (fig. 4.2): 
 - naşterile arcului – secţiunile din rezemări de unde porneşte arcul, 
 - cheia arcului – secţiunea cea mai depărtată de linia naşterilor. La arcele cu 
trei articulaţii, articulaţia interioară coincide cu cheia arcului. 
 - săgeata arcului (f) – distanţa pe verticală de la cheie la linia reazemelor, 
 

a b

c
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          - deschiderea arcului (L) – distanţa dintre reazeme, măsurată pe orizontală, 
 - extradosul - faţa exterioară (convexă) a arcului, 
 - intradosul - faţa interioară (concavă) a arcului, 
 - unghiul ϕ  format de tangenta la curbă în secţiunea curentă cu orizontala, 

Fig. 4.2 
 
 În cazul arcelor eforturile dominante sunt forţa axială (de compresiune) şi 
momentul încovoietor. 

Arcele pot avea diferite forme, însă cele mai utilizate sunt arcele parabolice şi 
arcele circulare. Forma arcului se poate exprima funcţie de caracteristicile sale 
(deschidere, sageată) astfel: 

-la arcul parabolic simetric cu reazemele la acelaşi nivel (fig. 4.3), ecuaţia 
axei arcului are forma 

cbxaxy 2 ++=      (4.1) 
unde a,b şi c sunt constante ce urmează a fi determinate din condiţiile de dispunere a 
reazemelor şi a punctului de la cheie. 
 Ţinând cont de sistemul de axe 
ataşat arcului, condiţiile de determinare 
a constantelor sunt: 
 x=0;  y=0 (rezemare) 
 x=L;  y=0 (rezemare) (4.2) 
 x=L/2; y=f (punctul de la cheie 
se găseşte la mijlocul deschiderii) 

Aceste condiţii conduc la 
următoarele valori ale constantelor 

 

2l
f4a −= ;

l
f4b = ; 0c =  (4.3)      Fig. 4.3 

 
 
 
 

ϕ
x’

x

y

f

A

C
B

L

x

y

f
A

C

B

2
L

2
L



 - 82 -

 Substituind aceste valori în ecuaţia (4.1) se obţine 

2L
)xL(fx4y −

=       (4.4) 

 Relaţia (4.4) reprezintă ecuaţia arcului raportat la sistemul de axe având 
originea în punctul 1. 
 Unghiul ϕ  făcut de tangenta la curbă cu orizontala pentru o secţiune oarecare 
se obţine prin derivarea relaţiei (4.4), rezultând 

2L
)x2L(f4

dx
dy

tg
−

==ϕ      (4.5) 

dacă secţiunea se găseşte pe curba ascendentă (A-C) 
respectiv, 

2L
)Lx2(f4

dx
dytg −

=−=ϕ      (4.6) 

dacă secţiunea se găseşte pe curba descendentă (C-B). 
- la arcul circular (fig. 4.4), între caracteristicile arcului există următoarea 

relaţie 

Fig. 4.4 

( )fR2f
2
L 2

−⋅=





       (4.7) 

 Relaţia (4.7) reprezintă teorema înălţimii în triunghiul CAD.  Coordonatele 
unui punct oarecare P în raport cu sistemul de axe ataşat arcului circular sunt 

ϕ−= sinR
2
Lx       (4.8) 

)cos(cosRy α−ϕ=       (4.9) 
 

 Unghiul la centru este dat de relaţia 
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R2
Lsin =α        (4.10) 

 Din relaţia (4.8) rezultă unghiul secţiunii curente: 

R

x
2
L

sin
−

=ϕ        (4.11) 

 Relaţia (4.11) conduce la determinarea tangentei la curbă în funcţie de poziţia 
punctului P (cunoscut). 
 

 
4.2. RELAŢII DIFERENŢIALE ÎNTRE EFORTURI ŞI ÎNCĂRCĂRI  

LA BARA CURBĂ 
 
 Pentru a stabili relaţia diferenţială între eforturi şi încărcări se studiază 
echilibrul static al unui element de arc infinit mic de lungime ds. Asupra elementului 
de arc acţionează o forţă uniform distribuită p, care are o componentă normală pn şi o 
componentă tangenţială pt, şi eforturile din secţiunile de la capete (fig. 4.5). 

Ecuaţia de proiecţie pe direcţia tangentei la curbă în secţiunea B are forma 
0

2
dsindsp

2
dcosdspdsinTdcosNdNN nt =

ϕ
⋅+

ϕ
⋅⋅+ϕ−ϕ−+  

        (4.12) 
Ecuaţia de proiecţie după normala la arc în 

secţiunea B este 
0

2
dsindsp

2
dcosdspdsinNdcosTdTT tn =

ϕ
⋅⋅−

ϕ
⋅⋅+ϕ+ϕ−+  

    Fig. 4.5       
   (4.13) 

 
Ecuaţia de momente în raport cu centrul de greutate al secţiunii B este 

0
2

dsindsp
2

dcos1dsp

)dcos1(NdsinTdMMM

nt =
ϕ

⋅ρ⋅⋅−





 ϕ
−⋅ρ⋅⋅+

+ϕ−⋅ρ⋅−ϕ⋅ρ⋅+−−
   (4.14) 

Dacă în relaţiile (4.12) - (4.14) se ţine seama de faptul că unghiul ϕd  este 

infinit mic, respectiv 1dcos ≈ϕ  şi 
ρ

=ϕ=ϕ
dsddsin  şi se neglijează infiniţii mici de ordin 

superior, rezultă 

ρ
+−=

Tp
ds
dN

t       (4.15,a) 

ρ
−−=

Np
ds
dT

n       (4.15,b) 

T
ds

dM
=        (4.15,c) 
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Analizând relaţiile (4.15) pentru forţa axială şi forţa tăietoare se constată că ele 
sunt mai generale decât cele de la bara dreaptă (vezi relaţiile 1.11). Acestea din urmă 
se pot deduce din relaţiiile (4.15) considerând raza de curbură a arcului ∞=ρ . 
 
 
 4.3. ARCUL CU TREI ARTICULAŢII 
 
 Fie arcul cu trei articulaţii din figura 4.6 încărcat cu un sistem de forţe 
oarecare. Ca sistem de axe se alege sistemul xoy având originea în punctul A. 

Fig. 4.6 
 
 Reacţiunile RA şi RB din cele două articulaţii, se descompun în câte o 
componentă verticală '

AV , respectiv '
BV  şi o componentă după direcţia liniei  

reazemelor, '
AH  respectiv '

BH . O asemenea descompunere are avantajul calcului 
simplu al componentelor reacţiunii totale din reazem: 

  ∑ = 0M B  ∑ =⋅−⋅ 0bPLV ii
'
A    

L
bP

V ii'
A

∑ ⋅
=  (4.16) 

  ∑ = 0M A  ∑ =⋅+⋅− 0aPLV ii
'
B   

L
aP

V ii'
B

∑ ⋅
=  (4.17) 

  ∑ = 0Mst
C  ∑ =⋅−⋅−⋅ 0fHcPxV ''

Aii
'
A  

'

st0
C'

A f
M

H =   (4.18) 

  ∑ = 0Xi  ( ) ∑ =γ+α− 0sinPcosHH ii
'
B

'
A  

α
γ+α

= ∑
cos

sinPcosH
H ii

'
A'

B  

            (4.19) 
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unde ∑ ⋅−⋅= ii
'
A

st0
C cPxVM      

 După determinarea reacţiunilor se trece la calculul eforturilor. Forţa axialã N se 
obţine proiectând forţele de la stânga secţiunii (sau de la dreapta secţiunii) pe direcţia 
tangentei la curbă în secţiunea considerată. Forţa tăietoare se obţine proiectând 
aceleaşi forţe pe normala la tangentă la curbă dusă în secţiunea respectivă. 

Expresiile generale pentru eforturile din secţiunea curentă sunt (vezi notaţiile 
din figura 4.7). 
  ∑ γ−ϕ+α−ϕ−ϕ−= )sin(P)cos(HsinVN ii

'
A

'
Ax  

  ∑ γ−ϕ−α−ϕ−ϕ= )cos(P)sin(HcosVT ii
'
A

'
Ax     (4.20) 

  ∑ ⋅−⋅−= ii
'
A

'
Ax dPyHVM  

Fig. 4.7 
 
 În cazul arcelor cu reazemele la acelaşi nivel (α=0, f=f', y'=y) şi încărcate cu 
forţe verticale (γi=0), expresiile reacţiunilor (4.16-4.19) devin: 

  
L

bP
V ii'

A
∑ ⋅

=  
L

aP
V ii'

B
∑ ⋅

=  H
f

M
HH

0
C

BA ===   (4.21) 

unde ai şi bi se măsoară pe orizontală, iar MC
0  reprezintă momentul încovoietor în 

secţiunea C pe grinda simplu rezemată având aceeaşi deschidere şi aceleaşi încărcări 
ca şi arcul dat (fig. 4.8). 
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Fig. 4.8 
 
 Expresiile (4.20) ale eforturilor devin: 
  ϕ−ϕ−=ϕ+ϕ−ϕ−= ∑ cosHsinTsinPcosHsinVN 0

xiAAx  
  ∑ ϕ−ϕ=ϕ−ϕ−ϕ= sinHcosTcosPsinHcosVT 0

xiAAx    (4.22) 
  yHMdPyHVM 0

xiiAAx ⋅−=⋅−⋅−= ∑  
unde ∑−= iA

0
x PVT  şi ∑ ⋅−⋅= iiA

0
x dPxVM  reprezintă forţa tăietoare, respectiv 

momentul încovoietor în secţiunea x pe grinda simplu rezemată, iar ∑ iP reprezintă 
suma forţelor de la stânga secţiunii curente. 
 
 Exemplul 4.1 Să se traseze diagramele de moment încovoietor şi de forţă 
axială la arcul parabolic din figura 4.9 încărcat cu o forţă verticală la cheie. Ecuaţia 
arcului este ( )

2L
xLfx4y −

= . 

 Calculul reacţiunilor verticale 
∑ = 0M3 ; 089016V1 =⋅−⋅   kN45V1 =  
∑ = 0M1  016V890 3 =⋅−⋅   kN45V3 =  

Verificare ∑ = 0Yi  0V90V 31 =−−  
 
 Calculul reacţiunilor orizontale 

∑ = 0Mst
2  04H8V 11 =⋅−⋅   kN90H1 =  

∑ = 0M dr
2  04H8V 33 =⋅−⋅−   kN90H3 =  

Verificare ∑ = 0Xi  0HH 31 =−  
 
 

 

x

y

A

C

B

VA VB

HA HA

P1 P2

P1

P2

p

p
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Fig. 4.9 
 

 Diagrama de moment încovoietor M se obţine calculând momentul încovoietor 
cu relaţia specifică acţiunii forţelor verticale, adică 

   yHMM 0
xx ⋅−=  

unde 0
xM  este diagrama pe grinda simplu rezemată care are aceeaşi deschidere şi 

aceeaşi încărcare verticală ca şi arcul. 
Astfel diagrama de moment încovoietor pe arc rezultă ca diferenţă între 

diagrama 0
xM   şi diagrama Hy. În ceea ce priveşte fibra întinsă se observă că dacă 

0
xM >Hy, fibra întinsă este fibra de la intrados, iar dacă 0

xM <Hy fibra întinsă este fibra 
de la extrados. 
 Pentru determinarea momentului încovoietor maxim se scrie expresia 
momentului încovoietor în secţiunea curentă şi se pune condiţia ca derivata de 
ordinul întâi să fie egală cu zero, din care rezultă poziţia secţiunii în care momentul 
încovoietor este maxim 
    y90x45yHxVM 11x ⋅−⋅=⋅−⋅=  
 Introducând ecuaţia arcului în expresia lui Mx rezultă 

   







−⋅−⋅=

16
xx90x45M

2

x  

 Derivând expresia lui Mx se obţine 

    
8
x909045T

dx
dM

x
x ⋅+−==  

 Din condiţia 0
dx

dMx =  rezultă x=4m 

1
2

3

V1=45 V2=45

H1=90 H2=90

90kN

8 8

4

9090

M

95,445 N

100,575

95,445

100,57590

- -
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 Momentul încovoietor maxim are valoarea 

    kNm90
16
4490445M

2

max −=







−⋅−⋅=  (la extrados) 

 Deoarece arcul este simetric, iar încărcarea este simetrică, diagrama de 
moment încovoietor este simetrică. 
 
 Diagrama de forţă axială N  se obţine calculând acest efort în câteva secţiuni 
caracterictice - la naşteri, la cheie şi în secţiunile în care momentul încovoietor are 
valoarea maximă (în cazul de faţă la sfertul deschiderii). 
 În secţiunea 1 forţa axială are expresia 

  11111 cosHsinVN ϕ−ϕ−=  
unde unghiul ϕ1 se obţine din ecuaţia curbei, respectiv 

  )x2l(
l
f4

dx
dytg 21 −==ϕ  

 Pentru x=0, tgϕ1=1 deci ϕ1=45
0
, sinϕ1=0.707, cosϕ1=0.707. 

 Cu aceste date, forţa axială N1 rezultă:  
  kN445.95707.090707.045N1 −=⋅−⋅−=  

 La sfertul deschiderii, forţa axială are expresia 
  s1s1s cosHsinVN ϕ−ϕ−=  

 Pentru x=4, tgϕs=0.5 deci ϕs=26.56o, sinϕs=0.447, cosϕs=0.894 
 Cu aceste date, forţa axială Ns rezultă:  

  kN575.100894.090447.045Ns −=⋅−⋅−=  
 Forţa axială la cheie are expresia: 

  kN90HN 12 −=−=  
deoarece  ϕ2=0, sinϕ2=0, cosϕ2=1 
 Deoarece arcul este simetric, iar încărcarea este simetrică, diagrama de forţă 
axială este simetrică. 
 

Exemplul 4.2 Să se traseze diagramele de moment încovoietor şi de forţă 
axială la arcul parabolic din figura 4.10. 

Ecuaţia arcului este ( )
2L

xLfx4y −
= . 
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Fig. 4.10 
 
 Calculul reacţiunilor verticale 

∑ = 0M 4 ; 0390963012V1 =⋅−⋅⋅−⋅   kN5,157V1 =  
∑ = 0M1  012V9903630 4 =⋅−⋅+⋅⋅   kN5,112V4 =  

Verificare Yi =∑ 0 0V90630V 41 =+−⋅−  
 
 Calculul reacţiunilor orizontale 

M st
2 0=∑  036303H6V 11 =⋅⋅−⋅−⋅   kN135H1 =  

∑ = 0M dr
2  03H6V390 44 =⋅+⋅−⋅   kN135H 4 =  

Verificare Xi =∑ 0 0HH 41 =−  
 
 Diagrama de moment încovoietor M se obţine calculând momentul încovoietor 
în secţiunile caracteristice. Acestea sunt la naşteri, la cheie, în secţiunea în care este 
aplicată forţa concentrată, precum şi în secţiunea în care momentul încovoietor este 
maxim pe intervalul încărcat cu forţa uniform distribuită. 
 La naşteri şi la cheie, momentul încovoietor este nul. Pe intervalul 1-2 
secţiunea în care momentul încovoietor capătă valoarea maximă este dată de condiţia 
ca derivata de ordinul întâi a expresiei momentului încovoietor să fie egală cu zero, 
sau forţa tăietoare sa fie egală cu zero, respectiv 

0T
dx

dM
x

x ==      (4.23)  

 

1
2 3

V1=157,5 V2=112,5

H1=135 H2=135

90kN

6 3

3

33,7533,75

M

206,80 N

150,86

174,90
130,75

135
- -

30kN/m

4

3
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 Într-o secţiune curentă pe intervalul 1-2, expresia momentului încovoietor este 
2

11x x15y135x5,157
2
xx30yHxVM ⋅−⋅−⋅=⋅⋅−⋅−⋅=  

Introducând expresia lui y, relaţia de mai sus devine 
2

2x x15
12

)x12(x34135x5,157M ⋅−
−⋅⋅⋅

⋅−⋅=  

 Derivând expresia lui Mx şi impunând condiţia (4.23) rezultă x=3m 
 Momentul încovoietor maxim are valoarea 
  kNm75,33315

12
)312(33413535,157M 2

2max =⋅−
−⋅⋅⋅

⋅−⋅=  (la intrados) 

În secţiunea 3 (y=2,25), momentul încovoietor este  
kNm75,33)25,2H3V(M 443 +=⋅+⋅−−=  (la intrados) 

 
 Diagrama de forţă axială N  se obţine calculând acest efort în aceleaşi secţiuni 
în care s-a calculat momentul încovoietor. 
 În secţiunea 1 (x=0, tgϕ1=1)  forţa axială are expresia 

kN8,206707,0135707,05,157cosHsinVN 11111 −=⋅−⋅−=ϕ−ϕ−=  
 În secţiunea unde momentul încovoietor este maxim (la sfertul deschiderii, 
x=3, tgϕs=0,5) forţa axială are expresia 

kN86,150447,090894,0135447,05,157     
sin330cosHsinVN s1s1s

−=⋅+⋅−⋅−=
=ϕ⋅⋅−ϕ−ϕ−=  

 În secţiunea de la cheie (2), forţa axială are expresia: 
  kN135HN 12 −=−=  

 În secţiunea în care este aplicată forţa concentrată, forţa axială are valori 
diferite corespunzător celor două secţiuni vecine. 
 Astfel în secţiunea din stânga, forţa axială are expresia 

kN75,130447,0180894,0135447,05,157          
sin630cosHsinVN 331313

−=⋅−⋅−⋅=
=ϕ⋅⋅−ϕ−ϕ=ε−  

iar în secţiunea din dreapta are expresia 
kN98,170447,009--130,75sin90NN 333 −=⋅=ϕ⋅−= ε−ε+  

 În secţiunea 4 forţa axială are expresia 
kN98,174707,0135707,05,112cosHsinVN 44444 −=⋅−⋅−=ϕ−ϕ−=  
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 4.4. ARCUL CU TIRANT  
 
 Arcele cu tirant se utilizează în situaţia în care baza de susţinere a arcului nu 
poate prelua împingerile orizontale sau se ajunge la dimensiuni neeconomice ale 
acesteia. Tirantul este o bară dublu articulată. Calculul acestor arce se conduce în 
acelaşi mod ca şi calculul arcelor cu trei articulaţii. 
 Reacţiunile verticale se determină din ecuaţii de moment în raport cu cele două 
puncte de rezemare, iar reacţiunea orizontală dintr-o ecuaţie de proiecţie pe această 
direcţie, respectiv se utilizează ecuaţiile de echilibru static pentru ansamblu (fig. 
4.11,a). 

a                                b 
Fig. 4.11 

 ∑ = 0M B  ∑ =⋅−⋅ 0bPLV iiA   
L

bP
V ii

A
∑ ⋅

=   (4.24) 

  ∑ = 0M A  ∑ =⋅+⋅− 0aPLV iiB  
L

aP
V ii

A
∑ ⋅

=   (4.25)  

  ∑ = 0Xi  0sinPH iiA =γ− ∑   ∑ γ−= iiA sinPH   (4.26) 
 Pentru a trece la calculul eforturilor din secţiunile arcului este necesar să se 
determine efortul din tirant. Pentru aceasta se secţionează tirantul şi se introduce 
echivalentul său mecanic, efortul T (fig.4.11,b). 

Din ecuaţia de momente egală cu zero în raport cu articulaţia din punctul C 
pentru forţele de la stânga se obţine: 
    0fTfHcPxV A

st
iicA =⋅−⋅−⋅−⋅ ∑     (4.27) 

de unde rezultă expresia efortului T 

   A
st

iicA

H
f

cPxV
T −

⋅−⋅
=

∑
     (4.28) 

 În cazul forţelor verticale HA=0, distanţa ci se măsoară pe orizontală, iar 
expresia (4.28) devine: 

iγy
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C

B

VA VB

HA f

y

A
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B

VA VB

HA
ci

x

xc

T T
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f

M
T

0
C=        (4.29) 

unde MC
0  este momentul încovoietor în secţiunea C pe grinda simplu rezemată 

corespunzătoare. 
 Expresiile eforturilor se determină cu relaţiile stabilite anterior ţinând seama de 
efortul din tirant. Dacă forţele sunt verticale aceste expresii sunt: 

  ϕ−ϕ−= cosTsinTN 0
xx  

  ϕ−ϕ= sinTcosTT 0
xx      (4.30) 

  yTMM 0
xx ⋅−=  

 
Exemplul 4.3. Să se determine eforturile la arcul cu tirant din figura 4.12. 

Arcul este circular având R=15m şi unghiul la centru 2α=120o. 
 Ţinând cont de relaţia (4.8)-(4.9), caracteristicile arcului circular sunt:  

- deschiderea arcului m2660sin152sinR2L 0 =⋅⋅=α⋅=  
- sageata arcului  m5,75,01515cosRRf =⋅−=α−=  

Fig. 4.12 
Calculul reacţiunilor  

∑ = 0M3 ; 05,6132426V1 =⋅⋅−⋅  kN78V1 =  
∑ = 0M1  026V5,191324 3 =⋅−⋅⋅  kN234V3 =  
∑ = 0Xi  0H1 =  

 Calculul efortului din tirant 
M st

2 0=∑  05,7T13V1 =⋅−⋅    kN2,135T =  
sau  M dr

2 0=∑  013V5,613245,7T 3 =⋅−⋅⋅+⋅  kN2,135T =   
 Eforturile (N,M) se vor determina în secţiunile 1 A B 2 C D 3. Poziţia acestor 
secţiuni este dată de unghiul la centru ϕ  (tabelul 4.1). Ţinând cont de relaţiile (4.8), 
(4.9) pentru definirea poziţiei secţiunii în sistemul de axe xoy precum şi de 
următoarele expresii ale eforturilor pe fiecare ramură, respectiv 

- forţă axială: (1-2)   ϕ−ϕ−= cosTsinVN 1x ;  

1

2

3

y

1

2

3

V1=78 V3=234

H1=0 xT

24kN/m

Rα2

L

f

24

T
A

B
D
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(2-3)   ϕ−ϕ−⋅+ϕ−= cosTsin)xL(24sinVN 3x ; 
- moment încovoietor  yTMM 0

xx ⋅−=  
se obţin următoarele rezultate 
          Tabelul 4.1 
Secţiunea ϕ  sinϕ  cosϕ  xI yi 0

xM  -Ty Mx Nx 
1 60 0,866 0,500 0 0 0 0 0 -135,148 
A 40 0,643 0,766 3,345 3,99 260,91 -539,448 -278,538 -153,717 
B 20 0,342 0,937 7,860 6,555 613,08 -886,236 -273,156 -153,358 
2 0 0 1,000 13,00 7,50 1014 1014 0 -135,200 
C 20 0,342 0,937 18,14 6,55 1097,885 -886,236 211,649 -142,195 
D 40 0,643 0,766 22,655 3,99 648,462 -539.448 109,014 -202,405 
3 60 0,866 0,500 26,00 0 0 0 0 -270,244 

 
 Cu aceste valori s-au trasat diagramele de eforturi (fig. 4.13) 

Fig. 4.13 
 

4.5. ARCE OPTIME 
 
 Aa cum am prezentat anterior, arcele sunt supuse la compresiune excentrică. 
Soluţia optimă din punct de vedere al formei se obţine în cazul în care momentul 
încovoietor este nul în toate secţiunile. 

Un astfel de caz îl reprezintă arcul cu trei articulaţii încărcat cu o forţă 
verticală, uniform distribuită pe toată deschiderea (4.14) 

Pentru obţinerea formei ecuaţiei arcului se exprimă momentul încovoietor în 
secţiunea curentă  

yHMM 0
xx ⋅−=       (4.31) 

şi se impune condiţia ca pentru orice valoare a variabilei (x), momentul încovoietor 
sã fie egal cu zero, ceea ce conduce la 

135,148

N

153,717

270,244

202,405135,2

- -
153,357
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+
135,2 M

278,538 273,156
211,649

109,014
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H
M

y
0
x=   (4.32)  

unde 0
xM  reprezintă momentul 

încovoietor în secţiunea x pe grinda 
simplu rezemată corespunzătoare, 
respectiv  

2
xpxpL

2
1

2
xpxVM

22

A
0
x ⋅−⋅=⋅−⋅=

     (4.33)                  
iar H reprezintă împingerea arcului 
(reacţiunea orizontală HA). 
 Deoarece arcul este simetric                     Fig. 4.14 
rezultă pL

2
1VV BA ==  şi BA HH = , iar din condiţia de echilibru pentru ramura de arc 

AC, respectiv  
MC

st =∑ 0;  0
4
L

2
LpfH

2
LV AA =⋅⋅−⋅−⋅    (4.35) 

rezultă valoarea împingerii arcului 

   
f8

pLH
2

A =         (4.36) 

 Cu aceste valori ecuaţia (4.32) devine 
   )xL(

L
fx4y
2

−=        (4.37) 

şi reprezintă ecuaţia unui arc parabolic (care a fost stabilită în paragraful 4.1). 
Un alt caz îl reprezintă arcul cu trei articulaţii încărcat cu o presiune normală 

la curbă şi de intensitate constantă p. (fig. 4.15) 
Pentru obţinerea formei arcului 

se utilizează relaţiile diferenţiale între 
eforturi şi încărcări. 

Astfel din relaţia (4.15,c) rezultă 
T=0, deoarece Mx=0. Din relaţia 
(4.15,a), deoarece T=0 şi pt=0 rezultă 
N=constant, iar din relaţia (4.15,b) se 
obţine 

ρ
−=

Npn   (4.38) 

 Fig. 4.15 
 

 Deoarece pn=constant şi N=constant rezultă ρ=constant, deci ρ=R şi în 
consecinţă curba arcului este un cerc de rază R. 
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CAPITOLUL V 
 

UTILIZAREA PRINCIPIULUI LUCRULUI MECANIC  
VIRTUAL ÎN CALCULUL STRUCTURILOR STATIC  

DETERMINATE 
 
 
5.1. GENERALITĂŢI 
 
Principiul lucrului mecanic virtual reprezintă un instrument deosebit de eficace 

pentru exprimarea condiţiei de echilibru static al sistemelor de forţe ce acţionează 
asupra unui corp sau a unui sistem de corpuri. 

Principiul lucrului mecanic virtual se enunţă astfel: condiţia necesară şi 
suficientă pentru ca un corp (sau un sistem de corpuri) să fie în echilibru sub 
acţiunea unui sistem de forţe este ca lucrul mecanic produs de sistemul de forţe 
parcurgând deplasări virtuale să fie egal cu zero. În ceea ce priveşte deplasările 
virtuale, ele trebuie să fie infinit mici şi compatibile cu legăturile sistemului de 
corpuri. Acest principiu se mai numeşte şi principiul deplasărilor virtuale, deoarece 
forţele reale parcurg deplasări virtuale. 

Condiţia de echilibru static se exprimă astfel: 
0dMdPL jjii =ψ⋅+η⋅=δ ∑∑     (5.1) 

unde idη  reprezintă proiecţia deplasării punctului de aplicaţie al forţei Pi pe direcţia 
acestei forţe, iar jdψ  reprezintă rotirea corpului asupra căruia acţionează momentul 
Mj. 
 Aşa cum se ştie din Mecanica Analitică, principiul lucrului mecanic virtual este 
aplicat mecanismelor cu un grad de libertate. Mecanismele sunt sisteme de corpuri 
care au un număr mai mic de legături decât numărul minim necesar pentru a obţine o 
structură static determinată invariabilă geometric. 

Principiul lucrului mecanic virtual poate fi utilizat în cazul structurilor static 
determinate pentru determinarea reacţiunilor sau a eforturilor (N,T,M) din orice 
secţiune. 
 Pentru aceasta structurile static determinate, care au un număr minim de 
legături necesar asigurării invariabilităţii geometrice şi fixării în plan, se transformă 
în mecanisme cu un grad de libertate prin îndepărtarea unei legături simple, şi anume 
de pe direcţia reacţiunii sau a efortului ce urmează a fi determinat. 

În ceea ce priveşte suprimarea legăturilor pentru calculul eforturilor dintr-o 
secţiune (fig. 5.1,a), aceasta se face după cum urmează: 

- pentru determinarea forţei axiale se suprimă legătura care împiedică 
deplasarea relativă după tangenta la axa barei (fig. 5.1,b),  
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  a 
 
 
 
  b 
 
 
  c 
 
 
 
  d 

 
Fig. 5.1 

 
- pentru determinarea forţei tăietoare se suprimă legătura care împiedică 

deplasarea relativă după normala la axa barei (fig. 5.1,c), 
- pentru determinarea momentului încovoietor se suprimă legătura care 

împiedică rotirea relativă a celor două porţiuni (fig. 5.1,d). 
Pentru restabilirea situaţiei iniţiale, pe direcţia legăturii suprimate se introduce 

echivalentul mecanic S şi se impune condiţia de echilibru static dat de relaţia (5.1), 
respectiv 

0dMdPdsSL jjii =ψ⋅+η⋅+⋅=δ ∑∑    (5.2) 
unde ds reprezintă proiecţia deplasării punctului de aplicaţie al mărimii S pe direcţia 
sa. 
 Condiţia de echilibru (5.2), de lucru mecanic virtual nul, permite determinarea 
necunoscutei S. Pentru calculul mai multor mărimi statice (reacţiuni sau eforturi) este 
necesar să se stabilească mecanismul corespunzător pentru fiecare dintre ele, 
impunerea unei depasări virtuale şi evaluarea lucrului mecanic virtual. 
 Aşa cum reiese din relaţia (5.2) este necesar să se determine proiecţiile 
deplasărilor punctelor de aplicaţie ale forţelor pe direcţiile acestora, precum şi rotirile 
corpurilor, deplasări care se produc ca urmare a imprimării unei deplasări virtuale 
mecanismului considerat. 

În mod obişnuit, forţele care acţionează asupra structurii sunt forţe orizontale 
şi/sau verticale şi în consecinţă interesează deplasările pe aceste direcţii. În acest sens 
se stabilesc diagramele de deplasări, care reprezintă proiecţiile pe o direcţie dată a 
deplasărilor tuturor punctelor sistemului de corpuri raportate la axa de referinţă 
normală la direcţia dată. 
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5.2. STABILIREA DIAGRAMELOR DE DEPLASĂRI 
 

Pentru construirea diagramelor de deplasări este necesară cunoaşterea centrelor 
instantanee de rotaţie şi a proprietăţilor lor. Prin centru instantaneu de rotaţie se 
înţelege punctul în jurul căruia se roteşte un corp aflat în mişcare relativă. Centrul 
instantaneu de rotaţie se găseşte la intersecţia normalelor duse pe direcţiile vitezelor 
punctelor corpului. Pentru un sistem de corpuri, poziţia centrelor instantanee de 
rotaţie se determină utilizând următoarea teoremă de coliniaritate: “La sistemele 
cinematice plane, trei centre instantanee de rotaţie a trei corpuri oarecare sunt 
coliniare”. Termenul de corp este atribuit şi bazei de susţinere, care în cele ce 
urmează se consideră fixă. 
 În această situaţie centrele instantanee de rotaţie pot fi clasificate în: 

- absolute - se caracterizează prin faptul că deplasările acestor puncte sunt 
egale cu zero, 

- relative - se caracterizează prin faptul că deplasările sunt unice pentru două 
corpuri.  

Pentru un sistem de n corpuri există n centre absolute şi 2
nC  centre relative. 

Ţinând cont de clasificarea de mai sus, teorema de coliniaritate a centrelor 
instantanee de rotaţie capătă următoarele două forme: 

- centrele absolute a două corpuri şi centrul lor relativ sunt coliniare, 
- centrele relative a trei corpuri, luate două câte două, sunt coliniare. 
Uzual corpurile se notează cu cifre romane I, II, III etc., centrele absolute cu 

(1), (2), (3) etc., iar centrele relative cu (1,2), (1,3), (2,3) etc. 
Din definiţia centrelor instantanee de rotaţie, rezultă că articulaţiile cu baza de 

susţinere reprezintă centre absolute, iar articulaţiile interioare reprezintă centre 
relative. În general poziţia unor centre instantanee de rotaţie este cunoscută din datele 
problemei, astfel că pentru trasarea diagramelor de deplasări se determină numai 
poziţia acelor centre instantanee care este necasară, utilizând teoremele de 
coliniaritate enunţate mai înainte. 

În continuare se prezintă mecanismul din figura 5.2. Macanismul este format 
din trei corpuri I, II şi III. Centrele absolute ale corpurilor I (1) şi III  (3), precum şi 
centrele relative ale corpurilor I şi II (1,2) respectiv II şi III (2,3) au poziţie 
cunoscută. Mai este necesar să se determine poziţia centrului absolut al corpului II (2) 
şi a centrului relativ al corpurilor I şi III (1,3). Centrul absolut al corpului II se 
determină cu ajutorul corpurilor I şi III aplicând prima teoremă de coliniaritate. 
Astfel (2) se găseşte la intersecţia următoarelor două direcţii: 





)3(),3,2(),2(
)1(),2,1(),2(

)2(  
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 Centrul relativ al corpurilor I şi III (1,3) se determină cu ajutorul celor două 
teoreme de coliniaritate. Astfel (1,3) se va găsi la intersecţia următoarelor două 
direcţii 





)2,1(),3,2(),3,1(
)3(),1(),3,1(

)3,1(  

Cunoscând poziţiile centrelor instantanee de rotaţie se pot trasa diagramele de 
deplasări, respectiv proiecţiile deplasărilor punctelor corpurilor ce formează 
mecanismul pentru o deplasare virtuală dată. 

Diagramele de deplasări se pot construi după orice direcţie, dar în practică sunt 
folosite diagramele după direcţia verticală şi orizontală. 

În figura 5.2 sunt prezentate şi diagramele de deplasări ale mecanismului 
pentru o deplasare virtuală Iψ  imprimată corpului I (pentru uşurinţa scrierii 
deplasărilor virtuale se renunţă la litera d din faţa lor, de exemplu deplasarea ηd  se 
înlocuieşte cu η , iar rotirea ψd  se înlocuieşte cu ψ ). 

Fig. 5.2 
Din analiza diagramelor de deplasări se desprind următoarele concluzii: 
- pentru fiecare corp diagramele de deplasări au variaţie liniară şi se anulează 

în punctele în care se proiectează centrele absolute ale corpurilor respective; 

(1)
(3)

(1,2)

(2,3)

(1,3)
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III
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I
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IIIψ
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IIψ

Iψ
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- diagramele de deplasări a două corpuri au ordonata comună în dreptul 
centrului relativ corespunzător; 

- deoarece unghiul de rotire al corpurilor este acelaşi faţă de ambele axe 
(orizontală şi verticală), rezultă că direcţiile poziţiilor deplasate ale unui corp în cele 
două diagrame sunt normale. Acest fapt reprezintă o modalitate de verificare a 
corectitudinii diagramelor; 

-orice deplasare se poate determina funcţie de deplasarea dată mecanismului 
prin relaţii geometrice simple. 

În concluzie, aplicarea concretă a principiului lucrului mecanic virtual în 
calculul unei reacţiuni sau al unui efort la structuri static determinate necesită 
următoarele etape: 

- se îndepărtează legătura corespunzătoare mărimii statice ce urmează a fi 
determinată şi se introduce în locul ei echivalentul său mecanic; 

- se stabilesc centrele instantanee de rotaţie (absolute şi relative) pentru 
mecanismul obţinut; 

- se imprimă o deplasare virtuală mecanismului, care trebuie să fie infinit mică 
şi compatibilă cu legăturile, şi se trasează diagramele de deplasări; 

- se determină rotirile corpurilor şi deplasările punctelor de aplicaţie ale 
forţelor funcţie de deplasarea virtuală dată: 

- se scrie ecuaţia de echilibru static sub forma lucrului mecanic virtual (5.2) de 
unde se determină mărimea statică căutată. 

Observaţie: Dacă legătura unui corp cu baza de susţinere este un reazem 
simplu, atunci centrul absolut al corpului respectiv se va găsi pe perpendiculara la 
planul de rezemare. 

 
 

5.3 APLICAREA PRINCIPIULUI LUCRULUI MECANIC VIRTUAL 
LA GRINZI GERBER 

 
Exemplul 5.1 Pentru grinda Gerber din figura 5.3 să se determine reacţiunile 

V3 şi M1, precum şi forţa tăietoare ε−3T  folosind principiul lucrului mecanic virtual. 
Fig. 5.3 

2 4 6 2

40kN 12kN/m

1 2 3 4 5

4 2

80kN 24kN
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 Calculul reacţiunii V3. Reazemul 3 se înlocuieşte cu echivalentul său mecanic, 
o forţă verticală V3. Astfel structura devine un mecanism cu un grad de libertate 
format din două corpuri (fig. 5.4), deoarece corpul I este fix. 

 

Fig. 5.4. 
 

Corpul I este fix deoarece încastrarea din secţiunea 1 este o legătură care 
suprimă toate deplasările posibile. În aceste condiţii centrul relativ (1,2) devine şi 
centru absolut pentru corpul II (2). Centrul absolut pentru corpul III se determină 
utilizând prima teoremă de coliniaritate, respectiv 





⊥reazem)3(
)2(),3,2(),3(

)3(  

Pentru trasarea diagramei de deplasări se impune mecanismului o deplasare 
virtuală (de exemplu o deplasare unitară pe direcţia reacţiunii V3). Diagrama de 
deplasări (figura 5.4) a fost trasată ţinând cont de particularitaţile prezentate anterior, 
respectiv într-un centru absolut deplasarea corpului este nulă, iar într-un centru relativ 
cele două corpuri au deplasare comună, iar diagramele au variaţie liniară. 

Condiţia de echilibru static, utilizând principiul lucrului mecanic virtual este: 
0L =δ ; 0

12
524

8
5612

8
9212

2
1801V3 =⋅+⋅⋅−⋅⋅−⋅−⋅  

de unde rezultă 
kN102V3 =  

Semnul fiind pozitiv rezultă că sensul real este identic cu cel ales iniţial. 
De remarcat faptul că forţa uniform distribuită acţionează pe două corpuri şi în 

consecinţă se determină ordonata pentru fiecare rezultantă a încărcării. 
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Calculul momentului M1. În locul încastrării se introduce o articulaţie şi o 
reacţiune moment astfel că structura reală devine un mecanism cu un grad de 
liberatate format din trei corpuri (fig. 5.5). 

Fig. 5.5 
 

Folosind prima teoremă de coliniaritate se determină poziţiile centrelor 
absolute ale corpurilor III şi III, respectiv 





⊥reazem)2(
)1(),2,1(),2(

)2(   




⊥reazem)3(
)2(),3,2(),3(

)3(  

 Se imprimă mecanismului o deplasare virtuală 1I =ψ (o rotire corpului I) şi se 
trasează diagrama de deplasări pe verticală. 
 Condiţia de echilibru static este 

0L =δ ; 0
6
124

4
1612

4
12121802401M1 =⋅+⋅⋅−⋅⋅−⋅+⋅+⋅  

de unde 
kNm140M1 −=  

 Semnul minus (-) indică faptul că în realitate sensul momentului este invers 
decât cel considerat iniţial, respectiv fibra întinsă va fi cea superioară. 

Calculul forţei tăietoare ε−3T . Pentru determinarea forţei ε−3T  se elimină 
legătura care permite translaţia pe verticală şi se introduce echivalentul mecanic care 
este reprezentat de perechea de forţe acţionând pe cele două feţe ale secţiunii 
respective (fig. 5.6). 

În urma acestei operaţii, corpurile II şi III legate prin intermediul celor doi 
penduli vor avea doar mişcare de translaţie relativă, respectiv vor ramâne paralele 
(centrul relativ (2,3) fiind la infinit pe orizontală). Celelalte centre absolute se 
determină utilizând prima teoremă de coliniaritate. Se imprimă mecanismului o 
deplasare virtuală care constă într-o deplasare relativă a secţiunii ε−3  având mărimea 
unitate şi direcţia forţei tăietoare. Secţiunea din dreapta nu se va deplasa pe această 
direcţie, datorită reazemului, ci numai porţiunea din stânga. Diagrama de deplasări 
este prezentată în figura 5.6. 
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Fig. 5.6 

 
Ecuaţia de echilibru static este: 

0L =δ ; 0
12
124

8
1612

8
1212

2
1801T3 =⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅ε−  

de unde rezultă  
kN50T3 −=ε−  

 
 

5.4 APLICAREA PRINCIPIULUI LUCRULUI MECANIC VIRTUAL  
LA CADRE PLANE 

 
Exemplul 5.2. Pentru cadrul din figura 5.7 să se determine reacţiunea H1 şi 

momentul încovoietor din secţiunea i utilizând principiul lucrului mecanic virtual. 

Fig. 5.7 
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Calculul reacţiunii H1. Se îndepărtează legătura corespunzătoare reacţiunii 
orizontale şi se introduce echivalentul mecanic, o forţă orizontală H1 (fig. 5.8). 

 
Mecanismul astfel format cuprinde 3 corpuri ale căror centre instantanee se 

determină utilizând teoremele de coliniaritate astfel: 





⊥reazem)2(
)2(),2,1(),1(

)1(   




⊥reazem)3(
)2(),3,2(),3(

)3(  

 
Fig. 5.8 

 
Se impune mecanismului o deplasare virtuală unitară pe direcţia reacţiunii H1 

şi se trasează diagramele de deplasări pe orizontală şi pe verticală. 
Condiţia de echilibru static este 

0L =δ ; 0
12
1615

12
1215

3
1120

2
1401H1 =⋅⋅+⋅⋅+⋅−⋅+⋅  

de unde rezultă 
kN10H1 =  
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 Calculul momentului încovoietor Mi. Eliminând legătura corespunzătoare 
momentului încovoietor din secţiunea i şi introducând echivalentul mecanic se obţine 
mecanismul din figura 5.9, care este format din 4 corpuri. 

 

Fig. 5.9 
 
Centrele absolute ale corpurilor II şi IV se obţin utilizând prima teoremă de 

coliniaritate astfel 





)1(),2,1(),2(
)3(),3,2(),2(

)2(   




⊥reazem)4(
)3(),4,3(),4(

)4(  

În continuare se imprimă mecanismului o deplasare virtuală, o rotire relativă a 
articulaţiei (2,3) ( 123 =ψ , adică 132 =ψ+ψ ) astfel încât lucrul mecanic produs de 
perechea de momente să fie pozitiv. 

Pentru început se trasează diagrama de deplasări pe orizontală după care ţinând 
cont de ortogonalitatea diagramelor se trasează diagrama de deplasari pe verticală. 

Ţinând cont de poziţia centrului relativ (2,3) se determină rotirile corpurilor II 
şi III şi apoi celelalte rotiri şi ordonate necesare în scrierea ecuaţiei de echilibru static. 

Aceasta are forma 
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0L =δ ; ( ) 0
2
1615

2
12152120340M IIIIIi =⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅+ψ+ψ⋅  

de unde rezultă 
kNm210M i −=  

 
 

5.5. APLICAREA PRINCIPIULUI LUCRULUI MECANIC VIRTUAL 
LA GRINZI CU ZĂBRELE 

 
Exemplul 5.3 Să se determine eforturile din barele 6-8, 5-7, şi 6-7 la grinda cu 

zăbrele din figura 5.10 utilizând principiul lucrului mecanic virtual 

Fig. 5.10 
 

Calculul efortului S68. Se secţionează bara respectivă şi se introduce 
echivalentul său mecanic obţinându-se un mecanism format din două corpuri (fig. 
5.11).  

Imprimând o deplasare virtuală, respectiv o deplasare relativă egală cu unitatea 
nodurilot 6 şi 8 se obţin diagramele de deplasări. Ţinând cont de poziţia centrului 
relativ (1,2) se determină rotirile corpurilor I şi II şi apoi ordonatele punctelor de 
aplicaţie ale forţelor. 

Ecuaţia de echilibru static este 
0L =δ ; 01801120

2
1401S68 =⋅+⋅+⋅+⋅  

de unde 
kN220S68 −=  
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Fig. 5.11 

 
Calculul efortului I57. Se secţionează bara 5-7 şi se introduce echivalentul său 

mecanic obţinându-se un mecanism format din două corpuri (fig. 5.12).  

Fig. 5.12 
 

Deplasarea virtuală se consideră deplasarea relativă egală cu unitatea a 
nodurilor 5 şi 7 în sensul efortului I57. Astfel pentru început se trasează diagrama de 
deplasări pe orizontală şi apoi cea pe verticală. Deoarece nodul 5 nu se deplasează pe 
orizontală, fiind pe aceeaşi linie cu centrul absolut (1), rezultă că deplasarea relativă 
revine în totalitate corpului II. Astfel din diagrama de deplasări pe orizontală se 
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determină rotirile corpurilor, iar din diagrama de deplasări pe verticală deplasările 
punctelor de aplicaţie ale forţelor. 

Ecuaţia de echilibru static este 
0L =δ ; 0

3
280

3
4120

3
2401I57 =⋅−⋅−⋅−⋅  

de unde 
kN240S57 =  

Calculul efortului D58. Se înlocuieşte bara 5-8 cu echivalentul său mecanic D58, 
astfel că mecanismul format cuprinde 4 corpuri (fig. 5.13). Utilizând cea de-a doua 
teoremă de coliniaritate se determină centrele relative (1,2) şi (3,4) astfel 





)4,1(),4,2(),2,1(
)3,1(),3,2(),2,1(

)2,1(   




)4,2(),3,2(),4,3(
)4,1(),3,1(),4,3(

)4,3(  

 Deoarece centrul relativ (1,2) este la infinit rezultă că cele două corpuri rămân 
paralele în timpul mişcării. La fel se comportă şi corpurile III şi IV. 

Imprimând o deplasare virtuală ( 1I =ψ ) se obţin diagramele de deplasări pe 
orizontală şi pe verticală. Deoarece centrul relativ (1,2) este la infinit rotirile celor 
două corpuri sunt egale ( III ψ=ψ ), iar diagramele corespunzătoare corpurilor III şi IV 
se confundă. 

Fig. 5.13 

 
Ecuaţia de echilibru static este 
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CAPITOLUL VI 
 

LINII DE INFLUENŢĂ 
 
 
6.1. GENERALITĂŢI 
 
În capitolele anterioare au fost studiate diferite tipuri de structuri de rezistenţă 

din punct de vedere al calculului eforturilor şi al deplasărilor secţiunilor produse de 
încărcări având poziţie fixă. 

În practică, în afara încărcărilor care au mărime şi poziţie fixă (cum ar fi 
încărcările permanente) există şi încărcări mobile, cum ar fi: convoaiele de forţe 
produse de roţile locomotivelor şi a vagoanelor la podurile de cale ferată, convoaiele 
produse de podurile rulante, convoaiele produse de vehiculele pe pneuri la podurile 
pe şosea. 

Convoaiele de acţiuni mobile sunt date în standarde. Astfel distanţa între 
forţele unui convoi mobil este constantă, ordinea forţelor este fixă, iar orientarea şi 
mărimea forţelor din convoi rămân nemodificate. 

Dimensionarea unei structuri supuse la forţe mobile presupune cunoaşterea 
poziţiei celei mai defavorabile de solicitare pentru fiecare efort în parte. Aceasta 
impune determinarea poziţiei care să conducă la valoarea maximă a efortului căutat. 
Rezolvarea acestei probleme se realizează prin folosirea liniilor de influenţă. 

Liniile de influenţă se construiesc pentru o forţă mobilă unitară şi utilizarea lor 
are la bază principiul suprapunerii efectelor. 

Astfel, dacă se consideră o structură parcursă de un convoi de forţe P1, P2, … 
Pn care la un moment dat are poziţia din figura. 6.1, atunci efortul Si din secţiunea i 
pentru orice poziţie a convoiului se poate scrie sub forma 

nin22i11ii Ps......PsPsS ⋅++⋅+⋅=     (6.1) 
unde sij reprezintă efortul din secţiunea i când pe structură acţionează numai o forţă 
unitară Pj=1 aplicată în secţiunea j. 

Fig. 6.1 
 
 
 
 

PnP1 P2

i
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Relaţia (6.1) se poate scrie pentru orice poziţie a convoiului pe structură, dar 
pentru o altă poziţie a convoiului, coeficienţii sij au alte valori. Coeficienţii sij poartă 
numele de coeficienţi de influenţă. 

Raportând aceşti coeficienţi de influenţă faţă de o linie de referinţă se obţine o 
diagramă denumită linia de influenţă a efortului Si. Deci, linia de influenţă este o 
diagramă care reprezintă variaţia unei mărimi statice (reacţiune sau efort) 
dintr-o secţiune când o forţă egală cu unitatea parcurge structura dintr-un 
capăt în celălalt. O ordonată a liniei de influenţă reprezintă valoarea mărimii statice 
considerate când forţa egală cu unitatea se află în secţiunea din dreptul ordonatei 
respective. 

 
 
6.2. MODALITĂŢI DE CONSTRUIRE A LINIILOR DE INFLUENŢĂ 
 
Liniile de influenţă se pot construi pe cale analitică sau utilizând principiul 

lucrului mecanic virtual (pe cale cinematică). 
 
 
6.2.1. Determinarea liniilor de influenţă pe cale analitică 
 
Determinarea pe cale analitică a liniilor de influenţă se face utilizând ecuaţiile 

de echilibru static. Pentru aceasta se scrie o ecuaţie de echilibru static care să conţină 
atât efectul mărimii necunoscute cât şi al cauzei mobile unitare aplicat pe diferitele 
porţiuni ale structurii. 

Astfel se obţin expresiile coeficienţilor de influenţă pentru fiecare domeniu al 
structurii ca funcţie de o variabilă independentă (poziţia forţei unitare). Reprezentând 
grafic ecuaţiile pentru fiecare coeficient de influenţă în parte se obţine linia de 
influenţă căutată. Această metodă este generală şi se poate utiliza la orice structură 
static determinată. 

În continuare se prezintă metoda analitică pentru stabilirea liniilor de influenţă 
la grinda simplu rezemată. 

 
Exemplul 6.1. Pentru grinda simplu rezemată din figura 6.2 se vor trasa liniile 

de influenţă ale reacţiunilor V1 şi V2, a forţei tăietoare Ti şi a momentului încovoietor 
Mi. Se consideră forţa unitară P=1 aplicată în secţiunea definită prin distanţele x şi x’ 
faţă de reazeme. 
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     Linia de influenţă a reacţiunii V1.  
Scriind o ecuaţie de moment în raport cu 

punctul 2 rezultă 
0'x1LV1 =⋅−⋅  x11 v1

L
'x1V ⋅=⋅=  

Coeficientul de influenţă al reacţiunii V1 
este 

L
'xv x1 =  şi arată mărimea reacţiunii V1 

când forţa mobilă se află în poziţia curentă 
definită de distanţa x’. Linia de influenţă are o 
variaţie liniară cuprinsă între 1 şi 0. 

Semnul plus (+) indică faptul că oriunde 
s-ar afla forţa P=1, reacţiunea are sensul 
indicat. O ordonată a liniei de influenţă a 
reacţiunii V1 reprezintă mărimea acestei 
reacţiuni când forţa egală cu unitatea se află 
chiar în dreptul ordonatei considerate. 

Linia de influenţă a reacţiunii V2. 
 Scriind o ecuaţie de moment în raport 

cu punctul 1 se obţine 
0LVx1 2 =⋅−⋅

 

x22 v1
L
x1V ⋅=⋅=  

Fig. 6.2             Linia de influenţă are variaţie liniară  
    cuprinsă între 0 şi 1. 

Linia de influenţă a forţei tăietoare Ti. Se consideră grinda simplu rezemată din 
figura 6.3 la care secţiunea i este definită de distanţele xi şi xi’. Reacţiunile au fost 
determinate anterior, acestea având expresiile 

L
'x1V1 ⋅=  şi 

L
x1V2 ⋅= , astfel că pentru 

determinarea liniei de influenţă se consideră două domenii 1-i şi i-2. 
a) forţa Pi=1 se găseşte pe intervalul 1-i (0 < x < xi). 
În acest caz forţa tăietoare Ti are expresia 

21i V
L
x

L
L'x1VT −=−=

−
=−=  

deci forţa tăietoare are aceiaşi variaţie ca şi reacţiunea V2, dar cu semnul minus. 
b) forţa Pi=1 se găseşte pe intervalul i-2 (0 < x’ <xi’) 
În acest caz forţa tăietoare din secţiunea I are expresia  

L
'x1VT 1i ⋅==  

1 2

P=1

x x’

V1 V2

+1

LV2

L

1

LV1

+ 1
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deci forţa tăietoare are aceaşi variaţie ca şi reacţiunea V1 
În concluzie linia de influenţă este 

formată din două segmente, de pe fiecare 
interval în parte, în secţiunea I suma celor două 
ordonate fiind egală cu unitatea, aceasta 
reprezentând scara liniei de influenţă. Se oservă 
că cele două segmente sunt paralele. 

Linia de influenţă a momentului 
încovoietor Mi.  

Se consideră aceeaşI grindă (fig. 6.3) 
pentru care reacţiunile sunt 

L
'x1V1 ⋅=  şi 

L
x1V2 ⋅= . Pentru determinarea liniei de 

influenţă Mi se consideră două intervale, 1-i şi 
i-2, în care se găseşte forţa Pi=1, 

- intervalul 1-i (0<x<xi) 
Expresia momentului încovoietor în 

secţiunea i este 

   
L
xx

'xVM
'
i

i2i
⋅

=⋅=  

- intervalul i-2 (0<x’<xi’) 
Expresia momentului încovoietor în 

secţiunea i este 

 
L
x'x

xVM i
i1i

⋅
=⋅=  

Cu aceste expresii, linia de inflenţă a 
momnetului încovoietor Mi este trasată in  
     figura 6.3.  

Fig. 6.3  

Momentul încovoietor Mi capătă valoarea 
L

xx '
ii ⋅  dacă forţa Pi=1 este aplicată 

în secţiunea i. 
 
6.2.2. Determinarea liniilor de influenţă pe cale cinematică 
 
Determinarea pe cale cinematică a liniilor de influenţă se realizează cu 

utilizând principiul lucrului mecanic virtual. Astfel structura se transformă într-un 
mecanism cu un grad de libertate prin eliminarea legăturii existente pe direcţia 
mărimii statice (reacţiune sau efort) a cărei linie de influenţă urmează a fi trasată şi 
introducerea mărimii statice S. În această situaţie structura va fi încărcată cu mărimea 
statică S şi cu o forţă egală cu unitatea. Împrimând mecanismului o deplasare virtuală 

L
xi

1 2

P=1
x x’

V1 V2

+

1

L

1

LTi

xi xi’

i

-

+

L
xx '

ii ⋅

LMi

L
x'

i
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şi notând cu sδ  deplasarea pe direcţia lui S şi cu pδ  deplasarea pe direcţia forţei 
unitare, expresia lucrului mecanic virtual capătă forma: 

0p1sS =δ⋅+δ⋅       (6.2) 
de unde rezultă 

s
p1S
δ
δ
⋅−=        (6.3) 

Dacă se alege 1s −=δ , respectiv deplasarea pe direcţia lui S egală cu unitatea şi 
de sens contrar sensului lui S, atunci relaţia (6.3) devine 

pS δ=         (6.4) 
relaţie care arată că în aceste condiţii mărimea S este egală cu mărimea deplasării 
secţiunii în care se află forţa egală cu unitatea şi are acelaşi semn. 
 Sensul deplasării şi implicit al efortului S este dat de sensul forţei egale cu 
unitatea. Astfel dacă deplasarea are loc în sensul de acţiune al forţei unitate, atunci 
semnul este plus, iar dacă deplasarea are loc în sens invers sensului de acţiune al 
forţei unitate atunci semnul este minus. În mod obişnuit convoiul de forţe are sens 
gravitaţional astfel că dacă diagrama de deplasări se găseşte sub axa de referinţă 
semnul este plus, iar dacă se găseşte deasupra axei de referinţă semnul este minus. 

În concluzie, determinarea liniilor de influenţă pe cale cinematică necesită 
parcurgerea următoarelor etape: 

- se înlocuieşte legătura corespunzătoare mărimii statice S cu echivalentul său 
mecanic, astfel că structura static determinată devine un mecanism cu un grad de 
libertate; 

- se imprimă o deplasare virtuală şi se trasează diagrama de deplasări; 
- diagrama de deplasări se transformă în linie de influenţă prin ataşarea scării şi 

a semnului, conform celor prezentate anterior. 
 
6.2.2.1. Determinarea liniilor de influenţă la grinzi Gerber. 
 
Exemplul 6.1. Să se traseze linia de influenţă a reacţiunilor V1, V2, V4 şi a 

eforturilor ε+2T  şi M2 la grinda Gerber din figura 6.4. 

Fig. 6.4 
 
 
 
 
 

10

1kN

2 8 2

1 2 3 4 5
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Ţinând cont de etapele ce trebuie parcurse în stabilirea liniilor de influenţă se 
obţin următoarele rezultate: 

- Linia de influenţă LV1 (fig. 6.5) 

Fig. 6.5 
 

Din analiza liniei de influenţă LV1 rezultă că dacă forţa unitară se găseşte pe 
intervalul 1-2 sau 4-5, reacţiunea V1 este pozitivă, iar dacă se găseşte pe intervalul 2-
4 este negativă. Poziţia forţei pentru care reacţiunea este maximă este chiar secţiunea 
1. 

- Linia de influenţă LV2 (fig. 6.6) 

Fig. 6.6 
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- Linia de influenţă LV4 (fig. 6.7) 

Fig. 6.7 
  
 Din linia de influenţă LV4 rezultă că dacă forţa unitară se găseşte pe intervalul 
1-2-3 (grinda principală) reacţiunea V4 este nulă. 

- Linia de influenţă ε+2LT (fig. 6.8) 

Fig. 6.8 
 

- Linia de influenţă LM2 (fig. 6.9) 

 
Fig. 6.9 

V4

1kN

1=η

II

II

I

FIX

+

(2)

8
5

LV4
(1) (2)

1kN

1=η

II

III

I

FIX

+

(2,3)

4
1

ε+2LT
(3)

III (3)

ε+2T

(1,2)(2)
∞

∞

II

1kN

1=θ

II

II

I

FIX

-
(2)

2
1LM2 (3)

(2)

III (3)(2,3)

(1,2) III2

1kNm



 - 115 -

 
Observaţie Diagramele de deplasări prezentate în paragraful 5.1 pot fi 

transformate în linii de influenţă dacă deplasările virtuale (egale cu unitatea) se 
imprimă în sens invers acţiunii mărimii statice pentru care s-a trasat diagrama de 
deplasări şi se ataşează semnul conform celor prezentate anterior. 

 
6.2.2.2. Determinarea liniilor de influenţă la grinzi cu zăbrele 
 
Faţă de grinzile Gerber, trasarea liniilor de influenţă la grinzile cu zăbrele 

necesită următoarele elemente suplimentare: 
- trebuie precizată calea pe care se deplasează forţa unitate (cea superioară sau 

cea inferioară); 
- trebuie stabilită scara. 
În vederea stabilirii scării se consideră trei bare articulate între ele (fig. 6.10,a). 

Se secţionează o bară şi se pun în evidenţă eforturile S. Se consideră unul dintre cele 
două corpuri fix (corpul I) şi se dă o deplasare virtuală egală cu unitatea celuilalt corp 
astfel încât punctul C se deplasează pe direcţia efortului S, respectiv 1'CC s −=δ=  (fig. 
6.10.b). 

       a                b 
Fig. 6.10 

 
Din figura 6.10,b rezultă 
 

1212 cos
1hBC"CC ψ⋅
α

⋅=ψ⋅=     (6.5,a) 

α
=

α
δ

=
α

=
cos

1
cos

s
cos

'CC"CC      (6.5,b) 

 Din relaţiile (6.5,a şi b) rezultă 
h
1

12 =ψ . Astfel scara, reprezentată prin 

ordonata verticală egala cu unitatea, se va construi în interiorul unghiului 12ψ  la 
distanţa h de centrul relativ (1,2). De remarcat că se trasează numai diagrama de 
deplasări pe verticală. 
 
 
 

12ψ

α

S S

I IIh
α

C’

C”

C

B

A C
III

(1,2
)
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Exemplul 6.2. Pentru grinda cu zăbrele din figura 6.11 să se traseze linia de 
influenţă a efortului din barele indicate utilizând metoda cinematică. Forţa egală cu 
unitatea se deplasează pe talpa inferioară. 

Fig. 6.11 
 

- Linia de influenţă LS68 (fig. 6.12). Se suprimă bara respectivă şi se pune în 
evidenţă efortul  a carei linie de influenţă urmează să se traseze. Se determină 
centrele instantanee de rotaţie şI se imprimă o deplasare virtuală 1s −=δ  pe direcţia 
eforturilor şI se trasează diagrama de deplasari pe verticală (deplasarea virtuală face 
ca nodurile 6 şi 8 să se depărteze, respectiv corpul I are o miscare de rotaţie antiorară 
iar corpul II o mişcare de rotaţie orară). 

Fig. 6.12 
 

Pentru ca diagrama de deplasări să reprezinte linia de influenţă i se ataşează 
scara şi semnul. Semnul este negativ, deoarece deplasarea se produce în sens invers 
sensului forţei unitate, iar scara se construieşte în interiorul unghiului 12ψ  la distanţa 
h=4 faţă de centrul relativ (1,2). 

Din următoarele relaţii geometrice se pot determina rotirile celor două corpuri, 
care sunt utilizate la determinarea oricărei ordonate din diagrama de deplasări. 
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





ψ=ψ

==ψ=ψ+ψ

III

12III

1212
4
1

h
1

  










=ψ

=ψ

8
1
8
1

II

I
 

Observaţie Cu ajutorul liniei de influenţă se poate determina efortul din bara 
respectivă pentru orice poziţie a convoiului de forţe folosind suprapunerea de efecte 
dată de relaţia (6.1). 

Linia de influenţă M56 (fig. 6.13). Se înlocuieşte bara 5-7 cu echivalentul său 
mecanic obţinându-se un mecanism format din patru corpuri.  

Fig. 6.13 
 

Centrele instantanee de rotaţie (absolute şi relative) se determină utilizând cele 
două teoreme de coliniaritate, respectiv 





)4,1(),4,2(),2,1(
)3,1(),3,2(),2,1(

)2,1(   

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
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⊥reazem)2(
)1(),2,1(),2(

)2(   




)2(),3,2(),3(
)1(),3,1(),3(

)3(   


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)3(),4,3(),4(
)1(),4,1(),4(

)4(  

Deoarece centrul relativ (1,2) este la infinit rezultă că cele două corpuri sunt 
paralele în diagrama de deplasări ( III ψ=ψ ). La fel se comportă şi corpurile III şi IV.  

Se imprimă o deplasare virtuală 1s −=δ  pe direcţia eforturilor şi se trasează 
diagrama de deplasări pe verticală (deplasarea virtuală face ca nodurile 5 şi 6 să se 
depărteze, respectiv corpul I şi corpul II au o mişcare de rotaţie orară. Se ataşează 
diagramei de deplasări scara şi semnul. Semnul este pozitiv pe zona cuprinsă sub axa 
de referinţă şi negativ pentru zona aflată deasupra axei de referinţă. Scara se 
construieşte în interiorul unghiului 24ψ  la distanţa h=4 faţă de centrul relativ (2,4). 

Poziţia centrului absolut al corpului IV se determină din relaţiile de asemănare 
ce există în diagrama de deplasări, respective 
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x
x4

12
8

II

I −
=

ψ
ψ  

de unde 4,2
5

12x ==  

Din următoarele relaţii geometrice se pot determina rotirile celor două corpuri, 
care sunt utilizate la determinarea oricărei ordonate din diagrama de deplasări. 
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