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In sedinta de catedra din 03.04.2000 s-a discutat lucrarea “Statica
Constructiilor. Structuri static determinate” elaboratd de s.l.dr.ing. Mircea-Eugen
Teodorescu si s-a aprobat multiplicarea ei pe plan local.



PREFATA

Cursul "Statica Constructiilor. Structuri static determinate” este destinat
studentilor din anul II de la Facultatea de Hidrotehnica.

Cursul este alcatuit din 6 capitole si anume:

Capitolul I - Aspecte generale ale calculului structurilor de rezistentd. In acest
capitol sunt prezentate obiectul de studiu al Staticii Constructiilor, schematizarile care
se fac n vederea obtinerii modelului matematic, ipotezele simplificatoare folosite in
calculul liniar elastic, notiuni si teoreme generale folosite in calculul structurilor. De
asemenea sunt prezentate relatiile folosite pentru calculul deplasarilor structurilor
elastice produse atat de forte cat si de actiunea variatiei de temperatura si a cedarilor
de reazeme.

Capitolul II - Structuri static determinate alcdtuite din bare drepte. In acest
capitol este prezentat modul de rezolvare al structurilor static determinate alcdtuite
din bare drepte. Tipurile de structuri analizate sunt: grinzile simple (grinda in consola,
grinda simplu rezemata si grinda cu consold), grinzile compuse (Gerber) si cadrele
plane (de forma oarecare si simetrice).

Capitolul Il — Grinzi cu zabrele.. in acest capitol este prezentat modul de
alcatuire a grinzilor cu zabrele, ipotezele simplificatoare admise care stau la baza
calculului, precum s1 metode de determinare a eforturilor din bare. Pentru grinzile cu
zabrele avand talpi paralele si incdrcate cu forte verticale se prezintd analogia cu
grinda simplu rezemata corespunzatoare.

Capitolul IV — Arce static determinate. In acest capitol sunt prezentate
principalele tipuri de arce static determinate din punct de vedere al formei s1 al
alcatuirii precum si al calculului eforturilor.

Capitolul V — Utilizarea principiului lucrului mecanic virtual in calculul
structurilor static determinate. In acest capitol este prezentat principiul lucrului
mecanic virtual precum si modul de utilizare in calculul diferitelor categorii de
structurilor static determinate: grinzi compuse, cadre plane si grinzi cu zabrele.

Capitolul VI — Linii de influentd. In acest capitol sunt prezentate aspectele
teoretice si practice privind trasarea a liniilor de influenta.

Aspectele teoretice sunt insotite de numeroase exemple numerice care au rolul
de ajuta studentii in pregatirea lor.
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CAPITOLUL 1

ASPECTE GENERALE ALE CALCULULUI
STRUCTURILOR DE REZISTENTA

1.1. OBIECTUL DE STUDIU

Statica Constructiilor este o ramurd a Mecanicii Solidului Deformabil avand ca
obiect de studiu calculul eforturilor si deplasarilor structurilor de rezistentd formate
din bare. Prin structurd de rezistentd se intelege ansamblul constructiv format din
elemente de rezistentd (stalpi si grinzi) capabil sa preia incarcarile ce ii revin,
asigurand exploatarea normald a constructiei.

Fenomenul real al comportarii structurilor de rezistentd sub actiunea incarcarilor
este un fenomen complex. Pentru studierea acestuia este necesarda admiterea unor
schematizari §i a unor ipoteze simplificatoare care sd conducd la rezultate
satisfacdtoare din punct de vedere practic. Astfel, in urma schematizarilor facute
rezultd modelul fizic al structurii reale, iar prin adoptarea ipotezelor simplificatoare
se obtine modelul de calcul.

in general toate structurile de rezistentd au o configuratie spatiala si o
schematizare riguroasd conduce la modele spatiale. in marea majoritate a cazurilor,
prin neglijarea efectului unor legaturi de importantd secundard se poate ajunge la
descompunerea ansamblului in structuri plane si in consecintd la o reducere
substantiald a calculului. Prezentul curs va trata numai structurile plane incacate in
planul lor.

1.2. SCHEMATIZARI ADMISE iN CALCUL
Schematizérile admise in calcul se refera la incércari, la legaturile interioare si
exterioare, la alcatuirea structurii de rezistentd, la comportarea materialelor de

constructii si la comportarea structurilor de rezistenta.

1.2.1. Schematizarea incarcarilor

Incircarile ce actioneaza asupra constructiilor sunt extrem de variate. Ele sunt:
forte, variatii de termperaturd, deplasari (ceddri) de reazeme. in ceea ce priveste
modul de reprezentare a fortelor, acestea se impart in:

- forte sau momente concentrate (fig. 1.1, a si b),

- forte uniform distribuite (fig. 1.1,c),

- forte cu distributie liniara (fig. 1.1,d),
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incarcarile pot fi aplicate static, respectiv intensitatile lor cresc progresiv de la
valoarea zero la valoarea reald si rdman constante in timp, sau aplicate dinamic,
respectiv intensitatile variaza rapid si imprima o anumitd acceleratie structurii.

De asemenea Incarcarile pot avea o pozitie fixa sau mobild (actiunea vehiculelor
pe un pod),

1.2.2. Schematizarea legaturilor

Pentru structurile plane, incdrcate in planul lor, legaturile existente intre
elementele componente sau cu baza de sprijinire pot fi schematizate prin: reazemul
simplu, articulatia pland si1 incastrarea pland. Aceste legdturi se caracterizeaza prin
faptul ca impiedica — partial sau total — deplasarile fatd de punctul de rezemare.
Pentru a defini caracteristicile legéturilor, se reaminteste faptul cd un un corp in plan
are trei grade de libertate: doua translatii si o rotire.

Reazemul simplu (fig. 1.2,a) este o legdturd care suprimd translatia pe o
directie perpendiculara pe planul de rezemare si permite translatia liberad pe o directie
cuprinsd in planul de rezemare si rotirea in jurul axei normale pe plan in punctul de
rezemare. Echivalentul mecanic al reazemului simplu este o fortd care are punctul de
aplicatie si directia cunoscute, dar nu 1 se cunoaste marimea (fig. 1.2,a). Reazemul
simplu este un reazem mobil §i reprezintd o legatura simpla.

Articulatia plana (fig. 1.2,b) este o legdtura care suprimd translatia pe orice
directie si lasa libera numai rotirea in jurul unei axe normale pe plan in punctul de
rezemare. Astfel articulatia reprezintd un reazem fix la translatie. Echivalentul
mecanic al unei articulatii plane este o fortd cu punct de aplicatie cunoscut, avand
directia (unghiul @ ) si marimea (R) necunoscute. In calculul practic necunoscutele R
si O se inlocuiesc cu proiectiile reactiunii pe doud directii normale (H s1 V).
Articulatia este echivalenta cu doua legaturi simple.
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Fig. 1.2

Incastrarea pland (fig. 1.2,c) este o legitura care suprima atat translatiile pe
orice directie cat si rotirea in raport cu o axd normald pe plan in punctul de rezemare.
Echivalentul mecanic al unei Incastrari plane este o forta careia nu i se cunoaste nici
punctul de aplicatie (distanta d pana la centrul de greutate al sectiunii de incastrare),
nici marimea (R) si nici directia (unghiul @ ). in calculul practic forta se reduce in
raport cu centrul de greutate al sectiunii din incastrare, obtinand o forta de marime si
directie necunoscutd (R, @ ) si un moment M. Deoarece forta R se poate descompune
in cele doua componente H si V, rezulta ca cele trei necunoscute utilizate in calculul
practic sunt H, V si M. Incastrarea este echivalenti cu trei legaturi simple.

1.2.3. Schematizarea elementelor si structurilor de rezistenta

Elementele si structurile de rezistenta, care fac obiectul Staticii Constructiilor
sunt formate din bare drepte sau curbe. Barele se schematizeaza prin axa lor. Axa
unei bare reprezinta succesiunea centrelor de greutate ale sectiunilor transversale.

Tinand cont de configuratia lor geometrica, structurile plane se impart in: grinzi,
cadre plane, grinzi cu zdbrele si arce.

Grinzile sunt bare drepte supuse in general incarcarilor normale pe axa lor.
Grinzile pot fi grinzi simplu rezemate (fig.1.3,a), grinzi in consola (fig.1.3,b), grinzi
Gerber sau compuse (fig.1.3,c) si grinzi continue (fig.1.3,d).
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Fig. 1.3

Cadprele plane (fig. 1.4) sunt structuri formate din bare drepte dispuse in doud
sau mai multe directii §i conectate intre ele in noduri rigide sau articulate.

o

Fig. 1.4

Grinzile cu zdabrele (fig. 1.5,a,b) sunt structuri realizate din bare drepte
conectate intre ele prin noduri articulate. Grinzile cu zabrele sunt incarcate numai cu

forte aplicate in noduri.
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Arcele sunt bare sau sisteme de bare curbe incarcate in planul lor. in figural.6,a
este prezentat un arc triplu articulat, iar in figura 1.6,b un arc dublu Incastrat.
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Fig. 1.6

1.2.4. Schematizarea comportarii materialelor

Studiul modului de comportare a materialelor de constructii se realizeaza prin
incercari experimentale. Pe baza acestor incercari se determina caracterisiticile fizico-
mecanice si curba caracteristicd, ca elemente specifice fiecirui material. In vederea
utilizarii proprietdtilor fizico-mecanice ale materialului, in calculul structurilor,
curbele caracteristice reale se schematizeaza.

In figura 1.7 se prezintd schematizirile cele mai frecvent utillizate in practica ale
curbelor caracteristice. Aceste curbe reprezintd relatia tensiune-deformatie specifica
si descriu comportarea materialului la o anumita solicitare.

Astfel pot fi schematizate comportari ale materialelor elastice (liniar elastice in
figura 1.7,a si neliniar elastica in figura 1.7,b), elasto-plastice (fig. 1.7,c) sau ideal
elasto-plastice (fig. 1.7,d).
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Materialele pot avea o comportare elasticd panad la o valoare limita a efortului
unitar. Structurile de rezistentd care lucreaza in aceste limite sunt sisteme
conservative. O schematizare mai corectd a comportarii materialelor este cea elasto-
plastica. in cazul solicitarilor la un nivel corespunzator comportarii elasto-plastice a
materialului, o parte din energia acumulatad de structurd este disipatd prin curgerea
materialului. 1n aceastd situatie structurile reprezintd sisteme neconservative
(disipatoare de energie).

1.2.5. Schematizarea comportarii elementelor si structurilor de rezistenta

Sub actiunea incarcarilor exterioare, structurile de rezistenta se deformeza, iar in
material 1au nastere eforturi. Structurile pot avea o comportare elastica sau neelastica
dupa raspunsul pe care-1 dau la actiunea incarcarilor. Astfel daca dupa inlaturarea
incdrcdrilor aplicate pe structuri, acestea revin la pozitia initiald, structurile au o
comportare elasticd si deformatia structurilor este elasticd, iar dacd dupa inlaturarea
incdrcadrilor de pe structuri, acestea nu revin la pozitia initiald, in structuri se pastreaza
unele deformatii remanente, structurile se afla in domeniul elasto-plastic, iar
deformatiile remanente sunt deformatii plastice.

Comportarea structurilor depinde de natura materialului folosit la realizarea lor.
Intre fortele exterioare si deplasarile pe directiile lor, precum si intre eforturile
sectionale si deplasarile pe directiile lor existd o anumita relatie de legatura. Aceasta
relatie se poate schematiza in mai multe moduri. Pentru structurile curent utilizate in
constructii, la care comportarea materialului a fost schematizata in figura 1.7, relatia
fortd-deplasare se poate schematiza ca in figura 1.8.
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1.3. IPOTEZE SIMPLIFICATOARE

Admiterea unei anumite combinatii de relatii efort unitar-deformatie specifica si
fortd-deplasare conduce la obtinerea unui anumit tip de calcul al structurilor.

In calculul de ordinul I, liniar elastic se admit urmitoarele ipoteze
simplificatoare:

- materialul este continuu, omogen si izotrop. Aceste proprietati sunt
invariabile in timp;

- materialul are o comportare liniar elastica (fig. 1.7,a), adicd se admite
proportionalitatea Intre eforturi unitare si deformatii specifice (legea lui Hooke, c=Eg¢
si/sau =Gy );

- relatia fortd-deplasare este o relatie liniard (fig. 1.8,a);

- relatia deformatie specifica - deplasare este o relatie liniard. Admitand ca uy si
vy sunt deplasarile pe directia axei barei si1 pe normala la axa barei ale unui punct,
relatia deformatie specifica-deplasare este:

. . . ou
- pentru bare solicitate axial ¢, = . : (1.1,a)
X
2
- pentru bare solicitate la incovoiere ¢, =y %Vz" (1.1,b)
X
- pentru bare solicitate la incovoiere cu forta axiald
ou v
e = X =+ X 1 . 1 ,C
o Y o0 (1.1,0)

- fortele sunt aplicate static. Ele cresc lent de la valoarea zero la valoarea finala
cu viteza foarte mica si de aceea energia cinetica a corpului este neglijabila.
- se admite ipoteza lui Bernoulli prin care sectiunile plane si normale pe axa
barei inainte de deformare raman plane si normale pe axa barei si dupa deformare.
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Daca se admit aceste ipoteze simplificatoare, rezulta o serie de consecinte foarte
importante:

- pentru elementele si structurile de rezistenta utilizate in constructii, deplasarile
sectiunilor transversale sunt mici, deci conditiile de echilibru static se pot exprima
prin ecuatiile Mecanicii teoretice (care au fost stabilite pentru corpul rigid).

- deoarece relatia forta-deplasare este liniara si deplasdrile sunt foarte mici, se
poate admite principiul suprapunerii efectelor, adica efectul unei forte asupra
structurii nu este influentat de efectul altor forte aplicate concomitent pe structura,
ceea ce revine la a determina efectul total prin insumarea efectelor partiale. In figura
1.9 se prezintd modul de aplicare a principiului suprapunerii efectelor.

Fig. 1.9

Daca grinda dreapta din figura 1.9,a este incarcatd concomitent cu fortele P; s1 P;
in reazeme vor aparea reactiunile R; si Ry, iar deplasarile sectiunilor 1 i j sunt A,
respectiv A;.

Grinda se considera in urmatoarele douad situatii de incarcare:

- In prima situatie, grinda este incarcatd numai cu forta P; (fig. 1.9,b). Sub
actiunea acestei incarcari in reazeme apar reactiunile Ry; si Ry, iar pe directiile 1 si j
se produc deplasarile Ajj si Ajj,

- In a doua situatie grinda este incarcatd numai cu forta Pj (fig. 1.9,c). Sub
actiunea acestei incarcari in reazeme apar reactiunile Ryj si Ryj, iar pe directiile 1 si J,
se produc deplasarile Ajj si Aj;

Suprapunand efectele rezulta:

Ry =R +Ry; 5 R, =R, +Ry; (1.2)
A=Ay +hAy 3 A=Ay +A
aceleasi valori pentru reactiuni si deplasari obtindndu-se dacd grinda este incarcata
concomitent cu fortele Pj si Pj.
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- structura de rezistenta este un sistem conservativ, adicd energia de deformatie
acumulata pentru trecerea in forma deformatd este integral consumatd pentru
revenirea la forma initiala nedeformata, cand incédrcarea este indepartata.

- deoarece relatia fortd-deplasare este liniara (fig. 1.10), se poate scrie:

thz% sau P, =KA, (1.3)

1
unde K reprezinta rigiditatea structurii, adicd valoarea fortei P; pentru o deplasare
De asemenea se poate scrie:

tg(90° —B) =tgy = % sau A, =FP, (1.4)

unde F reprezinta flexibilitatea structurii, adica valoarea deplasarii Aj pentru o forta
Pizl.
Din relatiile (1.3) si (1.4) se poate deduce
1 1

ca F:E sau Kzf. Din figura 1.10 se poate
constatd ca tgPB si tgy sunt constante, ele ) P
nedepinzind de valoarea fortelor, ci numai de Y

caracteristicile structurii, deci rigiditatea si
flexilbilitatea sunt caracteristici propri ale B
structurii in calculul de ordinul 1. ' >

Fig. 1.10

1.4. CLASIFICAREA STRUCTURILOR

Structura de rezistentd a unei constructii este alcatuitd din mai multe elemente
schematizate legate intre ele si cu terenul printr-un numar suficient de legéturi care
sd-1 asigure invariabilitatea geometrica si fixarea de teren.

Structurile de rezistentd se clasifica in structuri static determinate si in structuri
static nedeterminate.

Structurile static determinate sunt structurile care au un numar minim de
legdturi necesare asigurarii invariabilitatii geometrice si fixarii de baza de sustinere.

Structurile static nedeterminate sunt structurile care au un numar mai mare de
legdturi decat numarul minim necesar asigurdrii invariabilitatii geometrice si fixarii
de baza de sustinere.
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Din Mecanica Teoretica se stie cd pentru un sistem de forte coplanare se pot
scrie trei ecuatii de echilibru static, iar daca structura in ansamblu este in echilibru,
atunci si orice parte a sa este in echilibru. Rezulta ca pentru o structura formata din ¢
corpuri, daca se pun in evidentd fortele din legaturile interioare si exterioare
(reactiunile) se pot scrie 3¢ ecuatii de echilibru static. Comparand numarul ecuatiilor
de echilibru static cu numarul necunoscutelor (fortele de legdtura si reactiunile)
rezultd daca structura este static determinatd sau static nedeterminata.

Daca se noteza cu / numarul legéturilor interioare, cu » numarul reactiunilor, cu
¢ numdrul corpurilor si cu d diferenta intre numarul necunoscutelor si numarul
ecuatiilor de echilibru static, intre aceste elemente se poate scrie urmatoarea relatie:

d=l+r-3c (1.5)

Tinand seama ca legaturile intre corpuri si intre corpuri si baza de sustinere pot
fi Incastrari, articulatii sau reazeme simple, rezulta ca:

[+r=31+2A+S (1.6)
unde [ reprezinta numarul de incastrari, A numarul de articulatii simple, iar S numarul
de rezeme simple.

De remarcat faptul ca prin articulatie simpla se intelege articulatia dintre doua
corpuri. Daca in aceeasi articulatie se intalnesc mai multe copuri - cazul nodurilor la
grinzile cu zdbrele - atunci numadrul articulatiilor simple este egal cu numarul
corpurilor mai putin unul.

In aceste conditii relatia (1.5) devine:

d=31+2A+S-3C (1.7)

Daci d=0, structura este static determinatd. In aceastd situatie structura are
minimum de legaturi care-i asigurd invariabilitatea geometrica. Pentru determinarea
reactiunilor §i eforturilor se utilizeazd numai ecuatiile de echilibru static. Acest
avantaj permite ca cele doud probleme de baza ale Staticii Constructiilor — calculul
eforturilor si studiul pozitiei deformate — sd@ devina independente una de alta.

Daca d>0, respectiv numarul fortelor de legatura este mai mare decat numarul
ecuatiilor de echilibru static, structura este static nedeterminatd. Structura static
nedeterminata este caracterizatd prin gradul de nedeterminare statica care reprezinta
tocmai numarul de legaturi in plus fatd de cel minim necesar pentru asigurarea
invariabilitatii geometrice. Pentru rezolvarea structurilor static nedeterminate este
necesara scrierea unor ecuatii suplimentare, in numar egal cu gradul de nedeterminare
staticd. Pentru aceasta se face apel la studiul pozitiei deformate a structurilor,
respectiv la conditia de compatibillitate a deformatei cu legaturile.

Daca d<0, respectiv numarul legaturilor simple este mai mic decat numarul de
ecuatii de echilibru, atunci structura reprezintd un mecanism. O astfel de situatie
trebuie evitatd in practica structurilor de rezistentd. Mecanismele se utilizeaza ca
instrument de calcul pentru structurile static determinate si static nedeterminate.

Aplicarea relatiei (1.7) pentru identificarea tipului de structura este
exemplificata la structurile din figura 1.11.
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Fig. 1.11

Trebuie mentionat cd numai controlul numeric dat de relatia (1.7) asupra
ansamblului structurii nu este suficient pentru caracterizarea structurii.Astfel la
structura din figura 1.12,b aplicand relatia (1.7) se obtine acelasi rezultat ca la
structura din figura 1.12,a. Diferenta intre cele doud structuri consta in modul diferit
de dispunere a legaturilor, ceea ce face ca la structura din figura 1.12,b sa se obtind un
grad de nedeterminare staticd pe portiunea 1-4 si un mecanism pe portiunea 4-6.
Rezultd ca verificarea conditiei (1.7), care mai reprezinta si conditia de determinare
statica, trebuie facuta atat pe ansamblul structurii cat si pe substructurile componente
ale acesteia.

(o RO
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5
5

’
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Fig. 1.12
Un alt aspect caracteristic pentru analiza structurilor este faptul ca partile
componente pot fi parti principale sau parti secundare. O parte a structurii este numita

principald dacd ea poate transmite spre baza de sprijinire integral incarcarile care-i
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revin. O parte a structurii este numita secundara daca ea nu poate transmite integral
spre baza de sprijinire incdrcarile care-i revin.

1

2 3 4 3 6
: PN PN NN
2
° 4
) o .
1 355 5
Fig.
1.13

Pentru exemplificare, grinda din figura 1.13,a (grinda Gerber) are ca parte
principald grinda 1-2-3, iar ca parte secundard grinzile 3-4-5 si 5-6. Cadrul din figura
1.13,b are ca parte principala cadrul 1-2-3-4, iar ca parte secundara elementul 4-5.
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1.5. ECHILIBRUL iN POZITIA DEFORMATA

Sub actiunea incarcarilor exterioare structura de rezistentd se deformeaza. in
aceastd pozitie deformata se realizeaza echilibrul intre incarcari si eforturi. Pozitia
deformata si starea de eforturi reprezinta raspunsul structurii la actiunea incarcarilor
exterioare. Raspunsul structurii poate fi caracterizat atat din punct de vedere calitativ
cat si din punct de vedere cantitativ.

Calitativ raspunsul structurii este caracterizat
prin faptul ca forma deformata a structurii poate fi P

perceputa vizual sau intuita (fig. 1.14)
Cantitativ ~ raspunsul  structurii  este a ——— i I A

caracterizat prin valorile marimilor fizice
specifice calculului structurilor: deplasari,
Fig. 1.14

eforturi, deformatii specifice, eforturi unitare.

Raspunsul structurii poate fi caracterizat prin trei aspecte:

a) aspectul static. Acesta se refera la faptul ca in pozitia deformata conditia de
echilibru static este respectata atat de structura in ansamblu cat si de orice parte a sa.

Conditia de echilibru static se poate exprima utilizand:

- ecuatiile de echilibru static din Mecanica Teoreticd. in aceste sens conditiile de
echilibru static se exprima prin doud ecuatii vectoriale:

R=0 M=0 (1.8)
carora, pentru structurile plane le corespund trei ecuatii scalare

Deoarece deplasarile sectiunilor transversale sunt mici, ecuatiile de echilibru
static se pot scrie pe pozitia initiala nedeformatd a structurii.in capitolul 2 se vor
studia in detaliu ecuatiile de echilibru static.

- principiul lucrului mecanic virtual. Acest principiu, care a fost aplicat in
Mecanica Teoretica pentru exprimarea conditiei de echilibru static a solidului rigid
sau a sistemelor de solide rigide (mecanisme), poate fi utilizat si in cazul corpurilor
sau sistemelor de corpuri deformabile.

in capitolul 5 se va studia in detaliu aplicarea principiului lucrului mecanic
virtual in calculul structurilor static determinate.

b) aspectul geometric. Acesta se refera la faptul ca in pozitia deformata a
structurii se respectd continuitatea materialului si legaturile exterioare si interioare.
Altfel spus forma deformata este compatibila cu legaturile.

c) aspectul fizic. Acesta se refera la relatiile constitutive ale materialului,
respectiv legdtura Intre eforturi unitare si deformatii specifice.

Dintre cele trei aspecte, primele doua reprezinta instrumente de lucru ale Staticii
Constructiilor, cel de-al treilea fiind specific Rezistentei Materialelor.

-17-



1.6. EFORTURI. RELATII iNTRE EFORTURI {I iNCARCARI
LA GRINDA DREAPTA

Sub actiunea incarcarilor exterioare, structurile de rezistenta se deformeaza si in
interiorul materialului vor aparea eforturi.

Eforturile dintr-o sectiune reprezintd efectul fortelor exterioare (inclusiv
reactiunile) de pe portiunea indepartata asupra portiunii considerate si se obtin prin
reducerea acestora in raport cu centrul de greutate al sectiunii (fig. 1.15,a).

in cazul structurilor formate din bare drepte, la care fortele se afla in planul lor,
in sectiunea curentd i1 apar urmatoarele eforturi:

- forta axiala N;, avand directia axei barei,

- forta taietoare T;, avand directia normalei la axa barei,

- momentul incovoietor M;, avand directia normalei planului in care se gaseste

structura.

I YYVY VY

>V  YYVY VY

—/25 | <
a Vl b
padx
M M+dM
B T N B)
|
N \ N+dN
T T+dT

dx

Yy -

Fig. 1.15
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In baza principiului actiunii si reactiunii, eforturile de pe fata din stinga a
sectiunii sunt egale si de sens contrar cu cele de pe fata din dreapta sectiunii (fig.
1.15,b).

Cele trei eforturi din sectiunea curenta se definesc astfel:

- forta axiala Nj; reprezintd suma proiectiilor pe axa barei a tuturor fortelor de
la stdnga sectiunii (sau a celor de la dreapta luate cu semn schimbat). Forta axiala este
pozitiva daca are ca efect intinderea tronsonului de bara asupra careia actioneaza;

- forta taietoare T; reprezintd suma proiectiilor pe normala la axa barei a tuturor
fortelor de la stanga sectiunii (sau a celor de la dreapta luate cu semn schimbat). Forta
taietoare este pozitivda dacd tinde sd roteasca partea de structurd asupra careia
actioneaza in sensul acelor de ceasornic;

- momentul incovoietor M; reprezinta suma momentelor tuturor fortelor de la
stanga sectiunii 1n raport cu centrul de greutate al sectiunii considerate (sau a celor de
la dreapta luate cu semn schimbat). Momentul incovoietor este pozitiv daca are sensul
acelor de ceasornic.

Modul in care variaza eforturile, de la o sectiune la alta, se poate studia cu
ajutorul relatiilor diferentiale dintre eforturi §i incarcéri. Aceste relatii se stabilesc
studiind echilibrul unui element de bard de lungime dx sub actiunea incarcarilor
exterioare (componenta tangentiald a Incarcarii pe elementul dx este p,-dx, iar

componenta normala este p, -dx) si a fortelor interne in sectiunea din stanga (N,T,M)
si a celor in sectiunea din dreapta (N+dN, T+dT, M+dM) (fig. 1.15,c).

Ecuatiile de echilibru al elementului de bara sunt:
> X, =0; N+dN-N+p,-dx=0

Y, =0; T+dT-T+p, -dx=0 (1.10)

2
SMy=0; M+dM-M+T-dx-p, -‘%:o

Neglijand infinitii de ordin superior se obtine:

dN _

Ix D¢

dT

— == 1.11
- P (1.11)
LU/

dx

Relatiile (1.11) se interpreteaza astfel:

- legea de variatie a fortei axiale este cu un grad mai mare decat legea de
variatie a componentei p, a incarcarii:

- legea de variatie a fortei tdietoare este cu un grad mai mare decat legea de
variatie a componentei p, a incarcarii;

- legea de variatie a momentului Incovoietor este cu un grad mai mare decat
legea de variatie a fortei taietoare si cu doud grade mai mare decat legea de variatie a
componentei p, a Tncarcarii;
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- pe tronsonul de bara pe care p=0, caz curent intdlnit in practica, forta axiala
este constanta;

- pe tronsonul de bara pe care p,=0, forta taietoare este constanta, iar momentul
incovoietor are variatie liniara;

- pe tronsonul de bara pe care p, este constant, forta tdietoare are variatie
liniard, iar momentul incovoietor are variatie parabolica;

- in sectiunea in care forta tdietoare se anuleaza, momentul incovoietor capata
valoare de extrem (maxim sau minim);

- In sectiunea in care este aplicatd o forta concentrata, avand directia axei barei,
in diagrama de forta axiala se inregistreaza un salt;

- in sectiunea in care este aplicatd o fortd concentratd, avand directia normalei
la axa barei, in diagrama de fortd tdietoare se inregistreaza un salt egal cu marimea
fortei si in sensul de actiune al acesteia, iar in diagrama de moment incovoietor se
inregistreaza o schimbare de panta (varf);

- in sectiunea in care este aplicat un moment concentrat, in diagrama de
moment incovoietor se inregistreaza un salt in sensul de actiune al acestuia.

Diagramele de eforturi se traseazd in raport cu o axad de referintd, care este
chiar axa barei. Valorile eforturilor se deseneaza pe normala la axa barei.

Diagramele de forta axiala si de forta taietoare vor avea atagat semnul (+) sau (-
) conform conventiei de semne prezentate anterior, iar diagrama de moment
incovoietor se va reprezenta de partea fibrei intinse, fiind legata de fenomenul real al
deformarii structurii.

1.7. DEFORMAREA STRUCTURILOR ELASTICE

Sub actiunea incdrcarilor structurile de rezistenta se deformeaza, iar in interiorul
materialului apar eforturi. Pozitia deformata a unei structuri este caracterizata prin
deplasari ale sectiunilor transversale. Aceste deplasari, denumite si deplasari
punctuale, pot fi translatii si rotiri. Deoarece materialul are o comportare elastica,
aceste deplasari se mai numesc si deplasdri elastice. Studiul deformarii structurilor de
rezistentd constituie o problemd importantd in calculul structurilor deoarece la
proiectarea unei structuri se verifica pe langa conditia de rezistenta si conditia de
limitare a deformatiilor, pentru a permite o exploatare normala.

Cunoagterea calculului deplasarilor este importantd in cazul structurilor static
nedeterminate unde pentru rezolvare este necesard utilizarea concomitenta a conditiei
de echilibru static si a celei de compatibilitate a deformatei cu legaturile.

Pentru obtinerea relatiilor de calcul al deplasarilor elastice este necesar sd se
introduca o serie de notiuni noi §i sa se stabileascd unele teoreme.
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1.7.1 Notiuni si teoreme generale

1.7.1.1. Lucrul mecanic al fortelor exterioare

in timpul actiunii lor asupra structurii, fortele exterioare produc lucru mecanic,
ca urmare a faptului ca prin deformarea structurii, punctele de aplicatie ale fortelor 1si
schimba pozitia.

Exista doua situatii in care fortele exterioare produc lucru mecanic:

a) forta parcurge deplasarea produsa de ea insasi prin deformarea structurii

asupra careia actioneaza (fig. 1.16,a)

A
|1 p
. VAN /57> P;
P, ¢
b
T AT —, —
Fig. 1.16

in aceastd situatie, atat intensitatea fortei P; cat si deplasarea punctului sau de
aplicatie A; cresc concomitent de la valoarea zero la valoarea finald (fig. 1.16,b),

astfel ca lucrul mecanic efectuat de forta P; este
1

L ext :EPiAii (1-12)
si reprezintd aria triunghiului hasurat din figura 1.16,c
b) forta parcuge deplasarea pe directia sa produsa de o alta forta care
actioneaza asupra structurii (fig. 1.17).
in aceastd situatie, grinda este incdrcatd cu forta P;, care a produs forma
deformata I (fig. 1.17,b). in aceasta pozitie se aplica o noua forta P;, astfel ca grinda
se deformeaza in continuare, iar punctul de aplicatie al fortei P; se deplaseaza cu A;

(pozitia II). Deci forta P; va parcurge cu intreaga intensitate deplasarea A, astfel ca

lucrul mecanic va fi
L., =PA; (1.13)
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si este reprezentat de aria dreptunghiului hasurat din figura 1.17,c.

) . A
|1 J P
a VAN VAN P,
c
b i
A= ApA
II
Fig. 1.17
Obesrvatie

- primul indice care insoteste deplasarea A reprezinta directia pe care are loc
deplasarea, iar al doilea indice reprezinta cauza care a produs deplasarea,
- daca asupra structurii sunt aplicate simultan mai multe forte atunci expresia

(1.12) a lucrului mecanic al fortelor exterioare capatda forma
Low =5 TP -4, (1.14)
- dacd pe structurad exista sistemul de forte Pj si ulterior se aplicd sistemul de
forte Pj, atunci expresia (1.13) a lucrului mecanic al fortelor exterioare Pj capata
forma

Lext :ZPi 'Aij (i>j:1a2r-°>n) (115)
1.7.1.2. Lucrul mecanic al fortelor interioare. Lucrul mecanic al eforturilor

in urma aplicdrii Incdrcarilor, In structurd ia nastere o stare de solicitare
caracterizatd prin variatia fortelor de legdtura dintre particulele materiale si a
deformatiilor in toate sectiunile structurii. Fortele interioare parcurgand deformatiile
corespunzatoare produc lucru mecanic interior, care este negativ deoarece fortele de
legatura se opun deformarii structurii.

Lucru mecanic dat de eforturi este egal cu lucru mecanic al fortelor interioare
dar cu semn contrar, L, =-L,, deoarece deformarea se produce in sensul de actiune
al eforturilor.

Pentru determinarea lucrului mecanic al eforturilor N, T si M se considera un
element de lungime dx avand sectiunea transversald constantd, iar caracteristicile

fizico-mecanice ale materialului sunt E si G (fig. 1.18).
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‘ dx du dx

Fig. 1.18

in continuare se prezintd expresiile lucrului mecanic al eforturilor pentru
fiecare solicitare in parte. La fel ca si Tn cazul lucrului mecanic exterior, lucrul
mecanic al eforturilor poate fi determinat corespunzator celor doua situatii:

a) cazul in care eforturile cresc odata cu deformatiile pe directiile lor;

Solicitarea axiala. Elementul de bara solicitat numai de fortele axiale N se
deformeaza alungindu-se cu du =¢-dx . Lucrul mecanic al eforturilor axiale N este

Ly =%jN-du (1.16)
Deoarece ¢ = % = % , lucrul mecanic al eforturilor axiale devine
1.N?
Ly=—[—d 1.17
NT5IEA X ( )

Incovoierea. Sub actiunea momentelor incovoietoare M elementul de bara se

A . .. 9 . 1 .
incovoaie, iar sectiunile de capat se rotesc cu unghiul deo=—-dx. Lucrul mecanic
p

produs de momentele incovoietoare este

LMzéfM-d(p (1.18)
1 M . A . .
Deoarece —= =T lucrul mecanic produs de momentele incovoietoare devine
P
1. M?
L Rl 1.19
w=5l0 (1.19)

Lunecarea. Fortele taietoare au ca efect lunecarea relativa a sectiunilor extreme
ale elementului, astfel incat deplasarea pe directia fortei tdietoare este dv, =y, -dx.

Lucrul mecanic produs de fortele tdietoare este

-23-



L, =%fT-dvm (1.20)

T <
Deoarece vy, =% rezultd
GA

2
L, - 1 f aT
2° GA
unde o reprezintd un coeficient de forma al sectiunii transversale a barei.
Pentru cazul general al solicitarilor compuse, lucrul mecanic al eforturilor are
expresia

dx (1.21)

2 2 2
L. =l N—dx+le—dx+lfaT
2° EA 2° ElI 2° GA
b) cazul in care eforturile parcurg deformatiile pe directiile lor, deformatii
produse de o altd cauza.
In cazul in care eforturile sunt produse de o cauzi i, adicd Nj, Tj si Mj, iar
deformatiile sunt produse de o alta cauza j, adica duj, doj si (dvp)j, expresia lucrului

mecanic al eforturilor este:

dx (1.22)

Lot :J.Niduj +,[Mid(Pj +,[Tid(vm)j (1.23)
sau dezvoltat
N.N. M. M. oT. T,
Ly=[—"dx+[—dx+[—dx (1.24)
EA EI GA

De remarcat faptul ca integralele se extind asupra intregii bare sau structuri.

in studiul structurilor elastice se utilizeaza si notiunea de energie de deformatie
sau energie potentiald, notatd cu W si care este definita de relatia

W =L (1.25)

Energia de deformatie reprezintd energia acumulati de structurd in timpul
deformarii. La indepartarea incarcarilor exterioare, energia de deformatie se
manifestd prin aducerea structurii in pozitia pe care aceasta a avut-o in momentul
incdrcarii cu forte.

1.7.1.3. Lucrul mecanic total

Rezultatele obtinute anterior permit sa se evalueze lucrul mecanic total produs
in cursul deformarii structurii, atat de fortele exterioare cat si de eforturi
LTOT :Lext +Lint :Lext _Lef :Lext -W (126)
In cazul in care fortele si eforturile din situatia de incarcare i parcurg
deplasarile si deformatiile produse de ele insile, lucrul mecanic total capata forma:
2 2 2
Lot :%ZPi-Aii—% E—Adx—%j%dx—%f%& dx (1.27)
unde Ajj reprezintd deplasarea pe directia fortei curente 1.
In cazul in care fortele si eforturile din situatia de incarcare i parcurg
deplasarile si deformatiile produse de situatia de incarcare j, lucrul mecanic total
capata forma:
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N;N
EA

. M.M. T.T.
hax - [ e - [ ax (1.28)

Lror :ZPi 'Aij _I

1.7.1.4 Teorema lui Clapeyron

Conform ipotezelor simplificatoare ale calculului liniar elastic, structurile de
rezistentd sunt sisteme conservative. De asemenea s-a admis cd incarcarile sunt
aplicate static, respectiv ca energia cinetica a structurii in timpul deformarii este egala
cu zero (E.=0). in aceasta situatie, teorema variatiei energiei cinetice, care exprima
egalitatea dintre variatia energiei cinetice intr-un interval de timp cu lucrul mecanic
elementar produs (dE =dL ) devine

dL=L,, =L;or =0 (1.29)
Tinand cont de (1.26), relatia (1.29) devine
LTOT = Lext _Lint =0 (130)

Relatia (1.30) exprima faptul ca la structurile elastice aflate in echilibru, lucrul
mecanic total este egal cu zero.
Aceasta relatie poate fi pusa si sub urmatoarele forme
Lext = Lot (1.31)
sau
Lo =W (1 32)
Relatia (1.32) reprezinta teorema lui Clapeyron, care se enunta astfel: '"Pentru
un corp deformabil, in echilibru sub actiunea unui sistem de forte, lucrul
mecanic al fortelor exterioare este egal cu energia de deformatie acumulata de
corp". Relatia (1.32) are o mare importanta in calculul static al structurilor elastice.
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1.7.2. Calculul deplasarilor elastice

1.7.2.1 Relatia Maxwell-Mohr

Daca structura este incarcatd cu doud sisteme de forte P; si P; atunci relatia
(1.32) apare sub forma

L; =W, (1.33)
sau tindnd seama de (1.23) se obtine forma dezvoltata
N.N. MM, T,
ZPi-Aij:.[ A de+f de+J de (1.34)

Relatia (1.34) poate fi folosita in calculul deplasarllor pe o anumitd directie,
daca se face urmatoarea particularizare:

- se presupune ca sistemul de forte 1 este format dintr-o singura forta Pi=1
actionidnd pe directia deplasarii cautate. Sub actiunea acestei forte in structura apar
eforturile n;, m; s1 t; (s-au notat eforturile cu literda micd pentru a marca faptul ca sunt
produse de o fortd egala cu unitatea),

- fortele P; sunt tocmai fortele reale.

In aceasta situatie, relatia (1. 34) devine:

1oy = S [ e [ (135)

si reprezintd relatia Maxwell—Mohr pentru calculul deplasarilor structurilor.

1.7.2.2. Calculul practic al deplasarilor elastice

Deplasarile unei sectiuni, dintr-o bard a structurii, sunt doud translatii si o
rotatie. In cazul in care este necesar si se calculeze translatia unei sectiuni pe o
directie data atunci in sectiunea consideratd si pe directia data se introduce o forta
egala cu unitatea (fig. 1.19,a). Daca trebuie calculatd rotirea absolutd a unei sectiuni
atunci incdrcarea unitara este reprezentatd de un moment unitar (fig. 1.19,b). Cand
este necesar sd se determine rotirea relativa a doud sectiuni se introduce o pereche de
momente fiecare egale cu unitatea (fig. 1.19,c).

Etapele de lucru pentru calculul unei deplasari elastice sunt:

- se Incarca structura cu fortele exterioare si se traseaza diagramele de eforturi
N, T si M;

- se Tncarca structura cu incarcarea unitate actionand pe directia 1 si se traseaza
diagramele nj, t; s1 m;j;

- se efectueaza integralele din formula Maxwell-Mohr.

Deoarece fortele sistemului j sunt tocmai fortele exterioare se poate renunta la
indicele j din (1.31) astfel incat se obtine forma'

N ot T

A= [ dx+ j X+ [ (1.36)

EA
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unde integralele se extind asupra tuturor barelor structurii.

llkN 1kNm

2 A B 4

a b c
Fig. 1.19

In ceea ce priveste semnul integralelor din (1.36) sunt posibile urmatoarele
situatii:

. . N - . . . <
- integrala de tipul | nE‘—Adx . Dacad ambele eforturi n; s1 N sunt de aceeasi natura

- Intindere sau compresiune - semnul integralei este plus, daca unul este de intindere
iar celalalt este de compresiune semnul este minus;

ot; T
GA

m;M
EIl
produc intinderea aceleeasi fibre a barei semnul este pozitiv, daca ele intind fibre
diferite atunci semnul este negativ.

Dupa efectuarea calculelor se poate obtine pentru deplasarea A; semnul plus
sau minus. Semnul plus inseamnd ca deplasarea reald se produce in sensul in care
actioneaza incdrcarea unitate, iar semnul minus inseamnd cd deplasarea reald se
produce in sens invers sensului de actiune al incarcarii unitate.

Termenii care intervin in (1.36) au pondere diferitd in calculul deplasarilor
elastice la diferite tipuri de structuri. Astfel:

- la structuri in forma de grinzi drepte sau cadre, la care efectul predominant
este incovoierea, deplasarea se calculeaza cu relatia
miM i (1.37)

EI

- la grinzile cu zabrele, in barele carora apar numai eforturi axiale, deplasarea

se calculeaza cu relatia

- integrala de tipul | dx . Se respectd aceeasi regula ca mai sus.

- integrala de tipul | dx. Dacd ambele momente incovoietoare, m; si M,

A =]

A-:jzijdx (1.38)
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- la arce, unde efectul predominant este compresiunea excentrica (incovoiere
cu fortd axiald), deplasarea se calculeaza cu relatia

A :j“EideijilI“ dx (1.39)

1.7.2.3. Regula lui Veresciaghin

Calculul deplasarilor elastice prin efectuarea directa a integralelor din expresia
(1.32) este greoi. Pentru elementele si structurile de rezistentd formate din bare
drepte, avand aria i momentul de inertie al sectiunii transversale constante, s-a putut
da o regula practica de integrare numita regula lui Veresciaghin.

La stabilirea acestei reguli s-a pornit de la constatarea cd diagramele de
moment obtinute din Incarcarea cu forta P;=1 au intotdeauna variatie liniara in lungul
barelor, in timp ce diagramele de moment incovoietor M, produse de fortele
exterioare pot avea atat variatii liniare cat si curbilinii.

Fie un tronson dintr-o bara avand modulul de elasticitate E si momentul de
inertie 1 pe care diagrama de moment ncovoietor M are o variatie oarecare, iar
diagrama unitara m; are o variatie liniara (fig.1.20). Se urmareste efectuarea
urmatoarei integrale:

m;M
I EI

dx (1.40)

Pentru aceasta se noteaza suprafata elementara din diagrama M cu dQ = M -dx,
iar ordonata corespunzatoare din diagrama m; cu m, = x-fga.

‘4(-12|(
- —
I: ____X___ __=I|O
o [ L
a
_—
Fig. 1.20
Cu aceste elemente se obtine

M
M= L xtga - do="2%x - do (1.42)

EI I, EI ;,
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Deoarece [x-dQ reprezintd momentul static al suprafetei diagramei M 1in

Q
raport cu 0 axa ce trece prin punctul O rezultd
[x-dQ=x,-Q (1.42)
Q
Observand cd x, -tga=m,, se obtine expresia cautata

‘M Q-m

[ —— (1.43)
EI El

care se interpreteaza astfel: ""rezultatul integrarii a doua diagrame, dintre care cel
putin una cu variatie liniara, este egal cu produsul dintre suprafata diagramei
cu variatie neliniarad si ordonata corespunzatoare centrului sdu de greutate,
luata din diagrama cu variatie liniara, impartit la produsul EI".

Dacda ambele diagrame au variatie liniard, atunci se poate lua suprafata
oricareia si ordonata din cealalta.

In continuare se prezinti cateva exemple de efectuare a integrarii diagramelor
de moment prin regula lui Veresciaghin.

- integrarea diagramei parabolice cu diagrama triunghiulara din figura 1.21,a.

Se determind suprafata parabolei Q, =%al si ordonata din triunghi m, :%c, iar

rezultatul integrarii este:
12 1 1
a1 = ——al-—c=——acl
EI3 2 3EI
-in cazul din figura 1.21,b diagrama liniard se descompune in doud triunghiuri
(sau un dreptunghi si un triunghi), rezultatul integrarii fiind:

1 12 (1 1 1
(MI’mII):aQI -mgn =—§al(50+5bj :ﬁal(c—i—b)

1
(Mvmn):ﬁgl ‘m

Fig. 1.21

- daca ambele diagrame sunt compuse, ele se descompun in suprafete simple.
In situatia din figura 1.21,c se obtine:
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(MI,mH)=iQI My, _ 1 lal(gd+lej+lbl(1d+gej+gcl(ld+lej
EI EI[[2 \3 3 ) 2 \3 3) 3 \2 2

- sunt cazuri in care o diagrama, sau ambele, taie linia de referinta. {i in acest
caz se descompune diagrama reald in suprafete elementare. Pentru diagramele din
figura 1.22 s-a prezentat descompunerea in suprafete elementare, iar rezultatul
integrarii este:

1 11, (2, 1) 2 (1.1
M,,m;)=—20, m,; =—|—bll =d——c|-Zal —d - —
(M, my) g o EIL [3 3Cj 3a(2 2CH

IMd /ﬂd
N e

Fig. 1.22

C

1.7.3. Calculul deplasarilor elastice produse de variatia de temperatura
la structuri static determinate

La proiectarea unor structuri se tine seama si de efectul variatiilor de
temperaturd. Acestea apar datoritd diferentelor de temperatura ce existd intre
temperatura la care se executd constructia si temperatura maxima $i minima din zona
unde urmeaza sa se amplaseze constructia.

La structurile static determinate, variatia de temperaturd produce numai
modificarea configuratiei geometrice a structurii, fard sa introduca eforturi in
structurd. Aceasta are drept cauza faptul ca structurile static determinate au un numar
minim de legéturi care sa-i asigure fixarea de teren si invariabilitatea geometrica.

Pentru a stabili expresia deplasarilor produse de variatia de temperaturd se
considerad un element de bara de lungime dx supus temperaturilor t; la fata superioara
si t, la fata inferioara (t,>t;), iar pe Indltimea sectiunii transversale a barei (h)
temperatura variaza liniar (fig. 1.23).
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Fig. 1.23

Datoritd actiunii variatiei de temperatura, are loc o alungire a elementului dx cu
t,+t, . . : o 9 :
du, =a-t -dx (t, =%) si o rotire relativa a celor doud fete ale elementului cu

o-At-dx

unghiul de, = (At=t, —t,).

Se stie ca pentru calculul unei deplasari elastice se Tncarca structura cu o forta
Pi=1 pe directia deplasarii cautate rezultand in structurd eforturile n;, t; s1 m;. Sub
actiunea variatiei de temperaturd, eforturile respective parcurg deplasarile produse de
variatia de temperatura, astfel ca, utilizand teorema lui Clapeyron se obtine

A =J.n].dut+.[rnid(pt =ajnit]ndx+afmi%dX (1.44)

it

unde o reprezinti coeficientul de dilatare termica (1+1,1x10” grad™)
Deoarece t,,, At s1 h sunt constante pe fiecare bara, rezulta ca I n,dx si J'midx

reprezintd suprafata diagramei de forta axiald respectiv de moment Incovoietor pe
bara respectiva.

Semnul temenilor ce intervin in calculul deplasarilor se stabileste astfel:

-daca forta axiala si temperatura medie t,, au acelasi efect asupra barei, ambele
de alungire sau scurtare, semnul este plus, in caz contrar semnul este minus;

-daca momentul incovoietor intinde fibra mai calda semnul este plus, iar daca
intinde fibra mai rece semnul este minus.

1.7.4. Deplasarea produsa de cedari de reazeme la structuri static
determinate

Prin cedari de reazeme se inteleg tasarile si/sau rotirile fundatiilor, ca urmare a
deformdrii terenului de fundatie si inexactitatile de executie a elementelor
prefabricate care trebuie conectate la monta;.
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La structurile static determinate, cedarile de reazeme nu produc decat
modificarea configuratiei geometrice a structurii fara sa introduca eforturi.

Expresia deplasarii produse de ceddrile de reazeme la structurile static
determinate se determind utilizand teorema lui Clapeyron. Astfel sub actiunea fortei
unitare aplicata pe directia deplasarii ce urmeaza a fi calculata, in legaturile exterioare
apar reactiunile ry, care datoritd unei cedari de reazem, produc lucrul mecanic
exterior » r A, .

Deoarece cedarile de reazeme nu produc eforturi in structura static determinata,
respectiv L.=0, atunci conform teoremei lui Clapeyron se obtine

Lew =0 (1.45)
sau
1A +Y 1A, =0 (1.46)
Din relatia (1.46) se obtine expresia deplasarii produse de cedarile de reazeme
la structurile static determinate

A, :—ZrkiAk (1.47)
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CAPITOLUL 1II

STRUCTURI STATIC DETERMINATE ALCATUITE DIN
BARE DREPTE

Structurile static determinate se caracterizeaza prin faptul ¢d au un numar minim
de legaturi necesare asigurarii invariabilitatii geometrice si fixarii in plan.

Pentru determinarea eforturilor este necesara numai conditia de echilibru static,
iar pentru determinarea deplasarilor se utilizeaza atit conditia de echilibru static cit si
conditia de compatibilitate a deformatei cu legaturile.

Pentru rezolvarea unei structuri static determinate trebuie parcurse urmatoarele
etape:

a) calculul reactiunilor. Reactiunile se determind cu ajutorul ecuatiilor de
echilibru static utilizind metodele Mecanicii Teoretice — metoda echilibrului partilor
si metoda solidificarii.

Dacd structurile sunt formate dintr-un singur corp (fig. 2.1,a) atunci
determinarea reactiunilor se face direct prin aplicarea a 3 ecuatii de echilibru static, in
una din urmatoarele variante:

- doud ecuatii de proiectie in raport cu doud axe perpendiculare si o ecuatie de
moment in raport cu un punct oarecare din plan,

-doud ecuatii de momente in raport cu doud puncte oarecare din plan §i o ecuatie
de proiectie in raport cu o axa care sa nu fie perpendiculard pe dreapta ce uneste cele
doua puncte considerate pentru scrierea ecuatiilor de momente,

-trei ecuatii de momente scrise In raport cu trei puncte necoliniare din plan.

Daca structura este formatd din doud sau mai multe corpuri, pentru calculul
reactiunilor se apeleaza la una dintre cele doud metode amintite anterior.

Astfel folosirea metodei echilibrului partilor implica scrierea ecuatiilor de
echilibru pentru fiecare dintre corpurile ce alcituiesc structura. In acest caz apare
necesitatea punerii in evidenta si a fortelor de legaturd interioare si a calculului lor.
Acestea sunt perechi de forte egale si de sens contrar, conform principiului actiunii si
reactiunii. Pentru structura din figura 2.1,c, folosind metoda echilibrului partilor (fig.
2.1,d), se obtine un sistem de 6 ecuatii cu 6 necunoscute, desi reactiunile sunt numai

4 (V19H13V39H3)'
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O rezolvare mai rapida se realizeazd folosind concomitent atit metoda
solidificarii cit si metoda echilibrului partilor. Astfel scriind 3 ecuatii de echilibru
pentru ansamblul structurii si o ecuatie de echilibru a uneia dintre parti (o ecuatie de
momente in raport cu articulatia interioara, pentru fortele de la stinga sau de la
dreapta) se pot obtine valorile celor 4 reactiuni.

YV VYV VY VYV Y l

R

TVl VZ
a b
2 H, H, lvz
-+ —P \
> > H
! 3 >l il _3>

% A v A

c Vi d 3

Fig. 2.1

b) trasarea diagramelor de eforturi. Trasarea diagramelor de eforturi se va
realiza tinind cont de relatiile diferentiale intre eforturi si incdrcari la grinda dreapta,
prezentate in paragraful 1.6. precum si de interpretarea lor.

Diagramele de eforturi se traseaza in raport cu o axa de referintd, care este chiar
axa barei. Valorile eforturilor se deseneaza pe normala la axa barei. Diagramele de
forta axiala si de forta taietoare vor avea atasat semnul (+) sau (-) conform conventiei
de semne prezentate in paragraful 1.6, iar diagrama de moment incovoietor se va
reprezenta de partea fibrei intinse, fiind legatd de fenomenul real al deformarii
structurii.

¢) calculul deplasarilor elastice. Pentru calculul deplasarilor elastice se va tine
cont de etapele prezentate in paragraful 1.7. Calculul practic se va realiza utilizind
regula lui Veresciaghin.

2.1. GRINDA DREAPTA

2.1.1. Grinda in consola

Exemplul 2.1. Se considerd grinda in consold din figura. 2.2. Sa se calculeze
reactiunile, sd se traseze diagramele de eforturi si sa se calculeze deplasarea pe
verticald a capatului liber al consolei.
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Fig. 2.2

Calculul reactiunilor. Introducind
echivalentul mecanic al incastrarii plane din
punctul 1, ecuatiile de echilibru ale consolei
sunt:

>X, =0 H, =0
Y, =0  V,-10-3=0 V, = 30kN
>M; =0 -M,;+10-3-,5=0 M, =45kNm

Diagrama de forta taietoare

Forta tdietoare 1in punctul 1 este
T, =V, =30kN . Ea este pozitiva deoarece tinde sa
roteasca grinda in sensul acelor de ceasornic. Pe
intervalul 1-2 forta tdietoare are o variatie
liniara, intr-o sectiune curentd avind expresia

T, =V, -10x
In punctul 2 forta tiietoare este
T,=V,-10-3=0
Diagrama de moment incovoietor
Momentul incovoietor in punctul 1 este
M, =45kNm si intinde fibra superioara.

Pe intervalul 1-2 momentul incovoietor
are o variatie parabolicd, intr-o sectiune curenta,
avind expresia

2
M, =-M, +V, -x—lo-x7

X —_

32

In punctul 2 momentul incovoietor este M, = -45+30-3—10 = 0

Convexitatea diagramei de moment Incovoietor este datd de sensul Incarcarii (de sus
in jos).

Calculul deplasarii v, Pentru

calculul deplasarii pe verticald a capatului liber al

consolei produsi de incircarea exterioari se utilizeazi relatia Maxwell-Mohr. In acest
sens este necesard trasarea diagramei de moment incovoietor produsad de o forta egala
cu unitatea aplicata in sectiunea respectiva (fig. 2.2,e).

Calculul practic al deplasarii se poate face atit prin integrare directd cit si prin
regula lui Verescighin:

- prin integrare direct
Mm,

3
VZ:I dx=é£(—45+

3
ij(—5x3 +45x? —135x +135) =
El,

2
30x—10X7)-(—3+x)dx:

3
4
X +15%° _135 x2+135x | = 101,25
4 2 o EIl

(m)

-35-



- prin regula lui Veresciaghin
Diagrama M de momente incovoietoare poate fi descompusd in suprafete
simple,triunghi si parabold, astfel ca deplasarea v, capata forma

M 22
My dx=L 1.45.3.2.3_2_3_10 3 ,1_3 =101,25(m)
El El EIl

v, =]

Se observa ca s-a obtinut acelasi rezultat, dar cd volumul de calcul prin
integrare directd este mai mare. Deoarece rezultatul este pozitiv, inseamnd ca
deplasarea capatului liber al consolei se produce in sensul fortei unitare considerate,
respectiv in jos.

2.1.2. Grinda simplu rezemata

Exemplul 2.2. Fie grinda simplu rezemata din figura 2.3. S& se traseze
diagramele de eforturi si sa se calculeze deplasarea pe verticala a sectiunii in care este
aplicatd forta (sectiunea 1) precum §i rotirea sectiunii 1.

Calculul _ reactiunilor.  Introducind
P echivalentul mecanic al articulatiei din
l punctul 1 si al reazemului simplu din punctul
5 —Z\. 2, ecuatiile de echilibru ale grinzii sunt
2
,l
g
N|
g

—

TM, =0 P-a-V, L=0 V,=-2

A
y

L
_Pb
L
—; T Se observda ca pentru calculul
\£

A

11) >M,=0 V,-L-P-b=0 A\

reactiunilor verticale s-au utilizat doua
ecuatii de momente. Valorile reactiunile
Pb verticale pot fi verificate scriind o ecuatie de
T ¢ + proiectie pe verticala, respectiv

Pb Pa
2| |pa >Y, =0 VI_P+V2_T_P+T_
Diagrama de forta tdietoare. Forta

/ tdietoare in punctul 1 este T, =V, :PTb si este
pozitivd. Pind 1n sectiunea iIn care este
Pab aplicata ~ forta concentrata P, forta

L Fig.2.3 taietoare este constanta.

In dreptul fortei concentrate are loc un salt egal cu valoarea P, astfel ci forta

o Pb P . VA . o
taietoare scade de la T la _Ta' Mai departe, pina in sectiunea 2, forta tdietoare

0

ramine constantd si negativa. In sectiunea 2, diagrama de forta tdietoare se inchide cu
valoarea reactiunii V,.
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Diagrama de moment Tncovoietor.

In sectiunile de la capete momentul incovoictor este egal cu zero, iar pe
intervalele cuprinse intre extremitati i sectiunea in care este aplicata forta
concentratd P variatia este liniara. Valoarea momentului Incovoietor In aceasta

. Pab . C « A . C .
sectiune este n si este maximd. Se observa ca in dreptul fortei concentrate, exista

un virf, adica are loc o schimbare de pantd ca urmare a schimbarii valorii fortei

taietoare (a se vedea interpretarea relatiei (;—M:T din paragraful 1.7). Fibra intinsa
X

este fibra inferioara.
Calculul deplasarii v;. Se incarca
grinda cu o forta verticald egala cu unitatea llkN

actionind in sectiunea respectivd §i se

traseaza diagrama m; (fig. 2.4). Utilizind ,é 2\
regula lui Verschiagin se obtine —
Mm; 1 (1 Pab 2 ab

X = —
EIl EIl

Vi:

2 L 3 L
m;
1 Pab 2 ab) Pa’b’
+— b — .= (m)
2 L 3 L 3EIL
ab
1 L
Calculul rotirii6,. Se incarcd grinda
Fig. 2.4
cu un moment concentrat egal cu unitatea 1kNm
actionind 1n sectiunea 1 1 se traseaza
diagrama m, (fig.2.5). Utilizind regula lui Z\
Verschiagin se obtine b
M R—
1:.[ m, dX:—L l a.P_ab. 114_22 + 1 L
EI EIll2 L 3 3L ‘
2 2 my
+l'b.P_ab.g'Ej:_Pab(a +3ab+2b )(rad)
2 L 3L 6EIL
Deci rotirea se produce in sens orar.
Fig.2.5

Exemplul 2.3 Se considera grinda simplu rezemata din figura 2.6. Sa se traseze
diagramele de eforturi (T si M) si sa se calculeze deplasarea pe verticala a sectiunii de
la mijlocului deschiderii grinzii si rotirea sectiunii 2.

Calculul reactiunilor. Ecuatiiile de echilibru ale grinzii sunt
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Fig. 2.6

L

M, =0 pL-%—Vz-L:O vy, =Pk
L L

EM; =0 —pL->+V,-L=0 Vlz%

Diagrama de forta tdietoare
Diagrama de fortd tdietoare se
deschide in sectiunea 1 cu valoarea

L . C e 4 oA
T, =p7 si are o variatie liniard. Intr-o

sectiune curentd expresia fortei taie-
toare este T, :%—p-x

In sectiunea 2 (x=L), forta tiie-
toare are valoarea —% si se inchide cu

valoarea reactiunii V, = %
Forta taietoare are valoarea egala
cu zero la mijlocul deschiderii
Diagrama de moment incovoietor
Momentul incovoietor are o
variatie parabolica, in sectiunile de la
capete avind valoarea zero. Intr-o
sectiune curentd expresia momentului
incovoietor este
ML 2Pt
2 2
Valoarea maxima a momentului
incovoietor se obtine 1n sectiunea in
care se anuleaza forta tdietoare, adica

_pL’

L .
X X steste M.,

Calculul deplasarii v;. Se incarca grinda cu o forta verticala egald cu unitatea
actionind n sectiunea respectiva si se traseazd diagrama my; (fig.2.6). De observat ca
ambele diagrame de moment incovoietor (M si m;) sunt simetrice. Utilizind regula lui

Verschiagin se obtine
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v, =

M 2 2 4
m, 2(1LpL 2L 2L pL ILJ SpL(m)

—dx = — e e i — e e e
EI Ell22 8 3 4 32 32 2 4 384EI
Calculul rotirii6,. Se incarcd grinda cu un moment concentrat egal cu unitatea

actionind In sectiunea 2 si se traseaza diagrama m, (fig. 2.6). Utilizind regula lui
Verschiagin se obtine

2 3
0, = [Mm: dx__i[z.L.&.ij:_ PL ()

EI EI\ 3 8 2 24El

2.1.3. Grinda simplu rezemata cu consola

Exemplul 2.4. Pentru grinda simplu rezematd cu consold din figura 2.7. sa se
traseze diagramele de eforturi si sa se calculeze deplasarea pe verticala a capatului
liber al consolei.

Calculul reactiunilor

15kN/m >X, =0 H,=0
4 SM,=0 15-82-V,-10=0 V, =24kN
A 3 2y IM,=0 V,-10-158:8=0 V,=96kN
) 6 4 Diagrama de forta taietoare
e In capatul consolei forta taietoare
1 este nula. Pe intervalul 1-2 forta taietoare
H;‘i variaza liniar pind la —30kN.
‘ T In sectiunea 2, are loc un salt egal cu
! Vs reactiunea V, de la —30 la +96. In
66 continuare forta tdietoare variaza liniar,
T\D\,\ intr-o sectiune curentd avind expresia
T \L\ 24 TX =66-15x
30 %= 4 4 In sectiunea 3 forta tdietoare este

T, =66-15-6=—24

30
Pe intervalul 3-4 forta tdietoare
96 ramine constanta, iar in sectiunea 4 se

KN Mumax=115,20 inchide cu reactiunea V.
Diagrama de moment incovoietor
Pe consola 1-2 momentul incovoietor are o
m TV 15 l variatie parabolicd de la 0 la —30, fibra
’ 0.2 intinsa fiind cea superioara.

[u——

kil

Fig. 2.7
Pe intervalul 2-3 variatia momentului incovoietor ramine parabolica, avind
valoare maximd la distanta x=4,4m fatd de sectiunea 2, respectiv
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6; +96-4,4=1152kNm , fibra intinsa fiind cea inferioara. In sectiunea 3

M, =-14-6,6-

momentul incovoietor are valoarea M, =96-6-15-8-4=96kNm. Pe intervalul 3-4

momentul Incovoietor are variatie liniara, iar n sectiunea 4 are valoarea zero.
Calculul deplasarii v, Pentru calculul deplasarii pe verticald a capdtului liber al
consolei, se traseaza diagrama de moment incovoietor produsa de o fortd egala cu
unitatea actionind in sectiunea respectiva (my).
Diagrama M de momente incovoietoare poate fi descompusd in suprafete
simple, astfel ca deplasarea v, capata forma

M 2?2
ﬂdx_LLL.M.z.2_z.2.ﬁ;.z}LP.m.6.@.2%.0,8)_

EI " EIl2 3 3 8 2 EI| 2
2
—1-96-6- l.2+2.0’8 —E~6'ﬁ' l-2+l-0,8 _L l~96-4-£-2 =_49’6(m)
2 373 3 s |27 2 EIl2 3 EI

deci deplasarea se produce in sus.

Exemplul 2.5. Sa se traseze diagramele de eforturi la grinda simplu rezemata
inclinata din figura 2.8.

4 4 2
e

Calculul reactiunilor
X, =0 60-H,=0 H, = 60kN
SM,=0 60-3-V,-8+30-10=0 V, = 60kN
SM;=0 60-6-V,-8-60-3+30-2=0 V, =30kN

Diagrama de fortd axiald (fig. 2.9,a) Pe intervalul 1-2 forta axiala este
constanta si are valoarea N, =30-sin a.+60-cos o = 66kN
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Pe intervalul 2-3 forta axiala este
N,; =N,, =60-cosa =18kN
Pe intervalul 3-4 forta axiala este
N,, =N,, —60-sina =-18kN sau de la dreapta N,; =—30-sin o = —18kN

Diagrama de forta tdietoare (fig. 2.9,b)
In sectiunea 1, forta taietoare este T,, =—30-cosa +60-sina = 15kN . Pe intervalul
1-2, forta taietoare este constanta.
Pe intervalul 2-3 forta tdietoare este
T,; =T,, —60-sin o = —24kN
Pe intervalul 3-4 forta tdietoare este
T,, =T, +60-cosa = 24kN sau de la dreapta T,; =30-cos o =24kN
Diagrama de moment incovoietor (fig. 2.9,c) In sectiunea 2 momentul
incovoietor este M, =60-3-30-4=60kNm, fibra intinsd fiind cea inferioara, iar in
sectiunea 3 M, =60-6-30-8—-60-3=-60kNm, fibra intinsda fiind cea superioara.

Variatia momentului ncovoietor pe cele trei intervale este liniara.

24 60

18
18

66 12 60

a b C
Fig. 2.9

Exemplul 2.6. Sa se traseze diagramele de eforturi la grinda simplu rezemata
inclinata din figura 2.10. Fatd de exemplul anterior, reazemul din sectiunea 3 este

normal la axa barei.
Calculul reactiunilor

M, =0 60-3-V,-10+30-10=0 V, = 48kN

>X;, =0 60-H,-V;-sina=0 H, =31,2kN

YM,=0 H,-6-V,-8-60-3+30-2=0 V, =84kN
Verificare

>Y=0 —-84+48-cosa—-30=0
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24 60

18

66 12 60

Fig. 2.10

Diagrama de fortd axiala
N, =3L2-cosa +8,4-sin o = 30kN
N,; =N,, =60-coso =—-18kN
N3, =Ny
Diagrama de forta taietoare
T, =312 -sina—8,4-cosa =12kN
T,; =T,, —=60-sin o = —24kN
T,, =T, +48 = 24kN
Diagrama de moment incovoietor
M, =31,2-3-8,4-4 = 60kNm
M; =312-6-8,4-8—-60-3 = -60kNm
Se observa ca indiferent de inclinatia reazemului simplu, diagramele de forta
taietoare si de moment Incovoietor ramin nemodificate.
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2.2. GRINZI COMPUSE

Grinzile compuse (grinzi Gerber) sunt sisteme static determinate alcatuite din
grinzi cu console, grinzi dublu articulate si console legate intre ele prin articulatii. O
grinda compusa se obtine dintr-o grinda continud pe mai multe reazeme, grinda static
nedeterminata, prin introducerea unui numar de articulatii egal cu numarul gradelor
de nedeterminare statica. Introducerea articulatiilor trebuie facutd cu grija pentru a se
obtine efectiv un sistem static determinat. in caz contrar se ajunge in situatia ca parti
din grindd sa fie static nedeterminate, iar alte parti sd fie mecanisme. Pozitia
legaturilor cu terenul permite clasificarea grinzilor componente in grinzi principale si
grinzi secundare.

Pentru exemplificare se considerd grinda continud din figura 2.11,a care este de
doua ori static nedeterminata.

a 1 2 3 4
PN AN AN 2

1 2 3 45 6
b o T T AN
. 1 2 3 4 5 6
5 = =2
PN AN PANSERNAD AN

Fig. 2.11

In figura 2.11,b si ¢ se prezintd doud moduri corecte de amplasare a articulatiilor
interioare. Astfel grinda din figura 2.11,b este formata din doud grinzi principale 1-2-
3 si 4-5-6 si o grindd secundard 3-4. Grinda din figura 2.11,c este formatd dintr-o
grinda principald 1-2-3 si doud grinzi secundare 3-4-5 si 5-6, grinzi care se reazdma
in scard pe grinda principald. In figura 2.11,d se prezinti un mod defectuos de
amplasare a articulatiilor interioare. Se observd ca grinda 1-2-3-4 este static
nedeterminata, iar portiunea 4-5-6 este un mecanism.

Reactiunile la o grindd compusa se pot determina in doud moduri:

- fie se descompune grinda in parti componente si utilizind ecuatiile de
echilibru ale fiecdrei grinzi componente se determina atit reactiunile din legaturile
exterioare cit si cele din legaturile interioare,
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- fie se determina numai reactiunile din legaturile exterioare utilizind conditia de
echilibru pentru ansamblu plus conditii de echilibru al partilor (conditii de momente
egale cu zero in articulatiile interioare).

Utilizind prima modalitate, calculul incepe cu grinzile secundare apoi se rezolva
grinzile principale asupra cdrora se aplicd ca actiuni si reactiunile din grinzile
secundare adiacente.

In ceea ce priveste trasarea diagramelor de eforturi, acestea se poate realiza in
doud moduri:

- fie se traseaza pe fiecare grinda componenta si apoi se alipesc;

- fie prin trasarea directd parcurgind structura de la stinga la dreapta.

Pentru exemplele urmatoare se considera prima modalitate de determinare a
rectiunilor si cea de-a doua modalitate de trasare a diagramelor de eforturi.

In ceea ce priveste calculul deplasirilor elastice se procedeazi la fel ca la grinda
simplu rezemata.

Exemplul 2.7 Pentru grinda compusa din figura 2.12 sa se traseze diagramele T
si M si sa se calculeze deplasarile vs si 05,

Grinda este formata dintr-o grinda principald 1-2-3 si o grinda secundara 3-4.
Calculul reactiunilor. Deoarece fortele aplicate sunt verticale, reactiunea
orizontald H;=0 se obtine din conditia de echilibru pentru intreg ansamblu.
Se incepe cu grinda secundara si apoi se trece la grinda principald care in
sectiunea 3 va fi incdrcatd cu o fortd egala si de sens contrar cu reactiunea V.
- grinda secundara 3-4
>M,=0 15-8-4-V,-6=0 V, =80kN
M, =0 V,-6-15-8-2=0 V, =40kN
- grinda principala 1-2-3
M, =0 80-4-V,-8+40-10=0 V, =90kN
SM,=0 V,-8-80-4+40-2=0 V, =30kN
Diagrama de forta tdietoare. In sectiunea 1 forta tdictoare are valoarea
T, =V, =30kN . Pina in sectiunea in care este aplicatd forta concentrata de 80kN, forta
taietoare ramine constanti. In aceastd sectiune are loc un salt in sensul de actiune al
fortei concentrate, de la +30kN la -50kN. Pina in sectiunea 2 forta tdietoare ramine
constanta. In aceasta sectiune forta tiietoare prezinti un salt, egal cu reactiunea V,, de
la —50kN la +40kN. De aici ramine constantd pind in sectiunea 3 unde se
inregistreaza un dublu salt astfel incit valoarea fortei taietoare nu se modificd. Pe
intervalul 3-4 forta taietoare variaza liniar, iar in sectiunea vecind punctului 4 are
valoarea —50kN. La distanta x=2,67m de punctul 3 forta tiietoare este zero. In

punctul 4 are loc un salt de la —50kN la +30kN, iar pe consola forta tdietoare variaza
liniar de la +30kN la 0.
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Fig. 2.12

Diagrama de moment incovoietor Din sectiunea 1 si pind in punctul de
aplicatie al fortei de 80kN, momentul incovoietor variaza liniar, fibra intinsa fiind cea
inferioard. Valoarea momentului incovoietor 1n aceastd sectiune este
M=V, -4=120kNm. In continuare momentul incovoietor are tot o variatie liniara,
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astfel ca in punctul 2, fibra intinsa este cea superioard, iar valoarea momentului este
M, =30-8-80-4=-80kNm. Pe intervalul 2-3 momentul incovoietor are o variatie
liniard, iar in sectiunea 3 (articulatie interioara) valoarea momentului incovoietor este
zero. Pe intervalul 3-4 momentul incovoietor are o variatie parabolicd, valoarea

maxima fiind
2

M, =V, x—15 X? =53,33kNm (la interior, cu x=2,67),

iar 1n sectiunea 4
2
M, =V, -8-15 87 =-30kNm (la partea superioard)

Pe consola variatia momentului incovoietor este parabolica.

Calculul deplasdrii pe verticald a capatului consolei (vs)

In acest scop se considera grinda Gerber incircati cu o forti verticald egald cu
unitatea aplicatd in punctul 5 (fig. 2.13,a). Se calculeaza reactiunile si se traseaza
diagrama unitard de moment incovoietor my, .

Deplasarea vs se obtine prin integrarea diagramei M cu diagrama m,, , folosind

2 33 33) 2 33 33

regula lui Versciaghin.
Mm y, a1
El 2E1| 2

vi=]

+—- =
2 3| EI 8 2
2
_gzﬁlz} :_66’67 metri
3 8 2

Semnul pentru vs a rezultat minus, deci deplasarea se produce in sens invers
fortei unitare, in sus.

Calculul rotirii 05"

Pentru aceasta se incarca grinda Gerber cu o pereche de momente, egale cu
unitatea (fig. 2.13,b). Se calculeazd reactiunile si se traseazd diagrama unitara de
momente Incovoietoare ms.

Rotirea relativa se obtine prin integrarea diagramei M cu diagrama mj folosind
regula lui Veresiaghin.
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M
egelzj M3 dx=1 _l.120.4.2.2_1.120.4.(2.Z+1.ij+l.go.4.(2.i+l.2j+
El 2E1] 2 33 2 33 33) 2 33 33

2
%.80.2.[3.31 lﬂ 1 {1.30.6.1.1_2.6_&.1.1}_lzé}ﬂmdiam

33 3 )| EIl2 3 3 g 2

Semnul minus pentru rotirea relativd inseamna cd ea se produce in sens invers
sensului momentelor unitare.

Observatie. Din analiza diagramelor de eforturi se observa cd in dreptul
articulatiei interioare, valoarea fortei tdietoare nu se modifica, actiunile reciproce din
aceastd sectiune ce inchid si deschid diagrama anulindu-se reciproc, iar panta la
diagama M ramane aceeasi atat la stinga cat si la dreapta articulatiei, dar momentul
incovoietor trece prin valoarea zero.

Exemplul 2.8 Pentru grinda Gerber din figura 2.14, sa se traseze diagramele de
eforturi si sa se calculeze deplasarea v,.

Grinda este formatd dintr-o grinda principala 1-2 (grinda in consold) si doua
grinzi secundare 2-3-4 si 4-5, asa cum este prezentat in figura 2.14.

Calculul reactiunilor. Deoarece in articulatia 4 este aplicatd o fortd concentrata,
aceasta va fi considerata in calculul reactiunilor ca actionind pe una dintre grinzile
adiacente articulatiei. In acest scop forta a fost considerata pe grinda 2-3-4. Deoarece
fortele sunt verticale, reactiunea H;=0 se obtine din conditia de echilibru pentru intreg
ansamblu.

- grinda secundara 4-5

SM,=0 -Vi-6+30=0 V, =5kN
SMs=0 -V,-6+30=0 V, =5kN
- grinda secundara 2-3-4
SM,=0 -V,-10-5-12+60-12=0  V, = 66kN
SMy;=0 -V,-10-5-2+460-2=0  V,=11kN
- grinda principald 1-2
SM,=0 -M,;+10-4-2-11-4=0 M, =36kN
Y. =0 V,—-10-4+11=0 V, = 29kN

Diagramele de forte taietoare s1 de moment incovoietor au fost trasate direct pe
intreaga structura (fig. 2,14).
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Calculul deplasarii v,4. Se incarcd grinda Gerber cu o forta verticald egald cu
unitatea aplicata in punctul 4 si se traseaza diagrama unitard de moment incovoietor
my (fig. 2.14).

Deplasarea v, se obline prin integrarea diagramei M cu diagrama m, folosind
regula lui Veresciaghin.

2
V4=J‘Mm4dxzi —l~36-4~g ﬂ 2 4. 10-4° 1 4 +L 1.110.10.2.2 +
35 2 3
518311

EIl 3EI{ 2 8§ 2 5) 2EI(2

+1( -110-2-— 2)
EIl

Deci deplasarea se produce in jos.

Observalie. In dreptul articulaliei interioare 4, in diagrama de forta tiietoare
apare un salt Tn sensul fortei si egal cu valoarea fortei, iar in diagrama de moment
incovoietor are loc o schimbare a pantei, valoarea momentul incovoietor fiind zero.

311

2.3. CADRE PLANE

2.3.1. Generalitali

Structurile de rezistenta in forma de cadre reprezintd categoria de structuri cea
mai frecvent utilizatd in practicd. Cadrele static determinate se intilnesc rar in
practica dar au o importania deosebitd in calculul cadrelor static nedeterminate prin
metoda eforturilor.

Cadrele sunt alcatuite din bare legate intre ele rigid sau articulat si fixate de
teren printr-un numdr de legaturi astfel incit sa se realizeze invariabilitatea
geometrica.

Punctele de legatura intre bare se numesc noduri. Acestea pot fi rigide, daca
barele ce se intilnesc sunt incastrate intre ele, sau articulate, daca barele ce se
intalnesc sunt articulate intre ele.

Un nod rigid (fig. 2.15,a) se caracterizeaza prin faptul ca sectiunile transversale
ale barelor ce se intilnesc in acest punct au aceeasi translatie si aceeasi rotire (adica
unghiul initial dintre bare se pastreaza si in pozitie deformata).

Un nod articulat (fig. 2.15,b) se caracterizeaza prin faptul cd sectiunile
transversale ale barelor care se intilnesc in acest punct au aceeasi translatie. In ceea
ce priveste rotirea relativd, aceata este liberd sa se produca astfel ca unghiul dintre
axele barelor se modifica.
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Rezolvarea cadrelor static determinate necesita calculul reactiunilor, trasarea
diagramelor de eforturi cu determinarea valorilor maxime si calculul deplasarilor
elastice. Reactiunile se determina prin metodele prezentate la inceputul capitolului II.
Trasarea diagramelor de eforturi se realizeaza respectind relatiile diferentiale dintre
eforturi i Incarcari stabilite la grinda dreapta.

Observatie. La trasarea diagramelor de forta axiala si fortd tdietoare trebuie
avut in vedere faptul cad pentru sectiunile din imediata vecinatate a nodului aceste
eforturi isi modifica brusc valoarea deoarece se schimba directia axelor barelor,
respectiv directia pe care se efectueaza proiectia.

Pentru un nod rigid alcatuit din doua bare, in sectiunile de 1ingd nod momentul
incovoietor are aceeasi valoare dar sens contrar, iar la un nod format din trei sau mai
multe bare suma momentelor incovoietoare din sectiunile de 1ingd nod trebuie sa fie
egala cu zero.

Modul de conducere a calculului practic este prezentat in continuare prin
intermediul unor exemple numerice.
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Exemplul 2.9 Sa se traseze diagramele de eforturi la structura din figura 2.16 si
sa se calculeze deplasarea pe orizontala a secliunii 2.

15kN/m 15kN/m
18kN 18kN
— > Y 3 >
2 21 A
< 1 V2:68
a H1:18
<—
| 6 v1 =22
—1 ,467
68
1 kKN
> W
8 ! 5
138 M, =154,133 3
4
M 51
18 22

- —
6,8 \27,6
/

Fig. 2.16

Calculul reactiunilor
YX, =0 -H,+I8=0 H, =18kN

M, =0 18-4+15-6:6-V;-9=0 V, =68kN
M, =0 V,-9+18-4-15-6-3=0 V, =22kN
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Verificare Y Y, =0 V,-15-6+V;=22-90+68=0
Diagrama de fortd axiala Pe stilpul inclinat, in sectiunea 1, forta axiald se
obtine proiectind reactiunile V; si H; pe directia axei barei
N,, ==V, sinaa+H, -cosa =-22-0,8+18-0,6 = —6,8kN
Pe rigla 2-3 forta axiala este zero (N =H, -18=0)

Diagrama de forta taietoare Pe stilpul inclinat in sectiunea 1 forta tdietoare se
obtine proiectind reactiunile H; si V| pe normala la axa barei, respectiv
T, =V,-cosa+H, -sina=22-0,6+18-0,8 =27,6kN
Pini in sectiunea 2 forla tiietoare este constantd. In sectiunea 2 pe rigla forta
taietoare este T, =V, = 22kN. Pe rigld forta tiietoare prezinta variatie liniard, intr-o

sectiune curentd expresia sa fiind
T, =22-15-x
In sectiunea 3 forta tdictoare are valoarea T, =V,—15-6=—-68kN. Forta

taietoare se anuleazi la x=1,467m fati de secliunea 2.

Diagrama de moment incovoietor In sectiunea 1 momentul incovoietor este
zero. Pe stilpul 1-2 momentul Incovoietor are o variatie liniard, in sectiunea 2 avind
valoarea M, =V,-3+H,-4=22-3+18-4 =138kNm (fibra intinsa este cea inferioara).

In sectiunea 2 pe rigla momentul incovoietor este acelasi si intinde fibra de jos.
Pe intervalul 2-3, momentul incovoietor are variatie parabolicd, intr-o sectiune
curentd avind axpresia

2
Mx:\/1-(3+><)+H1-4—15-X7

La distanla x=1,467m de sectiunea 2, momentul incovoietor are valoare
maxima, M,,,=154,133kNm. in sctiunea 3 momentul incovoietor este zero.
Verificarea corectitudinii diagramelor de eforturi (a valorilor acestora) se face
utilizind conditia de echilibru static al nodurilor sub actiunea fortelor aplicate direct
in nod si a eforturilor din sectiunile infinit vecine nodului.
Verificare nod 2
ZXi =0 6,8-cosa—27,6-sina+18=4,08—22,08+18=0

ZYi =0 6,8-sina+27,6-cosaa—22=544+16,56-22=0

Calculul deplasarii pe orizontala a sectiunii 2 (u,).

Se incarca structura cu o fortd orizontala, egald cu unitatea, Tn sectiunea 2, se
calculeaza reactiunile si se traseazd diagrama unitard mj.

Deplasarea u, se obtine prin integrarea diagramelor M si m, utilizind regula lui
Veresciaghin.

M g2
uy = o2 o= L (Lyags 2 8], L L5562 8,26 1567 18] 1003833
EIl EI\2 3 3) 2EI\2 33 3 EI
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Exemplul 2.10 Sa se traseze diagramele de eforturi la structura din figura 2.17
s1 sd se calculeze rotirea sectiunii 1.

15kN/m
\/ y | | A Y i i
I 2 21 3 4
n 1 D I
i 32 32
1 T 5 —_— —
/é A% A24
2 6 4
66
+ 32
L =11 36 N N |- _
- - 30 - 24" +
9% N 24 > R T

126

AN T

3
5
96 T i
\§ M, =19,2 ? 2
15
-
30 10
l l -3 30 126
32
4

96 96
Fig. 2.17

E
W N

Calculul reactiunilor. Deoarece legaturile cu terenul sunt la acelasi nivel
reactiunile verticale se obtin direct din ecuatii de momente in raport cu punctele 1 si
5.

M, =0 15-8:2-V,-10=0 V, =24kN
YM,=0 V,-10-15-8-8=0 V, =96kN
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Verificarea corectitudinii valorilor reactiunilor verticale se realizeaza scriind o

ecuatie de proiectie pe verticald, respectiv
Y, =0 V,-15-8+V,=0

Pentru determinarea reactiunilor orizontale se scriu doud ecuatii de momente in
raport cu articulalia interioara (3) pentru fortele de la stinga respectiv pentru cele de
la dreapta.

>MY =0 96-6-H,-3-15-8-:4=0 H, =32kN
YM{ =0 H;-3-24-4=0 H; =32kN

Verificarea corectitudinii valorilor reactiunilor orizontale se realizeaza scriind
o ecuatie de proiectie pe orizontala

>X,=0 H,-Hs;=0

Diagrama de fortd axiala. Pe stilpul 1-2 forta axiala este de compresiune cu
valoarea N,=-V,;=-96kN, pe rigla 2-4 forta axiald este de compresiune cu valoarea
No4=-H;=-32kN, iar pe stilpul 4-5 este de compresiune cu valoarea Nys=-Vs=-24kN.
Pe consola forta axiala este zero.

Diagrama de fortd tdietoare. In sectiunea 1 forta tdietoare este negativa cu
valoarea Tj;=-H;=-32kN si pina in sectiunea 2 este constantd. Pe consold forta
taietoare variaza liniar de la zero la —30kN. In sectiunea 2 pe rigla, in dreapta nodului
2, forta tdietoare este T,3=-30+96=66kN. Pe intervalul 2-3 forta taietoare variaza
liniar, in sectiunea 3 are valoarea —24kN, iar pe intervalul 3-4 forta tdietoare este
negativa si constantd. Pe stilpul 4-5 forta tdietoare este constantd si pozitiva
(T45:32kN)

Diagrama de moment incovoietor. Pe stilpul 1-2 momentul incovoietor are
variatie liniara cu zero in sectiunea 1 i “96kNm in sectiunea 2 (fibra Intinsd fiind la
exterior). Pe consold diagrama de moment incovoietor are o variatie parabolica de la
zero la —30kNm si este trasatd pe fibra superioara. In sectiunea 2 pe rigli, la dreapta
nodului momentul incovoietor are valoarea 126kNm si este situat la partea
superioard. Pe intervalul 2-3 variatia momentului Tncovoietor este parabolica, avind
un punct de maxim situat la distanta x=4,4m de nodul 2 si valoare zero in articulatie.
Pe intervalul 3-5 variatia momentului incovoietor este liniard de la zero in articulatia
3 la 96kNm in sectiunea 4 (fibra intinsa fiind la partea superioar). in nodul 4, format
din doua bare, momentul Incovoietor se rabate pe stilp (de la exterior la exterior), de
unde variatia este liniara, cu valoarea zero in articulatia 5.

Pentru verificarea diagramelor de eforturi se prezintd nodul 2. Conditiile de
echilibru sunt:

> X;=0 32-32=0
DY, =0 -30+96-66=0
D> M, =0 -30-96+126=0

Calcul rotirii sectiunii 1. Se incarca cadrul cu un moment egal cu unitatea,
aplicat in secliunea 1, si se traseaza diagrama unitard m;. Rotirea sectiunii 1 se obtine
prin integrarea diagramelor M si m; utilizind regula lui Veresciaghin.
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M -6°
0, = i dxzi 1.96.3.(2.1+l.§j +L 1-126-6-2-2—2-6-ﬁ-1-§ —
EI EI| 2 3 35 2EI 2 3 8 25

U (Lggg.2.2) L1 g6.3.2.2]_33
2EI\2 35) EI2 35)  E

Deci, rotirea are loc in sens invers momentului egal cu unitatea.

2.3.2. Cadre simetrice

Cadrele simetrice au o larga raspandire in practica. Prin structuri simetrice in
raport cu o axa, se inteleg acele structuri care au elementele componente, reazemele
si legaturile interioare, simetrice. Prin simetria elementelor se intelege atat simetria
geometrica cat si simetria caracteristicilor geometrice ale sectiunilor transversale.

In figura 2.18 sunt prezentate doua exemple de structuri simetrice.

Fig. 2.18

Cadrele simetrice pot fi incarcate cu incarcari oarecare, incarcari simetrice sau
cu incdrcari antisimetrice. Incarcarea oarecare a unui cadru simetric se poate
descompune intr-o incarcare simetrica §i o Incarcare antisimetricd asa cum este

prezentat in figura 2.19.
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Fig. 2.19

Calculul structurilor simetrice incarcate fie simetric, fie antisimetric prezinta
unele particularitati deosebite care conduc la o economie de timp si de calcule.

2.3.2.1. Cadre simetrice incarcate simetric

Exemplul 2.11. Fie cadrul din figura 2.20 incéarcat simetric. Sa se traseze
diagramele de eforturi si sa se calculeze deplasarile sectiunii aflate in axa de simetrie.

Calculul reactiunilor

M, =0 120-4-V,-8=0

V, = 60kN
SMs=0 V,-8-120:4=0  V, =60kN
>MY =0 60-4-H,-3=0 H, = 80kN
MY =0 H;-3-60-4=0  Hg =80kN

Din calculul efectuat

rezulta ca la cadrele simetrice
reactiunile sunt simetrice.

incarcate simetric,

Diagramele de eforturi.

M, =M, =—80-3 = —240kNm
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Din analiza diagramelor de eforturi rezulta urmatoarele concluzii:
- la structurile simetrice, incdrcate simetric, diagramele de forta axiala si de

moment incovoietor sunt simetrice, iar diagrama de forta tdietoare este
antisimetricd.

Calculul deplasarilor sectiunii 3 (din axa de simetrie)
- deplasarea pe orizontald u,

Incarcarea egald cu unitatea aplicatda pe orizontald in sectiunea 3 conduce la o
diagrama unitard de moment incovoietor, m, , antisimetrica.
m, M

u3:j B dx=— ! [1.240.3.2.3j_1[1.240.4.2.3}+1(1.240.3.2.3j+1(1.240.4.2.3j:0
EI EI\2 3 2) 2EI\2 3 2) EI\2 3 2) 2EI\2

32
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In expresia deplasarii u,, termenii sunt doi cite doi egali si de semn contrar.
-deplasarea pe verticald v,

Incércarea pe verticala egald cu unitatea aplicata in sectiunea 3 este o incarcare
simetricd si in consecinta diagrama unitard de moment incovoietor m, este simetrica.

In calculul deplasirii se integreaza numai pe jumitate de structurd, fiecare termen
multiplicandu-se cu 2.

m, M

vy = [—2 dx23(1.240.3.2.2j+i(1_240_4_3_2j:1600
El EI\ 2 3 2EI\ 2 EI
- rotirea relativa &'

Perechea de momente egale cu unitatea reprezinta o incarcare simetrica si deci
diagrama unitard de moment incovoietor m,, este simetrica.
3

m relM

§CIZI3_dX__i 1.240.3.%.1 _2 1.24().4.1 — 960
EI EI\ 2 3 2EI| 2

Din analiza rezultatelor obtinute in calculul deplasarilor se desprind
urmatoarele concluzii:

- rezultatul integrarii a doua diagrame simetrice este diferit de zero,
- rezultatul integrarii unei diagrame simetrice cu o diagrama antisimetrica este
egal cu zero,

- deformata unei structuri simetrice, incarcata simetric, este simetrica.
Sectiunea de pe axa de simetrie se poate translata numai pe directia axei de simetrie.

2.3.2.2. Cadre simetrice incarcate antisimetric

Exemplul 2.12 Fie cadrul din figura 2.21 incéarcat antisimetric. Se cere sa se
traseze diagramele de eforturi si sd se calculeze deplasarile sectiunii din axa de
simetrie.

Calculul reactiunilor
M, =0 60-3+60-3-V,-8=0 Vs =45kN
YMs=0 -V,-8+60-3+60-3=0 V, =45kN
>MY =0 -45-4+H,-3=0 H, = 60kN
SM{ =0 —-45-4+H,-3=0 H; = 60kN
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Fig. 2.21

Din calculul efectuat rezulta ca la cadrele simetrice incarcate antisimetric,
reactiunile sunt antisimetrice.

Diagramele de eforturi

T,, = 60kN T,, =—45kN T,s = 60kN
M, =+60 -3 =180kNm M, =—60-3 =—180kNm

Din analiza diagramelor de eforturi rezulta urmatoarele concluzii:

- la structurile simetrice, incdrcate antisimetric, diagramele de forta axiala si
de moment incovoietor sunt antisimetrice, iar diagrama de forta taietoare este
simetricd.

Calculul deplasarilor sectiunii 3 (din axa de simetrie)
Diagramele unitare sunt aceleasi de la exemplul precedent (fig. 2.20).
- deplasarea pe orizontald u;
U, :Im“3MdX:i(l.180.3.E.§j+i(l.180.4.2.ij:@
El EI\2 32 2EI\ 2 3 2 EIl
- deplasarea pe verticala v;
Deoarece diagrama unitara este simetrica, iar diagrama M este antisimetrica,
rezulta

V3:0
- rotirea relativa gy
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In mod analog
g;el — O

Din analiza rezultatelor obtinute in calculul deplasarilor se desprind

urmatoarele concluzii:
- rezultatul integrarii a doua diagrame antisimetrice este diferit de zero,

- deformata unei structuri simetrice, incarcata antisimetric, este antisimetrica.
Sectiunea din axa de simetrie se poate translata numai pe normala la aceastd axa.

Exemplul 2.13. Pentru structura din figura 2.22 sa se traseze diagramele N,T,M
si sd se calculeze deplasarea pe orizontald a sectiunii 5.

Fig. 2.22
18kN )
\ O
21 N
40 1 106
36kN 2 N
_> c
21 1 <
I
1 3

Structura este un cadru compus format dintr-o parte principald 1-2-3 si o parte
secundard 4-5-6. Cadrul este incarcat cu o Incarcare oarecare. Incarcarea datda se
descompune intr-o incarcare simetrica si o incarcare antisimetrica. Calculul incepe cu

partea secundara si se trece la partea principala.
a) incarcarea simetrica. Se constatd ca incarcarea simetricd produce numai

eforturi axiale in rigle (N;), eforturi de compresiune (fig. 2.23).
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9 ~ 9
o ~ - c
9 -
Q LS. (o) 0 (o)
18 18
18 N,
Fig. 2.23

b) incarcarea antisimetrica. Din incarcarea antisimetrica apar toate tipurile de

eforturi Ny, Tas, My (fig. 2.24).

9 R 9
> O >
| 9 9
-— -—
3 A
l 3 3 R 3
1.A.S.
T3 3¢ K -
9 9 ! .
_—> _> 7
18 | 18
- O — . Nas
29
27 27 29
- -
- |
18

12 12

Fig. 2.24
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Diagramele finale se obtin din cele trei diagrame obtinute la incdrcarea
antisimetrica la care se adaugd eforturile axiale din rigle produse de incarcarea
simetrica.

Pentru calculul deplasarii pe orizontala a sectiunii 5 se incarca structura cu o
fortd orizontala egald cu unitatea si se traseaza diagrama unitara ms (fig. 2.25).
Deplasarea pe orizontald a sectiunii 5 se determina utilizind regula lui Veresciaghin
(diagramele M, si ms sunt antisimetrice)

>
2 3 2
YAl W 3
B
ms
>
3
Fig. 2.25
M
Us :J asTMs dx:i 1-5-60-22 +i 1-2-18-2-1 +i 1-6-18-2-1 +
EI EI\2 3 3) EI\2 3 2EI\ 2 3
o2 (1605, 2.5) 47733
2EI\ 2 33 EI

2.4. ACTIUNEA VARIATIILOR DE TEMPERATURA SI A
CEDARILOR DE REAZEME ASUPRA STRUCTURILOR STATIC
DETERMINATE FORMATE DIN BARE DREPTE

Asa cum am prezentat in capitolul 1, actiunea variatiei de temperaturd si a
cedarilor de reazeme la structuri static determinate produce numai modificarea
configuratiei geometriei structurii fard sa introduca eforturi in structurd. Acest fapt
este prezentat prin intermediul urméatoarelor doud exemple.

Exemplul 2.14 Sa se determine deplasarea pe verticala a sectiunii 3 la structura
din figura 2.26 produsa de actiunea variatiei de temperatura.

Pentru toate barele temperatura medie este t,=5, iar diferenta de temperatura
este At =20—(~10) =30°.
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Din incarcarea cu forta egala cu unitatea au rezultat diagramele unitare de forta
axiala n; si de moment incovoietor ms.

-10° l 1kN
on
- I !
g 3
—_— | —
A A
L !
2 2

0,5 0,5

Fig. 2.26

Tinind cont de conventia de semne prezentatd in paragraful 1.5.4, valoarea
deplasarii pe verticald a sectiunii 3 este

vy =afn;-t, -dx+ofm, -%~dx=

=20[-0,5-3-5-0,567-5-5]+ 20 130 1530
2 04 2 0,6
=-43,350—4750 = -518,35a = —0,00518m = —5,1 8mm
Se constatad ca efectul fortei axiale este mult mai mic in comparatie cu efectul

momentului incovoietor.
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Exemplul 2.14. Sa se determine deplasarea sectiunii 3 la actiunea cedarilor de
reazeme Au=2cm si Av=Icm.

2 3 4
o
1 58 Au_
|
é A l;AV
6 :
— % o
" 1
—_— p
0,4 0,6 0,8 0,8
-+ - — -+
A A A
0,3 0,3 0,6 0,4
\J
Fig. 2.27

- calculul deplasarii u;. Se Incarca structura cu forta orizontala egala cu unitatea
in sectiunea 3, se calculeaza reactiunile. Se observa ca numai reactiunile din reazemul
5 produc lucru mecanic, deci deplasarea u; este

uy =—[-0,6-2-0,3-1]=+1,5cm

- calculul deplasirii v;. In mod analog se incarci structura cu forta verticald
egald cu unitatea aplicata in sectiunea 3, se calculeaza reactiunile si utilizind relatia
(1.47) se determina deplasarea v;

uy =—[-0,8-2-0,4-1]=+2cm
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CAPITOLUL III

GRINZI CU ZABRELE
3.1. GENERALITATI

Grinzile cu zabrele reprezintd o categorie de sisteme de bare cu o raspandire
mare in practica. Ele sunt utilizate fie sub forma unor sisteme plane, fie sub forma
unor sisteme spatiale. Grinzile cu zabrele se folosesc pentru acoperirea unor suprafete
mari, pentru poduri de deschideri mari, pentru stalpii retelelor de inaltd tensiune,
antene, macarale. In acest paragraf se vor studia numai grinzile cu zibrele plane.
Schema de calcul a acestor structuri se obtine in baza ipotezelor generale ale
calculului de ordinul I la care se adaugd urmatoarele ipoteze simplificatoare
specifice:

- axele barelor sunt concurente in noduri,

- nodurile se considera a fi articulatii perfecte,

- fortele se aplica, ca forte concentrate, numai in noduri.

Consecinta acestor ipoteze este faptul cd in barele acestor structuri apar numai
eforturi axiale - de Intindere sau de compresiune.

Realizarea practica a grizilor cu zabrele nu satisface niciodata ipoteza admisa
ca barele sunt perfect articulate in noduri. Astfel la grinzile cu zadbrele metalice,
prinderea barelor in noduri se realizeaza prin intermediul unor gusee, grinzile cu
zabrele din beton armat se executa cu noduri rigide, iar la grinzile cu zabrele din
lemn, barele se prind prin chertari, buloane sau eclise. Deci in toate cazurile practice
nodurile grinzilor cu zdbrele se realizeazd ca noduri rigide, ceea ce conduce la
aparitia momentelor incovoietoare in bare.

Incercarile si calculele efectuate pe grinzi cu zibrele au scos in evidenta ca

o - . ... . . A~ 1 4.
daca dimensiunea mare a sectiunii transversale a barei este mai mica decat n din

lungimea barei, efectul nodului rigid poate fi considerat ca un efect secundar, in
comparatie cu eforturile calculate in ipoteza ca nodurile sunt perfect articulate.
Aceasta concluzie este justificata pentru grinzile cu zabrele metalice si din lemn. La
cele din beton armat trebuie sa se tind seama si de momentele incovoietoare care apar
ca urmare a rigiditdtii nodului.

Grinzile cu zabrele se prezintd in forme si alcatuiri foarte variate. La o
asemenea structura se deosebesc barele care marginesc structura cu zdbrele numite
talpi, care dupd pozitia lor sunt talpa superioard S si talpa inferioara I, barele care
leaga talpile intre ele numite zabrele: cele inclinate se numesc diagonale D iar cele
verticale se numesc montati M.

Dupa modul de alcatuire, grinzile cu zabrele se clasifica in:

-a) grinzi cu zabrele simple (fig.3.1) formate dintr-o succesiune de triunghiuri,
fard ca suprafata triunghiulara sa se suprapund. Aceastd alcatuire se poate realiza
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pornind de la un triunghi de baza, la care se adauga un nou nod cu ajutorul a doud
bare. In ceea ce priveste forma contururilor, grinzile cu zibrele simple pot fi:

- cu talpi paralele (fig. 3.1,a,b,c),

- cu talpi poligonale (fig. 3.1,d).

Dupa modul de distributie al zabrelelor, grinzile cu zabrele simple pot fi:

- sistem triunghiular (fig. 3.1,a),

- sistem dreptunghiular (fig. 3.1,b),

- cu diagonalele in K (fig. 3.1,¢).

M w 2

O O O O)

Fig. 3.1

-b) grinzi cu zabrele compuse (fig.3.2,a), alcdtuite prin suprapunerea unor
sisteme simple astfel Tncat ansamblul sd aiba asiguratd invariabilitatea geometrica.
Astfel de structuri apar in practicd atunci cand intre noduri trebuie sd reazeme
elemente transversale sau cand este necesara reducerea lungimii de flambaj a barelor
comprimate in planul grinzii,

Fig. 3.2

-c) grinzi cu zabrele complexe (fig. 3.2,b), care se caracterizeaza prin aceea ca
din fiecare nod pornesc cel putin trei bare, iar punctele de intersectie a diagonalelor
nu se considerd noduri. Aceste tipuri de grinzi cu zdbrele se folosesc mai rar in
practica.
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3.2. CONDITIA DE INVARIABILITATE GEOMETRICA SI DE
DETERMINARE STATICA

Analiza alcatuirii constructive a grinzilor cu zabrele, In ipoteza nodurilor
articulate, necesitd verificarea asigurarii invariabilitatii geometrice a structurii.
Invariabilitatea geometrica consta, in ipoteza lungimii invariabile a barelor, in faptul
ca fiecare nod trebuie sa aiba pozitie fixa in raport cu celelalte noduri.

Grinzile cu zdbrele pot avea invariabilitate geometrica asiguratd independent
de baza de sustinere sau impreuna cu baza de sustinere.

Cea mai simpld constructie cu noduri articulate care are invariabilitate
geometrica asigurata este triunghiul (fig.3.3).

De doua noduri ale triunghiului se mai
poate fixa, prin intermediul a doua bare
articulate, inca un nod. Deci pentru fiecare
nod nou, in afara primelor trei, sunt necesare
cate 2 bare.

Fig.3.3

Pornind de la aceastd constatare, se poate determina relatia care stabileste
conditia de invariabilitate geometrica proprie a grinzii cu zabrele, respectiv

b-2n+3=0 (3.1

Pentru fixarea grinzii cu zabrele mai este necesar un numar de minimum 3
legaturi exterioare. Deci conditia de invariabilitate geometrica impreuna cu legaturile
cu baza de sustinere are forma

b+r-2n=0 (3.2)
Conditia (3.2) reprezinta si conditia de determinare statica
N=b+r-2n=0 (3.3)

deoarece numarul de necunoscute este egal cu numarul eforturilor din cele b bare si
reactiunile din cele r legdturi simple cu baza de sustinere, iar numarul de ecuatii de
echilibru static este egal cu de doud ori numarul nodurilor, deoarece pentru un nod se
pot scrie doua ecuatii de echilibru static respectiv, > X, =0si > ¥ =0.

Grinzile cu zabrele din figurile 3.1-3.2 examinate din punct de vedere al
invariabilitdtii geometrice conduc la urmatoarele concluzii:

fig.3.1,a  b=15,n=9, N=b-2n+3=25-2-14+3=0

fig.3.1,b b=33,n=18, N=b-2n+3=33-2.18+3=0

fig.3.1,c b=25,n=14, N=b-2n+3=25-2-14+3=0

fig.3.1,d b=13,n=8, N=b-2n+3=13-2-8+3=0

fig.3.2,a b=19,n=11, N=b-2n+3=19-2-11+3=0

fig.3.2b  b=11,n=7, N=b-2n+3=11-2-7+4=0
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Pentru toate cazurile rezultd invariabilitate geometrica proprie. Exemple de
structuri avand invariabilitate geometricd impreuna cu legéturile sunt prezentate in
figura 3.4.

Grinda cu zabrele din 4
fig. 3.4,a are b=22, N=13 si 1
aplicand relatia (3.1) se 3 5 = 9 11 =
observa ca struc-tura fara
legaturile exte-rioare din
rezemari nu are
invariabilitate ~ geometrica
proprie asigurata, panoul 9- b
10-12-13 rotindu-se in jurul
articulatiei 9.

Fig. 3.4
Daca se verifica relatia (3.2) in care r=4, rezultd cd impreund cu legaturile
exterioare grinda cu zabrele are invariabilitatea geometrica asigurata.
Grinda cu zabrele din fig. 3.4,b pentru care b=12, N=8 si =4 este invariabila
geometric Tmpreuna cu legaturile

3.3. METODE PENTRU DETERMINAREA EFORTURILOR DIN
BARE

Pentru calculul eforturilor din barele grinzilor cu zadbrele se pot utiliza
urmatoarele metode:

a) metoda izolarii nodurilor,

b) metoda sectiunilor simple,

c¢) metoda sectiunilor duble,

d) metoda inlocuirii barei.

Primele doua metode se utilizeazd in cazul grinzilor cu zabrele simple si
compuse, iar celelalte doud pentru rezolvarea grinzilor cu zdbrele complexe.
Deoarece marea majoritate a grinzilor cu zabrele intdlnite In practica sunt fie simple
fie compuse, se prezintd numai primele doud metode de determinare a eforturilor din
bare.

3.3.1. Metoda izolarii nodurilor

In aceasta metoda se considera izolat fiecare nod al grinzii cu zabrele prin
sectionarea tuturor barelor care concura in nod. In locul barelor sectionate se introduc
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eforturile axiale considerate de intindere. Asupra fiecarui nod actioneaza un sistem de
forte concurente format din fortele exterioare (actiuni directe §i reactiuni) si din
fortele axiale necunoscute din barele sectionate. Conditia de echilibru static pentru
fiecare nod permite scrierea a doud ecuatii de proiectii, iar pentru o grinda cu zabrele
cu n noduri se pot scrie 2n ecuatii, din care se determind eforturile necunoscute si
reactiunile. In practici, metoda izolarii nodurilor nu se foloseste sub aceastd forma
deoarece conduce la un calcul laborios.

Evitarea rezolvarii sistemului de 2n necunoscute se face calculand mai intai
reactiunile, utilizand fie numai ecuatiile de echilibru ale ansamblului, in cazul in care
grinda cu zdbrele este simplu rezemata (fig. 3.1-3.2), fie atat ecuatiile de echilibru ale
ansamblului cat si ecuatiile de echilibru ale partilor componente in cazul in care
grinda cu zibrele are forma celei prezentate in figura 3.4.a. In continuare se stabileste
ordinea in care se scriu ecuatiile de echilibru ale nodurilor astfel incit sa se obtina
numai 2 necunoscute in fiecare nod. Rezolvarea incepe cu nodul in care concurd
numai 2 bare de efort necunoscut si apoi, folosind rezultatele obtinute, se continud
calculul parcurgand nodurile in asa fel incat sa rezulte de fiecare datd maximum doua
eforturi necunoscute.

Trebuie observat ca la penultimul nod se mai poate determina o singura
necunoscuta, iar ultimul nod este un nod de verificare a calculelor. Acest fapt
reprezinta un dezavantaj, deoarece o eroare de calcul la un moment dat este pusa in
evidenta doar prin calculul ultimului nod.

Pentru o ipoteza oarecare de incarcare exista posibilitatea de a avea bare de
efort nul. Situatiile particulare in care se gasesc eforturi nule in barele grinzii cu
zabrele sunt urmatoarele:

- un nod format din doua bare de directii diferite si nodul este neincarcat.
Efortul este nul in fiecare bara (fig. 3.5,a);

- un nod format din trei bare, doud bare avand aceeasi directie iar nodul este
neincarcat. Efortul din cea de-a treia bara este nul (fig. 3.5,b)

In practicd se utilizeazd pentru a reprezenta eforturile axiale, conventia de
semne din figura 3.5,c pentru barele intinse si din figura 3.5,d pentru barele
comprimate.

N, N, - O—> <0 —>
N T TN, e —o
a b d
Fig. 3.5
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3.3.2. Metoda sectiunilor simple

In aceastd metodi se sectioneaza structura si se scriu ecuatii de echilibru pentru
una din cele doua substructuri rezultate. Deoarece in plan se pot scrie 3 ecuatii de
echilibru static, Tnseamna ca sectiunea efectuatd prin structurd trebuie sa taie
maximum trei bare, ca acestea sa poata fi determinate.

[nainte de aplicarea metodei trebuie determinate reactiunile,astfel incat in
sectiunea efectuatd sa apard ca necunoscute numai eforturile din cele trei bare. Cele
trei bare nu trebuie sa fie toate concurente intr-un punct sau paralele, deoarece in
acest caz nu se asigura legarea invariabild a celor doud portiuni.

Scrierea ecuatiilor de echilibru static pentru portiunea izolata din grinda cu
zabrele trebuie facutd astfel incat sa conducd la ecuatii cat mai simple. Pentru
simplificarea calculelor este indicat ca fiecare ecuatie s contind numai o necunoscuta
si in acest scop se scriu urmatoarele ecuatii de echilibru:

- ecuatii de momente in raport cu punctele de intersectie a doud cate doua

bare din cele trei bare sectionate,

- ecuatii de momente pentru calculul eforturilor din tdlpi si ecuatie de
proiectie dupa normala la talpi pentru calcul eforturilor din diagonald sau
montant la grinzi cu zabrele avand talpi paralele.

Utilizand aceasta metoda se pot determina eforturile din orice bard a grinzii cu
zabrele fara a cunoaste eforturile din barele aldturate. Astfel, o eroare facuta la
calculul unui efort intr-o bard oarecare nu influenteaza celelalte eforturi din barele
grinzii cu zabrele. Acest lucru reprezintd avantajul metodei sectiunilor simple.

3.4. CAZURI PARTICULARE DE GRINZI CU ZABRELE

In constructii se folosesc grinzile cu zibrele cu tilpi paralele incarcate cu forte
verticale. In acest caz, eforturile din barele grinzilor cu zibrele se exprimi in functie
de eforturile de la grinda dreapta cu aceeasi deschidere si aceleasi forte ca grinda cu
zabrele. Aceasta sistematizare a calculului eforturilor permite studiul influentei
formei si inaltimii grinzilor cu zabrele asupra marimii si naturii eforturilor din bare.
In continuare se vor analiza doud cazuri de alcituire a grinzilor cu zibrele avand
talpile paralele.

3.4.1. Grinda cu zabrele cu alcatuire triunghiulara (fig. 3.6)

In figura 3.6 se prezinti grinda simplu rezemati corespunzitoare grinzii cu
zabrele si diagramele de forta taietoare T° si de moment incovoietor M°. Pentru
determinarea expresiei eforturilor din bare se considera sectiunea I-I. Utilizand
metoda sectiunilor se determina eforturile din bare (S, D45 $1 I35)
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Efortul din talpa superioarda (Ss) se
determind dintr-o ecuatie de momente 1n raport

lPl le I 6 cu nodul 5, respectiv
3 2 z { > M, =0 V,4a—P, -3a—P,-a+S,,-h=0
1 o 5 7 (3.4)
301 l = Se observa ca primii trei termeni ai ecuatei
| 6a P3 | (3.4) reprezinta momentul 1Incovoietor in
N > sectiunea 5 pe grinda simplu rezematd
P, P, P corespunzatoare (M?) astfel ca efortul Sy este
l l l dat de urmatoarea expresie
7\ 0
4> = Sip = (3.5)
\ yP ! Semnul fiind minus, iar momentul
T 1] PT i incovoietor este pozitiv, rezultd ca efortul Sy
' - y, este efort de compresiune.
Psy Efortul din talpa inferioard (I3s) se
M determind dintr-o ecuatie de momente In raport
)/ cu nodul 4, respectiv,
M >M, =0 V,3a—-P -2a—-15;-h=0
MY M (3.6)
Fig. 3.6

Se observa ca primii 2 termeni ai ecuatiei (3.6) reprezintd momentul
incovoietor in sectiunea 4 pe grinda simplu rezemata, astfel ca efortul I35 este dat de
urmatoarea expresie

M
s == (3.7)

Deoarece momentul incovoietor este pozitiv, rezulta ca efortul I35 este efort de
intindere.

Pentru calculul efortului din diagonala Dy4s se scrie o ecuatie de proiectie pe
verticala, respectiv

>Y, =0 V,-P, =P, -D,ssina=0 (3.8)

Se observa ca primii 3 termeni reprezintd forta tdietoare pe grinda simplu

rezemata pe intervalul 4-5, deci, efortul Dys are urmatoarea expresie

0
_ T45

Dys = (3.9)

S o

Daca diagonalele sunt descendente, atunci semnul efortului este acelasi ca si
cel al fortei taietoare de pe intervalul respectiv, iar daca diagonalele sunt ascendente,
semnul este invers celui al fortei taietoare de pe intervalul respectiv.

Expresiile (3.5), (3.7) st (3.9) permit calculul eforturilor in barele grinzii cu
zabrele.
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3.4.2. Grinda cu zabrele cu alcatuire dreptunghiulara (fig. 3.7)

Pentru stabilirea expresiilor eforturilor din talpa superioard, talpa inferioara si
diagonala se considera sectiunea I-I, iar pentru efortul din montant sectiunea II-II.

Efortul din talpa superioard S, se determina dintr-o ecuatie de momente in
raport cu nodul 5

> M, =0 V,2a—P,-a+S,-h=0
(3.10)
de unde
0
S, :—% 3.11)

si este efort de compresiune.
Efortul din talpa inferioara Is; se determina
dintr-o ecuatie de momente in raport cu nodul 6

> M =0 V,4a-P -2a-P,-a-15;,-h=0
(3.12)
de unde
MO
Iy, :Té (3.13)
P,
0V1 ""—|—— si este efort de intindere.
T v [ 11 4 Efortul din diagonald Dss se determina
p | Vi dintr-o ecuatie de proiectii pe verticala
. v Y, =0 V,—P,—P, +Dg, -sina =0
M
y)/ (3.14)
MO — M MO = M de unde .
TO
D, =——2 (3.15)
S o

Pentru efortul din montant se considera sectiunea II-II si se scrie o ecuatie de
proiectii pe verticala, respectiv
SY, =0 V, =P, =P, =P, + Mg =0 (3.16)
de unde
Mgy =-Tgy (3.17)
De remarcat faptul ca pentru a exprima efortul din montant este necesar sa se
precizeze pe care talpi sunt aplicate incarcarile.
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3.5. CALCULUL DEPLASARILQR ELASTICE LA GRINZI CU
ZABRELE

In cazul grinzilor cu zadbrele in bare apar numai eforturi axiale, astfel ca
deplasarea elastica produsa de forte se calculeaza luand in considerare, din formula
Maxwell-Mohr, numai influenta fortelor axiale, respectiv

A, :f%dx (3.18)

Deoarece barele grinzilor cu zdbrele au sectiunea constantd, iar eforturile sunt
constante pe fiecare bara in parte, relatia (3.18) devine
A= X ﬂ'L
nrdebare EA
Determinarea unei deplasari elastice necesita calculul eforturilor n; din toate
barele grinzii cu zabrele produse de forta P;=1 aplicatad in nodul in care se calculeaza
deplasarea si pe directia deplasarii (fig. 3.8,a,b) deoarece eforturile N din barele
structurii produse de fortele exterioare reale sunt totdeauna calculate. Deplasarea se
n;NL

(3.19)

obtine Tnsumand pe toate barele grinzii cu zabrele produsele care difera de la

bara la bara.

Pe langd calculul deplasarilor nodurilor grinzilor cu zdbrele se mai pot
determina si rotirile barelor. In acest caz se incarci grinda cu zibrele cu un cuplu al
carui moment este egal cu unitatea (fig. 3.8,c).

a

kN 2 4 6 8 2 4 8 8
1 1
M N T =
1kN
UQ:? li VSZ? b

56
)4 NG 8
3

7
Os6 =7 1
Is6

Fig.3.8

In cazul actiunii variatiei de temperatura, deplasarile elastice se determini
pornind de la relatia (1.40) la care numai temperatura medie produce modificarea
lungimii barelor,
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A; =[n;du, (3.20)
Tinand cont de expresia alungirii barei (du, =a -t -dx) si de faptul ca t,, este

de obicei aceeasi pentru ntreaga grinda cu zabrele, rezulta

Exemplul 3.1. Pentru grinda cu zabrele din figura 3.9,a sd se determine
eforturile din bare folosind metoda izolarii modurilor si sa se verifice eforturile din
sectiunea I-I cu ajutorul metodei sectiunilor. Sa se calculeze deplasarea pe verticala a
nodului 5 considerand sectiunile transversale ale tdlpilor 2A iar pentru diagonale si
montanti A.

Fig. 3.9

Calculul reactiunilor

>X=0 P-H, =0 H, =P
M, =0 P-a+P-a+P-2a+2P-3a—V,-d4a=0 V, =2,5P
> Mg =0 V,-4+P-a—P-3a-P-2a-2P-a=0 V, =15

Calculul eforturilor din bare prin metoda izolarii nodurilor
Se izoleazad nodul 1 format din 2 bare de efort necunoscut si se scriu ecuatiile
de echilibru static
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2 2Y; =0 1,5P+S,, sino =0
- Pl v de unde rezulta
L3 S,, =—1,5P4/2 (compresiune)
1,5P I,; =2,5P (intindere)

Sensul real al eforturilor este trecut pe schema
de calcul din figura 3.9,b
Urmatorul nod format din doua bare de efort necunoscut este nodul 3.

A M Ecuatiile de echilibru staticsunt
» X, =0 ~2,5P+1,5 =0
42,51) 30 _ Y, =0 M,, —P =0
L de unde rezulta
P I,5 =2,5P (intindere)
| M,, =P (intindere)

Se trece la nodul 2, pentru care ecuatiile de echilibru static sunt

> X, =0 P+1,5P\/§cosoc+Sz4 cosa+D,s cosa =0
Y'Y, =0 —P+1,5Py/2sina+S,, sina—D, sino =0

de unde rezulta
1,5P \/‘/4O \< S,, =—1,5P2 (compresiune)
D,; =—P+/2 (compresiune)

Urmeaza nodul 4, la care ecuatiile de echilibru static sunt

S24

>X, =0 15P\/§COSOL+S46COSOL 0

Y'Y, =0 1,5P/2sina+S,, sina—M,; =0
1 5P\/_ S, g de unde rezultd

S, =—1,5Pv/2 (compresiune)
M, =3P (intindere)

Pentru nodul 5 ecuatiile de echilibru static sunt
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2 3P¢ Ds YX, =0 —2,5P+Py2cosa+Dg coso+1g, =0
2’5\p\ /{a YY, =0 —P+3P—P+2sino+Dy, sino =0
= SCJ L de unde rezulta
P Dy, =-Py/2 (compresiune)
Y I, =2,5P (intindere)

Urmeaza nodul 6 pentru care ecuatiile de echilibru static sunt

> X, =0 1,5P\/Ecosoc+Px/§cosa+S68 cosa=0
Y'Y, =0 —1,5P/2sina+P+2sina—S sino—Mg, =0
de unde rezulta
Ses = —2,5Pv/2 (compresiune)

P2 /O SQ a Mg, = 2P (intindere)
M 68

Pentru nodul 7 cele doud ecuatii de echilibru static cuprind o singurd
necunoscuta astfel cd una dintre ele reprezinta o ecuatie de verificare a corectitudinii

calculelor
A Y, =0 2P-2P=0
2p YX, =0 —2,5P+,5=0
2,5P 7 de unde rezulta
- 0, — I, =2,5P (intindere)
78

2P
\/

Ecuatiile de echilibru static pentru nodul 8 reprezintd ecuatii de verificare a
calculelor anterioare, respectiv

2,5Py2

X

2,5P 80

YX, =0 —25P+25Py2cosa=0
YY, =0 25P-25P/2sina=0

2,5P
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Calculul eforturilor din bare prin metoda sectiunilor
Pentru determinarea eforturilor din barele intersectate de sectiunea I-I a fost
considerata partea din stdnga a sectiunii (fig. 3.9,d).
Din ecuatia de momente in raport cu nodul 2 rezulta
>M, =0 P-a+1,5P-a-I;,-a=0

de unde
I,5 =2,5P (intindere)
Din ecuatia de momente in raport cu nodulul 5 rezulta
YMs=0 1,5P-2a+P-a—P-a+S,,-ay/2=0

de unde

Sy, = _3Pa_ ~1,5P+2 (compresiune)

av2
Din ecuatia de momente in raport cu nodul 1 rezulta
YM,=0 P-a+P-a+D, -ay2=0

de unde
2Pa

a2
Se constatd ca au fost obtinute aceleasi valori ca si prin metoda izolarii
nodurilor. De asemenea, cele trei eforturi pot fi verificate scriind o ecuatie de

echilibru pe orizontala, respectiv
> X, =0 —-P+P+S,,cosa+D,scosa+155 =0

D, =— = —P+/2 (compresiune)

Calculul deplasarii vs

Se Incarcd grinda cu zabrele cu o fortd verticald egald cu unitatea aplicata in
nodul 5 si se determina eforturile din bare. Deoarece grinda cu zédbrele este simetrica
iar Incarcarea unitard este aplicatd intr-un nod aflat in axa de simetrie, eforturile din
bare (ns) sunt simetrice. Pentru acest caz de incarcare exista bare de efort nul. Astfel
din izolarea nodurilor 3,2,7 s1 6 rezulta eforturi nule in barele 2-3, 2-5, 5-6 si 6-7.
Valorile si natura eforturilor sunt prezentate in figura 3.9,c.

Calculul deplasarii vs este sistematizat in tabelul 3.1.

Tabelul 3.1
Bara Aria | Lungimea N ns Nn,L
A L EA

1-2 2A a2 ~15Pv2 | —0,5V2 | 0,75V2 Pa/EA
1-3 2A a 2,5P 0,5 0,625Pa/EA
2-3 A a P 0 0

2-4 2A a2 ~15Pv2 | —0,5V2 | 0,75V2 Pa/EA
2-5 A a2 —-Py2 0 0

3-5 2A a 2,5P 0,5 0,625Pa/EA
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4-5 A 2a 3P 1 6Pa/EA
4-6 2A a2 ~1,5Pv2 | -0,5v2 | 0,7542 Pa/EA
5-6 A a2 —Py2 0 0

5-7 2A a 2,5P 0,5 0,625Pa/EA
6-7 A a 2P 0 0

6-8 2A a2 ~2,5Py2 | -05v2 | 1,25V2Pa/EA
7-8 A a 2,5P 0,5 1,25Pa/EA

Valoarea deplasarii vs se obtine prin sumarea elementelor de pe ultima

coloana, respectiv
(9025+35v2)pa
EA

Vs

Exemplul 3.2. Fie grinda cu zdbrele din figura 3.10. Sa se determine eforturile
din bare folosind analogia cu grinda simplu rezemata corespunzatoare

MO
Talpa superioara: S,, = _T = —? =-165kN
60kN 120kN Mo
4
g ; ; 2 I Talpa inferioara: 1, = h = % =105kN
90kN 900
3 135 ZT:T=2251{N
MO
0 120 I, = e -390 _g7 5N
6 h 4
m . Diagonale ascendente:
e Ty
3 D, =—#=—@=—175kN
T140 l 90 Tl30 sin o 0,8
TO
D, =—2 = _80 100N
140 60 sin o 0,8
4 TO _
T° 1 -3 Dy =——2=- 130:162,51<N
40¥ * sin o, 0,8
9073 ) 130 Diagonale descendente:
o Ty; 80 _
M D23: - :_ZIOOkN,
sina. 0,8
390 T? _
4207 Dy =4 =~ _ s
900 780 sina. 0,8
Tg -
Dy, =2 _ B0 60 s

sin o 0,8

Fig. 3.10
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CAPITOLUL 1V

ARCE STATIC DETERMINATE

4.1. GENARALITATI

Arcele sunt bare curbe sau sisteme de bare curbe plane incarcate cu forte
actionand in planul lor. In practica se intalnesc la baraje, poduri, acoperisurile halelor
industriale.

Arcele static determinate pot fi:

- arcul simplu rezemat (fig. 4.1,a),

- arcul cu trei articulatii (fig. 4.1,b),

- arcul cu tirant (fig. 4.1,c).

Fig. 4.1

In reazemele arcelor se dezvolta reactiuni ale caror componente orizontale se
numesc Impingeri.
Arcul simplu rezemat nu se intdlneste in practica, el fiint utilizat numai ca

instrument de calcul in rezolvarea arcelor static nedeterminate.

Arcul cu trei articulatii este cel mai reprezentativ si se utilizeaza cand baza de
sustinere poate prelua Impingerile arcului.

Arcul cu tirant se utilizeaza cand preluarea Tmpingerilor nu se poate realiza in
conditii economice, deoarece conduce la dimensiuni exagerate.

In studiul arcelor sunt utilizate urmatoarelor denumiri (fig. 4.2):

- nasterile arcului — sectiunile din rezemari de unde porneste arcul,

- cheia arcului — sectiunea cea mai depdrtatd de linia nasterilor. La arcele cu
trei articulatii, articulatia interioard coincide cu cheia arcului.

- sageata arcului (f) — distanta pe verticala de la cheie la linia reazemelor,
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- deschiderea arcului (L) — distanta dintre reazeme, masuratd pe orizontala,
- extradosul - fata exterioard (convexa) a arcului,

- intradosul - fata interioara (concava) a arcului,
- unghiul ¢ format de tangenta la curba in sectiunea curenta cu orizontala,

Fig. 4.2

In cazul arcelor eforturile dominante sunt forta axiald (de compresiune) si
momentul Tncovoietor.

Arcele pot avea diferite forme, insd cele mai utilizate sunt arcele parabolice si
arcele circulare. Forma arcului se poate exprima functie de caracteristicile sale
(deschidere, sageatd) astfel:

-la arcul parabolic simetric cu reazemele la acelasi nivel (fig. 4.3), ecuatia
axei arcului are forma

y=ax’ +bx +c¢ (4.1)
unde a,b si ¢ sunt constante ce urmeaza a fi determinate din conditiile de dispunere a
reazemelor §i a punctului de la cheie.

Tinand cont de sistemul de axe
atasat arcului, conditiile de determinare
a constantelor sunt:

x=0; y=0 (rezemare)

x=L; y=0 (rezemare) (4.2)

x=L/2; y=f (punctul de la cheie
se gaseste la mijlocul deschiderii)

Aceste conditii  conduc la

urmatoarele valori ale constantelor l‘4+—’|

oo @3 Fig. 4.3

_1_2, 1

a=
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Substituind aceste valori in ecuatia (4.1) se obtine
4fx(L —x)
y= —L2
Relatia (4.4) reprezintd ecuatia arcului raportat la sistemul de axe avand
originea in punctul 1.
Unghiul ¢ facut de tangenta la curba cu orizontala pentru o sectiune oarecare

se obtine prin derivarea relatiei (4.4), rezultand
_dy  4f(L-2x)

(4.4)

t 4.5
gp=" o (4.5)
dacd sectiunea se gaseste pe curba ascendenta (A-C)
respectiv,
dy 4f(2x-L)
t == 4.6
gp=-" ~ (4.6)

dacd sectiunea se gaseste pe curba descendentd (C-B).
- la arcul circular (fig. 4.4), intre caracteristicile arcului existd urmatoarea
relatie

Fig. 4.4
(5)2 =f-(2R-f) (4.7)

Relatia (4.7) reprezinta teorema inaltimii in triunghiul CAD. Coordonatele
unui punct oarecare P in raport cu sistemul de axe atasat arcului circular sunt

ng—Rsin(p (4.8)

L

y =R(cos¢ —cosa) (4.9)

Unghiul la centru este dat de relatia
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L
ino=— 4.10
sin o =—— ( )

Din relatia (4.8) rezulta unghiul sectiunii curente:
L

— =X

sin @ = 2R (4.11)

Relatia (4.11) conduce la determinarea tangentei la curba in functie de pozitia
punctului P (cunoscut).

4.2. RELATII DIFERENTIALE INTRE EFORTURI SI INCARCARI
LA BARA CURBA

Pentru a stabili relatia diferentiald intre eforturi si incdrcadri se studiaza
echilibrul static al unui element de arc infinit mic de lungime ds. Asupra elementului
de arc actioneaza o forta uniform distribuitd p, care are o componentd normala p, si o
componenta tangentiald py, si eforturile din sectiunile de la capete (fig. 4.5).

Ecuatia de proiectie pe directia tangentei la curba in sectiunea B are forma

N +dN - Ncosdp —Tsinde + p, -ds-cosd?(erpn -dssind%pzo
M+dM
\pn Bh NN ' o ) (4.12)A
I -~ Ecuatia de proiectie dupd normala la arc 1in
M} de 1T sectiunea B este
N
N AN T+dT -Tcosdep + Nsindp +p,, -ds-cosd?(p—pt -ds-sindjq)zo
Fig. 4.5
(4.13)
Ecuatia de momente in raport cu centrul de greutate al sectiunii B este
M-M-dM+T-p-sindp—N-p-(1-cosdop)+
do do (4.14)

+p,-ds-p:|1-cos— |—-p, -ds:-p-sin—=0
P+ P ( 2] Pn P 5
Daca in relatiile (4.12) - (4.14) se tine seama de faptul ca unghiul de este
infinit mic, respectiv cosdp~1 §1 sindp=dg _& si se neglijeaza infinitii mici de ordin
p

superior, rezulta
dN T

N L (4.15,2)
ds p

a__, N (4.15,b)
ds p

M _ (4.15,0)
ds

-83 -



Analizand relatiile (4.15) pentru forta axiald si forta taietoare se constata ca ele
sunt mai generale decat cele de la bara dreapta (vezi relatiile 1.11). Acestea din urma
se pot deduce din relatiiile (4.15) considerand raza de curbura a arcului p=o.

4.3. ARCUL CU TREI ARTICULATII

Fie arcul cu trei articulatii din figura 4.6 incarcat cu un sistem de forte
oarecare. Ca sistem de axe se alege sistemul xoy avand originea in punctul A.

Fig. 4.6

Reactiunile Ry si Rg din cele doua articulatii, se descompun in cate o
componentd verticald V,, respectiv V, si o componentd dupa directia liniei
reazemelor, H, respectiv Hy. O asemenea descompunere are avantajul calcului
simplu al componentelor reactiunii totale din reazem:

' ' P'b
SMy=0  Vi-L-XP b =0 vi=2BP @)
: , P -a.
M, =0 —V,-L+3P -a =0 VB:ZLal 4.17)
, . . , MOSt
zMstZO VA_X_ZPi.Ci_HA.f =0 HA: f(': (418)
>X, =0 (H'A—H'B)cosoc+ZPisinyi:0 H'B:HACOSOHrZPiSIHYi
cos o
(4.19)
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unde M>' =V, -x-Y P, -c;

Dupa determinarea reactiunilor se trece la calculul eforturilor. Forta axiala N se
obtine proiectand fortele de la stanga sectiunii (sau de la dreapta sectiunii) pe directia
tangentei la curba in sectiunea consideratd. Forta tdietoare se obtine proiectand
aceleasi forte pe normala la tangenta la curba dusa in sectiunea respectiva.

Expresiile generale pentru eforturile din sectiunea curentd sunt (vezi notatiile
din figura 4.7).

N, =-V, sing—H), cos(¢ — o) + 3. P; sin(¢p — ;)
T, =V, cosg—H, sin(¢—a)— > P, cos(p—7,) (4.20)
M, =V, -H, y-XP 4

Fig. 4.7

In cazul arcelor cu reazemele la acelasi nivel (a=0, f=f, y'=y) si incarcate cu
forte verticale (y;j=0), expresiile reactiunilor (4.16-4.19) devin:

. 2P, -b, . P -a, M

V, =21 Vg =211 H,=Hy=—%=H 4.21
e p = f=Hy == (4.21)
unde a, si b, se masoard pe orizontald, iar M/ reprezintdi momentul incovoietor in
sectiunea C pe grinda simplu rezemata avand aceeasi deschidere si aceleasi incarcari

ca si arcul dat (fig. 4.8).
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Fig. 4.8

Expresiile (4.20) ale eforturilor devin:
N, =-V,sing-H, coso+ Y P,;sing=-T. singp—-Hcoso
T, =V, cosp—H, sing—Y P, cosp=T. cosp—Hsin (4.22)
M, =V, -H, y-2Pd =My -H-y
unde T) =V, =3P, si M=V, -x-3P -d, reprezintd forta tiictoare, respectiv
momentul incovoietor n sectiunea x pe grinda simplu rezemata, iar P, reprezintd
suma fortelor de la stanga sectiunii curente.

Exemplul 4.1 Sa se traseze diagramele de moment incovoietor si de fortd
axiald la arcul parabolic din figura 4.9 incarcat cu o fortd verticald la cheie. Ecuatia

arcului este y = M .
L2
Calculul reactiunilor verticale
YM;=0; V,-16-90-8=0 V, =45kN
M, =0  90-8—V,-16=0 V, =45kN

Verificare Y Y, =0 Vi-90-V, =0

Calculul reactiunilor orizontale
>M5 =0 V,-8-H,-4=0 H, = 90kN
SMF =0 -V,;-8-H;-4=0 H, = 90kN
Verificare Y X, =0 H,-H;=0
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. mH o] M

\]1_45 V2—45
| 8 , ‘ ‘ 8 R
100,575 00,575

95,445 95,445

N

Fig. 4.9

Diagrama de moment incovoietor M se obtine calculand momentul incovoietor
cu relatia specifica actiunii fortelor verticale, adica
0
M, =M"-H-y
unde M? este diagrama pe grinda simplu rezemata care are aceeasi deschidere si

aceeasi incarcare verticala ca si arcul.

Astfel diagrama de moment incovoietor pe arc rezultd ca diferentd intre
diagrama M° si diagrama Hy. In ceea ce priveste fibra intinsi se observi ci daci
M? >Hy, fibra intinsa este fibra de la intrados, iar dacd M <Hy fibra intinsa este fibra
de la extrados.

Pentru determinarea momentului incovoietor maxim se scrie expresia
momentului Tncovoietor in sectiunea curentd si se pune conditia ca derivata de
ordinul intai sa fie egald cu zero, din care rezultd pozitia sectiunii in care momentul
incovoietor este maxim

M, =V,-x-H,-y=45-x-90-y

Introducénd ecuatia arcului in expresia lui M_rezulta

2
M, =45-x-90-| x —~—
16

Derivand expresia lui My se obtine
dM,

dx

=T, :45—90+90%

Din conditia My _ 6 rezultd x=4m

dx
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Momentul incovoietor maxim are valoarea
42
M, =45-4-90- (4 _EJ =-90kNm  (la extrados)
Deoarece arcul este simetric, iar Incarcarea este simetricd, diagrama de
moment Incovoietor este simetrica.

Diagrama de fortd axiala N se obtine calculand acest efort in citeva sectiuni
caracterictice - la nasteri, la cheie si in sectiunile in care momentul incovoietor are

valoarea maxima (in cazul de fata la sfertul deschiderii).
In sectiunea 1 forta axiala are expresia
N, =-V,sin @, —H, cos ¢,
unde unghiul ¢, se obtine din ecuatia curbei, respectiv

dy 4f
tgp, =—=—(1-2x
8= T ( )

Pentru x=0, tgp,=1 deci ¢1=450, sing,=0.707, cosp,=0.707.

Cu aceste date, forta axiala N; rezulta:
N, =-45-0.707-90-0.707 = —95.445kN

La sfertul deschiderii, forta axiala are expresia
N, =-V,sinp, —H, cos @,
Pentru x=4, tgpg=0.5 deci pg=26.569, sinpg=0.447, cospg=0.894
Cu aceste date, forta axiala N_rezulta:
N, =-45-0.447-90-0.894 =-100.575kN
Forta axiala la cheie are expresia:
N, =-H, = -90kN
deoarece ¢,=0, sing,=0, cosp,=1
Deoarece arcul este simetric, iar incarcarea este simetricd, diagrama de forta
axiala este simetrica.

Exemplul 4.2 Sa se traseze diagramele de moment incovoietor si de forta

axiala la arcul parabolic din figura 4.10.
Ecuatia arcului este y = # :
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H,=135 ‘”I W
- M

33,75 33,75
TV1=157,5 Tv2=1 12,5
| 6 ‘ 3 3
150,86 135 170,98
130,75
206,80 N 174,90
Fig. 4.10
Calculul reactiunilor verticale
d>M,=0; V,-12-30-6-9-90-3=0 V, =157,5kN
M, =0 30-6-3+90-9-V, -12=0 V, =112,5kN
Verificare ) Y =0 V,-30:6-90+V, =0
Calculul reactiunilor orizontale
> My'=0 V,-6-H,-3-30-6-3=0 H, =135kN
SME=0 90-3-V,-6+H,-3=0 H, =135kN

Verificare > X, =0 H,-H,=0

Diagrama de moment incovoietor M se obtine calculand momentul incovoietor
in sectiunile caracteristice. Acestea sunt la nasteri, la cheie, In sectiunea in care este
aplicata forta concentrata, precum si in sectiunea in care momentul incovoietor este
maxim pe intervalul incarcat cu forta uniform distribuita.

La nasteri si la cheie, momentul incovoietor este nul. Pe intervalul 1-2
sectiunea n care momentul Tncovoietor capata valoarea maxima este data de conditia
ca derivata de ordinul intai a expresiei momentului incovoietor sa fie egald cu zero,
sau forta taietoare sa fie egala cu zero, respectiv

M, 1 0 (4.23)
dx
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Intr-o sectiune curenta pe intervalul 1-2, expresia momentului incovoietor este

M, =V,-x-H, -y—30-x-§=157,5-x—135-y—15-x2

Introducand expresia lui y, relatia de mai sus devine

M, :157,5-x—135-4"7""'(212_")—15-x2

Derivand expresia lui M, si impunand conditia (4.23) rezultd x=3m
Momentul Incovoietor maxim are valoarea

433 (212—3) ~15-3% =33,75kNm (la intrados)

M, . =1575-3-135-

max

In sectiunea 3 (y=2,25), momentul incovoietor este
M; =—(-V, -3+H, -2,25) =+33,75kNm (la intrados)

Diagrama de forta axialda N se obtine calculand acest efort n aceleasi sectiuni
in care s-a calculat momentul incovoietor.
In sectiunea 1 (x=0, tgp,=1) forta axiala are expresia
N, =-V;sing, —H, cos¢p, =-157,5-0,707 —135- 0,707 = -206,8kN
In sectiunea unde momentul incovoietor este maxim (la sfertul deschiderii,
x=3, tgp=0,5) forta axiala are expresia
N, =-V,sinp, —H, cosp, —30-3-sinp =
=-157,5-0,447-135-0,894+90-0,447 = —150,86kN
In sectiunea de la cheie (2), forta axiala are expresia:
N, =-H, =—135kN
In sectiunea in care este aplicatid forta concentrati, forta axiald are valori
diferite corespunzator celor doua sectiuni vecine.
Astfel in sectiunea din stanga, forta axiala are expresia
N; . =V,;sing; —H, cosp; —30-6-sin@, =
=157,5-0,447-135-0,894—-180-0,447 = —-130,75kN
iar in sectiunea din dreapta are expresia
N,., =N, . —90-sin ¢, =-130,75-90-0,447 = —170,98kN

In sectiunea 4 forta axiala are expresia
N, =-V,sin¢, -H, cos¢p, =-112,5-0,707-135-0,707 = —174,98kN
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4.4. ARCUL CU TIRANT

Arcele cu tirant se utilizeaza in situatia In care baza de sustinere a arcului nu
poate prelua impingerile orizontale sau se ajunge la dimensiuni neeconomice ale
acesteia. Tirantul este o bara dublu articulatd. Calculul acestor arce se conduce in
acelasi mod ca si calculul arcelor cu trei articulatii.

Reactiunile verticale se determind din ecuatii de moment in raport cu cele doua
puncte de rezemare, iar reactiunea orizontald dintr-o ecuatie de proiectie pe aceasta

directie, respectiv se utilizeaza ecuatiile de echilibru static pentru ansamblu (fig.
4.11,a).

a b
Fig. 4.11
YMp=0 V,-L->P b, =0 VA:zPiL'bi (4.24)
YM,=0 -Vg-L+3P -a =0 V. :¥ (4.25)
>X, =0 H, -2 P;siny; =0 H, =-2 P;siny; (4.26)

Pentru a trece la calculul eforturilor din sectiunile arcului este necesar sd se
determine efortul din tirant. Pentru aceasta se sectioneazd tirantul si se introduce
echivalentul sdu mecanic, efortul T (fig.4.11,b).

Din ecuatia de momente egala cu zero in raport cu articulatia din punctul C
pentru fortele de la stdnga se obtine:

V, X, =P -¢c;—H, -f-T-f=0 (4.27)
st

de unde rezulta expresia efortului T
Va X, =2 P ¢

T= . o -H, (4.28)

In cazul fortelor verticale H,=0, distanta ¢; se masoard pe orizontald, iar

expresia (4.28) devine:
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0
T :% (4.29)

unde M. este momentul incovoietor in sectiunea C pe grinda simplu rezemata
corespunzatoare.
Expresiile eforturilor se determind cu relatiile stabilite anterior tindnd seama de
efortul din tirant. Daca fortele sunt verticale aceste expresii sunt:
N, =-T!sinp—Tcos@
T, =T cosp—Tsin ¢ (4.30)
M, =M?-T.y

Exemplul 4.3. Sa se determine eforturile la arcul cu tirant din figura 4.12.
Arcul este circular avand R=15m si unghiul la centru 2 a=120°.
Tinand cont de relatia (4.8)-(4.9), caracteristicile arcului circular sunt:
- deschiderea arcului L=2R-sino=2-15-sin 60° = 26m
- sageata arcului f=R-Rcosa=15-15-0,5=7,5m

24kN/m

Fig. 4.12
Calculul reactiunilor
SM,=0; V,-26-24-13-6,5=0 V, = 78kN
SM,=0  24:13-19,5-V,-26=0  V, =234kN
YX. =0  H,=0
Calculul efortului din tirant
>MI=0 V,-13-T-7,5=0 T =135,2kN
sau > My=0 T-75+24-13-65-V,;-13=0  T=1352kN
Eforturile (N,M) se vor determina in sectiunile 1 A B 2 C D 3. Pozitia acestor
sectiuni este datd de unghiul la centru ¢ (tabelul 4.1). Tinand cont de relatiile (4.8),
(4.9) pentru definirea pozitiei sectiunii in sistemul de axe xoy precum si de

urmatoarele expresii ale eforturilor pe fiecare ramura, respectiv
- forta axiala: (1-2) N, =-V,singo—Tcoso;
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(2-3)

N, =—V;sinp+24-(L-—x)sing—-Tcoso;

- moment incovoietor M, =M? —-T-y
se obtin urmatoarele rezultate
Tabelul 4.1

Sectiunea | ¢ |sine |cos¢ | x Vi M -Ty Mx Nx
1 60 | 0,866 | 0,500 0 0 0 0 0 -135,148
A 40 10,643 |0,766 3,345 3,99 260,91 | -539,448 | -278,538 | -153,717
B 20 10,342 |0,937 7,860 | 6,555 | 613,08 | -886,236 | -273,156 | -153,358
2 0 0 1,000 13,00 7,50 1014 1014 0 -135,200
C 20 0,342 | 0,937 18,14 6,55 | 1097,885 | -886,236 | 211,649 | -142,195
D 40 0,643 0,766 | 22,655 | 3,99 | 648,462 | -539.448 | 109,014 | -202,405
3 60 |0,866 | 0,500 | 26,00 0 0 0 0 270,244

Cu aceste valori s-au trasat diagramele de eforturi (fig. 4.13)

142195 502405
153,357 135,2 ’
153,717 278,538 213,156
y 211,649
109,014
135,148 70,244
I
N 135,2 M
Fig. 4.13
4.5. ARCE OPTIME

Aa cum am prezentat anterior, arcele sunt supuse la compresiune excentrica.
Solutia optimd din punct de vedere al formei se obtine in cazul in care momentul

incovoietor este nul in toate sectiunile.

Un astfel de caz il reprezintd arcul cu trei articulatii incarcat cu o forta

verticala, uniform distribuita pe toata deschiderea (4.14)

Pentru obtinerea formei ecuatiei arcului se exprimd momentul incovoietor in

sectiunea curenta

M, =M -H-y (4.31)

si se impune conditia ca pentru orice valoare a variabilei (x), momentul incovoietor

sa fie egal cu zero, ceea ce conduce la
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0
H
unde M?  reprezinti momentul Ay

p
YV v Y Y YUYy

y (4.32)

incovoietor in sectiunea x pe grinda

simplu  rezematd  corespunzatoare,
respectiv

2 2
My =V, -X—p-%=%pL-x—p-X7
(4.33)
iar H reprezintd impingerea arcului
(reactiunea orizontala Hp).

Deoarece arcul este simetric Fig. 4.14

rezultd v, =Vg = %pL s1 H, =Hjy, 1ar din conditia de echilibru pentru ramura de arc

AC, respectiv

L L L

> M =0; V, - =-H, -f-p-=-==0 435

c > AT A |y 54 ( )
rezultd valoarea Tmpingerii arcului
pL’

= 4.36

B (4.36)
Cu aceste valori ecuatia (4.32) devine
4f

y =_L2X (L—x) (4.37)

si reprezinta ecuatia unui arc parabolic (care a fost stabilitd in paragraful 4.1).
Un alt caz il reprezintd arcul cu trei articulatii incarcat cu o presiune normald
la curba si de intensitate constanta p. (fig. 4.15)

Pentru obtinerea formei arcului
se utilizeaza relatiile diferentiale intre
eforturi s1 incarcari.

Astfel din relatia (4.15,c) rezulta
T=0, deoarece M,=0. Din relatia
(4.15,a), deoarece T=0 si p~=0 rezulta
N=constant, iar din relatia (4.15,b) se
obtine

P, = (4.38)

p

Fig. 4.15

Deoarece p,=constant si N=constant rezultd p=constant, deci p=R si in
consecintd curba arcului este un cerc de raza R.
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CAPITOLUL V

UTILIZAREA PRINCIPIULUI LUCRULUI MECANIC
VIRTUAL IN CALCULUL STRUCTURILOR STATIC
DETERMINATE

5.1. GENERALITATI

Principiul lucrului mecanic virtual reprezintd un instrument deosebit de eficace
pentru exprimarea conditiei de echilibru static al sistemelor de forte ce actioneaza
asupra unui corp sau a unui sistem de corpuri.

Principiul lucrului mecanic virtual se enuntd astfel: conditia necesara si
suficientd pentru ca un corp (sau un sistem de corpuri) sa fie in echilibru sub
actiunea unui sistem de forte este ca lucrul mecanic produs de sistemul de forte
parcurgind deplasdri virtuale si fie egal cu zero. In ceea ce priveste deplasirile
virtuale, ele trebuie sa fie infinit mici si compatibile cu legaturile sistemului de
corpuri. Acest principiu se mai numeste si principiul deplasarilor virtuale, deoarece
fortele reale parcurg deplasari virtuale.

Conditia de echilibru static se exprima astfel:

L= P, -dn; + X M; -dy; =0 (5.1)
unde dn, reprezinta proiectia deplasarii punctului de aplicatie al fortei P; pe directia
acestei forte, iar dy; reprezintd rotirea corpului asupra cdruia actioneazd momentul
M;.

Asa cum se stie din Mecanica Analitica, principiul lucrului mecanic virtual este
aplicat mecanismelor cu un grad de libertate. Mecanismele sunt sisteme de corpuri
care au un numar mai mic de legaturi decat numarul minim necesar pentru a obtine o
structura static determinata invariabila geometric.

Principiul lucrului mecanic virtual poate fi utilizat in cazul structurilor static
determinate pentru determinarea reactiunilor sau a eforturilor (N,T,M) din orice
sectiune.

Pentru aceasta structurile static determinate, care au un numar minim de
legaturi necesar asigurdrii invariabilitatii geometrice si fixarii in plan, se transforma
in mecanisme cu un grad de libertate prin indepartarea unei legaturi simple, i anume
de pe directia reactiunii sau a efortului ce urmeaza a fi determinat.

In ceea ce priveste suprimarea legiturilor pentru calculul eforturilor dintr-o
sectiune (fig. 5.1,a), aceasta se face dupa cum urmeaza:

- pentru determinarea fortei axiale se suprima legdtura care Tmpiedica
deplasarea relativa dupa tangenta la axa barei (fig. 5.1,b),
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Fig. 5.1

- pentru determinarea fortei tdietoare se suprima legatura care Tmpiedica
deplasarea relativa dupa normala la axa barei (fig. 5.1,c),

- pentru determinarea momentului incovoietor se suprima legdtura care
impiedica rotirea relativa a celor doud portiuni (fig. 5.1,d).

Pentru restabilirea situatiei initiale, pe directia legaturii suprimate se introduce
echivalentul mecanic S si se impune conditia de echilibru static dat de relatia (5.1),
respectiv

SL=S-ds+ 3 P;-dn; + 2 M;-dy; =0 (5.2)
unde ds reprezinta proiectia deplasarii punctului de aplicatie al marimii S pe directia
sa.

Conditia de echilibru (5.2), de lucru mecanic virtual nul, permite determinarea
necunoscutei S. Pentru calculul mai multor marimi statice (reactiuni sau eforturi) este
necesar sd se stabileascda mecanismul corespunzdtor pentru fiecare dintre ele,
impunerea unei depasari virtuale si evaluarea lucrului mecanic virtual.

Asa cum reiese din relatia (5.2) este necesar sa se determine proiectiile
deplasarilor punctelor de aplicatie ale fortelor pe directiile acestora, precum si rotirile
corpurilor, deplasari care se produc ca urmare a imprimarii unei deplasari virtuale
mecanismului considerat.

In mod obisnuit, fortele care actioneazi asupra structurii sunt forte orizontale
si/sau verticale si in consecinta intereseaza deplasirile pe aceste directii. In acest sens
se stabilesc diagramele de deplasari, care reprezinta proiectiile pe o directie data a
deplasarilor tuturor punctelor sistemului de corpuri raportate la axa de referintd
normald la directia data.

-96 -



5.2. STABILIREA DIAGRAMELOR DE DEPLASARI

Pentru construirea diagramelor de deplasari este necesara cunoasterea centrelor
instantanee de rotatie si a proprietatilor lor. Prin centru instantaneu de rotatie se
intelege punctul in jurul caruia se roteste un corp aflat in miscare relativa. Centrul
instantaneu de rotatie se gaseste la intersectia normalelor duse pe directiile vitezelor
punctelor corpului. Pentru un sistem de corpuri, pozitia centrelor instantanee de
rotatie se determind utilizind urmatoarea teorema de coliniaritate: “La sistemele
cinematice plane, trei centre instantanee de rotatie a trei corpuri oarecare sunt
coliniare”. Termenul de corp este atribuit si bazei de sustinere, care in cele ce
urmeaza se considera fixa.

In aceasta situatie centrele instantanee de rotatie pot fi clasificate in:

- absolute - se caracterizeaza prin faptul ca deplasarile acestor puncte sunt

egale cu zero,

- relative - se caracterizeaza prin faptul ca deplasarile sunt unice pentru doua

corpuri.

Pentru un sistem de n corpuri existd n centre absolute si C2 centre relative.

Tinand cont de clasificarea de mai sus, teorema de coliniaritate a centrelor
instantanee de rotatie capatd urmatoarele doua forme:

- centrele absolute a douad corpuri si centrul lor relativ sunt coliniare,

- centrele relative a trei corpuri, luate doud cate doud, sunt coliniare.

Uzual corpurile se noteaza cu cifre romane I, II, III etc., centrele absolute cu
(1), (2), (3) etc., iar centrele relative cu (1,2), (1,3), (2,3) etc.

Din definitia centrelor instantanee de rotatie, rezulta ca articulatiile cu baza de
sustinere reprezintd centre absolute, iar articulatiile interioare reprezintd centre
relative. In general pozitia unor centre instantanee de rotatie este cunoscuti din datele
problemei, astfel ca pentru trasarea diagramelor de deplasdri se determind numai
pozitia acelor centre instantanee care este necasard, utilizand teoremele de
coliniaritate enuntate mai inainte.

In continuare se prezinti mecanismul din figura 5.2. Macanismul este format
din trei corpuri I, II si III. Centrele absolute ale corpurilor I (1) si IIT (3), precum si
centrele relative ale corpurilor I si II (1,2) respectiv II si III (2,3) au pozitie
cunoscuta. Mai este necesar sd se determine pozitia centrului absolut al corpului II (2)
si a centrului relativ al corpurilor I si III (1,3). Centrul absolut al corpului II se
determina cu ajutorul corpurilor I si III aplicand prima teorema de coliniaritate.
Astfel (2) se gaseste la intersectia urmatoarelor doud directii:

(2){(2), (1,2),(D)
(2),(2,3),3)
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Centrul relativ al corpurilor I si III (1,3) se determind cu ajutorul celor doua
teoreme de coliniaritate. Astfel (1,3) se va gasi la intersectia urmatoarelor doua
directii

(1’3){(1,3), 1,(3)
(1,3),(2,3),(1,2)

Cunoscand pozitiile centrelor instantanee de rotatie se pot trasa diagramele de
deplasari, respectiv proiectiile deplasarilor punctelor corpurilor ce formeaza
mecanismul pentru o deplasare virtuald data.

Diagramele de deplasari se pot construi dupa orice directie, dar n practica sunt
folosite diagramele dupa directia verticala si orizontala.

In figura 5.2 sunt prezentate si diagramele de deplasiri ale mecanismului
pentru o deplasare virtuala v, imprimatd corpului I (pentru usurinta scrierii

deplasarilor virtuale se renuntd la litera d din fata lor, de exemplu deplasarea dn se
inlocuieste cu n, iar rotirea dy se inlocuieste cu v ).

(1,2)

Fig. 5.2
Din analiza diagramelor de deplasari se desprind urmatoarele concluzii:
- pentru fiecare corp diagramele de deplasdri au variatie liniard si se anuleaza
in punctele 1n care se proiecteaza centrele absolute ale corpurilor respective;
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- diagramele de deplasari a doua corpuri au ordonata comuna in dreptul
centrului relativ corespunzator;

- deoarece unghiul de rotire al corpurilor este acelasi fatd de ambele axe
(orizontala si verticald), rezulta ca directiile pozitiilor deplasate ale unui corp in cele
doua diagrame sunt normale. Acest fapt reprezintd o modalitate de verificare a
corectitudinii diagramelor;

-orice deplasare se poate determina functie de deplasarea datd mecanismului
prin relatii geometrice simple.

In concluzie, aplicarea concreti a principiului lucrului mecanic virtual in
calculul unei reactiuni sau al unui efort la structuri static determinate necesita
urmatoarele etape:

- se indeparteaza legatura corespunzatoare marimii statice ce urmeaza a fi
determinata si se introduce in locul ei echivalentul sdu mecanic;

- se stabilesc centrele instantanee de rotatie (absolute si relative) pentru
mecanismul obtinut;

- se imprima o deplasare virtuald mecanismului, care trebuie sa fie infinit mica
si compatibild cu legaturile, si se traseaza diagramele de deplasari;

- se determina rotirile corpurilor si deplasdrile punctelor de aplicatie ale
fortelor functie de deplasarea virtuald data:

- se scrie ecuatia de echilibru static sub forma lucrului mecanic virtual (5.2) de
unde se determind marimea staticd cautata.

Observatie: Dacad legdtura unui corp cu baza de sustinere este un reazem
simplu, atunci centrul absolut al corpului respectiv se va gasi pe perpendiculara la
planul de rezemare.

5.3 APLICAREA PRINCIPIULUI LUCRULUI MECANIC VIRTUAL
LA GRINZI GERBER

Exemplul 5.1 Pentru grinda Gerber din figura 5.3 sa se determine reactiunile
V3 s1 My, precum si forta taietoare T, , folosind principiul lucrului mecanic virtual.

Fig. 5.3

l40kN l S0KN 12kN/m l 24kN
L /
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Calculul reactiunii V3. Reazemul 3 se inlocuieste cu echivalentul sau mecanic,
o fortd verticalda V;. Astfel structura devine un mecanism cu un grad de libertate
format din doua corpuri (fig. 5.4), deoarece corpul I este fix.

40 80 24 72 24kN
I l 11 l l ~ ml (3) l
3 (1,2) T (2.3) AN
V3

(2)
II 111
I 1
. 5
fix 1 9 5 5 SN
\Vll—g - = — o Y =— 12
) 8 4 & T Hy
Fig. 5.4.

Corpul I este fix deoarece incastrarea din sectiunea 1 este o legdturd care
suprimi toate deplasarile posibile. In aceste conditii centrul relativ (1,2) devine si
centru absolut pentru corpul II (2). Centrul absolut pentru corpul III se determina
utilizand prima teorema de coliniaritate, respectiv

(3){(3), (2,3),(2)
(3)Lreazem

Pentru trasarea diagramei de deplasari se impune mecanismului o deplasare
virtuald (de exemplu o deplasare unitara pe directia reactiunii V;). Diagrama de
deplasari (figura 5.4) a fost trasatd tinand cont de particularitatile prezentate anterior,
respectiv intr-un centru absolut deplasarea corpului este nula, iar intr-un centru relativ
cele doua corpuri au deplasare comuna, iar diagramele au variatie liniara.

Conditia de echilibru static, utilizand principiul lucrului mecanic virtual este:

SL=0; V3-1—80~1—12~2-2—12-6-§+24-i=0
2 8 8 12

de unde rezulta
V, =102kN

Semnul fiind pozitiv rezulta cd sensul real este identic cu cel ales initial.
De remarcat faptul ca forta uniform distribuitad actioneaza pe doud corpuri si in
consecintd se determind ordonata pentru fiecare rezultanta a incarcarii.
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Calculul momentului M;. In locul incastririi se introduce o articulatie si o
reactiune moment astfel cd structura reald devine un mecanism cu un grad de
liberatate format din trei corpuri (fig. 5.5).

M, ro l 80 124 172 l 24kN
I 2
D R AR 11 2y 1 3)

( © O
% (1,2) PANNNEE) AN
1
== III
Vi =1 T e o i, 1
» Ll
I 4 2 4 WIII_E
II

Fig. 5.5

Folosind prima teoremd de coliniaritate se determina pozitiile centrelor
absolute ale corpurilor III si I11, respectiv
2),(1,2),1 3),(2,3),(2
(2){()( ),(D) (3){()( ), (2)
(2)Lreazem (3)Lreazem
Se imprimd mecanismului o deplasare virtuala v, =1(o rotire corpului I) si se

traseaza diagrama de deplasari pe verticala.

Conditia de echilibru static este

SL=0; Ml-1+4o-2+80-1—12~2%—12-6-%+24%=0

de unde
M, = —140kNm
Semnul minus (-) indica faptul cd in realitate sensul momentului este invers
decat cel considerat initial, respectiv fibra intinsa va fi cea superioara.
Calculul fortei tdietoare T, .. Pentru determinarea fortei T, . se elimind

legatura care permite translatia pe verticala si se introduce echivalentul mecanic care
este reprezentat de perechea de forte actionand pe cele doud fete ale sectiunii
respective (fig. 5.6).

In urma acestei operatii, corpurile II si III legate prin intermediul celor doi
penduli vor avea doar miscare de translatie relativa, respectiv vor raméane paralele
(centrul relativ (2,3) fiind la infinit pe orizontald). Celelalte centre absolute se
determina utilizind prima teoremad de coliniaritate. Se imprima mecanismului o
deplasare virtuala care constd intr-o deplasare relativa a sectiunii 3—¢ avand marimea
unitate si directia fortei tdietoare. Sectiunea din dreapta nu se va deplasa pe aceastd
directie, datoritd reazemului, ci numai portiunea din stdnga. Diagrama de deplasari
este prezentatd in figura 5.6.
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80 24 72 24KN
m .. v l 4) l (2,5) v (3,5)

L]

4_-b
ja)

=

R ]

I e & LA
) (2,3 (2,6) EOR
— l 1 l l l WIH — L T3—£¢ fT3_8
I Vo 8 5 g 4 2 24 1
fix Y 12
11 I v
Fig. 5.6

Ecuatia de echilibru static este:
SL=0; T, 1+80-1+12.2.1412.6.1204. L g
2 8 8 12

de unde rezulta
T, , = —50kN

5.4 APLICAREA PRINCIPIULUI LUCRULUI MECANIC VIRTUAL
LA CADRE PLANE

Exemplul 5.2. Pentru cadrul din figura 5.7 sa se determine reactiunea H; si
momentul incovoietor din sectiunea i utilizand principiul lucrului mecanic virtual.

120kN
40kN

- O 7 15kN/m
S
/
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Calculul reactiunii H,. Se indeparteaza legatura corespunzatoare reactiunii
orizontale si se introduce echivalentul mecanic, o forta orizontala H, (fig. 5.8).

Mecanismul astfel format cuprinde 3 corpuri ale cdror centre instantanee se
determina utilizand teoremele de coliniaritate astfel:

0 1), (1,2),(2) 3) (3),(2,3),(2)
(2)Lreazem (3)Lreazem
3 Q)
/] \
/' \
/] \
/| \
/] \111
(I ;o (1K
I\ / | \
|\ / | \)
| \ / |Z:12 \
y=e | N\ / | \
\ | \
| \ llzokN / | 1\
40kN | \ / | 54
g \ 30 /190 | 2\ \(1.2)
A\ / |
(1,2 l /o ! ‘
I \\\ 11 ;/;{3) 7\ In/2,3)\ I
\\ / Vi —L'
H \ / 12
‘ PN !
—A 5 (2)
RO
L N2 2 0
1 1 _W B
WI:E 3 Vi 12 Wm—36

Fig. 5.8

Se impune mecanismului o deplasare virtuald unitara pe directia reactiunii H;
si se traseaza diagramele de deplasari pe orizontala si pe verticala.

Conditia de echilibru static este

SL=0; H, 14401 -120-1415.2. L 415.6. L =0
2 3 12 12
de unde rezulta

H, =10kN
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Calculul momentului incovoietor M;. Elimindnd legatura corespunzatoare
momentului Tncovoietor din sectiunea 1 si introducand echivalentul mecanic se obtine
mecanismul din figura 5.9, care este format din 4 corpuri.

@4
/] \
/| \
/i \
/| \
/ | \
2) ST o\ Y
/’( / | \\
/| / ' \
ya / |,—12 \
// I / 1 2=
/Y0 / : W 1T
0| /] / | \\
40kN / ) / | 3) \
> X Ngddo /(90 | \\(1,2) (2,3)
/
A2) Ty ¢ | \
I
/ ml b4 v A (3.4)
/ / L /i
// /
/
(1L 3) (D) 1
% 3) WI:WIIIZE
31 2
(1) 2)2 1 2 4)
1 1 v =7
Vi 2 ) Vi =%
2
Fig. 5.9

Centrele absolute ale corpurilor II si IV se obtin utilizind prima teorema de
coliniaritate astfel
(2){(2), (2,3),(3) ( 4){(4), (3,4),(3)
(2),(1,2),(1) (4)Lreazem
In continuare se imprima mecanismului o deplasare virtuald, o rotire relativa a
articulatiei (2,3) (v, =1, adica y, +y; =1) astfel incat lucrul mecanic produs de

perechea de momente sa fie pozitiv.
Pentru inceput se traseaza diagrama de deplasari pe orizontald dupa care tinand
cont de ortogonalitatea diagramelor se traseaza diagrama de deplasari pe verticala.
Tinand cont de pozitia centrului relativ (2,3) se determina rotirile corpurilor 11
st III s1 apoi celelalte rotiri s1 ordonate necesare in scrierea ecuatiei de echilibru static.
Aceasta are forma
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SL=0; M; (g +\|;IH)+40-3+120-2+15-2%+15-6%=0

de unde rezulta
M, = -210kNm

5.5. APLICAREA PRINCIPIULUI LUCRULUI MECANIC VIRTUAL
LA GRINZI CU ZABRELE

Exemplul 5.3 Sa se determine eforturile din barele 6-8, 5-7, si 6-7 la grinda cu
zabrele din figura 5.10 utilizand principiul lucrului mecanic virtual

40kN 120kN

Wlos o
il

7 9I NN
80KN

e

Fig. 5.10

Calculul efortului S¢s. Se sectioneaza bara respectivda si se introduce
echivalentul sdu mecanic obtinandu-se un mecanism format din doud corpuri (fig.
5.11).

Imprimand o deplasare virtuala, respectiv o deplasare relativa egala cu unitatea
nodurilot 6 si 8 se obtin diagramele de deplasari. Tindnd cont de pozitia centrului
relativ (1,2) se determind rotirile corpurilor I si II si apoi ordonatele punctelor de
aplicatie ale fortelor.

Ecuatia de echilibru static este

SL=0; S68-1+40-%+120-1+80-1:0

de unde
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1
I 2 O

Fig. 5.11

Calculul efortului Is;. Se sectioneaza bara 5-7 si se introduce echivalentul sau
mecanic obtindndu-se un mecanism format din doua corpuri (fig. 5.12).

2
4} ) 2
I
|
I

Fig. 5.12

Deplasarea virtuald se considerda deplasarea relativda egala cu unitatea a
nodurilor 5 si 7 in sensul efortului Is;. Astfel pentru inceput se traseaza diagrama de
deplasari pe orizontala si apoi cea pe verticala. Deoarece nodul 5 nu se deplaseaza pe
orizontald, fiind pe aceeasi linie cu centrul absolut (1), rezultd ca deplasarea relativa
revine in totalitate corpului II. Astfel din diagrama de deplasari pe orizontala se
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determina rotirile corpurilor, iar din diagrama de deplasari pe verticala deplasarile
punctelor de aplicatie ale fortelor.
Ecuatia de echilibru static este
2 4 2

SL=0; I, 1-40-2-120-=-80-==0
3 3 3
de unde
Ss, = 240kN

Calculul efortului Dsg. Se inlocuieste bara 5-8 cu echivalentul sdu mecanic Dsg,
astfel ca mecanismul format cuprinde 4 corpuri (fig. 5.13). Utilizdnd cea de-a doua
teorema de coliniaritate se determind centrele relative (1,2) si (3,4) astfel

12) {(1,2), (2,3),(1,3) 34) {(3,4), (1,3),(1,4)
(1,2),(2,4),(1,4) (3,4),(2,3),(2,4)

Deoarece centrul relativ (1,2) este la infinit rezulta ca cele doud corpuri raiman
paralele in timpul miscarii. La fel se comporta si corpurile III si I'V.

Imprimand o deplasare virtuald (v, =1) se obtin diagramele de deplasari pe
orizontala si pe verticald. Deoarece centrul relativ (1,2) este la infinit rotirile celor
doua corpuri sunt egale (v, =y ), iar diagramele corespunzatoare corpurilor III si IV
se confunda.

Fig. 5.13
40 llZO
J\ 1LY 4
ﬁ» ¢ 1llp J 7t~ JV LIl
o 2 (1).2).4)

(2)

Ecuatia de echilibru static este
OL=0; Dy cosa-4+Dysina-8+Dggsina-12+40-4+120-8—-80-8=0
de unde
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CAPITOLUL VI

LINII DE INFLUENTA

6.1. GENERALITATI

In capitolele anterioare au fost studiate diferite tipuri de structuri de rezistenti
din punct de vedere al calculului eforturilor si al deplasarilor sectiunilor produse de
incarcari avand pozitie fixa.

In practica, in afara incircirilor care au mirime si pozitie fixa (cum ar fi
incarcarile permanente) existd si incdrcari mobile, cum ar fi: convoaiele de forte
produse de rotile locomotivelor si a vagoanelor la podurile de cale feratd, convoaiele
produse de podurile rulante, convoaiele produse de vehiculele pe pneuri la podurile
pe sosea.

Convoaiele de actiuni mobile sunt date in standarde. Astfel distanta intre
fortele unui convoi mobil este constanta, ordinea fortelor este fixa, iar orientarea si
marimea fortelor din convoi rdiman nemodificate.

Dimensionarea unei structuri supuse la forte mobile presupune cunoasterea
pozitiei celei mai defavorabile de solicitare pentru fiecare efort in parte. Aceasta
impune determinarea pozitiei care sa conduca la valoarea maxima a efortului cautat.
Rezolvarea acestei probleme se realizeaza prin folosirea liniilor de influenta.

Liniile de influenta se construiesc pentru o fortd mobild unitard si utilizarea lor
are la baza principiul suprapunerii efectelor.

Astfel, daca se considerd o structura parcursda de un convoi de forte Py, Py, ...
P, care la un moment dat are pozitia din figura. 6.1, atunci efortul S; din sectiunea 1
pentru orice pozitie a convoiului se poate scrie sub forma

S;=s; P +s, Py +...+s, P, (6.1)
unde s;; reprezintd efortul din sectiunea 1 cand pe structurd actioneaza numai o fortd
unitard Pi=1 aplicatd in sectiunea j.
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Relatia (6.1) se poate scrie pentru orice pozitie a convoiului pe structurd, dar
pentru o altd pozitie a convoiului, coeficientii s;; au alte valori. Coeficientii s;; poarta
numele de coeficienti de influenta.

Raportand acesti coeficienti de influenta fata de o linie de referinta se obtine o
diagrama denumitd /inia de influenta a efortului S;. Deci, linia de influenta este o
diagrama care reprezinta variatia unei marimi statice (reactiune sau efort)
dintr-o sectiune cand o fortd egala cu unitatea parcurge structura dintr-un
capat in celalalt. O ordonata a liniei de influentd reprezinta valoarea marimii statice
considerate cand forta egald cu unitatea se afla in sectiunea din dreptul ordonatei
respective.

6.2. MODALITATI DE CONSTRUIRE A LINIILOR DE INFLUENTA

Liniile de influentd se pot construi pe cale analiticd sau utilizdnd principiul
lucrului mecanic virtual (pe cale cinematicd).

6.2.1. Determinarea liniilor de influenta pe cale analitica

Determinarea pe cale analitica a liniilor de influentd se face utilizand ecuatiile
de echilibru static. Pentru aceasta se scrie o ecuatie de echilibru static care sa contina
atat efectul marimii necunoscute cat si al cauzei mobile unitare aplicat pe diferitele
portiuni ale structurii.

Astfel se obtin expresiile coeficientilor de influenta pentru fiecare domeniu al
structurii ca functie de o variabild independenta (pozitia fortei unitare). Reprezentand
grafic ecuatiile pentru fiecare coeficient de influentd in parte se obtine linia de
influenta cautata. Aceastd metoda este generala si se poate utiliza la orice structura
static determinata.

In continuare se prezinti metoda analitica pentru stabilirea liniilor de influenta
la grinda simplu rezemata.

Exemplul 6.1. Pentru grinda simplu rezemata din figura 6.2 se vor trasa liniile
de influenta ale reactiunilor V, si V,, a fortei taietoare T; s1 a momentului incovoietor
M. Se considera forta unitara P=1 aplicatad in sectiunea definitd prin distantele x s1 x’
fata de reazeme.
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Linia de influenta a reactiunii V.

P—1 Scriind o ecuatie de moment in raport cu

l punctul 2 rezulta
X'

2

Coeficientul de influentd al reactiunii V,

] 1

X X x' . - - . o
f———————fe——  este v, =7 s aratd marimea reactiunii V,

»y cand forta mobild se afld in pozitia curentd
1 definitd de distanta x’. Linia de influentd are o
l variatie liniara cuprinsa intre 1 si 0.
A T Semnul plus (+) indica faptul ca oriunde
V,

[a—y

Vi s-ar afla forta P=1, reactiunea are sensul
indicat. O ordonatd a liniei de influenta a
reactiunii  V; reprezintd marimea acestei
LV, reactiuni cand forta egald cu unitatea se afla
1 * chiar 1n dreptul ordonatei considerate.

Linia de influenta a reactiunii V,.

LV, Scriind o ecuatie de moment in raport

1 cu punctul 1 se obtine
1.x—V,-L=0

X

Fig. 6.2 Linia de influenta are variatie liniara
cuprinsa Intre 0 g1 1.
Linia de influentd a fortei taietoare T;. Se considerd grinda simplu rezemata din
figura 6.3 la care sectiunea 1 este definitd de distantele x; si x;”. Reactiunile au fost

determinate anterior, acestea avand expresiile V, =1-% sl V, =1%, astfel ca pentru

determinarea liniei de influenta se considerd doua domenii 1-1 si 1-2.
a) forta P=1 se gaseste pe intervalul 1-i (0 < x <x;).
In acest caz forta taietoare T; are expresia
x'-L __X_ v,
L L
deci forta taietoare are aceiasi variatie ca si reactiunea V,, dar cu semnul minus.
b) forta P;=1 se gaseste pe intervalul i-2 (0 < x’ <x;")
In acest caz forta tiietoare din sectiunea I are expresia

'

1=m=y%

T, =V, -1=
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deci forta taietoare are aceasi variatie ca si reactiunea V,

In concluzie linia de influentd este
formatd din doua segmente, de pe fiecare
interval 1n parte, in sectiunea I suma celor doua
ordonate fiind egald cu unitatea, aceasta
reprezentand scara liniei de influenta. Se oserva

5 + -7\ ca cele doua segmente sunt paralele.
] 2

le )|

o

le

|«

Linia de influentd a momentului
incovoietor M;.
e > Se considera aceeasl grindda (fig. 6.3)

L |  pentru care reactiunile sunt V,= 1~% s
1
l v, = 1%. Pentru determinarea liniei de
influentd M; se considera douad intervale, 1-1 si
Vi Vs c o~ A <
1-2, in care se gaseste forta Pi=1,

. - intervalul 1-1 (0<x<x;)
m f Expresia momentului incovoietor 1in

LT, sectiunea i este
X + X
EW Mi:VZ'Xi':X -
L
1 - intervalul 1-2 (0<x’<x;")

Expresia momentului Incovoietor in
sectiunea 1 este

LM, X"X.
\ V M; =V, -x; = :
L

v_ Cu aceste expresii, linia de inflentd a

momnetului Incovoietor M; este trasata in
figura 6.3.

Fig. 6.3

Momentul incovoietor M; capata valoarea daca forta P=1 este aplicata

in sectiunea 1.

6.2.2. Determinarea liniilor de influenta pe cale cinematica

Determinarea pe cale cinematica a liniilor de influentd se realizeaza cu
utilizdnd principiul lucrului mecanic virtual. Astfel structura se transforma intr-un
mecanism cu un grad de libertate prin eliminarea legaturii existente pe directia
marimii statice (reactiune sau efort) a carei linie de influentd urmeaza a fi trasata si
introducerea miarimii statice S. In aceasti situatie structura va fi incircati cu mirimea
statica S si cu o fortd egald cu unitatea. Imprimand mecanismului o deplasare virtuala
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si notand cu &s deplasarea pe directia lui S i cu 8p deplasarea pe directia fortei
unitare, expresia lucrului mecanic virtual capatd forma:

S-8s+1-8p=0 (6.2)
de unde rezulta
op
S=-1.—/ 6.3
56 (6.3)

Daca se alege 8s=-1, respectiv deplasarea pe directia lui S egala cu unitatea si

de sens contrar sensului lui S, atunci relatia (6.3) devine

S=35p (6.4)
relatie care aratd ca in aceste conditii mdrimea S este egalda cu marimea deplasarii
sectiunii in care se afla forta egald cu unitatea si are acelasi semn.

Sensul deplasadrii si implicit al efortului S este dat de sensul fortei egale cu
unitatea. Astfel daca deplasarea are loc in sensul de actiune al fortei unitate, atunci
semnul este plus, iar dacd deplasarea are loc in sens invers sensului de actiune al
fortei unitate atunci semnul este minus. In mod obisnuit convoiul de forte are sens
gravitational astfel cd daca diagrama de deplasari se gaseste sub axa de referinta
semnul este plus, iar daca se gaseste deasupra axei de referintd semnul este minus.

In concluzie, determinarea liniilor de influenti pe cale cinematici necesiti
parcurgerea urmatoarelor etape:

- se inlocuieste legatura corespunzatoare marimii statice S cu echivalentul sau
mecanic, astfel cd structura static determinatd devine un mecanism cu un grad de
libertate;

- se imprima o deplasare virtuala si se traseaza diagrama de deplasari;

- diagrama de deplasari se transforma in linie de influenta prin atagarea scarii si
a semnului, conform celor prezentate anterior.

6.2.2.1. Determinarea liniilor de influenta la grinzi Gerber.

Exemplul 6.1. Sd se traseze linia de influentd a reactiunilor Vi, V,, V4 si a
eforturilor T,,, si M, la grinda Gerber din figura 6.4.

1 2 3 4
/;;> D\ AN
’ 10 ez e 8 N
| e e
Fig. 6.4
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Tinand cont de etapele ce trebuie parcurse in stabilirea liniilor de influenta se
obtin urmatoarele rezultate:
- Linia de influentd LV, (fig. 6.5)

llkN
I (1 (1,2) II )
D = =

v, {

2 I
LV, 4/’/1.—:—7.—.7“--_‘
- —

_ + 20

n=1 0
Fig. 6.5

Din analiza liniei de influenta LV, rezulta cd daca forta unitara se gaseste pe
intervalul 1-2 sau 4-5, reactiunea V, este pozitiva, iar daca se gaseste pe intervalul 2-
4 este negativa. Pozitia fortei pentru care reactiunea este maxima este chiar sectiunea
1.

- Linia de influentd L'V, (fig. 6.6)

1kN
(1) : (12) ! 2) l

i 0 o) 5
10

Fig. 6.6
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- Linia de influentd LV, (fig. 6.7)

1kN
I () II
PaN FIX 2N T
V4
Lv, )
+ Bl
I 8
n=1
Fig. 6.7

Din linia de influentd LV, rezulta ca daca forta unitara se gaseste pe intervalul
1-2-3 (grinda principald) reactiunea V, este nula.
- Linia de influenta LT,,, (fig. 6.8)

- | | 11( ;) 11 (3)
AN FIx Z2 0 PAN
iT T2+a 3
LT2+a ( )/Ti
+
n=1 I
11
Fig. 6.8

Linia de influentd LM, (fig. 6.9)

1kN
kN
I Y7 ey (3)1
- -

@
(1,2)11 111
LM, /m\h\'\m |
2 g1 Iy

Fig. 6.9
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Observatie Diagramele de deplasari prezentate in paragraful 5.1 pot fi
transformate 1n linii de influentd daca deplasarile virtuale (egale cu unitatea) se
imprimd in sens invers actiunii marimii statice pentru care s-a trasat diagrama de
deplasari si se atageaza semnul conform celor prezentate anterior.

6.2.2.2. Determinarea liniilor de influenta la grinzi cu zabrele

Fatd de grinzile Gerber, trasarea liniilor de influentd la grinzile cu zabrele
necesita urmatoarele elemente suplimentare:

- trebuie precizatd calea pe care se deplaseaza forta unitate (cea superioara sau
cea inferioard);

- trebuie stabilitd scara.

In vederea stabilirii scarii se considera trei bare articulate intre ele (fig. 6.10,a).
Se sectioneaza o bara si se pun in evidenta eforturile S. Se considerd unul dintre cele
doua corpuri fix (corpul I) si se da o deplasare virtuala egala cu unitatea celuilalt corp
astfel incat punctul C se deplaseaza pe directia efortului S, respectiv CC'=5, =-1 (fig.

6.10.b).

Din figura 6.10,b rezulta

1

CC"=BC-y,, =h-

"Y1z (6.5,3)
cos o
ccC ds 1

o . (6.5,b)

cosa  cosa  coSsa

Din relatiile (6.5,a si b) rezultd v, :%. Astfel scara, reprezentata prin

ordonata verticald egala cu unitatea, se va construi in interiorul unghiului y,, la

distanta h de centrul relativ (1,2). De remarcat ca se traseaza numai diagrama de
deplasari pe verticala.
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Exemplul 6.2. Pentru grinda cu zabrele din figura 6.11 sa se traseze linia de
influentd a efortului din barele indicate utilizind metoda cinematica. Forta egala cu
unitatea se deplaseaza pe talpa inferioara.

e T

Fig. 6.11

- Linia de influentd LS4 (fig. 6.12). Se suprima bara respectiva si se pune in
evidenta efortul a carei linie de influentd urmeaza sd se traseze. Se determina
centrele instantanee de rotatie sl se imprimd o deplasare virtualda 8s=-1 pe directia
eforturilor sl se traseaza diagrama de deplasari pe verticala (deplasarea virtuala face
ca nodurile 6 si 8 sa se departeze, respectiv corpul I are o miscare de rotatie antiorara
iar corpul II o miscare de rotatie orara).

S68

SN h=4
n=1
v _1_ I II
LSes -8
O Y 1 . 1o
5 Vi ]
Fig. 6.12

Pentru ca diagrama de deplasari sa reprezinte linia de influentd i1 se ataseaza
scara si semnul. Semnul este negativ, deoarece deplasarea se produce in sens invers
sensului fortei unitate, iar scara se construieste n interiorul unghiului y,, la distanta
h=4 fata de centrul relativ (1,2).

Din urmatoarele relatii geometrice se pot determina rotirile celor doua corpuri,
care sunt utilizate la determinarea oricarei ordonate din diagrama de deplasari.
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0| —

_ Vi =

Yi+VYg =V, =

A=

1
h 1
12y =12y Vi :g

Observatie Cu ajutorul liniei de influentd se poate determina efortul din bara
respectiva pentru orice pozitie a convoiului de forte folosind suprapunerea de efecte
data de relatia (6.1).

Linia de influenta Msq (fig. 6.13). Se inlocuieste bara 5-7 cu echivalentul sau
mecanic obtinandu-se un mecanism format din patru corpuri.

n=1 11

LM, (D _ (2)

Fig. 6.13

Centrele instantanee de rotatie (absolute si relative) se determina utilizand cele
doua teoreme de coliniaritate, respectiv

12) {(1,2),(2,3),(1,3) 34 {(3,4),(1,3),(1,4) 12) {(1,2),(2,3),(1,3)
(1,2),(2,4),(1,4) (3,4),(2.3),(2,4) (1,2),(2:4),(1,4)
2),(1,2),(1 3),(13),1 4),(1,4),(1

(2){()( ) (1) (3){()( ) (1) (4){()( ) (1)
(2)Lreazem (3),(2.3).(2) (4),(3:4),(3)

Deoarece centrul relativ (1,2) este la infinit rezultd cd cele doud corpuri sunt
paralele in diagrama de deplasari (v, =y ). La fel se comporta si corpurile III s1 IV.

Se imprima o deplasare virtuala 8s=-1 pe directia eforturilor si se traseaza
diagrama de deplasari pe verticala (deplasarea virtuald face ca nodurile 5 si 6 sa se
departeze, respectiv corpul I si corpul Il au o miscare de rotatie orara. Se ataseaza
diagramei de deplasari scara si semnul. Semnul este pozitiv pe zona cuprinsa sub axa
de referintd si negativ pentru zona aflatd deasupra axei de referintd. Scara se
construieste in interiorul unghiului y,, la distanta h=4 fata de centrul relativ (2,4).

Pozitia centrului absolut al corpului IV se determina din relatiile de asemanare
ce existd in diagrama de deplasari, respective
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8y, 4-x
12y X

12
de unde x == 2,4

Din urmatoarele relatii geometrice se pot determina rotirile celor doua corpuri,
care sunt utilizate la determinarea oricarei ordonate din diagrama de deplasari.

1
1 Yy = 5o
h ’1
2,4y =8y Vv = _1 56

Vv tYnp=VYou =

N
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Tiraj exemplare

Predat multiplicare
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Teodorescu Ani-Violeta
Desenat Teodorescu Mircea-Eugen

Multiplicarea s-a facut in atelierele U.T.C.B sub
comanda nr.
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