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INTRODUCERE

Structurile static nedeterminate sunt acele structuri care au unnumar de legaturi
— interioare si/sau exterioare — mai mare decat numarul minim necesar asigurarii
invariabilitatii geometrice. In consecinti, numirul de necunoscute este mai mare
decat numarul ecuatiilor de echilibru static. Pentru calculul unei structuri static
nedeterminate este deci necesar sa se stabileasca un numar suplimentar de ecuatii.

S-a aratat in prima parte a acestei lucrari ca pentru rezolvarea problemelor in
Statica Constructiilor se utilizeaza doua dintre conditiile ce caracterizeaza echilibrul
structurii in pozitie deformatasi anume: conditia de echilibru static si conditia de
continuitate a deformatei cu legaturile (interioare sau exterioare).

in cazul structurilor static determinate pentru calculul reactiunilor si eforturilor
este suficienta conditia de echilibru static.

In cazul structurilor static nedeterminate pentru calculul eforturilor este
necesara utilizarea celor doua conditii prezentate mai sus.

In functie de ordinea care sunt utilizate aceste doua conditii rezulta cele doua
metode generale, utilizate in calculul structurilor static nedeterminate.

Daca se respectd permanent conditia de echilibru static iar pentru obtinerea
solutiei problemei se impune conditia de compatibilitate a deformatei cu legaturile se
obtine metoda eforturilor (metoda fortelor).

Dacd se respectd permanent conditia de compatibilitate a deformatei cu
legaturile iar pentru obtinerea solutiei problemei se impune conditia de echilibru
static se obtine metoda deplasarilor.

Utilizarea uneia sau alteia dintre cele doud metode depinde de avantajele pe
care le prezinta in calculul diferitelor tipuri de structuri.

in calculul structurilor static nedeterminate o importanti deosebiti o au
teoremele de rreciprocitate a lucrurilor mecaniceale fortelor exterioare, a deplasarilor
unitare si a reactiunilor unitare.

Teorema reciprocitatii lucrurilor mecanice ale fortelor exterioare — teorema lui
Betti — se enunta astfel: “lucrul mecanic efectuat de sistemul de forte P; parcurgand
deplasarile A;; produse de sistemul de forte P; este egal cu lucrul mecanic efectuat de
sistemul de forte P; parcurgand deplasarile A; produse de sistemul de forte P;”.

Forma matematicaa acestei teoreme este

ZPiAij :szAji (D

Teorema de reciprocitate a deplasarilor unitare (deplasari produse de forte sau
momente egale cu unitatea) se obtin din (1) astfel:

- se exprima deplasarile reale A;; s1 A;i in functie de deplasarile unitare d; s1 6;;

s1 fortele P; s1 P;
AijZSij'Pj;AjiZSji'Pi (2)

- scriind relatia (1) sub forma
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— =—rezultd 5, =3 (3)
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ceea ce reprezintd expresia matematicd a teoremei de reciprocitate a deplasarilor
unitare.
Enuntul acestei teoreme este: deplasarea produsa pe directia i de o forta egala
cu unitatea, actionand pe directia j este egala cu deplasarea produsa pe directia j de o
forta egala cu unitatea actionand pe directia i.
Teorema reciprocitatii lucrurilor mecanice si teorema reciprocitatii deplasarilor
unitare se aplicd atat structurilor static determinate cat si celor static nedeterminate.
Teorema de reciprocitate a reactiunilor unitare este valabilanumai pentru
structuri static nedeterminate si se obtine tot din forma generala (1) astfel:
- pe directia legaturii 1 se imprima deplasarea A; iar in legdtura j apare
reactiunea R;;
- directia legaturii j se imprima deplasarea A; 1ar in legatura 1 apare reactiunea
- se exprima reactiunile R; si R;i in functie de reactiunile rj; si rj (reactiuni
produse de deplasari egale cu unitatea) astfel:

R,=1-Aj R, =14 4)
- scriind relatia (1) sub forma

R, R,

XA rezulta 1, =, 5)

i i
ceea ce reprezintd forma matematica ateoremei reciprocitatii reactiunilor unitare.

Enuntul acestei teoreme este: reactiunea produsa in legatura i de o deplasare
egala cu unitatea pe directia legaturii j este egald cu reactiunea produsa in legatura |
de o deplasare egala cu unitatea pe directia legaturii j.



METODA EFORTURILOR

CAPITOLUL IX
PRINCIPIILE METODEI EFORTURILOR

Metoda eforturilor porneste de la analiza statica a structurii si utilizeaza ca
necunoscute eforturile (fortele) din legdturile suplimentare ale structurii static
nedeterminate. Numarul legaturilor suplimentare reprezinta gradul de nedeterminare
staticd a structurii. Analiza statica a structurii se refera la stabilirea gradului de
nedeterminare a acesteia.

Legaturile suplimentare pot fi exterioare, interioare sau exterioare §i interioare
(fig. IX.1).
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Fig.IX.1

Pentru grinzi drepte, cadre si arce gradul de nedeterminare statica se stabileste
cu relatia

N=3C-A-2S (IX.1)
unde N reprezinta gradul de nedeterminare statica, C numarul de contururi inchise
(intre bare sau intre bare si baza de sustinere), A numarul de articulatii simple, S
numarul de reazeme simple.

Pentru grinzile cu zabrele plane — la care nodurile sunt considerate articulatii
perfecte) relatia utilizata este:

N=b+r—-2n (IX.2)
unde b reprezintd numarul de bare, r numarul de legaturi simple cu baza de sustinere
si n numdarul de noduri.

Daca
N>0 structura este static nedeterminata
N=0 structura este static determinata



N<0 mecanism
In metoda eforturilor, pentru calculul unei structuri static nedeterminate, se
utilizeaza un sistem de baza, obtinut din structura reala prin eliminarea unui numar de
legaturi simple egal cu gradul de nedeterminare staticd a structurii. Sistemul de baza
este o structura static determinata si poate fi obtinut in diverse moduri (fig.1X.2).
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Fig.IX.2

Sistemul de baza se incarca cu fortele reale si cu necunoscutele Xi (care
reprezinta echivalentul mecanic al legéturilor indepartate). Fiind static determinat se
pot calcula eforturile si deplasarile pe directiile necunoscutelor. Solutia unica a
problemei se obtine punand conditia de compatibilitate a deformatei cu legaturile
reale, adicd deplasarea totala pe directia fiecarei necunoscute sd fie egald cu zero,
deoarece 1n realitate pe aceste directii exista legaturi fixe.

In acest mod se asigurd conditia ca sistemul de bazi si se comporte identic cu
structura reala, adica sa aiba aceeasi stare de eforturi si aceeasi forma deformata.

Aceste conditii se exprima astfel:

A=0, A=0,...A=0 (IX.3)
sau in forma dezvoltata
(8, X, +8,X, + ... +8, X +A, =0

0, X, +8,X, +.e. +0, X +A, =0
(IX.4)

ceea ce reprezintd un sistem de ecuatii liniare.
Elemente componente ale sistemului de ecuatii au urmatoarea semnificatie
fizica:
- necunoscutele X, X,, ..., X, reprezinta forte generalizate (forte, momente,
perechi de forte, perechi de mpmente),
- coeficientii necunoscutelor principale 0; reprezintd deplasarea pe directia
necunoscutel X;, cand sistemul de baza este incarcat numai cu necunoscuta
Xi=1,
- coeficientii necunoscutelor secundare d; reprezinta deplasarea pe directia

necunoscutei X;, cand sistemul de baza este incarcat numai cu necunoscuta
ijl,



Acesti coeficienti respecta conditia 6;=0;;
- termenii liberi A;, reprezintd deplasarea pe directia necunoscutei X; cand
sistemul de baza este Incdrcat numai cu fortele reale.
Pentru grinzi drepte si cadre formate din bare drepte coeficientii
necunoscutelor si termenii liberi au expresiile:
m.m 0

m’ ‘ m.M
0. =|—dx)0; 0. =06, =|—2>dx; A =|—2=dx (IX.5
ii _[ EI > ij ji J‘ EI ip J. EI ( )
unde m;, m; sunt diagrame unitare produse de X;=1, X;=1 actionind separat pe
sistemul de baza, iar Mg este digrama produsa de fortele reale.

Se constatd din expresiile coeficientilor necunoscutelor ca acestia depind
numai de caracteristicile structurii. Numai termenii liberi depind de incarcarile reale.
Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii (IX.6) se pot calcula momentele
incovoietoare pentru structura reala, prin suprapunere de efecte:
M =M +m X +m, X, +..+m -X (IX.6)

Fortele taietoare se determina din conditia de echilibru a fiecarei bare, separate
din structura si incdrcatd cu fortele reale (dacd exista pe bard) si cu momentele
incovoietoare din diagrama M,

Fortele axiale se calculeaza din conditia de echilibru static al fiecarui nod,
presupus detasat din structura.

Deoarece este posibil ca pe parcursul calculului numeric sa se produca greseli
este necesar sa se verifice rezultatul final.

Conditia eficientd de verificare este conditia de compatibilitate a deformatei cu
legaturile reale ale structurii static nedeterminate.

Deoarece diagrama M, respecta conditia de echilibru static (fiecare diagrama
din (IX.6) respectand aceasta conditie) este necesar ca aceasta diagrama sa respecte si
conditia de compatibilitae a deformatei cu legaturile.

Conditia de verificare este

A=0 (IX.7)
unde directia 1 reprezinta directia unei legaturi existente.

Se demonstreazad cd o deplasare pe o structura static nedeterminata, incarcata
cu forte, se calculeaza cu relatia

mM m'M

A==y

unde M, este diagrama finald, m; diagrama pe structura static nedeterminata incarcata
cu o forta P=1 pe directia deplasdrii, iar m o diagrama obtinutd pe orice sistem de
baza (static determinat) derivat din structura reald si incarcat cu forta P=1 pe directia
deplasarii cautate. A doua forma a relatiei (IX.8) conduce — asa cum se va vedea in
aplicatii ulterior — la un volum de calcule mult mai mic, comparativ cu prima forma a
relatiei (IX.8).

Calculul practic al structurilor static nedeterminate prin metoda eforturilor,
implica parcurgerea urmatoarelor etape:

=dx (IX.8)



- se stabileste gradul de nedeterminare statica a structurii,

- se alege sistemul de baza,

- se traseaza diagramele unitare m; si MZ , pe sistemul de baza,

- se calculeaza coeficientii necunoscutelor d; 1 6;; $1 termenii liberi Ay,
- serezolva sistemul de ecuatii si se obtin necunoscutele X;,
- se determind diagrama finald de momente incovoietoare M,,

- se verifica diagrama M,,
- se calculeaza fortele taietoare,
- se calculeaza fortele axiale.

APLICATII

A Sa se traseze diagramele de eforturila elementele sau structurile static static

nedeterminate urmatoare:

Problema 9.1 (fig.9.1)
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Grinda este o singurd data static
nedeterminata.
Conditia de compatibilitate este
A 1:0
cu forma dezvoltatd 8, X, + A, =0

Calculul coeficientului necunoscutei

2 3
8, :J&dx:L-l-L-L %LZL
EI EI 2 3 EI
Calculul termenului liber
A = mlMg __Llp_Lz E =
" El El 3 2 4
__pl
~ 8EI
Ly _PL' 5. x 30k
3EI 8EI 8
Se constatd cad efortul X; nu depinde
de produsul EI.

Momentele incovoietoare finale se
calculeaza prin suprapunere de efecte
M, = ME +m, X,

:p_L2_§ 12 :£

M
2Ty TP Ty



Forta tdietoare se calculeaza considerand grinda incarcatd cu forta uniform
distribuita si cu momentul idn incastrare si scriind conditia de echilibru static.
L’ pLl’ S5pL 3pL
ZM1:O; T21'L_p -P =0; T, = > ; T, =X, = b
8 8
3pL
8
Momentul incovoietor maxim in camp are loc in sectiunea in care forta
taietoare se anuleaza.
5pL 5
T :L—p-x; T =0; x=—L;
8 8

X

SpL

Verificare D Y, =0; TZl—pL+T12:O;T—pL+ 0

_SpL SL pL® 251" 9pL’
- 8 8 8 P 128 128

Problema 9.2 (112.9.2)
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Structura este o singurd datd static nedeterminata. Sistemul de baza si
diagramele m; si Mg sunt date direct 1n figura.

Conditia de compatibilitate este A;=0 si are forma dezvoltata

0,X, +A,=0
2
S, :J'ﬂdx:L.1.6.1+L.l.1.9.%1:l
El EI 3EI 2 3 EI



m,M] 11 11 2. 1920

A, =[——Ltdx=——-—:6-480-1-——-9-480-~1=
EI EI 2 3EI 2 3 EI
X, = —ﬂ _1920 274,285
811
Momentele incovoietoare finale se calculeaza cu relatia
M =M’ +mX

M, =0+1-274,285=274,285kNm

M,, =—-480—-274,285=-205,715kNm
Fortele tdietoare se calculeazd scriind echilibrul barelor, iar fortele axiale
scriind echilibrul de nod.

Problema 9.3 (112.9.3)
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Fig.9.3

Structura este de doud ori static nedeterminata.Conditiile de compatibilitate
sunt  A;=0, A,=0 cu forma dezvoltata

5, X, +0,X, + A, = 0
5, X, +0,X, + A, = 0

-10-



8, = [k dx = 1 11s.,. (29 l6)+l-5-6-(l9+z6) + L 166262
El  2EI|2 373 )2 373 )| 3B 2 3

166,
EI
m m, 1 |1 40
% =0 =T :‘?{5 6ﬂ G
2
5, = &dX:L 1 %4:_
EIl 2E1 2 3 3EI

m M’
A, =[—Ftdx=- L5 040. (39 l6j _ 1650
El 2EI| 3 4 4 El
m, M’
ZP_J' dx = 1 .1.5.240.34:@
EIl 2EI 3 4 EIl

Sistemul de ecuatii este
166,5 % 40 1650

B N TR T {166,5X1 40X, ~1650=0
40Xl 40 R 600 _0 — 120X, +40X, +1800=0
El 3EI EI

1ar necunoscutele au urmatoarele valori X, =-3,225; X, =-54,678

Diagrama finald de moment incovoietor se obtine prin suprapunere de efecte:
M =M’ +m, -X +m, - X,
p p
si este data in figura 9.3.

Problema 9.4 (fig.9.4). Structura este aceeasi de la aplicatia precedentd, dar se
va utiliza un alt sistem de baza.

-11 -



Conditiile de compatibilitate A;=0, A,=0
Ecuatiile de conditie
{SHX1 +38,X,+A, =0

0, X, +8,X,+A, =0

112 22 205
3EI 2 3 33 EIl
T A s
EIl 2EI1|2 3\3 33 3EI 2
m: 1 1 _828 1 1 _ 828 10,667
522:j dx=——.—.5.2.2. 2 6.2 2=
EI 21 2 333 3EI 2 333 3EI
l’l’lMO L A2
A, :I ! PdX:L _1.5.160.(11+2.2j_2.30 4 .5
’ EI 2EI| 2 3 33) 3 8
L1 60222310
3EI 2 33 EIl
m, M’ . 4?
A2:j21’ =1l-51602§ 2.304.5l§+
b EI 2EI| 2 33 3 8 2 3
Ll g, 2.8 772333
3EI 2 33 EI

Sistemul de ecuatii
2,055X, —3,778X, -310=0
—-3,778X, +10,667X, + 773,333=0

Necunoscutele au valorile

X, =50294; X, =-54,696

Diagrama de momente incovoietoare pe structura reald static nedeterminata
este data in figura 9.4, valorile fiind obtinute prin suprapunerea efectelor

M =M’+m, -X, +m, -X,
p p

Observatie: Micile diferente inregistrate comparativ cu cazul precedent sunt normale,

calculul fiind efectuat cu un anumit numar de zecimale.



Problema 9.5 (£i2.9.5)
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M, 5,745 65,874 Np 87,316
- Fig.9.5 -
Ecuatiile de conditie
0, X, +98,X,+A =0
0, X, +06,X,+A, =0
S, = J‘ ‘d _i 1-6-6-26+L-6-9'6:&
El El 2 3 3EI EIl
512=521=jm1m2dx_—i- 9.lg__2%
EIl 3EI 2 EIl
m; 1 1 2 I 1 2 72
0, =|—dx= . ‘64— — C6=—=
El  3EI 2 3 2EI 2 3 El
m, M’
A, ZJ.#d :_L.E.g.l 2-6:—%
’ El 3EI 3
m,M’
_I :L.z.g.l 16:%
EIl 3EI 3 EIl

-13-



Sistemul de ecuatii
252X, -54X, -1944=0
—54X, +72X,+972=0
Necunoscutele au valorile
X, =5,745; X, =-9,19
Diagramele de moment incovoietor, fortd tdietoare si forta axiala sunt date in
figura 9.5.

Problema 9.6 (fig.9.6) Aceeasi structurd ca in cazul precedent cu o alta
incarcare. Alegand acelasi sistem de bazd, diagramele unitare §i coeficientii
necunoscutelor nu se modifica — deoarece depind numai de caracteristicile structurii —
dar se obtine o noua diagrama Mg st alte valori pentru termenii liberi.

|
[ g g 193,842

360 12231 //‘/ 207,69

- Fig.9.6 -
Calculul termenilor liberi
m M° . 62
A, :J‘#dxz_i 1-6-36O-z6+g-20 6 -6-16 _
P El EI| 2 3 2
_L.l.%o. 16:__8640
3EI 2 3 EI
m,M"°
A, _J' 2 p :_L.lg . -16:@
P El 3EI 2 3 El

Sistemul de ecuatii
{252){1 — 54X, —8640=0

— 54X, +72X, +1080 =0

-14-



Valorile necunoscutelor sunt
X, =34,615; X, =2,308
Diagrama de momente Incovoietoare pe structura reala este data direct in figura
9.6.

Problema 9.7 (fi2.9.7)

10kN/m
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7/ 3001 M 48,75 7)/
= -/
1 Xo=1 40 %
m; TIO 0 Tso M,
MP
- Fig.9.7 -

Conditiile de compatibilitate A;=0, A,=0
Ecuatiile de conditie
{SHXl +8,X,+A, =0

0, X, +8,X,+A, =0

(M2 g6 2 g 150
EI EI 2 3 El EI
812:821__|.rnrn dXZL l 663=§
EI 3EI 2 EI
822: &dxzil 23 L'3'6-3=2—7
EI 2EI 2 3 3EI EI
m, M"*
1M g L (L6 36 s020)
’ EI 3EI\ 3 4 2 3

_i.180.3.6:_ﬂ
EI EIl
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m,M’
A, :I 2 PdX:_L.3.120.%3_L.l.6.300.3:_@
b EI 2EI 3 3EI 2

Sistemul de ecuatii
{156X1 +18X, —4980=0

18X, +27X, —1260=0

si valorile necunoscutelor
X, =2875; X, =275
Momentele incovoietoare pe structura realda au fost calculate prin suprapunere
de efecte
M =M’ +mX +mX,

si au fost reprezentate 1n figura 9.7.

Problema 9.8 (112.9.8)

X1
15kN/m 15 —_— —
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M ?/‘/1\//[,,

- Fig.9.8 -

Conditiile de compatibilitate A1=0, A,=0
Ecuatiile de conditie
{SHXI +38,X,+A, =0

0, X, +06,X,+A, =0

-16 -



Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenii liberi

811:J‘&dx:3-1-4-4-%4+L-4-6-4=2£
EIl El 2 3 2Kl 3EI
d,=9, = .[ MM 4x = 0 deoarece diagrama m, este simetrica iar diagrama m,
este antisimetrica
5, = [Magx=—t 13325, 2 5345
El 2EI 2 3 El El
m M’
A, :j ! PdX:L.l.120.4.§4+L.l.6.120.4:@
b El EI 3 4 2EI 2
m, M’
A, = [T gy =1 Lyng.g34 L 1-6-120-(33—13 _ 660
’ EIl El 3 2EI| 2 3 3 EIl
Sistemul de ecuatii
%Xl+1200:0
90X, +660=0

cu necunoscutele
X, =-13,235; X,=-7334
Diagrama finalda de momente incovoietoare este datd direct in figura 9.8.

Problema 9.9 (fig.9.9)
40kN; 40 X X2 Xl:l_ .
! 1 s 6= 70
e d SB m;
Xo=1
m; MP MP

- Fig.9.9 -
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Conditiile de compatibilitate A;=0, A,=0
Ecuatiile de conditie
0, X, +6,X,+A, =0
0, X, +06,X,+A, =0

Calculul coeﬁcientilor necunoscutelor si termenii liberi

S :j ld _1.1 6-6-%6+L-l-6-6-26=%
El El 2 3  2EI 2 3 El
5,=5, :j%dX:_L.lﬁ 6- 2 :_ﬁ
El 2EI 2 3 EI
5 oM L g 26, L1 c a0 108
EI 2EI 2 3 EI 2 3 EI
m M’
A, =[— B ax=L.1.6.240.26=2%
’ EI El 2 3 EIl
—I pdX 0

Sistemul de ecuatii
{108X1 -36X, +2880=0

~36X, +108X, =0

cu valorile necunoscutelor
X, =-30:

1 ; X, =-10
Diagrama M, este data in figura 9.9.
Din analiza diagramei finale de moment incovoietor rezultdi urmatoarea
concluzie:
- in cazul unei astfel de incarcari, structura avand stalpii de aceeasi lungime,
momentul fortei orizontale raport cu sectiunea de incastrare — notat cu

M, =40-6=240kN se distribuie stdalpilor proportional cu momentul de

2

inertie al acestora.

pentru stalpii marginali M=M, - % =240- % = 60kNm

pentru stalpul central M=M,, - % =240 % =120kNm

- 18-



Problema 9.10 (112.9.10)

60kN X2 Xi1=1
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Xr=1
- - £ »
2 2 12%‘ 30§ % 30
6 | Lo 180
6 % 360/7_/7 S g Z VZ ST
M M,

P

- Fig.9.10 -

Diferenta fata de aplicatia precedentd consta in faptul ca stalpii au sectiunea
variabila trepte. In aceasta situatie integrarea se face pe parti de stalp.

2
3, :jm—dx=L-l-2-2-%2+£F-2-4-(22+§6j+%-4-6-(§6+%2ﬂ+

EI EI 2 3 1|2 3
2EI 2 37 6EI|2 373 ) 2 33 3EI
5 116
22 11 3EI
slzzjﬂdX:_L l-2-4-(%2+l6j+l-4-6-(z6+12) _
EI 6EI| 2 373 ) 2 373
_ L, ,2, 16
2EI 2 37 9EI
m M’
b= —=Tdx = 1L 4000 (22 l6)+1-4-360-(26+lzj +
P EI 3EI| 2 373 ) 2 373
+i.l.2.120.22:@
EI 2 3~ 3EI

A, —I M, dX 0
Slstemul de ecuatii
348X, -116X, +13920=0
—116X, +348X, =0

cu urmatoarele valori ale necunoscutelor
X, =-45; X,=-15
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Diagrama M, este data in figura 9.10.

Se constatd aceeasi distributie ca in cazul precedent si aceasta din cauza ca
raportul momentelor de inertie pe cele doud zone ale stilpilor marginali si ale
stalpului central este acelasi (egal cu 2 in acest caz).

Daca raportul momentelor de inertie nu este acelasi pe ambele zone distributia
momentului fortei orizontale My urmeaza o alta lege.

Problema 9.11 (f12.9.11)

6 =
_40KN . xf  ITTI
31

mj

6 131,6115’486

sz—l 1T 240 92,90/\/| 147,096
40

bt "
o |40
MP

A
1 12
m>
- Fig.9.11 -

Conditiile de compatibilitate A;=0, A,=0
Ecuatiile de conditie
0, X, +6,X,+A, =0
0, X, +06,X,+A, =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenii liberi

2
5 =M™ are L6260 66606262180
EI EI 2 3  3EI 2EI 2 3 EI
5]2:521:jmlmZdX:_L.l.6.6.6:_§
EI 3EI 2 EI
5= Maxe 2 o626 L g3.6-156
EIl 3EI 2 3 EI EI
m, M’
A, :J‘#dx:L-l-6-240-6+L-1-6-240-26:@
’ El 3EI 2 2EI 2 3 EI
m, M’
A, =[— pdx:—L —-6-240-26:—ﬂ
’ 3EI 3 EI
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Sistemul de ecuatii
180X, —36X, +2880=0
{— 36X, +156X, -960=0
cu valorile necunoscutelor
X, =-14,484; X, =2,581
Diagrama finald de momente incovoietor este data in figura 9.11.

B Sa se verifice diagrama de moment Incovoietor si sa se calculeze deplasarile
indicate la urméatoarele structuri.

Problema 9.12 (fig.9.12) Translatia pe verticald va.

3,854 60
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Conditia de compatibilitate A;=0
Ecuatia de conditie 6, X, +A, =0

2
EI EI 278 3 8 2EI | 2 8 3

s (B L)) s
3 38

El
m M’
A, :Jl_dxz_i 1 518,75 2. é L _1.5.18985.(%.§+11j+
’ EI EI 2 38 2 38 3
soaas (23,0
2 3
A
X, =——"= 17968 =3,854
d 4,662

11

Diagrama M, este data in figura 9.12.

Verificarea diagramei M,. Se verificd dacd rotirea relativd din sectiunile

nodului B este egald cu zero.
2 1 U s eaa2.5,0),
2EI| 2 38 3

M
o = [~ ax=— 2. L5634 2.2 4
EI El 2 38
+l 5-3,854- ( 1 j l 5-3,854-(21+l-§j+
2 2 3738
+ L5 4366 (3 £ —1)
2 3873

o = 24040 | 1 (54 63751 8.4306+8.4306 + 81,8625)

? El 2EI

0% = — 34,041;; 34,0431 ~0

Calculul deplasarii pe verticala a sectiunii A

M m
vo= [ g 22 L s 3a. 20 LI L g5 (21650 Lagsa)s
El EI 2 3 8 2EI| 2 8 \3 3

Ls 12 3664 tagsa||+ L lin60. 302
2R3 3 EI 3 4

153,783 .
= metri
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Problema 9.13 (fig.9.13) Deplasarea pe orizontald u,

20kN/m 20 9

F 3 3 3 v, F 33
21 -
o °P X]T mi Xl:lT

6 3 vi1
360

77,934
3 27,978

m:
Xr=1
1
—_— 3 360 360
>~ ‘<r)'
3 120

\C
é AN

- Fig. 9.13 -

Conditiile de compatibilitate A;=0, A,=0
Ecuatiile de conditie
{SIIXI +8,X,+A, =0

0, X, +06,X,+A, =0
Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenti liberi

2
Sllzf%dx é % 323 %3+%-B-6-3-(§3+%9j+

+l- ( 3+29j — 9 6 9—333’73
2 3 El

-23.-



5, =0, = [MMge L. L3p3.25- L6 (9”)
EI EI 2 37 3EI 2

:L.9.6. 13_13 :_48’73
2EI1 2 2 EI

522:J‘mZdx:L.l.3\/§.3.%3+i.3.6.3+i. 1-3-6-(%3—13)+
El EI 2 3 3EI 2EI | 2 3 3

+l.3.6.(23_lﬂ:39a73

2 3 3 EI

m, M’
_J X:—L-l-6-360-(§9+l3j—L-6-36O-9:—M
El 3EI 3 4 4 2EI EIl

0
Ay =[P Mg L L6 360,34 L6360 (13—l3j 20
El 3EI 3 2EI 272
Sistemul de ecuatii
333,73X, —48,73X, ~11520=0
{— 48,73X, +39,73X, +720=0

cu necunoscutele
X, =38,826; X, =29,500
Diagrama M, este data in figura 9.13.

Verificarea diagramei M,,. Se calculeaza rotirea sectiunii din incastrare.

M m’
0, :jp—eldx:L-1-6.1-(199,066—377,934]+L ~L6.99,066. 1. 14
El 2EI 2 3 3 3EI| 2 33

+E.2O'6 611 1 6-27,978 - 2. l}_
3 8 23 2 33
L3707 2.1
EI 2 33
6 = 28,40;: ; 28399

Calculul diagramei M, a fost corect.

Calculul deplasarii ua
Considerand acelasi sistem de baza ca pentru calculul eforturilor se obtine:

M, m’
cax= L L6 (§99’066 _%77)934) _ 170,406

- I metri
EI 2El 2
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Problema 9.14 (fig.9.14) Deplasarea u,

20kN 20 6
N I e N
20kN | ! 20
—_—
21 31 MI TXz
777 ST SB 6‘, 6 m,
l 6 | 1
I >
35,22 |/7/|/|//
6 60 24,78 éﬁjj?
Xa=1 T 40 5 i 58,692
Oy = © 180 ~v M, 86,088 M,
) m; 180
v
1
e
1 I\V\'\ 3
Jdv! m’ 6 L -
21 ~—v muA
6
- Fig.9.14 -
Conditiile de compatibilitate A;=0, A,=0
Ecuatiile de conditie
0, X, +6,X,+A =0
0, X, +8,X,+A, =0
Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenii liberi
2 1 1 2 1 1 186
8, = m, - .- 6-6-26+—-6-3-6+—-6-3-6=——
EI 3EI 2 3 EI 2EI EI
m m 1 54
0,=90, =|—2dx=—-- =—
2 =8 =] EI 2EI EI
2
5 Mol Lg6 20 L 63678
EI 3EI 2 3 2EI EI
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m M’
A, =[—— dx=—1.13.60.6-1 .3.6. (60“80):—1620
’ EI El 2 2EI 2 EI
m,M; 1 260+180 960
A, = ——_ 3.6 0
El 2EI 3 El
Sistemul de ecuatii
186X, + 54X, —1620=0
54X, +78X, -1080=0
cu necunoscutele
X, =587; X,=9,782
Diagrama M, este datd in figura 9.14.
Verificarea diagramei M,,. Se verifica rotirea din incastrare.
M m, _
6, :j—p < dx:L-l-3-(86’O88 33’912j L 1-6- 2. 58,692
EIl 2EI 2 3EI 2 3

0 — 39,132 -39,128

1 ~0
EI

Calculul deplasarii ua

Mm 1 1 2 1
u, =[—"tdx=—-—-3-3:| 224,78 - -3522 |+
EI EI 2 3 3

+L l-3-3- l86,088—%33,912 +
2EI| 2 3 3

+ 1306286088 133012 ]| = 108900 et
2 3 3 EI
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CAPITOLUL X

PROCEDEE PENTRU REDUCEREA
CALCULULUI NUMERIC

Rezolvarea structurilor static nedeterminate prin metoda eforturilor necesita
efectuarea unui mare volum de calcule numerice, in special pentru determinarea
coeficientilor necunoscutelor, a termenilor liberi si a necunoscutelor. Acest volum de
calcule creste rapid odata cu cresterea numarului de necunoscute.

In vederea reducerii volumului de calcule au fost elaborate unele procedee
specifice metodei eforturilor.

Aceste procedee sunt:

a) procedeul gruparii necunoscutelor, care poate fi utilizat atat pentru calculul

structurilor de forma oarecare cat si pentru calculul structurilor simetrice;

b) procedeul ortogonalizarii diagramelor unitare, care poate fi utilizat pentru

structuri oarecare;

c) procedeul semistructurilor, care este utilizat numai pentru calculul

structurilor simetrice.

a) Procedeul gruparii necunoscutelor

Avantaje deosebite se obtin prin utilizarea acestui procedeu in calculul
structurilor simetrice. Conditia care se impune 1n acest caz este ca sistemul de baza sa
fie simetric. Necunoscutele se grupeazd in necunoscute simetrice §i necunoscute
antisimetrice, astfel incat sistemul general de ecuatii se descompune in dou"sisteme,
unul care contine numai necunoscute simetrice §i unul care contine numai
necunoscute antisimetrice.

in figura 10.1 se prezintd un exemplu de grupare a necunoscutelor simetrice si
antisimetrice.

X3<
3k |
D L TXk‘uak . TX] TX&\"NX lX4
Eg 2 Eg 5
3 necunoscute 2 necunoscute
- Fig.10.1 -

In cazul structurilor de forma oarecare — pornind de la observatia ca diagramele
unitare trebuie sd fie liniar independente — se poate obtine solutia corectad a problemei
chiar daca se utilizeaza mai multe sisteme de baza (a se vedea problemele 10.1 si
10.2).
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b) Procedeul ortogonalizarii diagramelor unitare

Doud diagrame unitare m; $1 m; sunt denumite ortogonale dacd satisfac
conditia:
m,m,

5,=8,=] odx=0 (X.1)

Cazul tipic de diagrame ortogonale sunt diagramele simetrice si antisimetrice.

In cazul general procedeul conduce la un volum foarte mare de calcule si nu
este avantajos. Cazul in care procedeul este utilizat cu succes este cazul arcelor static
nedeterminate — dublu incastrate ( a se vedea Capitolul 11).

c¢) Procedeul semistructurilor

Pornind de la structura reald simetrica, aceasta se sectioneaza in axa de simetrie
obtinand ceea ce se numeste semistructura. Aceastd semistructurd trebuie si aiba
aceeasi comportare ca in structura reald si in consecinta in sectiunile practicate se vor
introduce niste legaturi care si joace rolul jumatatii de structurd indepartati. In
functie de 1Incarcare — simetricd sau antisimetricdA — rezolvd semistructura
corespunzatoare.

In figurile X.2 si X.3 se prezinti semistructurile corespunzitoare incarcarii.

Structura si Semistructura Semistructura Conditii pentru
incarcarea sectiunea de pe axa de
simetrie

u=0, 2=0, v220

d J _i_@ _l_l\){ﬂ H?20, M?0, V=0
J

H
Il | E | < | H20,M20, v=0
T — u=0, 2=0, v?0
777 e Y ST77 M
] ! LE J_jﬁ H?0, M20, V20
\ u=0, 2=0, v=0
7 77
- Fig.X.2 -

-28 -



Structura si Semistructura Semistructura Conditii pentru
incarcarea sectiunea de pe axa de
simetrie

J J _¢_¢E _l_%ﬂg H?0, M?0, V=0
J

u=0, ?7=0,v??0

> -7 M

H
l ! E l 74— H?0, M?0, V=0
P — u=0, 2=0, v?0

— 7 y ST M
] l d E J_yﬁ H?0, M?0, V20
Vv u=0, ?2=0, v=0

777
- Fig.X.3 -

In cazul in care axa de simetric se suprapune peste axa unei bare,
insemistructura corespunzatoare incdrcarii antisimetrice bara respectiva se considera
cu momentul de inertie pe jumatate. Dupa obtinerea diagramei de momente
incovoietoare pe semistructurd, cand se trece la structura intreaga, pe aceasta bara se
dubleaza valoarea momentului incovoietor, pentru a respecta conditia de echilibru
static al nodului structurii reale.
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Problema 10.1 (fig.10.1) Rezolvare utilizand mai multe sisteme de baza (a se
vedea problema 9.14).

Xi1=1 6
5 AN W/T
Xor=1
mi =
m»
35,22|7/|/|/'/
33,912
24,78157_
86,088_~<158.692
MP
- Fig.10.1 -
Ecuatiile de conditie
0, X, +9,X,+A =0
0, X, +8,X,+A, =0
Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi
5, = m o2 L6260 3662120
EI 3EI 2 3 EI EI
SIZ:SQI:ImImZ dX——L-l-6-6-%6:—%
EI 3EI 2 3 EIl
5., = [Mgx=— L6264 .6.3.6=00
El 3EI 2 3 2EI El
m M’
A, :j ! ”dx:L-1-3-60-6+L-6-60-%6—L-l-6-120-26:ﬂ
’ EI EI 2 3EI 3  3EI 2 3 EI
m, M’
A, :I 2 "dx:L-3-120-6+L-l-6-120-%6:@
’ EI 2EI 3EI 2 3 EI

Sistemul de ecuatii
156X, —24X, +300=0
—24X, +78X,+1020=0
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Cu valorile necunoscutelor X, =-4,130s1 X, =-14,348s-au calculat

momentele incovoietoare finale M,. Se constatd cd s-au obtinut aceleasi valori
utilizind mai multe sisteme de baza.

Problema 10.2 (fig.10.2) Rezolvare utilizdnd mai multe sisteme de baza (a se
vedea problema 9.11).

6 6
131,615,486
40 240 92,90 %147,096
_» |
M L= M, 1548 Tp 2452
- Fig.10.2 -
Ecuatiile de conditie
0, X, +6,X,+A, =0
0, X, +06,X,+A, =0
Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi
2
5 =[Max=—2 16626+ 1.6.3.6=120
El 3EI 2 3 El El
I 1 6
5. =8, = - .. .
o 3EI 2 El
ZZ_J' zdx——-l- .%1+L.1.6.1+L.l.1.6.21:i
EI 2 3  3EI 2EI 2 3 EI
mM0
A, _J e :L 1-6-2 -16:@
’ EI 3EI 2 3 EI
m, M’
_I d _1 1-6-2 %1+L.l.6.240.1:E
El El 3 2 El

Sistemul de ecuatii
156X, +6X, +480=0
6X,+5X,+720=0
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cu necunoscutele
X, =2,581; X, =-147,097

Diagrama M, este datd in figura 10.2.Se constatd cd s-au obtinut aceleasi
eforturi ca la aplicatia 9.11.

Problema 10.3 (fig.10.3) Rezolvare prin gruparea necunoscutelor.

20kN/m 20kN/m 20kN /m X, 20kN/m

<= 3] 31 31 LD =
X1 XIT

& 5 6 46
| g O g
6 . 6

1 mi 1

0
60
60 7 M, M,

A
120 120

- Fig.10.3 -

Structura fiind simetrica, sistemul de baza trebuie sa fie simetric. Se utilizeaza
gruparea simetrica a necunoscutelor.
Ecuatiile de conditie
0, X, +6,X,+A =0
0, X, +8,X,+A, =0
Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi. Se integreaza
diagramele pe jumatate de structura si fiecare termen se multiplica cu doi.
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m; 2 1 2 2 1 2, 192
11: _— = — —6+_ — _6:_
EIl 3EI 2 3 3 EIl
812:821:J.mlmzdxz_i.l.6.6.z :_ﬁ
El EI 2 3 El
S, :I&dle.l.@l 26+L-1-6-1:£
EIl EI 2 3 3EI El
m M’
A, :j ! ”dx——i-l-6-360-26—3-1-6-360-%6=—M
’ EIl 3EI 3 4 EI 2 3 El
m,M’
A, = #dxzi.l@ 360-21:@
’ EIl El 2 3 EIl

Sistemul de ecuatii
192X, —24X, —10800 =0
{— 24X, +6X, +1440=0
cu necunoscutele X, =52,5s1 X, =-30
Problema 10.4 (fig.10.4) Rezolvare prin gruparea necunoscutelor.

30kN 30kN 30 30
41 v
1 I X4 X1
30kN 30kN 30 <30
> — > @, —
41
21 21 X,
X2
- > SB

46,332
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Ecuatiile de conditie
{SHXI +8,X,+A, =0

0, X, +06,X,+A, =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

2
311:jﬂdx21.1.3.1+i.l.1.3.%1:l
EIl EI 4E1 2 3 EI
=6, = [MMegyo 2 Ly321 1
EIl 4El 2 32 4E1
2
o= a= 2 (B L L 20
2EI| 2 3 32) 2 2\3 32
2 1,121 365
+—3. . .=
2E1 2 2 3 2 12EI
m M’
A, :J' P dx _1.1.3.45.% 11.3.1 .%1:37’5
’ EI 4EI 2 3 4EI 2 3 I
_maMy 2 Ly (11 2.lj_L.l. 120.2.1__140
r EIl 2EI 2 3 3 2) 4EI 2 32 EI

Sistemul de ecuatii
7X,-0,25X, +37,5=0

—-0,25X, + 36,5
12

X,-140=0
cu necunoscutele X, =-3,702s1 X, =46,332

Problema 10.5 (fig.10.5) Rezolvare utilizand procedeul semistructurilor.

Ecuatiile de conditie
{suxl +8,X,+A, =0

0, X, +8,X,+A, =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

! 1 1 2 1 2
811:'[1111 dx = -(—-6-6-—6+—-10-6-—6j:%
El 2EI \ 2 3 2 3 EI
8, =8, = [MMgx=— 1 Ly0.6.21=-10
EIl 2EI 2 3 EIl
2
522: &dX:L.l. .1.%1+L.1.6.1:£
EIl 2EI 2 3 3EI 3EI
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m M°
A, :I P dx = 1 (—1-6-180-36—1-6'180-%6j=—ﬂ
’ EIl 2EI\ 3 4 2 3 EIl
m,M, 11 2
A, =[——Tdx= L10.180.2123%
’ EI 2EI 2 3 EIl
Sistemul de ecuatii
96X, -10X, -2610=0
—10X1+%X2+300=0
cu necunoscutele X, =26,07s1 X, =-10,715

Diagrama Mp a fost trasata atat pe semistructura cat si pe structura intreaga.

20kN /m 20kN /m 20kN/m
31 31 31 LD PN I
21 21 Semistructura
% 12 6 |
r " > q
1
20kN /m X,=1 <
1 'xq‘ A v)
A / | >
X, X,  X=1 6 " 1
1
- m
SB m;i 8 2
-—
11
23.58
80 /] 10.715
12,865
0
22,5 M, M,
—_—
T60
23,58 23,58
AT TN
Nl
~ 12,865 12,865
M,
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Problema 10.6 (fig.10.6) Rezolvare utilizand procedeul semistructurilor.

15kN/m 15kN/m 15kN/m
AN #
31 31 < [
21 ~
21 2 SB X2
Semistructura 3 “—A
3 6 " 6 3
I " D D i
45,96

% F 66.96
120 53,04

2
%0 0 127,08

] 4596
6606 12708
_ 5304 11339 1 . 53,04
W&% 74,04
127,08
MP

- Fig.10.6 -
Ecuatiile de conditie
0, X, +9,X,+A =0
0, X, +8,X,+A, =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

2
511=Im‘ dx=—2 L6226+t .6.4.6=130
El 4El 2 3 EI EI
512=521=J.%d _1 1 418
El 4EI 2 El
2
5o Mg L s 24 L gy L Ly g2, 16
El 2EI 2 3 4EI EI 2 3 3El
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m M’

A, =] Py =— 14120 6- . L.6.040.2 6= 1680
P EI 3

. .6:240-26=——"""
E 3 El
m,M’
A, :I . X:_L.l.5.120.%4_L.l.6.240.4:_@
’ El 2EI 2 3 4EI

Sistemul de ecuatii
180X, +18X, —1680=0
18X, +%X2 -1120=0
cu necunoscutele X, =7,66s1 X, =16,74

Diagrama M,, a fost trasata atit pe semistructura cat si pe structura intreaga. De
mentionat ca In structura intreaga, momentul incovoietor de pe stalpul central a fost

dublat pentru a respecta conditia de revenire de la semistructura la structura intreaga
— adicd pentru asigurarea echilibrului static al nodului.

Problema 10.7 (fig.10.7) Utilizarea procedeul semistructurilor.

n 10kN/m

X
SB
| | 35,526
/((180
TX2=1 78,158
1
| I 42.632
45 /
st | 0
X,=1 ™ m; M, 101,842 Mp

101,842 M,
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Ecuatiile de conditie
{SHXI +38,X,+A, =0

0, X, +06,X,+A, =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

2
811:J’ﬂdx:i.l.1.6.21+L.l.1.6.21+L.l.1.6.21:i
El EI 2 3  2EI 2 3  2EI 2 3 EI
8, =8, = [z dx = Lle242
El 2EI 2 3 El
8, =[2dx = 1[16424 l5424} 88
El 2EI| 2 3 2 3 3EI
m, M’
_I X:_L %-6-45-1 _1 1-6-180-%1+l~6-180-%1 __50
EI EI 3 2 3 2 3 El
m,M’
_I X:_L.l.6.180.24:_@
EIl 2EI 2 3 EIl

Sistemul de ecuatii
4X, +4X, -450=0

4X, + 838X ~720=0

cu necunoscutele X, =101,842s1 X, =10,658
Diagrama finala este datd in figura 10.7 atat pentru semistructura cat si pentru
structura Intreaga.

Problema 10.8 (fig.10.8) Utilizarea procedeului semistructurilor combinat cu
procedeul gruparii necunoscutelor.

20kN/m 20kN/m
31 31
© I 21 I
7 77 7
6 6
l< l< |
I~ D 1
20kN/m 10kN/m 10kN/m 10kN/m 10kN/m
- -
31
— [—|
] I I = |.S. [ * 1.A.S.
™| Semistructura [~
77 77 o7 77 7
- Fig.10.8 -



Structura este simetrica s1 Incarcata antisimetric. Semistructura este simetrica,
dar incdrcatd cu o incdrcare oarecare, ce este descompusa in incdrcare simetrica §i
incarcare antisimetrica.

Se rezolvad separat pentru cele doud situatii de incarcare si apoi se suprapun
efectele.

Incircarea simetrica. (fig.10.9) Se utilizeaza procedeul necunoscutelor grupate.

Xl X1:1
10kN/m 10kN/m 10kN/m % A 10kN/m
a1 7\ ! 1
— -—|
© I I — ] m
1
-~ X, X, ™
e vl o7 SB
6
l¢ N
[~ i
18 T T |18
S
45 45 > M, <
m, MO
i é i
1 =
X,=1 1 36 36
- Fig.10.9 -

Ecuatiile de conditie
{6“X1 +8,X,+A, =0

5, X, +06,,X, +A2p =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

811:I&dx:3-1-6-1'%1+L-1-6-1=£
El El 2 3 3EI EIl
5, =0, =[P Mg -2 L6y 2
El El 2 3 EI
822:'[&(1X=£ll621:i
EI EI 2 3 EI
m, M’
A, =[——"d _ 22 451,180
El I 3 2 I
m, M’
A, :I 2 p :—3-2-6-4 l:_@
b El EIl 2 EIl



Sistemul de ecuatii
6X, —-2X,+180=0
{—2)(1 +4X,-180=0
cu necunoscutele X, =18s1 X, =36
Diagrama M’ este data in figura 10.9.

Incircarea antisimetrica. (fig.10.10) Se utilizeaza procedeul semistructurilor.

10kN /m 10kN/m  10kN/m 3
TH T F
X3 3=1
© I I
77 77 STT7 3 180
L 6 | Semistructura SB ms Mg
I g
56,85 56,85
E M pas %
e
123,15 123,15
- Fig.10.10 -
Ecuatia de conditie 0,X; +A;, =0
Calculul coeficientului necunoscutei si termenului liber
m: 1 1 1 257
833:-[ 3 X:—.3.6.3+_._.3.3._3:_
EI El 3EI 2 3 El
m M’ 1 1 1080

A, =[—Ldx=-—"=-6-180-3=———
’ EI EI 3 EI
Calculul necunoscutei
57X, -1080=0; X, =1895
Diagrama M este data in figura 10.10.

Prin suprapunerea de efecte rezulta diagrama de momente incovoietoare pe
semistructurd, diagramd care este transpusd antisimetric pe structura intreaga
(fig.10.11).
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74,85 74,85

38,85/ 38,85/ 149,70 /I/l38,85 27 .

j@p r. K j+ ST

159,15 87,15 159,15 174,30 159,15 93 54 93

- Fig.10.11 -

Problema 10.9 (fig.10.12) Utilizarea procedeului semistructurilor.

TZOkN/ o 2 20kN/m /\

21 A
21 I 21
ST77

semistructura

— Xz
M !
— X,
78,125
71,825 3432 A
’ 02,26 = >
MS /1109,24 /] Mp

113,37 113,37

- Fig.10.12 -
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Ecuatiile de conditie
0, X, +6,X,+A, =0
0, X, +06,X,+A, =0
Calculul coeﬁcientilor necunoscutelor si termenilor liberi

11,525 1f1 525 111211,
5 —Ldx 5. = 2.4 5. .. 4.5,
" IEI TEL 2 16 3 16 2EI[2 16316 27163 16

1 11 (211 1 1 2. 111 2,438
+—--5— —1j+—-5-1- —1+ =

2 716 (3 16 3 2 3316 EI

m

m, 11,525 1[1_5215
812:82121— X=——+:—-" 5 ..... +_ __________
El EI 2" 16 3 16 2EI[ 2 16 3 16
1 11215 1 15(2 11 1] 0,342
- .5 —.—. 4+ —.5.—.] = —+—1ll=
2716316 2 7 16 (3 16 3 El
5, = [Mge- L. 15152 1_5+L{l.5 15215,

EI EI 2 16 3 16 2BI[2 16 3 16
153323, 15325, 15152 1_5} 10974
27163716 2773 163 16

m, M] 1[1 2 2

A, = [——dx=—|=-5-171825.% i Z.625- 5-—-3}
P E EI| 2 316 3 2 16
L5220 Lisggas 2 L
2EI| 2 316 2 316
+Lsiggios [ 2.1 1|2 288856
2 316 3 El
m,M’
A, = [T dx = 1{1 5:171825-2. 242 62.5. 511—5}
El 316 3 216
+L[—l-s-171,825-3-§+1-5-78125 2. 1_5}
2EI| 2 316 2 316
438375
El

Sistemul de ecuatii
{2,438)(1 —0,342X, +288,856 =0

—-0,342X, +10,974X, —438,375=0
cu necunoscutele X, =—-113,37s1 X, =36,413
Diagrama M, este data in figura 10.12.
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Problema 10.10 (fig.10.13) Utilizarea procedeului semistructurilor.

Vo)
10kN/m |
Y V¥V V. VY V. ¥V VvV vV V¥
11 ! o
, _g___l_. 21 i..-.g_ll
31 31
S S S N S
10kN/m 6 ) 6
I= :l: ;I
A=/
10kN/m 10kN/m 10kN/m
I R S A
\ Q ‘
sfertul de X,
_g-_'_semistructura structura el SB
\ P
TR

10kN/m

v 0
m; T mj Mp
X2:1
42.866
4,286 /\/\ 4,286
\\_l/ \L/
. M,
N N
4,286 \/ 4,286
42.866
- Fig.10.13 -
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Ecuatiile de conditie
0, X, +6,X,+A, =0
0, X, +06,X,+A, =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

2
S, =J~ﬂdx:i.1.3.1+L.1.6.1:i
El El 3EI El
S LY. SO WP PO
12 21 El 3EI > il
5 (Mg o L1 2,24
2 El 3EI 2 3 I
m M°
A, =[—— L 168012120
’ EI 3EI 3
m, M"°
2 = #dX:—L-l-6-180-§6:—E
EI 3EI 3 4 EI

Sistemul de ecuatii
5X,-6X,+120=0
{— 6X,+24X,-540=0
cu necunoscutele X, =4,286s1 X, = 23,57
Diagrama M, este data in figura 10.13.
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CAPITOLUL XI

APLICATII ALE METODEI EFORTURILOR

In acest capitol se prezinta aplicarea principiilor metodei eforturilor in calculul
urm!toarelor elemente static nedeterminate:

- grinzi continue,

- grinzi cu zabrele,

- arce.

GRINZI CONTINUE

Grinzile continue reprezintd o categorie de elemente de rezistentd, static
nedeterminate, frecvent utilizate in practica. Schema de calcul a grinzilor continue
contine un reazem fix la translatie — articulatie sau incastrare — i un numadr oarecare
de reazeme simple.

Calculul grinzilor continue prin metoda eforturilor poate fi schematizat ca
urmare a alegerii judicioase a sistemului de baza. Se obtin ecuatii cu cel mult trei
necunoscute, din care cauza procedeul se numeste ecuatia celor trei momente.
Aceasta modalitate de rezolvare a fost stabilitd de Clapeyron.

Se considera o parte dintr-o grinda continud (fig.XI.1). Sistemul de baza se
alege prin Intreruperea continuitdtii grinzii in sectiunile din dreptul reazemelor simple
intermediare. Necunoscutele sunt perechile de momente incovoietoare.

Sistemul de baza fiind format din grinzi simplu rezemate, diagramele unitare se
extind doar pe doud deschideri. Conditia de continuitate in sectiunea j reprezintd
contitia ca rotirea relativa sd fie egald cu zero, deoarece in sectiunea j grinda este
continua.

Forma generala a ecuatiei j este:

0, X, +6,X,+..+6,X, +6, X, +8, X, +..+8, X +A =0 (XL1)

Dar numai coeficientii sunt diferiti de zero. Se obtine astfel ecuatia celor trei
momente

0, X, +6,X,+6, X, +A, =0 (X1.2)

Calculand coeficientii necunoscutelor si termenii liberi i multiplicand cu 6El,,
unde [, este un moment de inertie de comparatie, rezultd forma finala a ecuatiei de
conditie “j”

2 X, + 200, 4, )X, +2, X, = -6R, -i—°—6Rjk II— (XL3)
ij jk

In ecuatia (XI.3) au fost folosite urmitoarele notatii:
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I, . : .
A, =1,-—, k, =1, -— si care sunt denumite lungimi transformate ale
ij ik

deschiderilor 1;; s1 L,

X, X,

. Kk e . . n .

- R, =Q,-— si R, =Q, -— reprezintd reactiunile in reazemul j
ij jk

obtinute pe grinzile conjugate ij si jk Incdrcate cu diagrama Mg

rasturnata.

SB }

- Fig.XL1 -

Scriind cate o ecuatie de forma (XI.3) pentru fiecare sectiune in care a fost
intrerupta continuitatea se obtine sistemul general de ecuatii, din a carei rezolvare
rezultd necunoscutele X;, care reprezinta valoarea reala a momentului incovoietor din
sectiunea de pe reazem. In cAmp momentele incovoietoare se obtin prin suprapunere

deefecte M =M’ +> ' m, -X,.
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Observatie.

- Prima si ultima ecuatie din sistem contin numai doua necunoscute;
Reactiunile fictive R s1 Rk se introduc cu semnul plus daca au sensul de jos in
sus si cu semnul minus dacd au sensul de sus in jos;

Daca grinda continud are un capat incastrat, atunci in sistemul de bazd se
introduce o deschidere fictivd (pentru pastrarea uniformitatii diagramelor
unitare) dar care are lungimea transformati egald cu zero. In figura XI.2 s-a

L_,.

01

Daca grinda are o consold atunci pentru calculul termenului liber (al
reactiunilot fictive) se considera numai diagrama M’ de pe deschidere, nu si

notat [p;=0 i A, =1, -

aceea de pe consola, dearece conjugata grinzii cu consola este o grinda Gerber,
cu deschiderea 2-3 grinda secundard si consola grinda principala (fig.X1.2).

lP

P
&

M —
Z

ARY R

- Fig.X1.2 -
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APLICATII
Sa se traseze diagramele de eforturi la urmatoarele grinzi continue:

Problema 11.1 (fig.11.1)

llZOkN 3 f Oki\”m | Lungimile transformate
P AN - ™ =\ Se alege =1
33 L AEENG 8 S Lo _¢
X, X, I

B _ac )£ i 2\ hy =626
mi 5 A_% AN/ :81_0:

\‘\‘\1 Reacgiuﬁille fictive
m LD =TT 3 T2 0,-6180=54

1 2

Q,, =<6-90 =360

M, ST = paN S
180 90 R, =R, 25901 =270
1
/l/m R, =R, =-0Q, =180
<X Ha, & o8 = =

[
TR01=270=R10T TRIZ_ISO_R21T

/ 107,03 21.90
M /ﬁ\|\|\1\

y | 1 17784 \1\45,81

- Fig.11.1 -
Ecuatiile de conditie
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Ay X, + 2Ny, +1, )X, +4,X, =—6R

10

ALX, +2(h, +4, )X, +4,.X, =—6R

21

cu elementele

2(6+6)X, +6X, !

:—6-180%—0

6X, +2(6+4)X,
sau
24X, +6X, =—-2700
6X, +20X, = -1080

cu valorile necunoscutelor X, =-107,03 s1 X,
Reactiunile reale din reazeme sunt

21,

I I

IS S
IOl ° I12
I I

oR
12 23

calculate si observand ca X;=0, X5=0 si R,;=0 rezulta

I

=—6-270--—-6-180--
I I

90

Verificare: > Y, =0

40kN/m
1 'EEEE V,-120+V,-20-6+V, -V,
g FIIVANEEE GVAN 31 AN
le 9 e 6 . 12 |
I > > g
X, N < Problema 11.2
SB __; f ¥ 4 LR fig.11.2
PAGVAN 22 XX 2
M Lungimile transformate
’ < — 130 — Sealege [,=31
Qa3 )\'01 =0
ﬁh 31
A AN AN éklz :95213,5
T“O 3601 h =120 212
89,20 » 31
81,24 . )
/ﬂ\ ﬁ\’\’\'\'\ Reactiunile fictive
M, , - 2
I/\/ N Q,=—6-180=720
44,60 3
121,33 1
“ﬁ 6.77 R23 = R32 = 5923 =360
T, L [ [ T 13
v -1 | K
14,87 118,67
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Sistemul de ecuatii

0+2(0+13,5)X, +13,5X, =0

13,5X, +2(13,5+18)X, +18X, = 0—6-360-¥

18X, +2(18 +12)X, = —6-360-%—0

sau
27X, +13,5X, =0
13,5X, +63X, +18X, =—6480
18X, + 60X, = —-6480
cu urmatoarele valori ale necunoscutelor X, = 44,60, X, =-89,20s1 X, =-81,24

Problema 11.3 (fig.11.3)

20kN/m 160
N v v vy
] 31 AN 3= Lungimile transformate
9 9 3
e _
Se alege (=31
1 Y ¢
» 522 /AN ZS k=0

202,5
l270 540l Reactiunile fictive
Q, = %9-202,5 =1215
Q. — 3
607 ST T607’5 @2 1
: Q,, =-9-180=2810
M, R12 :RZI :_le =607,5
2
111,43 ~L7 1
60 R, = 5923 =270
T, + — b+ )
W9,28 R, = 5923 =540
68,67

- Fig.11.3 -
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Sistemul de ecuatii
0+2(0+9)X, +9X, :0—6-607,5-%
31

90X, +2(9+9)X, = —-6-607,5 Srin 6-(-270) %

sau
18X, +9X, = —3645
9X, +36X, = 2025

cu urmatoarele valori pentru necunoscute X, =—-199,286 si X, = —6,428
Diagramele de eforturi sunt prezentate in figura 11.3.

Problema 11.4 (fig.11.4)
l90kN léokN 20kN/m
2 o —< = A +1 y A Y Lungimile transformate
— ek ° SPRELEEENG ° e »| Pentru I=I rezulta
v SR hy =9 =3
0 = _— = ;
SB : =K < D) |
90 I
AN I
180 50 . Ay =6i=6;

Reactiunile fictive
1

Qi gt o A\w'\‘f |
TROI T TRlz R“T T P o Q, 256'180 =540

187.83 1

Q) =~3-180 =270
M, pd N :%12-180:2160

\‘\L / s N1l
38,26 I 60 Q= 16 90 =270
9,13 ’ 3= S0 IV=
Tp £ + T * | | | kﬁ m %
- - v _ 2. 0n_
| _]‘80587 , e Ny, s £6:90=360

- Fig.11.4 -

R, =é[540-(3+2)+ 270-2]=360; R, :5[540-4+270-(6+1)]=450
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R,=R, = %le = 1080

2 1
RY, 25923 =180; RS, ZEQ;S =90; R,, =180-90=90

Sistemul de ecuatii

0+2(3+3)X, +3X, — 6.450-——6.1080.—
31 41

3X, +2(3+6)X, :—6-1080-%—6-90-%

sau
12X, +3X, =-2520
{3){1 +18X, =-2160
cu valorile necunoscutelor X, =-187,83 si X, =—88,70
Diagramele de eforturi sunt prezentate in figura 11.4.

Problema 11.5 (fig.11.5)

240kNm  Lungimile transformate

] A - :
g s gy 2> Pentﬂl?{o I_s(e): obtine
| "
}”12 =9
X1 X, }\‘ :6
1 2 3 23
SB _0“&& /‘&\ —. Reactiunile fictive
- 120 1
M «5& AN
P
— = 4.0
120 I/\/@ R23 = R32 :T": 120
120 ) 3
l Sistemul de ecuatii
Qu ,
P 18X +9X. =0
L é\‘\fl\ﬂgn AN 1 2
120 9X, +30X, =360
112,94
706 cu valorile necunoscutelor
M, Y — — X, =-7,06
14,12 / X, =+14,12
2,33 127.06
T, fTF7 1 )
21,18V -
- Fig.11.5 -
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Problema 11.6 (fig.11.6)

Lungimile transformate

Pentru I,=1
20kN/m Aoy =650, =8;A,,=6
Y vV VvV VY VvV OV v YV VVYY
LT I Z5 AN
| 6 | 8 | 6 | Reactiunile fictive
LK /&Ny /&N AN
Q, :28 160—2560
3
WaNy ) E7as ZSTTT 2 (24 90360
ou =R, :IQ =180
mm 2
g 1280
2 3
180 18() 180 |
R23 :R32 :_QB =180
MP —~—— | \I_/
80 L 76,85
TP
\ums \u 4315 |
- Fig.11.6 -
Ecuatiile de
conditie
1280

0+2(6+8)X, +8X,=-6-180—6- =

8X, +2(8+6)X,=—6- @—6 180

sau
28X, +8X, =-3640
{SX1 + 28X, =-3640
cu valorile necunoscutelor X, =X, =-101,11

Grinda continud fiind simetricd s1 incdrcatd simetric diagrama M, este
simetricd, iar diagrama T, este antisimetrica.
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Problema 11.7 (fig.11.7)

20kN/m 20kN/m
Y V. V V.V Y VvV vV V.V Vv ¥
KL 0= AN AN
L 6 L 6 L2 6 L3y
b b g 4D i
3 4
0 AN AN

454

—
=
+
+
7+/

75

- Fig.11.7 -
Grinda este o grinda Gerber avand partea principald static nedeterminata si o
parte secundard. Rezolvand grinda secundard se obtine efectul acesteia asupra grinzii
principale — respective forta de 45kN actionand in capatul consolei.

Calculul grinzii principale — Grinda este o singura datd static nedeterminata.
Lungimile transformate.

Pentru Iy=I se obtine A, =6, A, =6

Reactiunile fictive
Q01:§6-90:360; Q :16-90=27O

2= A

R, =R, :%Qm =180; R, :éﬂlz =90;R.. :§le =180
Ecuatia de conditie

2(6+6)X, =—6-180— 6 - (—90)
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sau
24X, =540

cu necunoscuta X, =-22,5

Diagramele de eforturi sunt date in figura 11.7.

Problema 11.8 (fig.11.8)

Lungimea transformata

A, =L
Reactiunile fictive

12

fsp

-55-

16

1. PL PL’
le =S T
2 4 8
2
R, =R, =.0Q, ="

127 vl 2 12 16
Ecuatia de conditie

2
2LX1 =—6 PL
Cu necunoscuta
_ 3PL
: 16

Observatie: Pentru bara
static nedeterminatd cu o
singura deschidere, - avand
diferite legaturi la capete si
diferite incarcari, diagramele
de momente Incovoietoare sunt
date in tabelul 11.1

- Fig.11.8 -



Problema 11.9 (fig.11.9) Sa se calculeze deplasarea pe verticald a capatului
liber al consolei (A)
Lungimile transformate

Pentru [=I se obtine
l60 7L01=O;7L12=6;7L23=6
11 2 3
A
g ! = AN Reactiunile fictive
6 6 | 2
| Q.. :16-120=360
Xl Xz
1
SB é') { )é(\ = Ry =3 =120

TN R, :%QB — 240

ll 20 240l Sistemul de ecuatii
. 0+2(0+6)X, +6X,=0
éﬁ\f\tﬁz\% {6){1 +2(6+6)X, =—6-(~120)
Sau

120
17,14 /‘/(I\’\ {12X1 +6X2 =0
Mp | I——

\l\l\l/l/ 6X1 + 24)(2 = 720
34,28 2 Necunoscutele au valorile
0 11 X, =—-1714si X, =34,28

M
P
>

_Fig.11.9 -

Pentru calculul deplasarii se incarca sistemul de bazd cu o fortd egald cu
unitatea, actionand in sectiunea A si se obtine diagrama m’, . Se integreaza diagrama
: 0
M, cu diagrama m, .

v =L l2-120-%2+l6-2- %120—134,28 :571’44metri
3 2 3 3 EIl

*OEI 2



Tabelul 11.1

Momentul de incastrare

Bara Diagrama de momente perfectd
p
T T T T h (‘ oy ol
j‘ % L2 t N 12 277,
Y vy : Y v h\
/ _pl’
A T T—| " s
P
j ! E h\ /ﬂ NV °
L L =My =7
| A L \KI / 8
P
. S L8
Yy by 2 R
¥ ¥
\ I\\ //\ M. =M. - Pa(L —a)
j—’| L |<—: \I I/ L
A
paN h _3Pa(L-a) o
—f =TI " a
v I\\ /ﬂ
Pab’
M,=M, =
j ;I: - b f \I// 12 21 12
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GRINZI CU ZABRELE STATIC NEDETERMINATE

Grinzile cu zabrele sunt static nedeterminate exterior (fig. XI.3,a), static

nedeterminate interior (fig.IX.3,b) sau static nedeterminate exterior §i interior
(fig.X1.3,c).

- Fig.XL.3 -

Calculul grinzilor cu zabrele static nedeterminate se efectueaza parcurgand
etapele obisnuite ale metodei eforturilor. In acest caz trebuie si se acorde o atentie
deosebita alegerii sistemului de baza, pentru a evita sistemele critice.

Pentru grinzile cu zdbrele static nedeterminate interior, alegerea sistemului de
baza prin sectionarea diagonalelor duble, conduce la o distributie particularda de
eforturi axiale unitare (fig.XI.4). Apar eforturi axiale numai in barele panoului din
care face parte necunoscuta.

in X3 X4 ~ Xs

- Fig.X1L4 -

O altd particularitate constd in forma ecuatiei de conditie. In cazul unei
necunoscute reprezentdnd echivalentul mecanic al unui reazem simplu, in cazul de
mai sus necunoscuta X;, ecuatia de conditie are forma obignuita, adica
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0, X, +0,X,+..+0, X, +A =0 (XL4)
Daca necunoscuta reprezinta efortul dintr-o bard atunci deplasarea totald nu
mai este egala cu zero ci este egala cu alungirea barei. De exemplu
0, X, +0,X, +..40,, X, +A, =-p,X, (XL.5)
1-1

> reprezinta alungirea produsd de X,=1. Semnul minus apare pentru a
2
pune 1n concordantd conventia pentru reprezentarea eforturilor si fenomenul fizic real
al deformarii axiale a barelor.
Deoarece in barele grinzilor cu zabrele apar numai eforturi axiale coeficientii
necunoscutelor si termenii liberi se exprima astfel
n’ -1

unde p, =

= dx
EA
n -n. bn -n. -l
O, =|——dx = - XI1.6
! I EA Z EA (XL6)
N, *No -1
=1 gy =3 Nl
1 EA
Eforturile ﬁnale se deterrmna prin suprapunere de efecte
N =N'+nX +n,X, +...+n X, (X1.7)

Calculul grinzilor cu zébrele se organizeaza intr-un tabel.

Problema 11.10 (fig.11.10) Se considera sectiunea 2A pentru talpi si A pentru
diagonale s1 montanti.

l 30kN l?; OkN l 30kN l30kN

U U 2%

SB TX] -

l30

N, 30
- Fig.11.10 -

-59.-



Tabelul 11.10

2 0
i 0 n- -1 n, -N_ -1
Bara | Aria | 1 n, N/ —L S N,
EA EA

2 | 2a | sa | 0 s | L, | ML e
1 3 3

1-3 2A 3 A 30 HEn HEa 12,426

23 A 3 -y 0 [N 0 2757
1 _ 3 ~90 _

2-4 2A 3 A 30 KE A AE A 2,426

3-4 A 32 \EA 0 35%E A 0 +39,0

3 ~90 _

3.5 2A 3 -1 30 AE A AN 25147

4-5 A 3 -1 0 %: A 0 55,147
1 _ 3 290 _

4-6 2A 3 A 30 4}3 A AE A 2,426

4-7 A 32 54 0 3545 A 0 +39,0

3 90 _

5.7 2A 3 -1 30 AN N 25,147

6-7 A 3 -y 0 AN 0 2757

68 | 2 |33 | 2 | aovn | WL | 02 —3.426
1 3 90

7-8 24 | 3 A 30 HEa 0 +2,426

Ecuatia de conditie

unde

0, X, +A, =0
s 94452
11 EA

15,364X, —847,28=0;

A 9 4,572
i EA
X, =55,147

Eforturile finale se calculeaza cu relatia N =N +n X,
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Problema 11.11 (fig.11.11) Aria sectiunii transversale a talpilor este 2A, 1ar a
montantilor si diagonalelor este A.

IM Mi
@E R

e
Z
=
]
S

Np
—F1g.11.11 -
Tabelul 11.11
0 a2 | p2q | mnal nlNg-l nzNg~1
Bara | A | 1| Ny Np N S T EA EA EA Np
12 | Al 3 0 |2 0 || 0 0 0 0 8.694
-2 3 —1542
13 (24 3 |20 | 3| 0 || o0 0 EA 0 28.694
14 | A | 322042 0 % 0 0 % 0 15,99
3 A | HN2] 1 0 % 0 0 0 0 ~12,295
—N2 3 3042
24 |2a| 3 | 40 | 0o | —=— | o o | 302 0 231,306
2EA EA
_
34 | A | 3 0 | 5 V2| 3 3 3 0 0 0
> | 2EA | 2BA | 2EA
s loal 3 |20 | o |22 o0 | 3| o 0 | 1V2 | g0
5 2EA EA
36 | A |3V2] o | o 1 o | 22| 0 0 12,295
EA
12
45 | A | 32| 2042] 1 0 W2 0 0 —120 ~15.99
EA EA
46 |22 3 | 0 | o # 0 ﬁ 0 0 0 8,694
_ 3
56 | A| 3 o | o T\E 0 | 5o | 0 0 0 ~8,694
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Coeficientii necunoscutelor §i termenii liberi

s _AS+6V2 12985 o 45+6v2 12985 o o _ 15
! EA EA = 7 EA EA = " % EA’
A 12041542 _ 141,213 A :_120+15\/§ _ 141213
! EA EA = 7 EA EA
Sistemul de ecuatii
12,985X, +1,5X, +141,213=0
{I,SX1 +12,985X, —141,213=0
cu necunoscutele X, =-12,295 s1 X, =12,295

Eforturile finale, determinate cu relatia N, =N’ +n X +n,X, sunt date in

tabelul 11.11.

Problema 11.12 (fig.11.12) Aria sectiunii transversale a talpilor este 2A, iar a
diagonalelor si montantilor este A.

120kN 120
|<—>|<—>|<—>|<—>|
N, = =
- Fig.11.12 -
Rezolvand sistemul de ecuatii au rezultat urmatoarele valori ale
necunoscutelor: X, =67,215, X, =-55,130 s1 X, =-7,163

Eforturile finale sunt date in tabelul 11.12
Tabelul 11.12

Bara 1-2 1-3 2-3 2-4 2-5
Efortul -79,751 56,392 -24,624 | -17,409 | -55,130
Bara 34 3-5 4-5 4-6 4-7
Efortul 34,824 31,768 -23,167 8,673 -2,061
Bara 5-6 5-7 6-7 6-8 7-8
Efortul -7,163 -2.15 1,457 5.102 3,607
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ARCE STATIC NEDETERMINATE

Arcele static nedeterminate sunt:
- arcul dublu articulat
- arcul cu tirant
- arcul dublu incastrat.

1. Arcul dublu articulat este o singura datd static nedeterminat. Conditia de
compatibilitate este A, = 0sau dezvoltat

5,X, +A, =0 (XI.8)

In figura XI.5 este reprezentat arcul dublu articulat si sistemul de bazi — arc
simplu rezemat. Eforturile unitare sunt m, =—y st n, =—cos@.

y
a b - |<_’| c

- Fig. X1.5 -

Expresia coeficientului necunoscutei si a termenului liber contine efectul
momentelor incovoietoare si a fortelor axiale.

it

cos’ (p

ds

EA :Iﬁds I

m, M’ n, N’ M0 N cos
A, = [Frtds s [ ds = [Trds - [ (XL9)
Alegand ca elemente de compara‘gle Iy s1 AO se ob‘gme
I I
EL3, = '[TO y’ds + IX"cosz @ds
I I
ELA, =—| T YMyds - | L N; cosds (X1.10)

iar expresia necunoscutei are forma:
I I
A, II“yMgds+J.A°Ngcoscpds
XIZ_SP — : I (XL.11)
1 2 yids + | ->cos’ @ds
J yids+ ] reosto

In cazul fortelor gravitationale si a arcelor pleostite se poate neglija efectul
fortelor axiale N’ comparativ cu cel al momentelor incovoietoare M.

-63 -



Daca se considera cazul arcului cu sectiunea variabila, legea de variatie fiind
A = A, coso atunci integrala a doua de la numitor devine (cu dx =ds-cos)

I I I )
j—“coschds:f—ocosch- dx =—2.L=i,-L (XI.12)
A A, coso cosp A,

In aceste conditii necunoscuta X; capata forma uzuala

I
A, jf’yMgds
X, == — (XL.13)
i Ifyzds+L-i§

Deoarece integrarea directd este posibila doar in cazuri simple de incarcare
(regula lui Veresciaghin nu se mai poate aplica deoarece bara este curba), in practica
se utilizeaza metode numerice de calcul.

In acest scop se imparte arcul intr-un numar de elemente de lungime finiti As —
elemente numite boltari — si calculand eforturile in centrul de greutate al boltarilor,
necunoscuta se obtine cu expresia:

MW
X, = zzy — (XI.14)
> y'W +L-i;
1
unde W :T°As.
Eforturile finale se deterrmina astfel:
M =M’ +mX, =M -yX,
N =N’ +nX =N’ -X cosp (XI1.15)

2. Arcul cu tirant (fig. XI.6) este tot o singura data static nedeterminat. Sistemul
de baza se alege prin sectionarea tirantului.

y
SB -

- Fig. XL.6 -

Se obtine tot un arc simplu rezemat, dar trebuie sa se introduca in expresia
coeficientului necunoscutei si efectul efortului axial din tirant.
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611 J.

(X1.16)

sau cu notatiile anterioare
I : :

EI,3,, :jTOyst+L-1§+L-1f (X1.17)

E-1

0

unde s-a notat cu i’ = , unde E; s1 A, fiind caracteristicile tirantului, iar E si I

ale arcului.
Necunoscuta are forma

IL’yMgds
X, = — 1 (X1.18)
jl(’yzds+1-(i§+if)

3. Arcul dublu incastrat (fig.X1.7) este de trei ori static nedeterminat.

Pentru reducerea volumului de calcul se utilizeaza un procedeu de
ortogonalizare a diagramelor unitare, denumit procedeul transferarii necunoscutelor
in centrul elastic (fig. XI.7b). In acest mod sistemul de ecuatii va fi format din trei
ecuatii fiecare ecuatie continand o singurd necunoscuta.

R~
X<_7- T 'X1 )ﬂ >

- Fig.X1.7 -

Deoarece sistemul de baza este simetric, diagramele m; s1 m, sunt simetrice, iar
diagrama mj; este antisimetricd. Din conditia ca §,=0, =0 rezultd lungimea

consolelor in varful c!rora au fost transferate necunoscutele.
Eforturile unitare 1n sectiunea curenta sunt:

m, ==y, n, =—C0sQ,
m, =1; n,=0; (XI.19)
m, =X; n, =sin@
decit
mm2 1 2 y
8,=8,=[—1= = ds + j ds j ds
sau
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IT‘)SIZ = ITO(C ~y')ds =0 (XI1.20)
de unde rezulta

I0

2 y'ds

jlf’ds

c (XL1.21)

Tindnd seama de aproximatiile facute la arcul dublu articulat si introducand si
urmatoarele aproximatii

IO . 2 . I .

Ssin*pds~0 si |->N’sin@pds =0 X1.22
[ sin” @ si | NG sing (X1.22)
necunoscutele vor avea expresiile

I
IIOyMgds

X, = I ;
[~Cyids +1-1;
|
X J.IIOMgdS XI1.23
S (X1.23)
I—ds
|
Ilf)ngds
X3:_IO—2
I—x ds

I
Pentru calculul prin boltari expresiile centrului elastic si ale necunoscutelor
devin:

o 2YW
> W
S YM'W S MW S XMW
X, = T X, =—=="; X, =—""F—F— (XL24)
Yy W+1-i; > W > x*'W

Daca incarcarea este simetrica X, #0 s1 X, #01ar X, =0. Eforturile sunt:
M =M +mX +m,X, =M -yX +X,
N, =N’ +nX +n,X, =N’ -X cos¢ (X1.25)
Daca incarcarea este antisimetrica X, =0 s1 X, =01iar X, # 0. Eforturile sunt:
M =M’ +mX, =M’ +xX,
N =N’ +n X, =N’ +X; sing (X1.26)
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APLICATII

Sa se traseze diagramele de momente incovoietoare si de fortd axiala la
urmatoarele arce

Problema 11.13 (fig.11.13) Arcul este parabolic cu sectiune constantd
(bxh=40x60cm?).

l P=240kN l P=240kN

LT e N

0
| X SB — TIZO Mp 12OT
220 22186 335 220,22 W

5 PL
59,25 59 25 @E% 4
161

216,61 216,61

P

- Fig.11.13 -
Incarcarea fiind simpla se va utiliza integrarea directi. Expresia necunoscutei —
in cazul sectiunii constante este
j yM 'ds
[y*ds+L-i;

Expresiile momentelor incovoietoare in sectiunea curentd sunt: m, = -y,
Px . 4fx(L —x
M’ =— iary= Ax(L=x)

X, =

LZ
2
[yM2ds _2JM PX ax =2PL T _ 10800
r 2
v 2027 _ )2 2
J-yzdS: J‘l6f X (}4 X) dX:8Lf :57,6
L 1
2 2
Loit=Lb=L2 1.2 _g36
A 12 12
X, =189 _ 186335
57,96
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Calculul momentelor incovoietoare: M| = M’ —yX,

- sectiunea de la cheie

M :%—f-X1 =720-3-186,335 =161kNm

¢

- sectiunea de la sfertul deschiderii

=P L 5p X, =360 419,25 = ~59,25kNm
24 4

Calculul fortelor axiale: N =N’ =X, coso

- sectiunea de la nasteri: cos@, =0,707;sin¢, = 0,707
N, = —gsin ¢, — X, cos@, =—-216,61kN

- sectiunea de la sfert: cos@, = 0,894 ;sin¢p, =0,447
N, = —gsin o, — X, cos, =—-220,22kN

- sectiunea de la cheie: cose, =1;singp_=0

N, =-X, cosp, =—-186,335kN

Problema 11.14 (fig.11.14) Arcul de la aplicatia precedenta, incarcat cu o forta
uniform distribuita pe jumatate de deschidere.

20kN/m 20

|<L,| SB — T90 MI()) 30T

64,034 56.627 4034 W

180

37.41
103,68
1,12 61,254

52,59

- Fig.11.14 -

Arcul fiind acelasi se va calcula numai termenul liber (numaratorul expresiei
necunoscutei X;)
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Pe prima jumatate a arcului M, = 90x — ZOXE =90x —10x°

A _
[yMids = J%‘L/‘)-

0

(90x —10x)dx =2106

Pe jumatatea din dreapta a arcului Mg =30x

[yMds = | :30xdx =1350

0

Z24fx(L - x)
L2

Deci
[yM?ds = 2106 +1350 = 3456

Calculul necunoscutei
X = 3456

1

=56,627

5

Calculul momentelor incovoietoare
- sectiunea de la cheie
M, =180-3-56,627 =1,12kNm
- sectiunea de la sfert pe jumatatea din stdnga a arcului

M, =90-3-20-3-1,5 —%3-56,627 =52,59kNm

- sectiunea de la sfert pe jumatatea din dreapta a arcului

M, =30-3 —%3 -56,627 = -37,41kNm

Calculul fortelor axiale:
- sectiunea A cos¢, =0,707;sinp, =0,707
N, =-90sin¢, —56,627cos¢, =—-103,68kN
- sectiunea de la sfert pe jumatatea din stanga a arcului cos¢, = 0,894 ;
sing, = 0,447
N, =-90sinp, —56,627cos@, +20-3sin@_, =—64,034kN
- sectiunea de la cheie: cose, =1;sinp_ =0
N, =-56,627cos¢, =—56,627kN
- sectiunea de la sfert pe jumatatea din dreapta a arcului cos, =0,894;
sing, = 0,447
N, =-30sin@, —56,627 cos¢p_ = —64,034kN
- sectiunea B cosp, =0,707;sin¢p, =0,707
N, =-30sin@, —56,627cosp, =—61,254kN
Diagramele de eforturi sunt date in figura 11.14.
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Problema 11.15 (fig.11.15) Arcul parabolic cu tirant are urmatoarele
caracteristici:

- Arcul E,=300000daN/cm’, bxh=40x60cm”.

- Tirantul E=2100000daN/cm’, A=34cm’.

P=240kN l P=240kN
"’I X1 /\
<+
m — 0
6 6 =— SB — leo M, 120T

210,405 175353 210,405 W
34,454 34,454 @%
% §93,94k 208,646
Mp

208,646
NP

- Fig.11.15 -

Arcul este acelasi de la aplicatia 11.13. In acest caz avand tirant se modifica
coeficientul necunoscutei.

SIIZIH];—;dS+I M s+ dx

EA  'EA

t

unde m, =-y, n, =—cos@, n, =+1

I I El
EL5,, = .[TO y’ds + IXOCOS2 ods + jﬁlzdx

Deoarece arcul are sectiune constanta [(=I rezulta

% B 2
[yids= 2j[%} dx ==57,6

I :
J'Xocos2 ods=L-i; =0,36

EI 107 .72-.10™
[EL pgs—p 2 o1p 31072007 5
E A 2,1-10°-34-10"

EIA,, =—[yM)ds =—-10800

0= 1p

t t

Necunoscuta, efortul din tirant, este

5 =By _ 10800
57,60 + 0,36 + 3,63

= =175,353kN

11
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Se constata ca in cazul arcului cu tirant, efortul in tirant este mai mic decat
reactiunea orizontala a arcului dublu articulat, s1 aceasta deoarece tirantul este un
element deformabil.

Calculul momentelor incovoietoare

M, =120-6-3-175,353 =193,94kNm

M, =120-3 —%3 175,353 = —34,544kNm

Calculul fortelor axiale

N, =-120sin@, —175,353cos¢p, =—-208,846kN
unde cos@, =0,707;sinp, = 0,707

N, =-120sin@, —175,353cos¢p, =—-210,405kN
unde cos@, =0,894; sing, = 0,447

N, =-X, =-175,353kN

N, = +X, =+175,353kN

Problema 11.16 (fig.11.16) Se va utiliza calculul prin boltari. Arcul este
circular din beton armat, avand sectiunea transversala constanta, bxh=40x70cm?, raza
R=22,62m si unghiul la centru 20 = 84°.

Fortele sunt aplicate simetric in sectiunile 2,3,4,5 si 6.

N

Yy

- Fig.11.16 -
Calculul elementelor geometrice
L=2Rsina=2-22,62-0,669 =30,27m
f =R(l-cosa)=22,62-(1-0,743) =5,81m
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Arcul se imparte in 12 elemente de lungime constanta As = %-R =2,76m.

Calculul se dezvoltd pe jumatate de arc. Coordonatele centrelor de greutate ale
boltarilor precum si ale sectiunilor 0 si 7 sunt date in tabelul 11.16.1. Relatiile de

calcul sunt x, =Rsina—Rsin0,; y. =RcosB, —Rcosa
Tabelul 11.16.1
Sectiunea 0; sinb; cosb; X; Vi
0 42" 0,669 0,743 0 0
1 38%30° 0,622 0,784 1,065 0,924
2 31%30° 0,522 0,853 3,327 2,485
3 24%3( 0,415 0,910 5,748 3,774
4 1730’ 0,301 0,954 8,327 4,769
5 10°30° 0,182 0,983 11,018 5,425
6 3930 0,061 0,998 13,755 5,764
7 0 0 1,000 15,135 5,810

Expresia necunoscutei, in conditia As = ct., [=ct., este
2 YMAs > yM;
Y yPAs+L-il Y y'+L-i;/As
Momentele incovoietoare M| si eforturile axiale N calculate cu relatiile
0
M) =V, -x,-> Pd,
unde d; este distanta de la forta curentd la sectiunea 1.
N} =-V,sin6, —> P sin6,
sunt date in tabelul 11.16.2.

X

Tabelul 11.16.2

; 0 0 > ) 0
Sectiunea M| y yM, y sind; NY
i 10650 | 0924 | 98406 | 0854 | 0622 | -6220
2 332,70 | 2485 | 826759 | 6175 | 052 |[—omr)
41,76
33,20
3 52638 | 3774 | 1986558 | 14243 | 0415 i
18,06
4 681,12 | 4769 | 3248261 | 22743 | 0,301
12,04
5 78876 | 5425 | 4279023 | 29431 | 0182 2o
6 83450 | 5764 | 4810058 | 33224 | 0061 [

Termenii din expresia necunoscutei se calculeaza pe arcul intreg deoarece
sistemul de baza este arc simplu rezemat
2) yM. =2-15249,065=30498,13 2}y’ =2-106,67 = 213,34
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Necunoscuta X, este:

Lh®>  30,270-0,70°

L i} /As= =
12As 12-2,76
- 30498,130 — 142,656kN
213,34+ 0,448

= 0,448

Eforturile finale (fig.11.17) au fost calculate cu relatiile

M = Mg -yX,

si sunt inscrise in tabelul 11.16.3.
Deoarece incarcarea este simetricd eforturile au fost calculate pe jumatate de

N =N’ -X cosq

arc.
Tabelul 11.16.3
Sectiunea MIO, y -y Xi M, Ng cosb; | -X,cos0; N
0 0 0 0 0 -66,90 | 0,743 | -105,993 | -172,893
1 106,50 | 0,924 | -131,814 | -25,314 | -62,20 | 0,784 | -111,842 | -174,042
-52.20 -173,885
2 332,70 | 2,485 | -354,500 | -22,800 4176 0,853 | -121,685 163,445
-33,20 -163,017
3 526,38 | 3,774 | -538,384 | -12.004 |20 — 0,910 | -129.817 154717
-18,06 -154,154
4 681,12 | 4,769 | -608,326 | 0,794 112,04 0,954 | -136,094 1148134
7,28 -147,510
5 788,76 | 5425 | 773,008 | 14,852 2 — 0,983 | -140.230 2ty
-1,22 -143,590
6 834,50 | 5,764 | -822,269 | 11,231 o | 0998 | 142370 o0
7 844,50 | 5,810 | -828,830 | 5,670 0 ]1,000] -142,656 | -142,656
25,314 25,314

5,67

Mp

NP

- Fig.11.17 -
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Problema 11.17 (fig.11.18) Arcul este circular si realizat din beton armat
avand sectiunea bxh=120x60cm’. Deschiderea arcului este L=34,78m iar sigeata este
f=13,34m. Se va efectua calculul prin boltari.

Py Py Py

- Fig.11.18 -

Calculul elementelor geometrice ale arcului. Cunoscand deschiderea si sageata
se determina raza arcului si unghiul la centru.

2 2
R’ :(%) +(R-f) Rzg—f+§:18,00m

sina:L:0,966 o=75"
2R

Arcul fiind simetric calculul se va efectua pe semistructura prin transferarea
necunoscutelor in centrul elastic. Semiarcul se imparte in zece boltari de lungime
egala.

Coordonatele centrelor de greutate ale boltarilor precum si ale sectiunilor A si
B sunt date in tabelul 11.17.1

Relatiile de calcul pentru coordonatele centrelor de greutate sunt:
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X, =Rsin®,;

X, =Rsino—Rsinb,;

y. =R(1—cos0,)

y. =RcosB, —Rcosa
Tabelul 11.17.1

Sectiunea 0; sind; cosh; X, Y,
A 75" 0,966 0,259 17,390 13,340
1 7115 0,947 0,321 17,046 12,222
2 63%45° 0,897 0,442 16,146 10,040
3 5615 0,831 0,555 14,958 8,000
4 48°45 0,752 0,659 13,356 6,138
5 41°15° 0,659 0,752 11,862 4,464
6 33%5° 0,555 0,831 10,000 3,042
7 2615 0,442 0,897 7,956 1,854
8 18%45° 0,321 0,947 5,778 0,954
9 1115 0,195 0,980 3,510 0,360
10 3%5° 0,065 0,998 1,170 0,036
B 0 0 1 0 0

Pozitia centrului elastic ( de coordonata c) se determina cu relatia
W
c= 2y
> W

deoarece sectiunea transversala a arcului este constantd, iar lungimea boltarului este

As = R =2356m
180

1
unde W :TOAS = As

Calculul coordonatei centrului elastic “c”, coordonatele centrelor de greutate
ale boltarilor, in sistemul de axe xCy precum si termenii yW si y°W, necesari in
calculul necunoscutelor este prezentat in tabelul 11.17.2.

Tabelul 11.17.2

Sectiunea y’ \\ Y y yW y'W
10 0,036 | 2,356 | 0,085 | 4,674 | 11,012 | 51,470
9 0,360 | 2,356 | 0,850 | 4,350 | 10,249 | 44,581
8 0,954 | 2,356 | 2,247 | 3,756 | 8,849 33,237
7 1,854 | 2,356 | 4,368 | 2,856 | 6,728 19,217
6 3,042 | 2,356 | 7,167 | 1,668 | 3,930 6,555
5 4,464 | 2,356 | 10,517 | 0,246 | 0,579 0,142
4 6,138 | 2,356 | 14,461 | -1,428 | -3,364 4,804
3 8,000 | 2,356 | 18,848 | -3,290 | -7,751 | 25,501
2 10,040 | 2,356 | 23,654 | -5,330 | -12,557 | 66,931
1 12,222 | 2,356 | 28,795 | -7,512 | -17,698 | 132,949
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D YW 110,992
> W 23,56
Momentele incovoietoare M’ si eforturile axiale N pe sistemul de baza sunt

calculate in tabelul 11.17.3.
Fortele concentrate sunt aplicate in sectiunile 3,5,7,9.B si au wvalorile
P;=180kN, Ps=150kN, Py=180kN Pp=200kN. Pentru calculul pe semistructura se ia

P—‘3:100kN.
2

SW=2356 S yW=110992 c=

=4,710m

Tabelul 11.17.3

Sectiunea M, =M, + (X;+1 - Xl) ) sz ZPi sinb; Ng
B Mg=0 100 0 0
10 M, =0-100-1170=~-117 100 | 0,065 | -6,50

-19,50

M,=-117-100-2,34=-351 2
9 0 , 280 [ 0,195 54,60
8 M, =-351-280-2,268 =-986,04 280 10,321 | -89,88
-123,76

M. =-986,04 —280-2,178 =—-1595,88 2
7 7 > ’ ’ 430 10,442 -190,06
6 M, =-1595,88 -430-2,044 =-2474,80 | 430 | 0,555 | -238,65
-283,87

M. =-2474,80—-430-1,862 =-3275,46 2
5 s 580 | 0,659 1383.22
4 M, =-3275,46 - 580-1,674 = -4246,38 580 | 0,752 | -436,16
-481,98

M, =-4246,38 —580-1,422=-5071,14 2
3 , : : 71141760 10,831 s
2 M, =-5071,14 - 760 - 1,188 = -5974,02 760 | 0,897 | -681.72
1 M, =-5974,04 - 760 - 0,90 = -6658,02 760 10,947 | -719,72
A M, =-6658,02 -760-0,344 =-6919,46 | 760 | 0,966 | -734,16

Expresiile necunoscutelor sunt

g - 2YMW __2MW
LY yWHLi ’ >wW
Din tabelul 11.17.2 rezulta
> W =236

> y*W =385,327
Termenul liber L-i; pe semistructurd are valoarea

2
1122 Lsy 95000
2 2

=0,522

Ceilalti termeni din expresiile necunoscutelor sunt calculati in tabelul 11.17.4.
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Tabelul 11.17.4

Sectiunea | W y yW M MW yMIW
10 2,356 | 4,674 | 11,012 -117,00 -275,652 -1288,404
9 2,356 | 4,350 | 10,249 -351,00 -826,956 -3597,400
8 2,356 | 3,756 8,849 -986,04 -2323,110 -8725,468
7 2,356 | 2,856 6,728 -1595,88 -3759,893 -10737,08
6 2,356 | 1,668 3,930 -2474,80 -5830,629 -9725,964
5 2,356 | 0,246 0,579 -3275,44 -7716,984 -1896,491
4 2,356 | -1,428 | -3,364 | -4246,38 -10004,47 | +14284,822
3 2,356 | -3,290 | -7,751 -5071,14 | -11947,606 | +39306,406
2 2,356 | -5,330 | -12,557 | -5974,02 | -14074,791 | +75015,769
1 2,356 | -7,512 | -17,698 | -6658,02 | -15686,295 | +117833,673
> MW =—72446,386
Y YM'W =210469,863
Cu aceste rezultate necunoscutele capata valorile
= 210469863 _ 494934kN X, =-———">""_ 72446386 _ 3074,974kNm
424726 + 0,522 23,56

Eforturile finale calculate cu relatiile

M =M’ +mX +m,X, =M’ -yX +X,
N, =N’ +nX +n,X, =N’ —-X cos¢

sunt date 1n tabelul 11.17.5.

Tabelul 11.17.5

Sectiunea y -yXi Mg M, Ng cosO; | -X;cosH; N,
B 4,771 | -2331,139 0 +743,834 0 1 -494.934 | -494934
10 4,674 | -2313,321 | -117,00 | +644,652 | -6,50 | 0,998 | -493,944 | -500,444
-19,50 -504,535
9 4,350 | -2152,963 | -351,00 | +571,011 34,60 0,980 | -485,035 539,635
8 3,756 | -1858,972 | -986,04 | +229.962 | -89,88 | 0,947 | -468,702 | -558,580
-123,76 -567,715
7 2,856 | -1413,531 | -1595,88 +65,567 7190.06 0,897 | -443,955 634,016
6 1,668 | -825,550 | -2474,80 | -225,376 | -238,65 | 0,831 | -411,290 | -649,940
-283,87 -655,560
5 0,246 | -121,753 | -3275,44 | -322,240 383.22 0,752 | -372,190 754,410
4 -1,428 | +706,765 | -4246,38 | -464,640 | -436,16 | 0,659 | -326,161 | -762,321
-481,98 -756,668

_ + _ _ s _ )
3 3,290 | +1628,333 | -5071,14 367,833 631,56 0,555 | -274,688 2906.248
2 -5,330 | +2638,00 | -5974,02 | -261,047 | -681.72 | 0,442 | -218,760 | -900,480
1 -7,512 | +3717,944 | -6658,02 | +134,900 | -719,72 | 0,321 | -158,874 | -878,594
A -8,630 | +4271,280 | -6919,46 | +426,794 | -734,16 | 0,259 | -128,188 | -862,348
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Problema 11.18 (fig.11.19) Se considera arcul circular de la problema 11.17,
supus presiunii hidrostatice p,=30kN/m. Se cunosc a.=75°, R=18,00 m.

6,294
6,294
539,277

- 539,427

Np

539,813\

539,813
- Fig.11.19 -

Cu datele geometrice prevazute rezulta L=34,78m si f=13,34m.
Pozitia centrului elastic este data de relatia

J'y'ds J;R(l—cose)dﬁ ( sinaj
c= = ” =R|1-

_[ds IRdG o
c= 18(18 — 0’96599j =4,718m
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Calculata prin boltari, pozitia centrului elastic a fost datd de valoarea c=4,710m
(deci o bund aproximatie).

Considerand ca sistem de baza pentru incarcarea ,,p” arcul cu trei articulatii —
care este arc de coincidentda — rezultd in arc numai fortd axiald de compresiune
N’ =—pR . In aceste conditii M{ = 0si rezulta X, #0, X, =0.

Ecuatia de conditie va fi
0, X, +A, =0
Calculul coeficientului necunoscutei X; este
EI§, = Imfds + izjnfds = jyzds + izjcos2 0ds

Deoarece y=c-y'= R(l . ocj —~R(1-cos0)= R(cos@ . aj , 1ar
o a

ds = Rd0 se obtine

2

20

: . :
EI5, = OLRSLI N s1r212oc _ 2sin oc) N aRiz(l N sin2a
o o}

) =775,90

Calculul termenului liber
EIA, =i*[n N'ds =2i*[(-cos6) - (-pR)RdO = 2pR*i* sin 0.=563,32
0

Expresia necunoscutei

X _ A, | 2p3212 sina | _ 56332 _ 0723
d,, OLRS(I N sin2o 2s1n2 ocj N ocRiz(l N sm2ocj 775,90
20 o 20
Calculul momentelor incovoietoare finale
- la cheie
M, =mX, =-y X, =—4,718-0,723 =9,74kNm
- la nasteri

M =mX, =-y X, =—(13,34-4,718) - 0,723 =-6,294kNm
- la sfertul deschiderii
M, =mX, =-y X, =-2,322.0,723 =—-1,70kNm

Calculul fortei axiale
- la cheie
N, =-pR +X, =-30-18+0,723 =-539,277kN
- la nasteri
N, =—pR + X, cosa., =-30-18+0,723-0,259 =-539,813kN
- la sfertul deschiderii
N, =-pR + X, cosa, =-30-18+0,723-0,793 =-539,427kN

Diagramele de eforturi sunt date in figura 11.19.
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METODA DEPLASARILOR

CAPITOLUL XII
PRINCIPIILE METODEI DEPLASARILOR

Metoda deplasarilor este o metodd generald pentru calculul structurilor
alcdtuite din bare: cadre, grinzi continue sau grinzi cu zabrele avand noduri rigide.
Starea de eforturi care se dezvoltd intr-o bara a unei structuri poate fi determinata
daca se cunosc fortele ce actioneaza asupra barei, precum ti deplasarile sectiunilor de
la capete — translatii si rotiri. Aceastd observatie constituie baza calculului structurilor
prin metoda deplasarilor. Se reamitesc aici caractreisticile nodurilor unei structuri
alcatuite din bare:

- sectiunile de capat ale barelor ce converg intr-un nod rigid se rotesc cu acelasi

unghi si au aceeasi translatie;

- sectiunile de capat ale barelor ce converg intr-un nod articulat au aceeasi

translatie, rotirea relativa fiind libera.

in formularea clasica a principiilor metodei deplasarilor — in vederea reducerii
numarului de necunoscute se admite prin ipoteza ca lungimile barelor nu variaza prin
trecerea din pozitia initiala in pozitia deformata.

Prin aceasta conditie structurile se clasifica in doud categorii: structuri cu noduri fixe
si structuri cu noduri deplasabile.

Structurile cu noduri fixe sunt acele structuri la care prin deformaresub
actiunea fortelor exterioare, nodurile efectueaza numai rotiri, translatiile fiind blocate
de legaturile exterioare. (fig. XII.1,a).

Structurile cu noduri deplasabile sunt acele structuri la care prin deformare, sub
actiunea fortelor exterioare, nodurile efectueaza atat rotiri cat si translatii
(fig. XIL.1,b).

- Fig. XIL1 -

y =
77 7 77

a b

Pentru a stabili ca o structura face parte dintr-o categorie sau alta se procedeaza
in modul urmator:

- nodurile rigide se transforma in noduri articulate, iar incastrarile cu baza se

transforma 1n articulatii, obtinand structura auxiliard,

- structura auxiliard se analizeaza din punct de vedere cinematic, utilizand

urmatoarea relatie:
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W=3B-2A-S (XIL.1)
unde B reprezintd numarul de bare, A numarul de articulatii simple, iar S numarul de
reazeme simple.

- dacd W <Ostructura auxiliard nu are grade de libertate cinematica, iar
structura reala este o structura cu noduri fixe (fig. XII.2,a si b),
- dacd W >0, structura auxiliard are un numar de grade de libertate
cinematicd, iar structura reald este o structura cu noduri deplasabile, avand
acelasi numar de grade de libertate elastica (fig. XI1.2,c si d).

- Fig.XIL.2 -

Exceptii de la regula (XII.1) sunt:
- cadrele care au un tirant (fig.XII.3,a). Deoarece tirantul este o bara

Structura auxiliara
W=3-4-2-6=0
ST
a b
Structura auxiliara
W=3-5-2.-7=1
777 ST77
c d

Structura auxiliara
AN W=3.5-2-6-1=2

¢ f

deformabild axial, el nu suprima deplasarea pe directia gradului de libertate, ci

o limiteaza la deformarea sa;

- cadrele care au o rigld curba, au un grad de libertate in plus, comparativ cu

acelasi cadru care ar avea rigla rectilinie (fig.XI1.3,b si ¢).
- Fig. XIL3 -

Si in metoda deplasarilor calculul se conduce pe un sistem de baza obtinut prin
blocarea tuturor deplasarilor posibile ale nodurilor structurii — rotiri §i translasii
(fig.X11.4,a s1 b).

Iy
P
\D

Pentru blocarea rotirii unui nod rigid se utilizeaza blocajul de nod, iar pentru
blocarea translatiei pe directia unui grad de libertate se utilizeaza legatura de grad de
libertate.
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Blocajul de nod este o legaturd simpla care suprima rotirea nodului, dar lasa
libera translatia acesteia. Echivalentul mecanic al unui blocaj de nod este o reactiune
moment.

Legatura de grad de libertate este o legiturd simpld care suprimd translatia
nodului si lasa libera rotirea acesteia. Echivalentul mecanic alunei legaturi de grad de
libertate este o reactiune forta.

Z,
7, lP Z P, A Zs
—a — —_— —
a /5;7 Z, |P, Z; Zy
SB A Ze
b

SB
2 necunoscute

rotiri
6 necunoscute

(4rotiri + 2 translatii)

- Fig.XIL4 -

Sistemul de baza, in metoda deplasarilor, are urmatoarele caracteristici:

- este unic,

- este format din doud tipuri de bare: bare dublu incastrate si bare

incastrate la o extremitae si articulate la cealalta,

- este multiplu static nedeterminat comparativ cu structura reala.

Sistemul de baza va fi incdrcat cu fortele reale si cu deplasarile nodurilor
(initial necunoscute). Sub actiunea acestor incarcari in legaturile suplimentare vor
aparea reactiuni. Reactiunea totald se obtine prin suprapunerea de efecte. Deoarece
aceste legdturi suplimentare sunt fictive, conditia ca ele sd nu existe este ca
echivalentul lor mecanic sa fie egal cu zero. Dect R, =0,R, =0,..., R_=0unde

R =12 +r,Z,+..+1,Z +R, =0

R2 :r21Z1 +r2222 +...'|‘I'2nZn +R2p =0 (XHz)

R =12 +r,Z,+..+1,Z +R =0
In sistemul de ecuatii (XII.2), elementele componente au urmitoarele
semnificatii:

- 72y, 7, ... , Z, — sunt deplasarile necunoscute ale nodurilor — rotiri si
translatii,

- T11, 22, -.. , Iny — coeficientii necunoscutelor principale sunt reactiuni unitare,
produse de deplasari egale cu unitatea pe directia lor cand acestea actioneaza
asupra sistemului de baza. Aceste reactiuni sunt totdeauna pozitive.

- Iy, I3, ... , Ijj — coeficientil necunoscutelor secundare sunt reactiuni unitare.
Aceste reactiuni pot fi pozitive, negative sau egale cu zero.
- Ry, Ryp, ..., Ry, — termenii liberi sunt reactiuni produse in legaturile

suplimentare de fortele exterioare. Aceste reactiuni pot fi pozitive, negative sau
egale cu zero.
-82 -



In vederea sistematizarii calculului prin metoda deplasarilor se adoptd o
conventie de semne, atdt pentru rotiri de nod, rotiri de bara cat si pentru momente
incovoietoare. Sensul pozitiv este sensul acelor de ceasornic. In figura XII.5 sunt

0; A
L

2 N \ V-
T— — Ta

bl 54

f momente pe baraf

f momente pe nod f

prezentate cateva exemple.
- Fig. XIL.5 -
Momentele incovoietoare produse din incarcarea cu forte pe barele sistemului
de baza sunt date in tabelul 11.1 (paragraful grinzi continue).
Tabelul 11.1
Bara Diagrama de moment Momentul
incovoietor incovoietor

o Y _
J?l j M, =4i6,
V § . M; =20,

Vs ' M \h\ i
J Mij = Mji = 61\|lij
\ku "
|

0i |

P k M
M

M, =3i0,

ik
ik

§ Vi lif
: \t% 1 Mik :3i\|jik
/

-83 -



Pentru cazul Incarcarii cu rotiri de nod sau translatii de nod eforturile sunt date
. . EI . .. . .
in tabelul XII.1, unde s-a notat 1= T (rigiditatea practica a barei).

Eforturile, dupd rezolvarea sistemului de ecuatii, se determina astfel:
- pentru structuri cu noduri fixe ( momente pe nod)
M, =M, —4i,0, -2i0,
M, =M, —2i,0, —4i,06,
M, =M, -3i,6,
- pentru structurile cu noduri deplasabile
M, =M, —4i.0, —2i,0, + 61y,

M, =M, —2i,6, —4i.0, +6iy,

ij i ij ]

Mik :Mik _3iikei +3iik\|]ik

In relatiile (XI1.3) si (XII1.4) simbolurile isi contin semnul, deoarece forte pot
avea sensuri diferite.

Structurile simetrice se rezolva prin metoda deplasarilor utilizand procedee
cunoscute si anume procedeul necunoscutelor grupate si procedeul semistructurilor.

Un caz particular, care introduce si elemente specifice metodei — este cazul
barei dublu incastrate sin sistemul de baza, intersectate de axa de simetrie la mijlocul

deschiderii sale si este incarcatd cu rotiri grupate simetric si grupate antisimetric
(fig.X11.6).

Gruparea simetrica Gruparea antisimetrica
M, =-41,0, +2i,0, =-2i,0, M, =-41,0, —2i,0, =610,

Din cele de mai sus rezultd ca, in gruparea simetrica bara se comporta ca avand
rigiditatea pe jumadtate, comparativ cu situatia incarcarii cu o singura rotire, iar in
gruparea antisimetricd bara se comportd ca avand rigiditatea o data si jumadtate,
comparativ cu situatia Tncarcarii cu o singura rotire.
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APLICATII

A. STRUCTURI CU NODURI FIXE. La structurile cu noduri fixe, sistemul de
baza se obtine prin introducerea de blocaje de nod in nodurile rigide. Reactiunea
moment dintr-o asemenea legaturd se obtine scriind echilibrul momentelor din jurul
fiecarui nod, atat din diagramele unitare, cat si din diagrama Mg

Sa se traseze diagramele de eforturi la urmatoarele structuri cu noduri fixe.

Problema 12.1 (fig.12.1)

40kN 20kN/m

q | R _
N 31 1 71 _44% AN

p—

ol

95,83

- Fig.12.1 -
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Din analiza structurii auxiliare rezulta
W=3.3-2.4-1=0
deci nu exista grade de libertate cinematice, iar structura reald este o structurd cu
noduri fixe.

A e . . . EI : :
Alegand o rigiditate practica de comparatie 1, = o pentru barele sistemului de

baza se obtine:

_ 3EI EI . . 2EI

1,=—=21;1,=—=1,;1,=—=21i
12 0° 13 0°*14 0
9 6 6

Incarcand sistemul de baza cu rotirea Z;=1 rezulta diagrama m,, iar Incarcand
cu fortele exterioare rezulta diagrama Mg Momentele de incastrare perfecta, produse

de forte sunt:

2 2
M,=-M, :% :% =45kNm; M, = pL = 20-6 =90kNm
Ecuatia de conditie are forma
,Z,+R =0

Calculul reactiunii ;. Se sectioneazad barele din jurul nodului 1 din diagrama

m; si se scrie echilibrul momentelor
I

4 :
i { HgHY 6io e |
\4_7 r,—61,—41,—-81,=0;, 1,=181,

1o

Calcul reactiunii R;,. Se sectioneaza barele din jurul nodului 1, in diagrama
Mg si se scrie echilibrul momentelor

Ry,
A
45 { - ) 90 R, +90-45=0; R, =45
Calculul necunoscutei
Z = Sw_ 45 25
r, 181, 1,
Momentele incovoietoare finale se obtin prin suprapunerea efectelor:
M, =M’ +mZ
M, =-45-8i, - 2.’5 =—65kNm; M, =+45-4i, - 2,’5 =+35kNm
10 10
M, =-4 - 2,5 =—10kNm; M, =-2i_ - 2,5 =—5kNm

0 .
1

31 0 .

0 1

M, =+90 - 6i, - 2> = 75kNm

1

0

0
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Observatii:

- coeficientii necunoscutelor depind numai de caracteristicile structurii §i nu
depind de incarcare,

- se constatd ca expresiile cu care au fost determinatemomentele Incovoietoare
sunt expresiile (XI1.3),

- momentele incovoietoare - in cazul Tncdrcarii structurii cu forte — nu depind
de rigiidtatea practica de comparatie, care este aleasa arbitrar. Ca urmare in celelalte
aplicatii se va considera 1, =1

- fortele taietoare si fortele axiale se calculeaza dupd metodologia utilizata la
metoda eforturilor.

Problema 12.2 (fig.12.2)

20kN/m Zl Zz
A e Ly
1 31 2 21 2 2
(@\l
I I —1 1,5
o 4
777
5 6
|«
Z1:1
4 A
3
m;j
A
30
— I,
0
AN MlJ
30777
1,43 \h\
§ 1+ 1 3 |+ I o | 5 S
= T \K‘[ — 2491 30,935
> p — 34,02 Np
+1 24,91 _
« 1,43 44,55
3509 6,025
- Fig.12.2 -
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Calculul rigiditatilor practice ale barelor. Se considera 1, = % =1

. 3EI . EI . 2EI . 1,5EI
1, :?:2; 1, :?:1;123 :7:2; 1, :T:I,S
Momentele de incastrare perfecta, produse de forte sunt:
_PL_60-4 pl” 20-4°

M =40kNm

="M, 2 T:?)OkNm; M, =

Ecuatiile de conditie sunt
{r”ZI +1,Z,+R, =0

72 +1,2,+R, =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

I
—
8 r,—8-4=0; r1,=12
ks
4
T2
—
!-I’4 I‘12_4:0; I‘12:4
Rip
Ve
!" R, —45=0; R, =30
30
I21
4(;;_' r, —4=0; r, =4
122
A —-6-6—-8=0;r1, =20
8 6 I'22 > 722
()
6
Rop
I"‘! |\, 40 R, +40=0; R, =-40

Sistemul de ecuatii este
1272, +4Z, +30=0
47, +20Z,-40=0
1ar necunoscutele au valorile Z, =-3,393s1 Z, =-2,678

Momentele incovoietoare finale calculate cu relatia
M =M’ +mZ
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sunt date direct diagrama din figura 12.2. In aceeasi figure! Sunt prezentate si

diagramele de forta taietoare si de fortd axiala.

Observatie: In metoda deplasarilor verificarea eficientd a rezultatelor

calculelor, este satisfacerea conditiei de echilibru static.

Problema 12.3 (fig.12.3)

40kN/m

0 1y 3 ¢ ¢ 42

,_.
(@)Y
\

®)

NN

-
— T
P e
o0
~J
|
—’
é,
“
-
o0
(@)Y
3
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Calculul  rigiditatilor
practice ale barelor,

entru 1 —E—l
p ° " 36

2EI
1, 2728
) El
112 :?:6
3EI
b=y

Ecuatiile de conditie

1,2, +1,2,+R, =0
1,72 +r,2,+R, =0

2171 22772

Sistemul de ecuatii
567, +127,-120=0
1272, +512,+120=0

cu necunoscutele

Z, =2,788

Z, =-3,009
Diagramele de eforturi
sunt date in figura 12.3.



Problema 12 .4 (fig.12.4)

z
10kN/m —
1 21 IS PN 22
- . 0
©o ; I 1,51 | sB ; M,
7 e T v 454/777
- Fig.12.4 -

Structura cu aceastd incarcare reprezintd un caz particular. Deoarece in
diagrama Mg nu ezistd momente pe barele ce formeaza nodul rigid rezulta cd in

ecuatia de conditie r,Z +R, =0, termenul liber R, =0 si deci Z =0. in

consecintd diagrama Mg reprezintd diagrama finala M,,.

Problema 12.5 (fig.12.5)

Z,
120kN —a
— —
— 31 31 = = e
2I o o 21 <t
SB
2 | 3 3 I 2
S R
—_—
+ —_—
M, 0
M, Ny

100 100

- Fig.12.5 -

Structura prezintd o singura necunoscutd. Deoarece forta exterioard este
orizontala, iar directia ei trece prin nodul rigid, nu produce momente incovoietoare pe
sistemul de baza, deci M_ =0 si im consecintd Z =0 si M) =M =0

In structurd apar numai eforturi axiale. Eforturile din stalpii inclinati se
determina scriind echilibrul nodului sub actiunea fortelor.

> X, =0; — N, cosa + N, cosa = 0; N, =N,

120

Y'Y, =0; 120N, sina. — N, sina =0 N, =N, =—
2sino

=100kN
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Problema 12.6 (fig.12.6)

20kN/m i
Yy v v v v vy y v v 3 v v v ¥
e 31 31 = = =—
<A
21 a o 21 <
SB
2 3 3 2 |
EAS N N ~N 1 ~NO[
M,
MP
N\
\1\137,5 g
NP
78,125 78,125

- Fig.12.6 -

Aceeasi structurd de la aplicatia precedenti. In acest caz diagrama Mg este

diferita de zero, momentele de incastrare perfecta pe cele doua rigle au aceeasi
valoare. In consecintd R| =0 sicaurmare Z, =0 si M = ME

Eforturile axiale in stalpii inclinati au fost calculate scriind, ca si in cazul
precedent, echilibrul nodului sub actiunea fortelor

> X, =0; N, sina — N, sin =0; N, =N

1 2

>Y, =0; N,cosa+ N,cosa—2-62,5=0; N, =N, =78,125kN

Diagramele de forturi sunt date in figura 12.6
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Problema 12.7 (fig.12.7)

Zl ZZ
20kN/m i A
4 ! I vV v v
31 21 A% %
1 21 Ne)
SB
SP77
l‘ 3 ‘|: 9 =|< 6 ;l
[ > [ | g
4 \ Praak il
4§'W =, i
g  m m2 i
/7;2 777 4
135 135 114,676 101,612
90 43,458

- Fig.12.7 -

3
/4; 24,676
M, &
12,338

58,064

Structura are o consola. In situatia Incarcarii sistemului de baza cu rotirea
Z, =1, consola, avand un capat liber, se roteste ca un solid rigid, fara sa se deformeze

s1 in consecintd nu apar eforturi pe consola.

In schimb, in cazul incarcarii cu forte, pe consold apare diagrama de moment
incovoietor, moment ce intervine in calculul reactiunii R, din blocajul de nod.

Se considera 1, = % =1

Ecuatiile de conditie
1,2, +r,Z,+R, =0
1,2, +1,2, + Rzp =0

Coeficientii necunoscutelor si termenilor liberi sunt:
r,=12; 1, =4; R, =

p =45
r, =4; 1, =22; R, =135
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Sistemul de ecuatii este
1272, +4Z,-45=0
{421 +227,+135=0
iar necunoscutele au valorile Z, =6,169s1 Z, =—-7,258
Diagrama de moment incovoietor este data in figura 12.7.

Problema 12.8 (fig.12.8)

1120 Z l 7>
/A 7~ A
25 21 T L 2
1,51 21 © 1.5 1,664
777
6 3 3 4
[ f—]
6 7.=1 4
0 A%
g M
3
ST77
90 90 37.629
M
M;) ’
18.815

- Fig.12.8 -
Se considerd 1, = % =1
Sistemul de ecuatii este
20Z,+4Z,-90=0
47, +12,9927, +90=0
1ar necunoscutele au valorile Z, =6,272s1 Z, =—8,858

Momentele incovoietoare finale sunt date in figura 12.8.
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B. STRUCTURI CU NODURI DEPLASABILE. Structurile cu noduri
deplasabile se impart in doud categorii, in functie de caracteristicile ce intervin in
calculul lor. Aceste doua categorii sunt:

Structuri cu noduri deplasabile avand stalpii verticali si rigle orizontale;

Structuri cu noduri deplasabile avand stalpi inclinati sau rigle in doua pante.

La structurile cu stalpi verticali si rigle orizontale "in cazul incarcarii
sistemului de bazd cu o translatie pe directia unui grad de libertate, riglele se
translateaza (nu se deformeazi), iar stilpii se rotesc deformandu-se. In consecinti
existd numai diagrama de deplasari pe orizontala.

Calculul reactiunii din legatura de grad de libertate se poate efectua exprimand
conditia de echilibru static fie printr-o ecuatie de proiectie pe orizontala, fie utilizand
princiliul lucrului mecanic virtual.

La structurile cu stalpi inclinati sau cu rigle iIn doud ape prin incarcarea
sistemului de baza cu o translatie pe directia unui grad de libertate se deformeaza atat
stalpii cat si unele rigle — functie de conformatia structurii. In consecintd existi
diagramd de deplasari atat pe orizontald cat si pe verticald. Calculul reactiunii din
legatura de grad de libertate se realizeaza utilizdnd numai principiul lucrului mecanic
virtual.

Sa se traseze diagramele de eforturi la urmatoarele structuri cu noduri
deplasabile.

Problema 12.9 (fig.12.9)

60kN

(2,5)
(4) 8(2 4) (5)

.
(1,4) Ao
3.,5)
111 ?:
(1) ( 3) J
i EE ? ﬁ
5 | L




Structura are un singur grad de libertate. Deoarece nodurile sunt articulate
problema comporta o singura necunoscuta.
Ecuatia de conditie este
r,Z, +R, =0

Pentru 1, :% =1 rezulta 1,=1, 1,=2, 13=1.

Din incarcarea structurii auxiliare cu deplasarea virtuala Z, =1 se constata ca
centrele absolute ale riglelor sunt la infinit, pe verticald, deci se tranlateaza. Stalpii se
rotesc. Existd numai diagramd de deplasari pe orizontala. Forma deformatd a
sistemului de baza permite determinarea fibre1 deformate a stalpilor, pentru
reprezentarea diagramei de momente incovoietoare m;, momente calculate cu
expresia 3iy .

Deoarece forta de 60kN este aplicata in nod, in sistemul de bazd nu exista
diagrama de momente incovoietoare M’ =0.

Calculul coeficientului necunoscutei si termenului liber utilizand ecuatia de
proiectie pe orizontala (fig.12.10,a).

Iy

B S

Ko A o P2 i; y
60kN Rip
—X I 1

a b
- Fig.12.10 -

Reactiunea ;. Se sectioneaza stalpii in vecindtatea nodurilor — in sistemul de
baza — si se pun in evidenta fortele taietoare. Fortele axiale — cand existd — avand
directia axei stalpilor nu intervin in ecuatia de proiectie.

1 2 1 1
X4 = O, r ————— _—= O, r =—
2.X, 12 12 12 !
Reactiunea R;,,.
ZXi =0; R, +60=0; R, =-60
Ecuatia de conditie
lZl —-60=0; Z,=180
3

Diagrama finald de momente incovoietoare a fost calculata cu relatia
M =M’ +m,Z
p p 171
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Calculul coeficientului necunoscutei si termenului liber utilizand principiul
lucrului mecanic virtual (fig.12.10,b).

Se incarca structura auxiliara cu reactiunea ce urmeaza a fi calculatd si cu
momentele ncovoietoare din diagrama m;, reprezentate pe bard. Imprimand

deplasarea virtuala Z, =1 si exprimand conditia de echilibru static, 6L =0, se obtine

ST L R O R BPYR

+ ; I, ==
26 6 2 6 3

Pentru calculul termenului liber se procedeaza in mod asemanator
R, -1+60-1=0; R, =-60

Ip

Observatie: In cazul acestui tip de structurd — avand nodurile articulate, stalpii

de lungime egald si forta aplicatd in nod — momentele incovoietoare reale se pot
calcula cu o relatie de forma (vezi aplicatia 9.9):

M =M. -1 =360 = 90kNm
2, 4

MZ:MH-ZIZ_ :360-%:180kNm
1

M,=M, 360-l=90kNm
21 4

Se constata ca momentul fortei orizontale, in raport cu sectiunea de incastrare a
2

stalpilor, moment notat My se distribuie stalpilor proportional cu rigidiatea practica a
acestora.

Problema 12.10 (fig.12.11)

60kN

—

e
>07
>3_
%

90 45

P45

- Fig.12.11 -
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Se considera structura de la aplicatia precedenta avand nodurile rigide si riglele
infinit rigide, comparativ cu rigiditatea stalpilor
Ecuatia de conditie este
r,Z, +R, =0

1171

Momentele 1ncov01et0are din diagrama m;, se calculeaza cu expresia 61y .
Reactiunea ry; (fig.12.12,a) oL =0

1 1 1 4
r“-1—(1+1)-g—(2+2).g—(1+1)-g=o; n=3
1 60kN Rip
— I; —_— —
\vzl m
6 b
- Fig.12.12 -

Reactiunea R, (fig.12.12,b)
R, -1+60-1=0; R _=-60

Ip
Ecuatia de conditie

%Zl - 60=0; Z,=180

Diagrama M, a fost reprezentata in figura 12.12.

Observatie: Se constata ca momentul fortei orizontale My se distribuie stalpilor
dupa regula

1

M =M =360-—— =45kNm
2.4

. 11
: " 221

=M

2 H 221

M, =M,
21

Structurile cu noduri rigide lucreazd mai favorabil decat cele cu noduri
articulate la astfel de incarcari.

M

360 —2— —90kNm
2.4

3601 = 45kNm
2-4
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Problema 12.11 (fig.12.13)

1

0,5! |
69,545 61,364

- Fig.12.13 -

Structura este cu noduri deplasabile avand un grad de libertate.
Ecuatiile de conditie sunt :

1,2, +1,Z, +R =0
r,Z, +r1,2, +R, —O

22772

Momentele 1ncovo1etoare din diagramele m; si m, au fost calculate pentru
EI

io = F = 1
Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi
r, =18; r,=-15; R =0; r,=r,=-L5
11 7
oL =0 rzz-l—?——(ls 15) —= rzzzﬁ
oL =0 Rzp-1+10-6-%—45%:0; R, =-225
Sistemul de ecuatii este:
182, -1,5Z, =0
7

-1,5Z, JrEIZ2 -22,5=0
1ar necunoscutele au valorile Z, =4,091s1 Z, =49,091
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Diagrama M, este data in figura 12.13.

Observatii: Structura a fost calculatd la aplicatia 12.3 ca structura cu noduri
fixe. A se observa diferenta intre cele doua distributii de eforturi.

Verificarea rezultatelor se poate efectua scriind echilibrul static al structurii
reale — fie echilibrul fortelor pe orizontald (fig.12.14,a), fie utilizdnd principiul
lucrului mecanic virtual (fig.12.14,b)

T T paN

— -+
18,4 18,4 10
49 091 B’
_ > 9,091—
—> 184 > 069,545
_ _»; ; 61,364
—
18 A
69.545 ~ 41, 6 61364
a b
- Fig. 12.14 -
> X, =0; 18,4-18,4 =0
OL =0; 10-6-1—69,545-1—(49,091+61,364)-l=O;
2 6 6
Problema 12.12 (fig.12.15)
Ecuatiile de conditie sunt :
1,2, +1,2,+r,Z,+R =0
1,2, +1,2, +1,, 2, + Rle =0
1,2, +1,2,+r,Z,+R, =0
EI

Rigiditatile practice ale barelor au fost calculate pentru 1, = EY =1

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

r, =10; r, =0; r, =-1; R, =0;
3 1

1'2120, 2221; 23:_5; R2p:_40

r, =—1; r :—l, r :L; R, =-20;



O
| v =L 1 67,07
3
25,657
m = 1 7
3 A4 9 M,
1
3 95,3537 1287§9" 103,03
1 1
1 3 3
- - —_
I | 1§)) I3 40 R2p
— — — —
—_— - -
1
1 1
I3 12 3132 r3;; 20 R3,
r 1" ¢ Y I
—_— —— - -
I 1 1 b
3 3 27
- Fig.12.15 -

Sistemul de ecuatii este:

10Z,-Z, =0

%zz—§z3—40=0

7z -tz oLz -0
3727

iar necunoscutele au valorile urmdtoare Z, = 30,909;Z, =190,707 ; Z, = 309,091
Diagrama finala de momente incovoietoare este datd in figura 12.15.
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Problema 12.13 (fig.12.16)

20kN/m Zy,
v v v
21
<«
21 1,51 2
[\l
77 6 3 SB o7 4
e @
o \
5 Z-,=1 i \\\
™ AN v,
0,75 | N
b : \\
| \\
m : N 1
é : I(1,2) (23) 7, =1
—i 1,35 pa 11
2
|
20 84,96 \
(1)
> v v
o v, = 6
Mp MP _ 1 1
35,21 V=g Va=g
68,56 20
R>
I » I22 #/# # # * ’
Fad — < i A"Y U
8 AN 0,75
6 ) 90
5 1,35
4 v

- Fig.12.16 -

e : . EI
Rigiditatile practice au fost calculate pentru 1, = o =1

Ecuatiile de conditie sunt :
{r“ZI +1,Z,+R, =0

1,2, +r,Z,+R, =0

21771 2272

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi
r, =14; r, =-125; R,/ =-90;

11
1+ (8+4) =620 =0 r, =-125

1 1 1
1= (2+2) =075 2 =135 =0; r, =1,0975
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13,901

R, -1-20-6- +90-8=O; R, =33)75

Sistemul de ecuatii este:
1472, -1,25Z, -90 =0
{— 1,257, +1,0975Z, +33,75=0
iar necunoscutele au valorile Z, =4,10s1 Z, = -26,082
Diagrama finala de momente incovoietoare este datd in figura 12.16.

Problema 12.14 (fig.12.17)

30kN . T
31 31 AN 2 2 AN
I 2,51 < 1 2
SB
6 I 3 3

MP
(2)
™
N N
I AN Vol I N
| AN
I ™
| \\ (394)
| N(2.4)
I N 7. _
1,2) (253) Z, =11 ’
11 3% Z4EN
111 I
1 : v,
3) !
() |
_i \\\ ! Ve
n= 4 N
N
7 [
1 1

4
v, =L
s ) S8 127,88
71,78 57,235 140,518
9.54
£ [+ 1 +
P

- Fig.12.17-
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Ecuatiile de conditie sunt :
{r”ZI +1,Z,+R, =0

1,2, +1,2, + R2p =0
EI

Rigiditatile practice au fost calculate pentru 1, = 7 =1

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

r, =20; r,=-3; R, =-90;
1 1 1
1'21'1+(8+4)‘Z—6‘§+6'§:0; 1‘21:—3
1 1 1 1
r,-1-0,75-—-2.3-—-0,75-—-0,75-—=0; r, =1875
4 4 8 8

Rzp-1—30-1—90%—20-6%20; R, =86,25

Sistemul de ecuatii este:
20Z,-372,-90=0
-37Z,+1,875Z, + 86,25 =0

iar necunoscutele au valorile Z, =3,158s1 Z, =-51,05
Diagramele de moment incovoietor si de fortd tdietoare sunt date in figura

12.17.
Problema 12.15 (fig.12.18)

Ecuatiile de conditie sunt :
1,2, +1,2,+r,Z,+R =0

0,2 +1,2,+1,Z,+R, =0
1,2, +1,2,+r,Z,+R, =0
Rigiditatile practice ale barelor au fost calculate pentru 1, = o =1

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

r, -1—0,5%—2-1,5%—2.3-1—2-3%:o; r, =2,583
rlz~1+(6+3)%—(12+6)%:0; r, =15
rB~1—(12+6)%+(12+6)%:O; r,=0

: R, =80

R, .1—30-4%—30.43:0;
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r, =15, r,=27;, 1,=6; R, =-40
r, =0; r, =6; r,=24; R, =0;
vV VvV v ¥
- 2,51 2,51
31
o I 1,51
| 6 4 4
]
(4
b
(314) ~<(4.5)
(2)I8 (2,4)
Z, =1 (23

s 133,768

02.17
E 31,59@ 7
0 o] 48506
M, M,
16.505 560,04

- Fig. 12.18 -

Sistemul de ecuatii este:
2,583Z, +1,5Z, +80=0
1,52, +27Z2,+6Z,-40=0
67, +24Z, =0
iar necunoscutele au valorile urmdtoare: Z, = -33,01;Z, =3,51;Z, = -0,877

Diagrama finala de moment incovoietor este data in figura 12.18.
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C. STRUCTURI SIMETRICE

Sa se traseze diagramele de eforturi la urm!toarele structuri simetrice

Problema 12.16 (fig.12.19)

Z=1 Z,=1

20kN/m Z, z
A ~—
v vV ¥ 3 v v v~ 4 4
_[ 31 3 |I?
< I I 1 1 4 m,; 4
~ 1 i I SB /77;2 2/4/7
|l 6 |
™~ g
'\1// - >
0 k M L/ 60 -
M, N P T, [ |
15 15 11,25 11,25
- Fig.12.19 -

Structura fiind simetricd si incircatd simetric va avea deformata simetricd. In
consecintd — desi este o structurd cu noduri deplasabile — la incarcarea simetrica se
comportd ca o structura cu noduri fixe. Rezultd o singurd necunoscutda grupata
simetric. In diagrama m;, pe rigld, momentul incovoietor este constant si egal cu 2i.

Ecuatia de conditie este

r,Z, +R =0
unde
,=2-(4+4)=16; R, =2-(-60)=-120
R
Necunoscuta Z, = ——= = 120 7,5
I 16

11
Diagramele finale de eforturi sunt date in figura 12.19.

Problema 12.17 (fig.12.20)

Structura fiind simetrica si incarcatd antisimetric va avea deformata
antisimetrica. Rotirile nodurilor se grupeaza antisimetric. Din Incdrcarea cu aceste
rotiri pe rigla apare o diagrama antisimetrica cu valorile 61 la extremitati.

Ecuatiile de conditie sunt :

{r”ZI +1,Z,+R, =0

1,2, +1,2, + R2p =0
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12211

Z, 7 21 1
30kN 30kN —a —a
e
31 2
< I 1 1

I
SB
/7|7? 6 7
I~ =1
Z,=1 55 385
—_—
71,5 _7< 5 7/ —i T _1-1 1§
. 55385 11346 :
2
A A é Te
1,577~ 1,5 77> 64.615 64,615 30 30

- Fig.12.20 -

Coeficientilor necunoscutelor si termenii liberi sunt
r, =2-(4+12)=32; r, =2-(-15=-3; R, =0;

21

I, -1+(4+2)-%+(4+2)-%:O; r, =3

r22-1—2-1,5-l—2-1,5-l:0; r, =15
4 4
R, -1+30-1+30-1=0; R, =-60
Sistemul de ecuatii este:
322,-372,=0
-3Z,+15Z,-60=0

iar necunoscutele au valorile Z, =4,615s1 Z, =49,23
Diagramele de eforturi finale sunt date in figura 12.20.

Problema 12.18 (fig.12.21)

Structura este simetrica si incarcatd simetric. Desi are doud grade de libertate,
sub aceastd Incarcare se comportd ca o structura cu noduri fixe. Lucrand pe
semistructurd numarul de necunoscute se reduce la doua rotiri de nod.

e : . g . EI
Rigiditatile practice au fost calculate pentru structura intraga pentru 1, = 3 =1

De asemenea si momentele incovoietoare din diagrama M
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72,99

60

4,95 50,1
9.9

40,20
MP
4.95

- Fig. 12.21 -

Ecuatiile de conditie sunt :
1,2, +1,Z,+R, =0
72 +1,2,+R, =0
Coeficientii necunoscutelor §i termenii liberi sunt:

r, =10; r, =3; R, =-120;

Ip

r, =3; r, =30; R, =-60;

1p
Sistemul de ecuatii este:
10Z, +3Z, -120=0
{3Z1 +30Z,-60=0
iar necunoscutele au valorile Z, =11,752s1 Z, = 0,825

Diagrama finald de moment incovoietor a fost reprezentata in figura 12.21, atat
pe semistructura cat si pe structura intraga.
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Problema 12.19 (fig.12.22)

en 20kN/m 5 51 20kN/m
21 31
N 1,51 1,51 1,51 1,51

> > g >

77 6 7774 4 777 6 ST
le
I

47,58 25,14

- Fig. 12.22 -

Structura este simetricd avand rigla centrald in doud ape, deci este o structura
cu noduri deplasabile, avand doua grade de libertate.
Semistructura corespunzatoare incarcarii simetrice are un grad de libertate.
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Ecuatiile de conditie sunt :
1,2, +1,2,+r,Z,+R_=0

1,2, +1,2, +1,,Z, +R2p =0
1,2, +1,2, +1,Z, +R3p =0

Rigiditatile practice ale barelor au fost calculate pentru 1, = r3 =1

Coeficientii necunoscutelor §i termenii liberi sunt:

T, -1—(1,5+1,5)-l—(1,5+1,5)-l—(6+6)-1:O; r, =5
6 6 3
r12-1+(6+3)%20; r, =—-15
1 1
r13-1+(6+3)-g—(12+6)-§:0; 1, =45
Rlp-1+20-6-%+(60—60)%:O; R, =-60
R, =60

r, =-15; r,=14; r, =4;
r, =45; r,=4; r, =26; R, =0;
Sistemul de ecuatii este:
52, -1,5Z, +4,5Z, -60=0
~-1,52, +14Z,+4Z, +60=0
4,57, +47Z, +26Z, =0
iar necunoscutele au valorile:Z, =12,99;7Z, = -2,355;7Z, =-1,886
Diagrama finala de moment incovoietor este data pe semistructura, in figura
12.22.

Problema 12.20 (fig.12.23)

Structura este simetricd si incdrcatd antisimetric. Semistructura corespunza-

toare acestei incarcari are un grad de libertate.
Ecuatiile de conditie sunt :

1,2, +1,2, +1.,7Z, +Rlp =0
1,2, +1,2, +1,.Z, +R2p =0
1,2, +1,2, +1,,Z, +R3p =0
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on

20kN/m
21

2,51 2,51

20kN/m
31
1,51 1,51
777 6 77

157,94

91,215

- Fig. 12.23 -

Coeficientii necunoscutelor §i termenii liberi sunt:

rll-1—(1,5+1,5)%—(1,5+1,5)%:O; r

1

r, 14(6+3)-—=0

@)\

1

t1+(6+3) =0

1

Rm4+206~—+60—6mu1:0; R
2 6

r, =-15;
r, =-L5;

b

r, =14;

r, =4;

=1

11

r, =—-L5

r, =—L5

Ip
r, =4; R, =60

2p
r, =23; R, =0;

3p
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Sistemul de ecuatii este:
Z -152,-1,5Z,-60=0
-1,5Z, +14Z, +47Z, +60=0
~-1,572,+47,+2372, =0
1ar necunoscutele au valorile: Z, = 69,158;Z, =1,932;Z, =4,174

Diagrama finala de moment incovoietor este data pe semistructura, in figura
12.23.

Problema 12.21 (fig.12.24)

30kN/m |
v v v ,>'<\

: v
21 21 2
< I 1,51 I —%<- 1 Semi-
structura

21 21

4 4 ] h
30kN/m 56

4 4 o 3
]
| AL DN

40 40
z, 4 = ||
- 2 | ™, |
1 2 0 | ||
SB 8 mi M /AN =1\
77 7

56
- Fig.12.24 -
Structura este dublu simetrica si incarcata simetric astfel incat se poate rezolva
lucrand pe un sfert de structura.
e : . EI
Rigiditatile practice au fost calculate pentru 1, = ” =1.

Ecuatia de conditie este
r,Z, +R, =0
unde r, =10; R,/ =-40

Necunoscuta Z, are valoarea:

Diagrama finala de moment incovoietor este data in figura 12.24.
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Problema 12.22 (fig.12.25)

20kN/m 7,
Yy VvV vV Vv VvV v Vv 3 IE - IE
PANDY 21 RN AN NS 2
2,51 © 1,77
Semistructura
6 ole 6 ole 6 iy o8
A A - 79,46 79.46

\ /Am’oz 67’02[\
| I\\ //]

Tt~ = <~

12,43 12,43

0 6,22 6,22
My M,

- Fig.12.25 -

Ecuatia de conditie este
1,2, + Rlp =0

e : . EI
Rigiditatile practice au fost calculate pentru 1, = 3 =1.

Coeficientul necunoscutei si termenul liber sunt:

r, =17,08; R, =30
Necunoscuta Z; are valoarea:
R
7 =—"=- 30 =-1,756
r 17,08

11
Diagrama finald de moment incovoietor este data in figura 12.25.

Problema 12.23 (fig.12.26)

Ecuatiile de conditie sunt :
{r“z1 +1,Z,+R, =0

1,2, +1,2, + R2p =0

e : . EI
Rigiditatile practice au fost calculate pentru 1, = o =1
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/Atructura

1
(1, 2) 3
1

38,29

- Fig.12.26 -

Coeficientii necunoscutelor si termenii liberi
r, =2508; r,=123; R, =0 (deoarece fortele sunt aplicate in noduri)
r21-1+(7,08+3,54)%+6%—12%:0; 1, =1,23

rzz-1—(1,77+1,77)-%—1-%—4%:0; r, =2,09

R, -1+40-1=0; R, =-40

2p
Sistemul de ecuatii este:
25,082, +1,23Z, =0
{1,2321 +2,09Z, -40=0
1ar necunoscutele au valorile Z, =—-0,966s1 Z, =19,70
Diagrama finald de moment incovoietor este data in figura 12.26.
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CAPITOLUL XIII

CALCULUL STRUCTURILOR PRIN
APROXIMATII SUCCESIVE

Calculul structurilor prin cele doud metode generale — metoda eforturilor si
metoda deplasarilor necesita alcatuirea si rezolvarea unui sistem de ecuatii, operatii
care implicd un consum mare de timp, in cazul structurilor cu numar mare de
necunoscute. De aceea, pentru rezolvarea acestor sisteme de ecuatii au fost adoptate
metode de calcul prin aproximatii successive.

Utilizarea acestor metode este conditionatd de existenta convergentei
procesului iterative si de asemenea, de rapiditatea convergentei.

In metoda deplasarilor, la cadrele cu noduri fixe convergenta este foarte rapida,
deoarece in fiecare ecuatie coeficientul necunoscutei principale este mai mare decat

suma coeficientilor necunoscutelor secundare, luati in valoare absoluta (r, > Z‘rij‘ )-

La structurile cu noduri deplasabile, in ecuatiile de grad de libertate, aceasta
conditie nu mai este satisfacutd, dar pe ansamblul sistemului de ecuatii conditia este

satisfacutd () r, > Z‘rm A#]).

In consecintd la structurile cu noduri deplasabile convergenta procesului
iterative existd, dar este mai lentd. Semnificatia fizicd a calculului prin aproximatii
successive — in metoda deplasarilor — este urmatoarea: are loc trecerea treptata de la
sistemul de bazd cu toate nodurile blocate, la structura reald. In acest capitol se
prezintd procedeul de calcul numit procedeul distribuirii si transmiterii momentelor”
— cunoscut — si sub numele de procedeul Cross, dupa numele celui care 1-a elaborat.

Procedeul Cross opereaza cu momentele incovoietoare si utilizeaza ca schema
de calcul, schema structurii. In literaturd existd un numar mare de procedee de calcul
prin aproximatii successive, diferenta dintre ele constand fie in elementele cu care
opereaza - eforturi sau deplasari -, fie prin modul de organizare a schemei de calcul.

A STRUCTURI CU NODURI FIXE.

Deoarece procedeul Cross opereaza cu momente, rotirile nodurilor nu mai apar
explicit pe parcursul calculului.

In sistemul de bazi nudurile sunt blocate. In unele noduri sau in toate, sub
actiunea incarcarilor, apar momente de incastrare perfectd neechilibrate, capabile sa
producd rotirea nodurilor la deblocarea acestora. Cum calculul iterative implica
deblocarea succesiva a cate unui singur nod, problema se reduce la a analiza procesul
de calcul necesar in cazul deblocarii unui nod si apoi extinderea concluziilor pentru
obtinerea solutiei la structurile cu mai multe noduri.
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Fie cadrul din figura XIII.1,a. In metoda deplasirilor acest caz implici o
singura necunoscutd — rotirea nodului 1.

P p Z,

) ' IR PR ' 17
N s 1 I, = J 113 112 —
3

I14 2 i14

= SB
44

e Lis e Lo

413 M M M12

3112

M,
/7;%14

- Fig. XIIL1 -

Ecuatia de conditie este
r,Z, +R, =0

Reactiunea unitard are expresia:

: : : (1, 1, 31
r,=4,+4, +3i,=4i,| >+ F+=- 2=
1, 1, 4 1,
1, i, 31, : :
; Py =-— P, =— - —=reactiunea r; se poate scrie sub forma
0 0 4 10
I, = 410(p13 TP, T plz): 4102[)1
unde p,, reprezinta coeficientul de rigiditate al barei 1-3, etc, iar ) p, reprezinta

suma coeficientilor de rigiditate ai barelor ce formeaza nodul 1.
Termenul liber este
R, +M,-M;=0

Notand p,, =

sau notind M, =M, —M , - unde M, reprezinta momentul neechilibrat din nodul 1,
reactiunea R, devine

R =-M,

Ip
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Necunoscuta Z; capata forma

Z :_Rlp_ Ml

1 I.ll 4102p1
si reprezintd rotirea nodului 1, produsa de momentul neechilibrat M., cand nodul 1
este deblocat.
In aceasta pozitie, nodul 1 este in echilibru, iar momentele Tncovoietoare ce
apar pe bare sunt:

) . M, —
M14 = _411421 = _4114 ’ 410291 = M14M1
) ) M, 1 —
M41 = _211421 = _2114 ’ m = EH”MI
) ) M, —
M13 = _M13 - 411321 = _M13 o 4113 . = _M13 + H’ISMI
41,5 p,
) . M, 1 —
M31 = M31 - 211321 = M31 - 2113 ) m = M31 + 5“‘13M1

Din expresiile de mai sus se desprind urmatoarele concluzii:

- Momentul neechilibrat se distribuie barelor ce formeaza nodul proportional
cu coeficientul de rigiditate al fiecarei bare

- La barele dublu incastrate momentul distribuit este transmis la capatul opus
cu valoarea pe jumatate si avand acelasi semn.

- La structurile cu mai multe noduri, se repeta cele doua faze — distrinuirea
momentului neechilibrat la barele din nod §i apoi transmiterea momentului
distribuit la capatul opus, pentru barele dublu incastrate — trecand din nod in
nod pand cand momentele neechilibrate devin neglijabile. Efectuand suma
momentelor obtinute in fiecare nod se obtin valorile finale ale acestora.

Observatii:
- Suma coeficientilor de distributie dintr-un nod este egald cu minus unu,

z Hy = -1
Aceasta proprietate rezulta scriind echilibrul nodului 1
d>M,=0; M,+M,+M,=0
M, +p,Mi+pu Mi-M,; +pu, ;M =0
Deoarece o
M12 - M13 =M,
rezulta

Ml(“’lz U+ “14): -M,
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Sau

Ml(“’lz U+ “14): -M,

- Deoarece 1n acest procedeu se opereaza cu eforturi si conditia de echilibru
static este respectata atat la fiecare deblocare cat si si in final, verificarea rezultatelor
se obtine verificand satisfacerea conditiei de compatibilitate a deformatei cu
legaturile.

Avand momentele incovoietoare finale se calculeaza rotirile sectiunilor din
jurul unui nod — rotiri care trebie sa fie egale.

Astfel pentru o bara situata intre doua noduri rigide 1 si j expresiile momentelor
incovoietoare sunt:

Mij = Mij - 4pijei - 2pijej
Mji = Mji - 2pijei - 4pij6j

Deoarece M;; s1 M; sunt momentele incovoietoare finale rezultd un sistem de
doua ecuatii cu doud necunoscute. Notind M, =M, —M, si M =M — M rotirile
capata forma

* E3 * E3

0 M, -2M,; | 0 i — 2M;
; = sl L =
6p, J 6p;
Pentru o bara incastrata la capatul i si articulata in k rotirea sectiunii I este
eA — Mik
4Py

- La structurile simetrice — la care calculul se conduce pe semistructura trebuie
avut In vedere urmatoarele:
- daca axa de simetrie intersecteaza o bara la mijlocul deschiderii atunci in

e e e s | SV
cazul incarcarii simetrice se considera Pis :Epij, 1ar in cazul incarcarii

antisimetrice se considera p,, =1,5p,

- daca axa de simetrie se suprapune peste axa unei bare atunci in cazul

incdrcarii antisimetrice se considera p; =—p..
ij 2 ij
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APLICATII

Sa se calculeze momentel incovoietoare, la urmatoarele structuri, utilizand
procedeul Cross.

Problema 13.1 (fig.13.1)

60 60
40
3
o I 1,51 1 V
0
4 Mo
7 S777
|<_3,|<3_,|4L.|
+1758
-6577
+6 +13
-58 -29
+78 +157 +5548
707 -354 F10
+943 FT886 118
4500 -2250 1420
1 2 | +6000 -6000 | 2 <+ | +4000
S 3 a 2
0,250 T 0022 7
—1300 +944 Nod | Moment neechilibrat
- ;8 +78 1 +6000
- 878 +6 2 -4250
-2 10 +1028 1 +943
1758 +3 2 354
-118
750 Zig 1 +78
+ 2 -29
ST77 ST
6577 77 ! 6
5548
1758
1028
9590
VL
878 514

- Fig.13.1 -

Ordinea operatiilor este urmatoarea:
- se trece la sistemul de baza blocand nodurile rigide;
- se calculeazd rigiditatile practice si coeficientii de rigiditate. Pentru

i, = _61 =lrezulta
3EI i El : 2EI ) I,5EI
12:_6 :3, 114:—6 :1; 123:—4 :3’ 115: 6 =

i 1,5



3.
P =3; Pia =1; P :ZIB =2,25; Pas =15

- se calculeazd suma coeficientilor de rigiditate din fiecare nod
dYp,=3+1=4; > p,=3+15+2.25=6,75
se calculeaza coeficientii de distributie din fiecare nod
Nodul 1

Py 3 P 1
—_Pe __°_ 9750, = Pu 0,250
T So 4 Hig Sp, 4

Nodul 2
275

Py 3 P,
__Pe __° _ gas4y, =P 0334
b TS T 65 M oS, T 6,75

S E R

Hos = zpz 6,7 5
- se calculeaza momentele de incastrare perfecta, din diagrama M’

2 2
12 21:E:M:6OkNm; Mzssz :20.4
8 8 8
- se echilibreaza pe rand nodurile astfel:
In nodul 1 momentul neechilibrat este de +6000daNm (se lucreaza in daNm
pentru a nu folosi numere zecimale). Multiplicand momentul neechilibrat cu
coeficientii de distributie se obtine

M, =u,M: =-0,75- 6000 = —4500daNm
M, =p, M =-0,25-6000 =—1500daNm
Momentele distribuite se transmit la capetele opuse ale ambelor bare, pentru ca
sunt bare dublu Incastrate.
Acum nodul 1 este 1n echilibru — in schema valorile existente au fost barate cu

o linie orizontald — dar in nodul 2 existd un moment neechilibrat M» = —4250daNm.
Distribuind acest moment neechilibrat, barelor din nodul 2 se obtine

M, =p, M. =—-0,444 - (—4250) = +1886daNm
M, =p, M. =—0,334-(—4250) = +1420daNm
M, =, M: =—0,222 - (-4250) = +944daNm
In continuare se echilibreaza succesiv cele doud noduri in ordinea si sub
actiunea momentelor neechilibrate inscrise in tabelul privind ordinea de iterare.
Operatia de echilibrare a fost opritd, cand dupa echilibrarea nodului 1 sub
actiunea momentului neechilibrat de +6danm, pe bara 1-2 se obtin numai 4daNm —
valoare foarte micd comparativ cu valoarea de pornire de 6000daNm.

Verificarea diagramei M,,. Se verifica rotirile sectiunilor din nodul 1 ale barelor
1-2 51 1-4.

=40kNm

*

0 :le _2M12 si 0

1-2

* * *

M41 B 2M14

-4 —

6p,, 6p,,
-119 -



unde M;, =+1758 — 6000 = —4242daNm
M, =—-6577 — (—6000) = —577daNm
M|, =-1758 =0 =-1758daNm
M;, =-878 — 0 =-878daNm
o - 577-2-(-4242) _ 14392775 6, == 878 -2-(-1758) _ 1439.66
6-3 6-1
Rotirile rezulta aproximativ egale, deci calculul momentelor este correct.

Problema 13.2 (fig.13.2)

10kN/m
1 7
YV VY VvV VvV VvV VvV ¥ %3 -
41 1 /4;
I 1
N 20kN/m b X o
F vy v v VvV v v v 2
31 31 A*; 2 1,5 ,4;
- 1,51 1,51 1.5 SB 1,5
4 5
6 6

VO e 7
|
|

<

180
J\ b0 \
60 5011 7328, 8164

J\Wil[\ I EI“&“W/"\W

& 161 418

Calculul rigiditatilor practice si al coeficientiilor de rigiditate.

v
A
v

M

Ve ced

- Fig.13.2 -

. _EI .
Pentru 1, = i 1 se obtine

. EI . 4Bl 4 . 3Bl . 1,5EI
112:?:1’ 1172625’ 123:?:2’ 124: 4 =
1,5EI 3EI
35: 4 :1’5’ 136:?:2
3 4 3
Po=15py =73 =15 Pn =25 Po =135 Py =155 pyg =7+ 2=13
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Calculul suma coeficientilor de distributie avand

2P =25 2p,=45; 2P, =5
Nodul 1
1 1
U, = —5 = —0,500, Ky, = _5 = _0,500
Nodul 2
1 2 L5
L, = —f = —0,222 ) K, = —4—’5 = —0,444, N,y =— 4’ = —0,334
Nodul 3
2 1 L5
By, =——=-0,400; p,, =- = =—0,300; p,y =———=-0,300
5 5 5
Calculul momentelor de incastrate perfecta
2 1 . 122 2 . 62
Pl 1012 enm: v, = v, = PE 200 oienm
8 12 12
2 O . 62
M, = pg‘ _29°6" _ g01Nm
Echilibrarea nodurilor este prezentata in figura 13.3.
+9054
+4
+50
-9000
S
1 2| +18000
S /&Nod Moment
-0,500 neechilibrat
-9000 1 |+18000
-100 15011 7328 3| +3000
+50 -14 +7 2 +900
7 +25 29 15 +8164 3 200
+3| 200 _t40 +80 +4 1 -100
9054 | -45400 -400 200 +60 2 +65
I -1200 -900 3 -15
;| 6000 -6000 | S S |+9000 1 -7
3 . 1 2
0,334 T 0300 °
=300 -900
= 5
322 +4 | — >
-11 +1028 | +30
-150 450
ST77 ST
- Fig.13.3 -

Diagrama finala este prezentata in figura 13.2.
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Problema 13.3 (fig.13.4)

30kN/m
vVVYVVY 3 7
e 30X40
15kN/m 30kN/m | 6
2
i
30X60 30x50% Pas
~ 30X45 30X40
4 SB 5
| 3 | 6 ! | T
i B 60N ) 3196 I\
60 460
20 \ 969 1115 E o
o
T2 946 N
2515 2545
20 0
M
Me e AN P N\ 474
Nod Moment
neechilibrat
3 +6000 s
1 -2000 o
2 +5223 =138
1 973 3G | 6000
3 -571 pts
2 +459 0,477 /4%
1 -86 2862
3 51 571
+272
N o
-1115 +12
i 2 101
-7 17 -
~ &0
-85 -170 - 7
969 1646 +323 1431 —7
% 973 -1946 1272
+29 + | ¥1328 -
327 1 2 664 82 g | 6000
1072 -0336 T 0165 7 /4;
22000 ,
o
+15 — T
+164 T -
+336 38
+2000 _‘;32
777
_Fig.13.4 -

Calculul momentelor de inertie
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3 3 3
I :3126 =54dm*; 114:3 4.5 =22,78dm*; I :%:16dm4;

12 > 723

3 3 3
=34 :16dm4;126:£:31,25dm4°1 _35 31 25dm
12 12 12

25 > 737

Calculul coeficientilor de rigiditate

o=t 9. he 2278 4spp —dn 1053y
L, 60 L, 50 L, 30
I, 16 31 3 3125
= B :—20,4, e = %6 . 2 20,586, =P, 20,586
Pas =7 40 P4 L T4 40 Psr = Pas

25 26

Suma coeficientilor de rigiditate in fiecare nod
> p,=0,9+0,456=1,356

> p,=0,9+0,534+ 0,400 + 0,586 = 2,420

> p,=0,534+0,586=1,120

Calculul coeficientilor de distributie

Nodul 1
0,90 0,456
= = —0’664, =—_ - _0,336
M =71 356 e =7 356
Nodul 2
0,90 0,534
=———=-0,372; =—-———-=-0,220
Ha =75 40 Mo =75 420
0,40 0,586
= — 4 = —0,165; 5 = — 2 = —0,243
Has 2,420 Has 2,420
Nodul 3
0,534 0,586
=" =_0,477; =——-=-0,523
e =120 My =120
Calculul momentelor de incastrare perfecta
2 2
M, =-M,, _PL B okNm
12 12
2 2
W =2 =30t GokNm
2 2
M, = p;‘ _30 4 GokNm

Schema de calcul si diagrama finald sunt date in figura 13.4.
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Problema 13.4 (fig.13.5)

$60kN 60kN
I I < | i
15kN/m 1.5 .
v vl v v v Vv viv v 1
p
31
2 2’
1 I | |
15kN/m = 1.5
. vl v v VvV v viv v 1 SB I
21 2 s
| 2 21 | 3 4 3
1,51 21 1,51 = 2 2
e ced — .2 2 1.5
3
777 4 4 3 5 5
| > > He— AL
5363
90 5363

- Fig. 13.5 -

Structura este simetrica si incarcata simetric. Se comportd ca o structura cu
noduri fixe. Coeficientii de rigiditate si momentele de incastrare perfecta se
calculeaza pe structura Intraga.

Calculul iterativ se va efectua pe semistructura. Pe riglele superioare —

. . : N g 9 1
intersectate de axa de simetrie — coeficientii de rigiditate se corecteaza p,, = Epii'
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Suma coeficientilor de distributie in noduri

2.p, =175; 2P, =275, Yp,=42
Calculul coeficientilor de distributie
Nodul 1
0,75
w, = 75 0,428;
w, = L -0,572
,75
Nodul 2
1

= =-0364
MZI 2 75

5

0,75
=2 = 0,272
“’25 275

b

1
W, = —; = —0,364

b

Nodul 3

1
py == =-0.238

b

2
Ky = —E = —0,476

b

1,2
o == ==0.286

b

Calculul momentelor de incastrare perfecta

Momentul pe consold M, = pL 152" _ 30kNm
M, =-M,, = Pa(LL_ 2) _00-2-8=2) _ g1nm
M, =M, =PL 158 g5iNm

12 12
M, =, =PL 1 GiNm

12 12
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+5
+67
+143

Schema de
figura 13.5.

+5363

Nod

Moment
neechilibrat

N W = N — N W —

-1642

+9
+111
+238
-2000

+15
200
-3852
[o20]
1 QE +9000
<
-0,572
-5148
-467 || -3439
+267 5
-35 +10
+20 69
-5363 +134 [+7245
935 |
2574 5o
23000 0,364 -699
p) S +8000
S
-0,364
+143
935
56
-69 +8
41 35
s | #2715
-806 || -467 17
+238 +222
+476
23000 -0,238 ©
3 Ei +2000
0286 7
1286
+134
+10
+430
- Fig.13.6 -

TT7

+9000
-1000
+2569
-467
+190
-35
-35
+14

iterare este datd in figura 13.6, iar diagrama finala este data in
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Problema 13.5 (fig.13.7)

20kN/m |
v 2 v v v ,>'<\

21 21 21

2 2 2
31 31 31 31 _§%£g,2 2 2 2
21 21 21

S S S S

20kN/m

4,5

—y
-1
|
-

1773 1773
15 15 15 1636 \
545 /(/ K;_ // 545
E =g G
M, M, -
JARN N a
545 ‘\\ // Y\ ,/V 545
~ ~

1773 1636 1544

3 -4 +1636
+11 21

-83 -42 +1
+125 250 —FT0
-1000 -500 +125
1 g [ +1500 -1500 |8 s g +1500 |
3 3 S
-0,334 ? 00250
-500
%) +125
_3 +11
-545 1
— —_—
- Fig.13.7 -

Structura fiind dublu simetrica §i Incarcatd simetric operatia de iterare se

dezvoltd pe un sfert de structurd. Pe barele intersectate de axele de simetrie se
efectueaza corectarea coeficientilor de rigiditate.
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B. STRUCTURI CU NODURI DEPLASABILE
PROCEDEUL DE OPERARE iN DOUA ETAPE

Procedeul de operare in doud etape reprezinta aplicarea procedeului Cross in

calculul structurilor cu noduri deplasabile.
Pentru a utiliza convergenta buna a procedeului Cross aplicat structurilor cu

noduri fixe, in calculul structurilor cu noduri deplasabile se procedeaza in modul

urmator:
- Structura cu noduri deplasabile (fig.XII1.2,a se transforma in structura cu

noduri fixe prin blocarea translatiilor pe directiile gradelor de libertate (fig. XIII.2,b)

p Zi
p —
v v y v v v v v v v
= =<4
3 Z>
P P
" = SNF =z
—
77 777 777 777
7

1
fl L |/ % _’E 1
= 1 N m,
e 2L ] 1
7 VoL
ved e cd L

- Fig.XIIL.2 -

- Structura cu noduri fixe va fi incdrcata cu fortele exterioare si cu translatiile
pe directiile gradelor de liberate Z, si Z,.

Etapa I Structura cu noduri fixe este rezolvata pentru incarcarile ce intervin.
- Se trece la sistemul de baza al metodei deplasarilor si se alcatuieste schema

Cross.
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- Se incarca sistemul de baza cu fortele exterioare si se obtine diagrama M.
Momentele de incastare perfecta din diagrama M se echilibreaza prin procedeul
Cross si se obtine diagrama M, pe structura cu noduri fixe — cu nodurile rigide

deblocate s1 in echilibru

- Se incarcd sistemul de bazad cu translatiile Z;=1 si se obtine diagrama m,;.
Momentele din diagrama m; se echilibreazad prin procedeul Cross si se obtine
diagrama m; - pe structura cu noduri fixe.

- Se incarcd sistemul de bazd cu translatia Z,=1 si se obtine diagrama m,.
Momentele din diagrama m, se echilibreazd prin procedeul Cross si se obtine
diagrama m) - pe structura cu noduri fixe.

Daca structura are mai multe grade de libertate se continuad operatiile asupra
diagramelor unitare.

Etapa II° Etapa a doua constd in revenirea de la structrura cu noduri fixe la
structura reala cu noduri deplasabile punand conditia ca reactiunea totala din fiecare
legatura de grad de libertate sa fie egala cu zero, deoarece aceste legaturi nu exista in
realitate.

R1=0, R2:0
Reactiunile totale se obtin prin suprapunere de efecte
1,2, +r,Z,+R =0
72 +r1,2,+R, =0

S-a obtinut un sistem de ecuatii liniare (in acest caz doud ecuatii). Coeficientii
necunoscutelor si termenii liberi se calculeazd dupa regulile utilizate in metoda
deplasarilor.

Cu necunoscutele Z; si Z, determinate se calculeaza momentele incovoietoare
pe structura reala — tot prin suprapunere de efecte

M =M +mZ +m,Z,

Observatii:

- Avantajul procedeului constd in faptul ca pentru structurile la care se
analizeaza mai multe ipoteze de incarcare, incepand cu ipoteza a doua se calculeaza
numai diagrama Mf), termenii liberi din ecuatii si se rezolva sistemul de ecuatii.

- Diagramele m; si m;sunt unice doarece momentele unitare depind numai de
caracteristicile structurii si nu depind de incarcari.

- Dacd fortele sunt forte concentrate, aplicate 1n noduri atunci Mg =0si1
Mf’ =0 - nu se mai efectueaza procedeul Cross pentru forte.

- Dezavantajul procedeului consta in aceea ca la un numar mare de grade de
libertate, in prima ipotezd de calcul se efectueaza n+1 operatii de echilibrarea
momentelor prin procedeul Cross, iar in toate ipotezele de calcul trebuie alcatuit si
rezolvat un sistem cu multe ecuatii.
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APLICATII

Sa se calculeze momentele incovoietoare, la urmatoarele structuri cu noduri

deplasabile, utilizand procedeul de operare in doua etape.

Problema 13.6 (fig.13.8)

20kN/
m3I 21 = 1 - 3_£<§
4 5
s ced
’] l 225 §CE 60<

Etapa I

Calculul coeficientiilor de rigiditate pentru 1, =

[
—
()]
—

\
\J
ﬁ
q

N
k-

60

o
4

O\\>—‘
—_

- Fig.13.8 -

Il
P—

3
p12:3;p14:1;p23:Z'3:2’25; p25:195;

Suma coeficientilor de rigiditate in noduri avand

dYp=4; Dp,=675;

Calculul coeficientilor de distributie
Nodul 1
3 1

=——= —0’750’ 14 =—= _0,250
ho== b=
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Nodul 2
3 2,25
My 6,75 Hos 6,7 Hos 6,75
Operatiile de echilibrare a momentelor prin procedeul Cross si diagramele
obtinute M si m,, sunt date in figura 13.9.

L,5

+1364
+4365 e
+32 +16 -818
42 -83
+375  +188 -5
500 -1000 .63 4365

-0,750

<t| —=
+4500  +2250 55 2 | 750
- - sl
0,250 <-0,2227 /4% \[\y\ 546

+1500 | [T6812 _-421 273 1364
+125 Bl
10 J gg 546 | .
4365 | 46000 250 — P X273
ST77 ST STS7
s 6812
818
817
3
+16 _ 8 409
21 42
+188 +94 -3
250 -500 131
1 2| 750 3753 2 G 375 818
-~ o (=]
_0’2509 <-0,222" /4% / 1227 Q—CE
+1000 +1500 409 -
817
250 |L1209 250 [+1365
+ -
+62 3 _21 -10 f
—15| +31 2 my
-125 +1227 -125
817 1 41000 1500 909
777 e 7 1365
-Fig.13.9 -
Etapa a - IT°

Se trece de la structura cu noduri fixe la structura reald cu noduri deplasabile,
punand conditia ca reactiunea totala din legatura de grad de libertate sa fie egald cu
Zero.
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G J — O ), e
¥TN817 i — “TH4365 T 546
12000
—_—
909 o 1309 Jresi2 wlors
51,47
33,04
21 30 92,21
40,74 A | =1 ¢
12,13 10,18
MP
TP
140,48 105,92 86,96 33,03
- Fig.13.9 -
R,=0; ,Z,+R =0
oL =0
r, -1—(909+817)%—(1365 +1227) %zo; r, =719,67
R, 1+ 12000%+ (4365 — 6812) %+ (546 + 273) %zo, R, =-5728,67

7 - R, _5728,67 _
Yoo, 71967
Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia
M =M +mZ

precum si fortele taietoare sunt date in figura 13.10.
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Problema 13.7 (fig.13.11)

+2735

-0

-68
-191
+3000

75kN
—

’fga l;hN

2,51

SNF

Z

-1825 5| 165
+4

2471 __ 3 )
-14 -7 -39
+25 +50 331 6
163 81 +628 |[+1315
+299 +598  -2666
453 229
- | 2160 2160 -0,232
3 0% =) 3 X %
ha <,
0,455 T T 10,349
+3000 £3000
-382 +498
136 )
11 +3270 +4

+2471

+21
249 +3544

+3000
ST77

- Fig.13.11 -,
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Etapa I°. Structura este incarcatd cu forte concentrate palicate in nod. Deci
M’ =0si M =0. Rezultd ca vor fi echilibrate prin procedeul Cross numai

momentele incovoietoare produse de deplasarea Z,=1, pe sistemul de baza.

Rigiditatile practice au fost calculate pentru 1, = % =1

[ _El_4 4
12 3 3 > plZ 3 >
i14:@:2; p14=§-2:1,5, > p, =2833
8 4
i23:?=2,4; p,, =2,4;
) 2EI
1262722; p26:2; Zp2:5973
) 2,5EI
Iy = =5 =23 Py =2; 2.p, =44
Calculul coeficientilor de distributie
Nodul 1
w,=-— 4 =-0,471; u,=- L5 =-0,529
3.2,.833 2,833
Nodul 2
4 2.4 2
=— =-0,232; =———=-0419;u, =——=-0,349
M =735 73 Ha =75 13 He =75 73
Nodul 3
s, =—j’4 =-0,545; Ly :—12—0,455

b 5

Etapa a - IT" Se impune conditia de trecere de la structura cu noduri fixe, la
structura reala cu noduri deplasabile.

T
o
4791
Rip 9304
) > 4513
7180 6487
M, |
N 8585
- Fig.13.12 -
R;=0; r,Z, +R, =0
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SL=0
r -1-(2375+ 2471+ 3270 + 3544) -%—(2471 +1825)-2io—(1719 +1315)-%:0;

r, =4570,7
R, -1+75-1+60- % =0, R, =-120kN=-12000daN
R
Z =—"= 12000 _ 2,6254
r, 4570,7
Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia
M =M +mZ

sunt date in figura 13.12.

Problema 13.8 (fig.13.13)

Z1 Z
20kN 20 4 2 7 20 - E{ﬁ
1 31 3 &= PAS 2.4 1,8
e} 1 ZZ 1 22

|

N

w
S
~
2
j

w
S
|
w
[\
W
w
S
Tl)

© 21 SB 2
3 4 5
ST 777 7 777 777
7,5 7,5
fe——e———] = Zi=1
1= 1
T = ;1 70,625 -7/1 ﬁ
——=4 ’ 1%{
A
PN 2 0,625 1 P
1
— B —
q é_cg 6 1 k dcg
_ < Z-,=1
Z > =1 1 1 —_—
AN . 2 =
m:
! 2 é
/g% 2 g 77 7777
- Fig.13.13 -
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Etapa I°.
Calculul rigiditatilor practice si coeficientilor de rigiditate

. _EI .
Pentru 1, = o =1 se obtine:

3EI
=g T P, =2.4;
i =2l oS, b, =125; Sp, = 3,65
: EIl
123:Z:1; P =1;
3EI 3
1, =—=24; o =—-2,4=18; =5,2
Y Py =7 2P,
: 2EI
135:?:2; p35:2;
: 3EI 3
136:7_’5:2,4; p36=z-2,4:1,8; Zp3=4,8
Calculul coeficientilor de distributie
Nodul 1
W, =-— 24 _ —0,657;
,65
n,=— 1,25 =-0,343
Nodul 2
W, =-— 24 _ —0,462 ;
1 .
W, = —3 = —0,1 92 .
L8
W, =-— 2 =—-0,346
Nodul 3
W, = _ L =-0,208;
2
=——=-0,416;
Hss 48
1
Ly =— 8 =-0,376

b

Fortele fiind aplicate in noduri diagrama Mg =0si1 Mi =0. Vor fi echilibrate

prin procedeul Cross numai momentele din diagramele unitare m; 1 m, (fig. 13.14).
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470 /I/I

500
759

259

736
387

f 349
m;

195

27
52
159 319 . %
(] -
1 5| =40 206 18 2 F E
= < <
0,343 10,192
-214 -104
+54 6 -132
73 —T7 i
[70] 208
+1000 -
+25 547
0208 2 | 376 E
c;
20,416 ° =
416
27
Ea
+547 m
+2
27
107 13
+625 2208
T s
+95 +3
-
22 ax 2
Te -84 ppbses
1 g |=+255 51002 2 Eﬁcﬁ
= =3 < —
-0,343 ' ' 20,192
87 1117 -1000
1
95 49 +212
— 11
+106 *ii
208 419
-1000
-40
—0,§O8§ 376 /7.
0,416 7 —K§
2000
416
iy}
+1768 -4
7 |[F1536]
)
-4 2208
44 +2000
——— ST 77
- Fig.13.14 -
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Etapa a - I
Trecerea de la sistemul cu noduri fixe, la structura reald cu noduri deplasabile.
R1=O; R2:O

1,2, +1,2, + Rlp =0
1,2, +1,72, +R2p =0

I

2
o, ), ﬁcﬁ Q
¥IN470 ¥PY759  — O 95T 8831\ =
2] o)
736 —> f 1117
N E m, L g
f387/\ e 1536 —
547 ny 48
M x] 193 b 1768 4A 82,7
s s s
- Fig.13.15 -
1 1
6, 1= (470+547) 2 = (7594735 =0; r, =333,92
ru-1+(95+48)-é+(883+1117)%:0; r, =-345.25
r, -1+ (759 + 736)- % + (387 +195)- % =0; r, =-346,17
r22-1—(883+1117)%—(1536+1768)%=0; r, =884
R, -1+20-1=0; R, =-20
R,, -1+30-1=0; R, =-30

Pentru r, =r,, se alege valoarea medie r, = —345,70

Sistemul de ecuatii este
{333,9221 —345,70Z, -20=0

—345,70Z, +884Z, -30=0
cu valorile necunoscutelor
Z,=0,1597s1 Z,=0,0964
Diagrama finala de momente incovoietoare, calculate cu relatia
M =M +mZ +m)Z,
sunt date 1n figura 13.15.
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Problema 13.9 (fig.13.16)

Z,
40kN 40kN ’
—_— >
41 2
< I I 1,25 1,25 | 7,
20kN 20kN e

- Fig.13.15 -

Etapa I. Incircarea este antisimetrici. Se va lucra pe semistructurd care are
doua grade de libertate.
Coeficientii de rigiditate au fost calculati pentru 1, = 5 =1

Schema Cross

> p, =4,25; > p, =6,75; > p, =425
Coeficientii de distributie

Nodul 1

L2 0204; p, =2 =-0,706
4,25 4,25
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Nodul 2

1,25 3 2,5
Ry =— 6.75 =—0,186; n,, = _6—75 =-0,444; pn,, =- 6.75 =-0,370
Nodul 3
3 1,25
=——=-0,706; =————=-0,294
Hs, 4 Hss 4.5

5 >

Fortele fiind aplicate in noduri diagrama ME =0si1 M]f) =0. Se echilibreaza

numai momentele din diagramele m; si m, (fig. 13.17).

103 =

-0,294 - 1295 N 651 114

3 644
+‘1‘j 28 f
- 422 [-644 | my
98 % 26 S8 7777
1209 || 275 410 3

+1875 — g5 32
-0,186 +125 +250
<+ | =70 -355
2 EE § 3 )—CE
3 -
0,370 < 0,294
-326 392 +105
3 _ >4 +9
-5 58 ]
27 114
. -651 5
296
+53
4
+795 795 9—c§
< 72595 N\
1 S |-1800
N _ﬁ% 1337 2117
-0,294 ‘
-1875 7&/
+1080 | -1337 3750 748
: 2441
T340 |-2411 f 5/7.77
-1875 ) 2117 m; 1996
-0,186 +291 +583
5 ¥ [2700 2700] 2 3 )_c§
& =
-0,370 ' < 0,294
+3750 +1875
: ]
n +3748
3750 [+3748 | L1875 |[+2117
ST77

- Fig.13.17 -
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Etapa a - II" Se trece de structura cu noduri fixe, la structura cu noduri
deplasabile, impunand conditiile: R,=0; R,=0
{r“ZI +1,Z,+R, =0

1,2, +1,72, +R2p =0

795 " 40 Rl,p
> &CE
Rap
20
- Fig.13.18 -
1
f,1-(1209+1295)- =0 r, =626
I, -1+(795+1337)-%:0; r, =—533

I, 4 (3264 651)- - — (1144 58)- - — (644 +114) - —— + (1295 + 795) - - = ;
4 4 20 4
r, =-532,20
1 1 3
t, 1= (3750+3748) = (1996+2117)- — (2411+2117) - -

—(13374795)- = +795. > = 0; r,, =3995,70
4 20

R, -1+40-1=0; R, =40

R, -1+20-1=0; R, =-30

Sistemul de ecuatii este
62672, —533Z,-40=0
—533Z,+3995,70Z, —-20=0
cu urmatoarele valori ale necunoscutelor
Z, =0,07689s1 Z, =0,01526
Momentele incovoietoare finale calculate cu relatia
M =M +mZ +m)Z,
sunt date 1n figura 13.19.
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99,28
99,28

32,16

Problema 13.10 (fig.13.20)

W 96,14 7
42,81
98,93 L_42.79

A
Lo, 5,

96,14

60,92 é

42,81 98,93

STT7

MP
- Fig.13.19 -

32,16

- Fig.13.20 -
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Structura este simetrica si Incarcata simetric.
Semistructura prezinta un grad de libertate. Structura cu noduri fixe va fi
incdrcatd cu fortele exterioare si cu deplasarea pe directia gradului de libertate.

Etapa I".
Echilibrarea momentelor din sistemul de baza prin procedeul Cross (fig.13.21)

. _EI
Pentru 1, = r3 =1 rezultd

2,5EI
L == =3 P, =3;
. El
114:Z:1; p14:1; Zp1:4
2,5E1
1, = 5 =3; p23:3; Zp2=6
Calculul coeficientilor de distributie
Nodul 1
3
=——=-0,750;
HIZ 4
1
W, = I =-0,250
Nodul 2
3
W, = 6 =-0,500
3
W, = 6 =-0,500
Etapa a - IT°

Trecerea de la structura cu noduri fixe, la structura reald, cu noduri deplasabile

R,=0; r,Z,+R =0
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+13
-18
+141
-188
+1500
+4000

£ [

-0,250

-0,750

+500
+47
+5

+2
+24
+250

+13
-18
+141
-188
+1500
-3000

-0,750

-0,250
+1000 ||+1276
+500 %
+47 +24
S 1 4250
ST

3
__ 16
235

+3587

+70
-375
+750
-4000

-0,500

-3
-35
-375
+4000

-0,500

-3
+6
-35
+70
-375
+750
-3000

+2587

4000 5148 j

-0,500

-3
-35
-375
+3000

-0,500

- Fig.13.21 -
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Calculul reactiunii ry; s1 Ry, (fig.13.22).

3000daN/m

Y Y v v ¥

3587 3587

5448 4206

276

60 146,93 60 112,73

- Fig.13.22 -

r, 1= (12764+1552) L — (1552 + 2587) - - — (2587 + 2794) - L = r, =2058
6 6 6
1 1 1
R, 1+6000:-=3000-2+—~(276+552) -+ (5448 + 3587) ( }

—-3000-4- % §+( 3587 +4206) - ——3000 4.

O\I>—

=0; R, =+47724,67

Ip

12
2 3
, __ Ry _ 772467

T, 2058

=-3,7535

Diagrama finala de momente incovoietoare este datd in figura 13.21
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Problema 13.11 (fig.13.23)

20kN/m
v v v v v v v v v v v v t) _
= 31 31 31 i
2,51 2,51 1,61

1,6875

(O

- Fig.13.23 -
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. EI N .y N
Etapa I°. Pentru i, = Ky =1 au rezultat coeficientii de rigiditate p;; inscrisi pe

sistemul de baza
>p, =Yp, =225+225+3=17,5
Coeficientii de distributie

Nodul 1
3 2,25 2,25
W, =——=-0400; p,=—2""=-0300; p, =——""=-0300
12 ) ’ 13 ) ’ 14 ’
7.5 7,5 7,5
Nodul 2
3 2,25 2,25
Wy =~ =—-0,400; p,, =- =-0,300; p, =- =-0,300
73 2 79
[-15189] [-151838 ]
-5
26 13
o3
+19 +648 +324 =
+486 -1620 23240 97
Y2025 +2700 +1350 -2430
20250 I8 1 S | +13500 -13500 |8 2 S |+20250
o) <. <, “a
<N = S < S
70,300 720,300
+2025 -2430
Y486 97
+1265 20 21266 7
;}1(3) 2531 4‘5 [-2531 |
. N
+1012 -1215
[ -658 ]
C
136 +18 _-5
90 -180 -135
g | D76 -488 |2 2 8 |-750
<~ < S -0,300
+1688 +1688
731 -135
+27 +1617 -
3 22531
o [2331 ]
+1688
- Fig.13.24 -

Etapa a - II" Trecerea de la sistemul cu noduri fixe, la structura reald, cu noduri
deplasabile

Ecuatia de conditie:

R,=0; r,Z,+R, =0
1
12

1 1

r -1-46- (984 +1340) - - — (1548 +1617) -~ —890 - — 675 . L = 0;
8 8 12 8

r, =8485
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N

AN

L/
N

< N Q>
- 1030 890 I11
1548
1340 1617 675
U
18000 18000 18000
17720 15189 15188 17719
N/ A Rip
' yd O]
= » 2531 »
2531
1265
1266

38416 A%

~1 " onn

48569

- Fig.13.25 -
13 1 3 1
R, -1+18000- = - +17720- — +18000 - > — (2531+1265) - - +
2 4 12 4 8
+(2531+1266)- —+18000 L 3+17719-é=0; R, =-29953,33
R
7z - Ru_ 29953,33 353015
r. 8485

Diagrama finalda de momente incovoietoare este data in figura 13.25.
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CAPITOLUL X1V
EFECTUL VARIATIEI DE TEMPERATURA

In capitolele precedente a fost prezentati — prin exemple - comportarea
structurilor de rezistentd — static determinate §i static nedeterminate — supuse actiunii
fortelor. In realitate asupra constructiilor pot actiona si alte tipuri de incircari, printre
care si variatia de temperatura.

Particularitatea efectului variatiei de temperatura este urmatorul:

- la structurile static determinate variatia de temperaturd produce numai
modificarea configuratiei geometrice a structurii, dar nu produce eforturi (aceasta
datorita numarului minim de legaturi pe care le are structura);

- la structurile static nedeterminate — existand mai multe legaturi decat numarul
minim necesar asigurarii invariabilitdtii geometrice — deformarea structurii sub
actiunea variatiei de temperatura nu mai este liberd si dun aceastd cauza apar si
eforturi. Aceste eforturi depind de natura materialului si de dimensiunile sectiunilor
transversale, prin momentul de inertie.

STRUCTURI STATIC DETERMINATE

In cazul unei bare, supusd unei variatii de temperatura t” Celsius, variatia

lungimii barei este
AL =a-t-L (XIV.1)

unde L reprezinta coeficientul de dilatare termica liniard, iar L lungimea barei. Pentru
coeficientul a se va utiliza valoarea oo =107

Efectul unei variatii de temperatura — diferitd la cele doud extremitati ale
sectiunilor transversale a unei bare se obtine din analiza unui element infinit mic de
lungime dx (fig.XIV.1)

ot dx
t —
) ) S— >t || duc N do,
%)
| <£.| | <i,| at,dx
- Fig XIV.1 -
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Notand t_ =-2 5 ~si At=t, —t,, din figura XIV.1 se obtine

t

du, =a-t_-dxsi d(pt:%-oc-At-dx (XIV.2)

Daca asupra structurii actioneaza un sistem de forte P; care are ca efecte
momentul incovoietor M; si o forta axiald N; si peste aceasta situatie se suprapune o
variatie de temperaturd rezultd urmatoarele lucruri mecanice

L,=>PA,siL,=ofN -t -dx+ ocj'% M. -dx (XIV.3)
Deoarece L, =L _, —L_ =0rezultd L_ =L _si
ZPiAit:ocINi-tm-dx+aJ.%-Mi-dx (XIV.4)

Aceasta relatie poate fi utilizatd pentru calculul deplasarilor sectiunilor
structurilor static determinate daca se face particularizarea P. =1 si efectele sale sunt

n; si m;. Expresia deplasarii este

A, :ocjni -t -dx + ocj%-mi -dx (XIV.5)

STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE

A. Metoda eforturilor

Forma sistemului de ecuatii este urmatoarea:

0, X, +0,X,+..+0, X +A,=0

élel +0,X,+..+90, X +A, =0 (XIV.6)

o X, +06,X,+..+98, X +A =0
unde termenii liberi au expresia (XIV.5), deoarece sistemul de baza in aceastd metoda
este un sitem static determinat.

Coeficientii necunoscutelor nu depind de incarcare, deci se calculeaza cu
relatiile obisnuite acestei metode. Deoarece sistemul de baza este static determinat nu
existd — in aceastd metodd — diagramd Msi ca urmare diagrame finald se obtine
astfel:

M, =mX, +m,X, +...+m X_ (XIV.7)

In cazul particular al grinzilor continue, ecuatia celor trei momente capati
forma:

AX 200+, )X +4, X, = —3E100c(}lllAtij + %Atik) (XIV.8)

ij jk
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La arcele dublu articulate expresia necunoscutei — impingerea arcului — este

Eloo{jfyds +L- tmj
X, = : (XIV.9)
jloyzds +L-i;

La arcul cu tirant necunoscuta are expresia

Eloa(jmyds +L-t, —L-toj

h

X, = : (XIV.10)
jfyzds+L-i§ +L-i’

unde t, reprezintd variatia de temperatura la care este supus tirantul.
La arcul dublu incastrat — simetric si incarcat simetric — cu necunoscutele
transferate in centrul elastic, expresiile acestora sunt:

At
Eloo{jyds+L-tm) EIOGINde
X, = h st X, =~
: I ) 2 I
jloyzds+L-1§ Ilods

(XIV.11)

Daca arcul are sectiunea constanta si At este constant (asa cum este in realitate)
atunci jyds =0(din conditia pentru transferul necunoscutelor in centrul elastic) si

necunoscuta X; capata forma:

EI oLt
X, = — (XIV.12)
Iy ds+L-1;
B. Metoda deplasarilor
Forma sistemului de ecuatii este:
1,2, +1,2,+..+1r,Z +R, =0
.rﬂzl +1,2,+...+1,Z +R, =0 (XIV.13)

r.Z, +r.,Z, +..+1r, Z +R_=0

Termenii liberi se determind din efectul temperaturii medii si a diferentei de
temperatura At asupra sistemului de baza, pe care se obtine diagrama

M =M_ + M}, (XIV.13)

si aceasta deoarece sistemul de baza in aceastd metoda este static nedeterminat.

Diagrama finald de moment iIncovoietor se determind prin suprapunerea
obisnuita de efecte
M =M'+mZ +m,Z, +..+m Z (XIV.14)
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Observatie: Pornind de la diagrama M se pot obtine eforturile finale utilizand
procedeul Cross.

APLICATII

Sa se calculeze deplasarile sau eforturile produse de variatia de temperatura,
specificate in fiecare caz in parte.

Problema 14.1 (fig.14.1) Sa se calculeze deplasarile uy si v4 la structura static
determinata din figura 14.1.

'h 60cm
+20°
—40cm h=40cm

e

- Fig.14.1 -

tm=5"

At=30"

At=30°
=59

tm

Initial se determina temperatura medie tm si diferenta de temperatura At pentru
fiecare bara. Aceste marimi reprezintd de fapt incarcarea structurii.

Calculul deplasarii uy (fig.14.2)
Expresia deplasarii este

At
u, :ajn4 t -dx+aj€-m4 -dx
unde ny4 s1 my sunt eforturile din figura 14.2.

1,5

> — 3
+ _rg

s 3 -

8 g Ny my
- -
1 141 1
v 5 2 2 2
- Fig.14.2 -

Semnul termenilor din integrale se stabileste in modul urmator:
- daca efortul axial are acelasi efect ca temperatura medie (alungire sau
scurtare a barei) semnul este plus. In caz contrar semnul este minus.
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- dacd momentul incovoietor intinde fibra mai calda atunsi semnul este plus. In
caz contrar semnul este minus.

De observat ca Inidx reprezintd aria diagramei de forta axiald pe o bard, iar

J.midx aria diagramei de moment incovoietor pe o bara.

u, =a 5~l-4—5-§-8—5-l-4 + o ﬂ.l.4.2,5+i.l.5.2’5_
2 8 0,60 2

2 40 2 ,
30 1y 30 1,
0,60 2 0,40 2

u, =al[-15+375+250-112,5-225]
u, =of-15+287,5]=272,50.= 0,002725m = 2,725mm
Din expresia deplasdrii us se constata ca efectul fortei axiale este de 15a in

timp ce efectul momentului incovoietor este mult mai mare 287,5a (de aproape 20 de
ori mai mare).

Calculul deplasarii v; (fig.14.3)
Expresia deplasarii v este

V3:ocjn3-tm-dx+ocj%—m3—dx

— ﬁl_s
15 15 = |32
32 37 ns ms
e -
{3 543 5
A g | 8 8
- Fig.14.3 -
vomo 5345155 55 [ 30 1 05
8 32 040 2 8
_30 1y 30 1,15 30 1,15
060 2 8 0602 8 040 2 8

v, = o[- 38,75 -937,5]=-976,250. = —0,0097625m = —9,7625mm
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Problema 14.2 (fig.14.4) Sa se calculeze diagrama de momente incovoietoare
la structura din figura precum si deplasarea u,. Se cunoaste EI=24000kNm”.

1190
12 tn=15" tn=18"
|z h=60cm g | h=40cm <> At=6" | At=12° TX
N S +180 S + 0 — < 2
T T 2 TIE x
= <1<
-

6
n;

1 6
e
+ —_
. m n;
4—
2 TZ 2 2
3 l 3 3 3
- Fig. 14.4 -

Structura a fost analizatd in capitolul 9 la problema 9.5, astfel ca vor fi utilizati
coeficientii necunoscutelor calculati la acea aplicatie.
Ecuatiile de conditie sunt:
8, X, +0,X,+A, =0
5, X, +0,X,+A, =0
unde termenii liberi se calculeaza cu expresia (XIV.5)

Coeficientii necunoscutelor sunt:
2 2
S, :J‘&dng;sn =5, :J‘mlmz dX:—ﬁ;Szz — &dxzﬂ
EI EI EI EI EI EI
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Termenti liberi sunt:
At
A, :ocJ-nl -t -dx+oc.|'f-m1 -dx

A, =0o[-15-1-9]+a —£-1.6~6—L-6.9+i-l.6~6 =
0,30 2 0,60 0,30 2

=-1035a
AZt:aInz-t -dx+ocf§-m2-dx
" h

A, =a —12-2-6+21-§-6 +a LIS -9+£-l-6-6 =972a
3 3 0,60 2 0,40 2
Sistemul de ecuatii este

252 54

-5
FL N TR 71035:107=0 {252X1—54X2—248,4:0
sa
_}53_in +]73_21X2 +972.10° =0 4K HT72X, +233.28=0

cu urmadtoarele valori ale necunoscutelor
X,=0,347 s1 X, =-2,980
Momentele incovoietoare au fost calculate cu relatia
M, =m X, +m,X,

si sunt date in figura 14.4.

Diagrama M; indica faptul ca la structurile static nedeterminate, supuse actiunii
variatiei de temperaturd, fibra Intinsd de momentele incovoietoare este fibra mai rece.

Calculul deplasarii unei sectiuni, in cazul actiunii variatiei de temperaturd se
realizeaza cu relatia
m'M,

EI

unde A’ reprezintd deplasarea pe sistemul de baza utilizat in calculul deplasarii

A=N+] dx

respective, iar m; este diagrama de momente incovoietoare produsa pe acelasi sistem
de baza de forta egala cu unitatea.

u, =a ]2%6_2126 + o il66+il69 _
3 3 0,30 2 0,60 2

—L-l-6-2,082-g6—i-l'6-9- z2,082+119,962
EI 2 3 3 3

3EI 2
u, = af-36+720+270]- 22284 72378 _gq,, 97362
' Bl E

u, =0,00548m = 5,48mm
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Problema 14.3 (fig.14.5) Diagrama de momente incovoietoare la grinda

continui din figurd. Temperatura exterioard este —12°, temperatura interioara +18°,
produsul EI=24000kNm’.

-12°

h=50cm h=75cm h=60cm
N NN TRRTTRRVAN a2
l: 6 ;I: ’ =I: 8 =|
| v g v |
SB
Lo X At=30" N At=300 LD
34,133
M
- Fig. 14.5 -
Lungimile transformate calculate pentru Iy=I
Ay, =6; A, =3; A,=4
Ecuatiile de conditie sunt:
2(6+3)X, +3X, =—3-24000 - o S0 6139
0,50 0,75

3X, +2(3+4)X, =-3-24000- o 30 9,30 ¢
0,75 = 0,60
sau

18X, +3X, =-518,40
3X, +14X, =-547,20
cu valorile necunoscutelor X, =-23,111 s1 X, =-34,133

Diagrama finald de moment incovoietor este data in figura 14.5. Se constata ca
fibra mai rece este fibra intinsa.
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Problema 14.4 (fig.14.6) Diagrama de momente incovoietoare pentru grinzile
cu o singura deschidere (t;>t;).

g E,L,h ti 2|j jl E,Lh ti 2
1 t2 2 1 t2 JZAN
- . . - : |
X X5 5 X1
1
LK X A% 2

- Fig.14.6 -

Ecuatiile de conditie sunt: Ecuatia de conditie este:

OLX, +LX, ==3-EI -a 2t L N
ilt 2LX, =-3-El, oL
LX, +2LX, =-3-El, -0’ L
Xl :X2 :_EIO ag Xl :_EEIO At
h 2 h

Problema 14.5 (fig.14.7) Sa se calculeze eforturile la arcul parabolic dublu
articulat ce este actionat de o variatie uniformd de temperaturd, in doua situatii
t =+40", t =-25°. Se cunosc bxh=40x60cm2 si E,=300000daN/cm”.

y

cn

S " -

L=12 SB
mp=-y
53,67
33,54
M: tn>0 M;  tw<O

- Fig. 14.7 -
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Expresia necunoscutei este (vezi relatia XIV.9)
X - El aLt

1

Ilf’yzds +L-i;
Cazul t, =+40°C
El,aLt_=30000000-72-10"-10" -12-40=1036,80

L

2 ? 2 .32,
IITOyzds:2j[4f2X (L—X):| dx 8L _8 315 12 =57,60
0

L 15
L-i2=12-3-107 =036
x =103680 s coun
57,6 + 0,36

Cazul t_ =-25"C
El,aLt, =-30000000-72-107"-107 -12-25=—-648
. —648
' 57,6+0,36
Momentele incovoietoare finale au fost calculate cu relatia M, =m X, .

=—-11,18kN
Diagramele de momente incovoietoare pentru cele doud cazuri de incarcare
sunt date 1n figura 14.7.

Problema 14.6 (fig.14.8) Acelasi arc de la aplicatia 14.5 supus actiunii unei
diferente de temperaturd At =30", fibra mai calda fiind fibra de la intrados.

134,16

- Fig. 14.8 -

Expresia necunoscutei este (vezi relatia XIV.9)
El a At j yds
X = h
o
| TO y’ds +L-i]

Calculul termenului de la numaratorul expresiei necunoscutei

L 4fx 2
jyds-! = (L — x)dx _gfL
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Eloa%jyds =3-10"-72-10™ 107 %3 112=2592

Numitorul, calculat la exemplul precedent este 57,96
Necunoscuta X; este:
2592

' 57,6+0,36
Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia M, =m X sunt date in

= 44,72kN

diagrama din figural4.8.
M, =—fX, =-3-44,72 =134,16kNm

M, = —%le =-2,25-44,72 =-100,62kNm

S

Observatie: Daca fibra mai caldd este fibra de la extrados, diagrama de
momente Tncovoietoare va fi inversa celei din figura 14.8.

Problema 14.7 (fig.14.9) Se considera arcul de la aplicatia 11.18 supus actiunii
unei cresteri de temperatura de 45°. Se considerd Ey=300000daN/cm”.

r

c=4,718m
X Xi
-—-—
13
10,31 - 10,31
3.36 N¢
336

119,11 119,11
- Fig. 14.9 -

Deoarece arcul este considerat in aer liber si este actionat de o crestere de
temperaturd t_ =45"din (XIV.11) rezultda ca X, #0 si X, =0.
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Expresia necunoscutei X; este
El oLt
Xl — . ch' m =
Iy ds+L-i,
Numitorul calculat la aplicatia 11.18 este

| IT"yzds =779,90

Termenul de la numarator este
El,aLt_=3-10"-216-10"-107 -34,78-45=10141,848
Necunoscuta capata valoarea
X = 10141,848
779,90
Calculul momentelor incovoietoare M, =m X, =-yX,
M, =—c-X, =-4,718-13=54,314kNm
M, =+(13,34-4,718)-13=119,1 1kNm
M, =2,239-X, =29,1 IkNm
Calculul fortelor axiale N, =n, X, =—X, cos0
N, =-X,=-13kN
N =-X, cos75° =-3,36kN
N, =-X,c0s37,5" =—10,31kN
Diagramele de eforturi sunt date in figura 14.9

=13,00kN

Observatie: Dacd arcul ar fi Incdrcat cu o diferentd de temperatura At atunci
X, =0 s1 X, #0.Necunoscuta X,, in cazul arcului cu sectiune constanta are expresia

X, =—EI -0 2t
h

, =

Daca fibra mai Incalzita este la extrados atunci fibra intinsa este la intrados si
invers.

Problema 14.8 (fig.14.10) Sa se calculeze momentele incovoietoare utilizand
metoda deplasirilor. E;=270000daN/cm?, iar sectiunile transversale au aceeasi latime
de 40cm.

Structura este cu noduri fixe si comportd doud necunoscute, rotirile de nod.
Sistemul ecuatiilor de conditie este:

{r”ZI +r,Z, +R, =0

r,Z,+1,2Z,+R,, =0
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Z Z: .
2 3 7~ A tm=35 dtm*lo
| J 0 0
h=60cm h:600m/é£§> At=30 At=40
0 +30 2 oo 2 S
© | h=40cm 20 | h=40cm lﬁ; T cﬁ S
+5 < E %
4 5
ST ST SB
| 6 | 4
64800
38394

129600
Z,=1
_.I/\/ 38394 7=
64800
129600 145800
m;
= 19197 /7&19197
194,48 56,675
97,20
38,88
I
0
M A¢ 38,88
M L\
43,19 e 14,40

777 TT7
- Fig.14.10 -
Calculul rigiditatilor practice ale barelor
7 -4
P - EL, 2,7-10"-72-10 _ 32400kNm
L, 6
. EI 107 - 107
i - EL _2,7-10"-21,33-10 — 9598,5kNm
L, 6
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El, 27-107-72-10"

i = = 48600kNm
L23

. EI . 7. .10

- 2,710 21,33 10" _ 508 skm

25
Deoarece sistemul de baza este static nedeterminat, In aceastd metoda exista
diagrama de momente incovoietoare produse de variatia de temperaturd
o __ 0 0
M =M_ +M,.
Diagrama M} se obtine usor, deoarece se regasesc cele doud diagrame tip,
prezentate la aplicatia 14.4

M =Ela%=2,7-1o7 721074107 =0~ 97 20kNm

M =EIOL%=2,7-1O7 2133-10-10° -— — 43 19KNm

M, :EEIGEZE'Z,TIW -72-107* 4107 'ﬂ=194,48kNm
2 h 2 ’

M, =EIOL%=2,7-107 -21,33-10*-10°° '1—0=14,40kNm

b

Pentru a determina efectul temperaturii medii este necesar studiul structurii
auxiliare supuse variatiei lungimii barelor sub actiunea acestei temperaturi
AL, =oa-t_-L,=0a-5-6=30a
AL,=oa-t_ -L,=0a-5-6=30a
AL, =o-t L, ,=a-10-4=20a
AL =a-t L =a-25-6=1500
Cu aceste alungiri ale barelor se stabileste noua pozitie a nodurilor i rotirile
barelor, cu care se calculeaza momentele incovoietoare.

Unghiurile de rotire ale barelor sunt:
. _AlLy—Al, 1500300

Vi 200
L12
o Al +AlL, 300+200 25
Vi = = =—o
L14 6 3
Al 1
yy =2t 10555,
L23
. AL, _20a_10_
“VZS L25 6 3
Momentele incovoietoare produse de temperatura medie sunt
M =M} =6 El, v =6-32400-20-10" =38,88kNm

12
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El
M =Mj =6 L“‘
14

El
My =3—
23

EI

25

10

Wi; =6:9598,5- =107 = 4,80kNm

2y =3-48600-37,5-107 =54,675kNm

M =M = 6L—25w;g =6-9598.,5- 3 10~° =1,92kNm

25

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

Iy

/E‘qy 129600

g
38394

I
"} 64300
)

R 9720

/\EA:I) 3 38,88

4807

43,19

121

/ /A
648004 -
b))
/A
129600 § HpY) 145800
Nar
38374

R
97’20/4t 196,48

38,88 { {HH) }56675

14,40~Y
1,92

Sistemul de ecuatii are forma

r, — 129600 — 38394 = 0;

r, — 64800 =0;

r, =167994

r, = 64800

R, +97,20-38,88 - 4,80 - 43,19 =0;

R, =-1033

r, — 64800 =0;

r,, = 64800

r,, —145900 - 38394 - 129600 = 0;

r, =313894

R, +194,48+ 56,675 14,40 —1,92 —

-97,20 - 38,88 =0;

R, =-98,755

1679947, + 64800Z, —10,33=0
64800Z, + 3138947, —98,755=0
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cu necunoscutele Z, =—6,500-10"si Z, =32,793-10°
Diagrama de momente Incovoietoare calculata cu relatia
M =M!+mZ +m,Z,
este datd in figura 14.11
174,37 203,34

45,50

28,91

M

- Fig.14.11 -

Problema 14.9 (fig.14.12) Structura este supusa unei cresteri uniforme de
temperatura, tm=+300. Sa se calculeze mementele incovoietoare utilizand operarea in
doui etape. Se di EI=30000kNm”.

Etapa I-*
Calculul rigiditatilor practice ale barelor si al coeficientilor de rigiditate s-a

facut pentru 1, = % =1

112:%:1 p, =1

114:%:2 p14:3-2:1,5 > p, =25
i, =i, = 1’56EI =15 Py =Pss =1,5 > p, =45
i23:%:2 P, =2 D> p, =35
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- Fig.14.12 -
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Calculul coeficientilor de distributie

Nodul 1
n, = —L =-0,400
Nodul 2
W, = —L =-0,222
Nodul 3
n, = e =-0,571

b

1,5
i = =575 = 0600

W, ——t 0444 u, = 411’5 =-0,334

W, == _ 0,429

9

Calculul momentelor de Incastrare perfecta produse de variatia de temperatura

AL, =AL,,=AL, =AL

=a-t_ -L=0-30-6=180c

AL, =0a-30-9=2700

. Al +AL, 3600

Wi L 400
14
yir = O 2700 _ 5,
L12
. AL, 180w
5 = =——=30a
“V35 L35 6
M =3 EL, yor =3 3:30000 400 =12kNm
L14
My =M;; =6 ElL, Yo =6- 30000 450, =13,5kNm
L 6
12
El .
M =M =6—2y = 6-w-30a =13,5kNm

35

Schemele pentru echilibrarea momentelor din diagramele m; si M/ sunt

prezentate in figura 14.13.
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+18
600 | 8 1
< 0,400
+400 35
_30] 46
+12 -60
+34 +17 -1000
_ |60 1207 5992
3 = [856 42813 %,
= ps C*‘E
0,429 7 © 0,334
+1500 +1500
644 |T+1191 +1450 92
32
322 -45 +1400
+1500 +1500
ST ST7T77
1167
+10
+113
90
1200 | S 4
< .0.400
J’_
248 1 1350
-i -60
_*+4] _189
34| S
+20 +1-O -17
0 378 7
34 67 30
378 757
= 1570 T3ms | 0222
35 T 2 Oqﬁ
=3 =
0,429 7 70,334
-1350 -570
IIHI!I
+162 ;Z ; 5
+14 + - -
+290 25 625
1350 285
ST ST7T77
- Fig.14.13 -
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- Etapa II-® Trecerea de la structura cu noduri fixe la structura cu noduri

deplasabile

1191 1450~ #

SL=0

r -1—(618+859)%—(882+1191)%—(1400+1450)%:0

r, =1066,67
SL=0

R“-1+(1167+948)%+(594+972)%+(625+313)%:0

I.llzl + th = 0

q

R, =-769,83
| _ R, _ 76983 0722
r, 1066,67
Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia
M =M'+m'Z,

sunt prezentate in figura 14.14.

N1167

948
\NE | Ry

625 7T

- Fig.14.14 -
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CAPITOLUL XV

EFECTUL DEPLASARILOR IMPUSE
(CEDARILOR DE REAZEME)

O alta categorie de actiuni ce se exercitd asupra structurilor de rezistentd — in
afara fortelor si a variatiei de temperatura — este reprezentatd de deplasarile impuse
(sau cedarile de reazeme).

Particularitatea efectului deplasarilor impuse este urmatoarea:

- la structurile static determinate — care au un numar minim de legaturi —
deplasarile impuse produc numai modificarea configuratiei geometrice a structurii,
dar nu produc eforturi;

- la structurile static nedeterminate — care au un numar de legdturi mai mare
decdt numarul minim necesar asigurdrii invariabilitatii geometrice — deplasarile
impuse produc atidt modificarea configuratiei geometrice cat si a eforturilor, Exceptie
fac cadrele dublu articulate cu reazemele la acelasi nivel, arcele dublu articulate si
arcele cu tirant (fig XV.1) supuse unei singure cedari de reazem pe verticala, la care
nu apar eforturi deoarece articulatia ramasa fixa permite rotirea libera. (deplasarile
fiind foarte mici In raport cu dimensiunile structurii).

A Ak upe ra—

- Fig.XV.1 -

De asemenea nu produc deformatii si eforturi deplasarile pe verticald, egale,
ale reazemelor. Structura, n acest caz are deplasari de corp rigid.

Eforturile produse de deplasarile impuse depind de natura materialului si de
dimensiunile sectiunilor transversale, prin momentul de inertie.

STRUCTURI STATIC DETERMINATE.

In fig. XV.2 sunt prezentate exemple de elemente si structuri static determinate
supuse actiunii unor deplasari de reazeme. Se constatd ca elementele isi schimba
pozitia, iar structurile isi modifici configuratia geometrici. In aceste situatii
sectiunile transversale isi schimba pozitia prin rotire sau translatie .
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- Fig.X2.1 -

Daca asupra structurii static determinate actioneaza un sistem de forte P; care
are ca efecte reactiunile Ry; si ulterior intervine deplasarea unui reazem care produce
deplasarea deplasarile A,, pe directia fortei si deplasarile A, pe directiile reactiunilor
Ry; atunci atat fortele cat si reactiunile vor produce lucru mecanic.

L.=>PA, +> R,A, (XV.1)

Deoarece nu au loc deformatii ale elementelor sau structurii lucrul mecanic al
eforturilor este egal cu zero. Din expresia lucrului mecanic total rezulta

L.,=L_,-L,=0 (XV.2)
sau

L.=0 (XV.3)
deci

2:11AHA4_ZSI{k¥&k::O (XV.4)

Expresia (XV.4) poate fi utilizatd pentru calculul deplasarilor sectiunilor
transversale daca se face urmatoarea particularizare: sistemul de forte P; este redus la
o singurd fortd si aceea egala cu unitatea Pi=1. Efectele acestei forte sunt reactiunile
unitare ry;. In aceste conditii relatia (XV.4) capiti forma uzuala

1 Am = _ZrkiAk (XV.5)

STRUCTURI STATIC DETERMINATE

A Metoda eforturilor

In sistemul de ecuatii de conditie se schimba numai termenul liber, deoarece
acesta depinde de incarcare. Forma generala a sistemului de ecuatii este:
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0, X, +0,X,+..+90, X +A,=0

§21X1 +0,X,+...+98, X, +A,, =0 (XV.6)

o X, +0,.X,+..+8 X +A , =0
unde termenii liberi se calculeaza cu relatia (XV.5). deoarece sistemul de baza, in
aceastd metoda, este static determinat (nu exista diagrama M?,).
Momentele incovoietoare finale se obtin prin suprapunere de efecte astfel:
M, =M} +m X, +m,X, +...4+m X, (XV.7)
In cazul grinzilor continue la care reazemele au deplasarile A;, A, si A,
ecuatia celor trei momente capata forma:

A=A A A
AX +200 + A, )X+, X, =—6EI( + [ ) (XV.8)
ij ik
La arcul dublu articulat necunoscuta X are expresia
EI A
X1 — élA _ OZ rkl k (XV9)

-1 .
1 jfyzds +L-i;

Pentru arcul dublu incastrat necunoscutele transferate in centrul elastic, au
expresiile:

X __Am _ EIOZrklAk
1
O jII“yzds+L-i§
EI A
X, — ASM _ o%rkz k (XV.10)
22 jids
I
X = A,y _ EloszaAk
3
O IL)des

I

B. Metoda deplasarilor

In aceastdi metodd sistemul de baza fiind static nedeterminat, deplasirile
reazemelor produc eforturi, deci existd diagrama M.
Sistemului de ecuatii are forma:
1,2, +1,2,+..+1,Z +R, =0
'rZIZl +1,2,+..+1,Z +R, =0 XV.11)

r.2,+1., 2, +..+1,Z +R_=0
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Momentele incovoietoare finale se determina cu relatia
M, =M} +mZ +m,Z, +...+m Z (XIV.12)

Calculul eforturilor poate fi efectuat si prin procedeul Cross aplicat structurilor
structurilor cu noduri fixe sau cu noduri deplasabile.

La structurile cu noduri fixe se echilibreazd numai diagrama M| pe cand la
structurile cu noduri deplasabile — in etapa I-a se echilibreaza prin procedeul Cross
atat momentele din diagrama cat si cele obtinute pe sistemul de bazd din incarcarea
cu translatiile pe directiile gradelor de libertate.

APLICATII

Problema 15.1 (fig.15.1) Sa se determine deplasarile uz si v3 la structura din
figura 15.1. Se dau Au=2cm si Av=1,5cm.

- Fig.15.1 -

Structura este static determinatd, iar deplasarile se calculeaza cu relatia (XV.3)

u, :—[—H2 -Au-V, 'AV]:§-2+§'1,5:§cm

=—[-H, Au-V, -Av]=1-2+3.1,5=§cm
373 3

\E

-172 -



Problema 15.2 (fig.15.2) Sa se determine rotirea 07 si vs la grinda Gerber din
figura 15.2.

1 2 3 4 5
/‘% J—— J—
i Av=2cm
2 6 2
- ——
N

T 1 51
o 12
- Fig.15.2 -

0~ =—[V, - Av]= —% 2= —%radiani

\2 =—[V2 -Av]z —%-2:—%cm

Problema 15.3 (fig.15.3) Sd@ se calculeze momentele “incovoietoare la
structura din figura utilizdnd metoda eforturilor. Se da EI=24000kNm?, Au=1,5cm si
Av=1,2cm.

6 6
m
! X,=1
D
T |+
v
T, |=
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Structura este de doua ori static nedeterminata. Sistemul ecuatiilor de conditie
este:

0, X, +0,X,+A,=0
0, X, +98,X,+A,, =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi:

2
611ZjﬂdXZL-l-6-6-26+L-6-6-6+L-l-6-6-%6:@

EI EI 2 3  3EI 2E1 2 3 EI
612=621=I%dx=—i-l-6-4-6=—ﬁ

EI 3EI 2 EIl

5 Mg L L gg 24y L Ly 2, 160

El 3EI 2 3 3EI 2 3 9EI
A, =-]H-Au]=1-1,5-10%=1,5-10"

A, =-]-V- Av]:§-1,2 107 =0,8-10"

Sistemul de ecuatii este:

180 . 24 L
g g o107 =0 {180X1—24X2+360:0
EI ' 9EI

1ar necunoscutele au valorile
X, =4,195; X, =-16,463
Momentele incovoietoare calculate cu relatia M, =m X, +m,X,s1 fortele

taietoare sunt date in figura 15.3.
Verificarea diagramei de moment incovoietor. Se verifica daca deplasarea pe
directia necunoscutei X, este egala cu zero.

m,M
\£ :_zrszk +_[ ;‘EI .

Termenul — ) r,,A, este tocmai Ay, care are valoarea A,, =0,8-107
Calculul integralei

dx

EI  3El

_ 192 h799.10°
EI

jszAdx 1[—%-4-65,852%4—%-6-40,682%4+%-6.25,17%4}

Deci A,, =(0,8-0,799)-10" = 0. In concluzie diagrama M, este corecta.
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Problema 15.4 (fig.15.4) Diagramele de eforturi la frinda continud din figura.
Av,=2cm, EI=30000kNm”.

2 3
<= 31 IZAEY AN AN
» ? e 8 Je © N
I~ )2[‘ g
1 2
SB ki y 1
L 7% /AN paN

—_—
O | —
«—A
0 | =
0| —

)
I
—

«— 1

_>
0| —
o0 | —
N =
— |

A B
o | —

w
(@)}
3
N

\‘\‘\‘\71’/
7.012 6,123
TA T | + | | . ‘ + A
13,49 ¥ ~
- Fig.15.4 -
Lungimile transformate pentru I=I
I I I
7\,01:9523; 7\,]2:85:4; 7\,23:6i:6

Ecuatiile de conditie sunt:

2(3+4)X, +4X, :+6EI-(é+%j -2-107

4X, +2(4 +6)X, = +6EI - (— é} .2-107
Sau

14X, +4X, =+850

4X, +20X, = —450

1ar necunoscutele au valorile
X, =71,21 si X, =-36,74
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Momentele incovoietoare au fost calculate cu relatia
M, =mX, +m,X,
si sunt date, impreuna cu fortele tiietoare in figura 15.4.

Problema 15.5 (fig.15.5) Diagramele de moment incovoietor pentru grinzile
cu o singura deschidere din figura.

0 0
y ;.
1 E,I p ! ,

- Fig.15.5 -
Bara dublu incastrata Bara incastrat-articulata
2LX, +LX, =6EI6
2LX, =6EI0
LX, +2LX, =0
X1=4E6:4i9 X, :3E9=3i6
L L

X, =221 g— ig
L

Se regdsesc expresiile momentelor Incovoietoare utilizate

in metoda
deplasarilor, dar in conventia de semne din metoda eforturilor.
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Problema 15.6 (fig.15.6) Arcul parabolic cu sectiune constantd bxh=30x60cm’
si EI=24000kNm’ este supus cedirii de reazem Au,=1,5cm. Se cere calculul
momentelor incovoietoare.

om 7,778 10372 7 773
- Au

......... |

18

MA
m=-y n, =-cosQ
- Fig. 15.6 -
Ecuatia de conditie este:
0, X, +4,=0

4fx
LZ

E 2

EIS,, =Iy2ds+jcos2(pds=2j[ (L—x)} dx+L-i;
0

8L

1

EI5

+L-i) =124,416 + 0,54 =124,956

in sistemul de bazi reactiunea H, =1
EIA,, =EI[-(~1-Au,)|=24000-1,5-107 =360
Necunoscuta X, are valoarea

= 360 _ 2,881
124,956
Calculul momentelor incovoietoare M, =m, X, =—-yX,
M, =—fX, =-3,6-(~2,881)=10,372kNm

M, = —%le =-2,25-(-2,881)="7,778kNm

Diagrama de momente Tncovoietoare este data in figura 15.6.

Problema 15.7 (fig.15.7) Arc circular dublu incastrat supus unei deplasari de
reazem, pe orizontald de 2cm. Sectiunea arcului este bxh=30x60cm?, modulul de
elasticitate E,=300000daN/cm?, unghiul la centru 20, =120°si raza R=12m.
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101,65 23,16 53,77 23,16 101,65
M,
- Fig. 15.7 -

Deplasarea de 2 cm poate fi privitd ca deplasare relativd intre cele doud
incastrari, ceea ce revine la a considera o Incarcare simetrica (cate 1 cm de fiecare
parte).

Transferand necunoscutele in centrul elastic, acestea au expresiile (XV.8).
Deoarece existd reactiune orizontald in incastrare numai din incércarea sistemului de
baza cu necunoscuta X1=1, rezultd ca termenii liberi din expresiile necunoscutelor X,
s1 X3 sunt egali cu zero si in concluzie rezultd X, #0 s1 X, =X, =0.

Calculul elementelor geometrice ale arcului

L=2Rsina :2-12-§:20,78m
f=R(l—-cosa)=12-(1-0,5)=6m
Calcul pozitiei centrului elastic
\ R(1—-cos@)Rdo :
ds I
C:IY % : :R(l_smaj
J.ds J‘qu)
0
c= 12[1 — g : 3) =2,076m

T

a

Ecuatia de conditie este
0, X, +A,=0

EI§,, = jmfds + izjnfds
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m =-y=—(c-y'") =—{R.(1 — sinoc)_R . (1 —cosq))} -R '(COS(p— sinocj

o 0

n, =—cosQ
. 2 o
EI5,, =I{R-(coscp— smocﬂ -Rdo +J.i2 -cos’ @-Rde
0
2

0 (04
. 2 .
S aj+oc-R-i2 -(1+ Sma]:83,385

sin 2o

E1811:a-R3-(1+
(0

200 o’

EIA,, :EI-{— (— : A‘;ﬂ =216000-1-1-107 =2160

Expresia necunoscutei X; este
X, == Ay, 2160 —-25,904
d, 83,385
Calculul momentelor incovoietoare finale M, =m X, = -yX,
M, =-c-X, =-2,076-(-25,904) = 53,776kNm
M, =-y, X, =+(6-2,076)-(-25,904) = -101,647kNm
M, =-y X, =—(2,076 - 1,182) - (-25,904) = 23,1 58kNm

Diagrama finala este data in figura 15.7

Problema 15.8 (fig.15.8) sd se determine eforturile la structura din figura
utilizind metoda deplasarilor. Se dau 0=1°, Au=1,5cm, EI=24000kNm>.
Structura este cu noduri fixe. Ecuatiile de conditie sunt:
1,2, +1,2Z,+R,, =0
r,Z, +1,2Z,+R, =0

Calculul rigiditatilor practice ale barelor pentru i, = % =1

. 3EI . EI . 2Kl . 2EI
112 :?:2, 114 :TZI, 123 :Tzz, 125 :Tzz
Calculul momentelor 1incovoietoare produse de deplasarile reazemelor
-2
(1° = 0,01 745radiani , y2 = 20 - 15107,
L., 4
M, —4 ‘46 4. @ 0,01745 =418,8kNm
14
L % 0,01745 = 209,4kNm
14
EI : 107
M =Mg) = 6L—25\|/§;‘ =6- 2 23000 L 4:0 =270kNm

25
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Zl Z2
1d —a 3
31 AN 2 P
I 21
S Au
le 6 RO A
e > g 5
lel 4
’ /4%
8
/_;2 m; m: r%4
98,652
209.4 117,68 138,464
I7 270 PaN [[Z_J_J_N%lw,sm
0 Vo
25
M > M EEAN
4188 7777 777270 Au 37284877 777 004,232

- Fig.15.8 -

Sistemul de baza fiind static nedeterminat exista diagrama M,
Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi
r,=12; r,=1,=4; 1,=22; R, =-2094; R,, =270
Sistemul de ecuatii este:
1272, +47Z, -209,4=0
{421 +227,+270=0
cu urmatoarele valori ale necunoscutelor Z, =22,93s1 Z, =-16,442
Momentele incovoietoare calculate cu relatia
M, =M +mZ +m,Z,
sunt date 1n figura 15.8.
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Problema 15.9 (fig.15.9) Aceeasi structurd de la aplicatia precedenta rezolvata
prin procedeul Cross.

209.,4

1 2 3
2 1,5 % ? 270 %
1 2 0
4 SB MA
4188 277 270

211766 +3991

16 -
+23 T45
2250 -
-125 +9843
=1 730 =
+6184 -2062 +35
3960 +T2368 1562
1 € -6980 |3 2 Q| +9244
» 52 a
0334 7 S 0364 T /4%
+20940 -27000
-6980 +12368
-2061 +750 +2
125 +45 +23
-8 T3 | +375
_11766 3saa ]| +6184
I -27000
- Fig. 15.9 -
Calculul coeficientilor de distributie
Zp1:3; Zp2=5,5
Nodull
2 _ 1
W, =—7"= —0,666 5 Wy=—7= _0,334
3 3
Nodul 2
2 2 1,5
W, :—§=—0,364; n,, =———=-0,364; n,, =———=-0,272
2

Echilibrand momentele din diagrama se obtin aceleasi valori (aici in daNm) ca
la aplicatia precedenta.

Problema 15.10 (fig.15.10) Sa se determine momentele incovoietoare produse
de deplasarile reazemelor la structura din figura 15.10. Se dau Au=15cm,
Av = 2cm, EI=27000kNm”.
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N

=

0 | —

1,35

1,125

- Fig.15.10 -

e : . EI
Calculul rigiditatilor practice s-a efectuat pentru 1, = o =1.

Pentru stabilirea diagramei M| se va efectua separat efectul deplasarilor Au si
Av (fig.15.11), astfel incat M| =M}, + M} . Rotirile barelor se obtin din analiza

structurii auxiliare.

Se mentine legatura de grad de libertate, dar se elimina legatura pe directia pe
care se imprimad deplasarea. Se obtine tot un mecanism cu un grad de libertate, dar
care are o parte fixa.
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(1) (1,2) (2)

Au l
v, 3
Au
75,9375
0,625
M|,
Au 75,9375
(1) (1,2) [+
I
ix
II
(2)
+—>
o0
av Aiv "Av
v, 6
\ AV
MO 90

Av

T av

- Fig.15.11 -
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Ecuatiile de conditie sunt:
.2, +1,Z, +R , =0
r,Z, +1,Z,+R,, =0

21771 2272
Momentele de incastrare produse de deplasarile reazemelor sunt:

)
M :3E112 y =3 2-27000 15-10 —50,625kNm
L, 6
M =M :6EIZ4 v =6. 2,5-27000 1,5-10 —75.9375kNm
24 10
)
M2 :3E112 Y =3 2-27000 2-10 _ 90kNm
12 6
Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi
50,625 90
11 195 T2 6 R
6
75,9375
22
3
75,9375
8,625
71,647
MA
27,427
- Fig.15.12 -
oL =0
1 1 1
r,-1-1,35-——15-—=2-1125-—=0; 1, =0,994
4 4 8
r12-1—6-l+(6+3)-l:O; r, =0,375
4 8
R, -14+50,625 -i+ 90 % +2-75,9375 %: 0; R, =-54,140
r, +1,125-1,5=0; r,, =0,375
r, —6—-6=0; r, =12
R,, +90+ 50,625 —75,9375=0; R,, =—64,688
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Sistemul de ecuatii este:
{0,99421 +0,375Z, —54,140=0

0,375Z, +12Z, — 64,688 =0
cu urmatoarele valori ale necunoscutelor Z, =53,072s1 Z, =3,732

Momentele incovoietoare finale au fost calculate cu relatia
M, =M +m,Z +m,Z,

sunt date in figura 15.12.

Problema 15.11 (fig.15.13) Se reia structura de la aplicatia 13.8, actionata
acum de deplasarile reazemelor 0 =1°si Av =2cm. Se considerd EI=30000kNm’.

Z,
1 2 7 _,:%
31 31 — =
1 o
Z,
2,31 3 6 SNF _:%
31 =
21 °
0 0
4 /5777 /—és— /7-Z
Tn g
L 7,5 o\ 7.5 R -
a v i 2112
192 7316
192 | 96 13848 6532

5481
T
My W//_ 1470
_59792

7 Vs o4
436,25 Av 24716

- Fig.15.13 -

Se va utiliza procedeul de operare in doua etape.
Etapa I° In cadrul etapei I-a, la aplicatia 13.8 au fost determinate diagramele

m; si m) produse de deplasdrile Z, =1 si Z, =1 asupra sistemului cu noduri fixe.
Tot 1n aceastd etapa — in cadrul acestei aplicatii — urmeaza sa fie determinate
momentele M’ si apoi sd fie echilibrate prin procedeul Cross, pentru a obtine

diagrama M| (fig.15.14).
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Momentele produse de deplasari asupra sistemului de baza sunt:

EI .
M? =45he g g 2239000 6 51945 _ 436 25KNm
14
El 2,5
M’ =2L—”e=2-w-o,01745 =218,125kNm
14
EIl . 2-107
My =My =6y =62 2000 210 jgginm
L, 7,5 7,5
El 3-30000 2-107
M2 =322y =3. : = 96kNm
N 7,5 7,5
EIl . 2-107
e =35 _ 1330000 2-10% _ oo\
g 7,5 7,5
c37 EavED
436 -218 + 8
+664 ¥1328 ~¥85
226945 -13472 +994
1 5 +19200 +19200 g 2 g -9600
0,343 s -0,192 <
e
2 =33
- - +47
2| T e
—T557 +1570 T(;Z
| e
5
0,416
e
-+36468 -10
o (239 Joroaa]
7033 8
+43625 +1997
o T
2235 / 3869
. 6104 M
M 4
36468 (daNm)
> 1934 /f
- Fig.15.14 -
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Etapa a II-a. Se trece de la structura cu noduri fixe la structura cu noduri
deplasabile, punand conditiile R;=0, R,=0.
r,2,+1,Z,+R , =0
r,Z, +1,Z,+R, =0

2272
Coeficientii necunoscutelor au fost calculati la aplicatia 13.8 si au valorile
r, =333,92; r, =1, =-345,70; r,, =884
Calculul termenilor liberi (fig.15.15)

1
C\ ) 1A> (\ J 3-%_
N Nis70 = Fpiso =06
7497 i P
2235, |4 6 2235 |4 R, |1
=4 ’ i
=1 h ¥PP3ge9y —
36468 12
Ja 1934 | 4 1
2 A AN 6
- Fig.15.15 -

R, -1-(36468 + 7497) é —(2235+1570) é =0; R, =4297,92

R,, -1+ (2235+1570) %— (3869 +1934) %: 0; R, =333
Sistemul de ecuatii este:

339,927, —345,70Z, +4297,92=0

—345,70Z, +884Z, +333=0

cu urmatoarele valori ale necunoscutelor Z, =-22,282s1 Z, =-9,09

Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia
f f f
M,=M,+mZ +m.,Z,
sunt date in figura 15.13.

- 187 -



Problema 15.12 (fig.15.16) Sa se calculeze momentele incovoietoare la
structura din figura. Se dau Au=0,75cm, Av=Icm, EI=24000kNm>.

a1 =
- I
31
2,51
< | Au I Au SNF
) A
[ ]
5
2

- Fig.15.16 -

Etapa I°. Structura cu noduri fixe a fost rezolvata pentru translatiile Z, =1 si
Z, =1 la aplicatia aplicatia 13.9, iar diagramele m; si m) sunt redate in figura 15.17.

1209 _HE 795\M

651 114 N337 2117
1295 A -
644 3750 X3748 %
) 2441
f ‘
26 my 58 m, 1996 7777
- Fig.15.17 -

Diagrama M se obtine analizind separate efectul deplasarilor de reazem Au si

Av (fig.15.18).
Calculul momentelor din diagrama M|,

-2
M 3Bl g 424000 075107 _ oo
L 5
16
El . . .1072
M§§‘=M§§=6L”w§;‘:6~3 2451000_3 0,7250 10”7 5orm

23
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El : 10
MY =M™ = 622y — 6. 2,5-24000 0,75-10  135KkNm

L24 5
Calculul momentelor din diagrama M},

EI . 107
M =3Ehe o5 4 2;‘000 L0 5 20kNm
16

EI . 107

M3 =M} = 6L—23\|l§3v =6- 3 22000 110 =172,80kNm

23

——

135

_Fig.15.18 -
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Schema de

0 0 0
MA = MAu + MAV

+13639

+12
+127
+13500

pentru echilibrarea momentelor din diagrama
-6612
-4
-46
+15758
n| 22320
L paN!
S ~—
-0,343
+6562
64 || 3413 | 7889
'18 _|_12 } '10
6 9 128 _+14
2| T30 54 -108
+6612 || 13781  +305 +153
0,203 +9531 +19062
s o -27000 -27000| @
2 % - 3 >—c§
= S
-0,192 ! '-0,416
+13500 +7938
+254 +3944 -45
+23 -4
-2
+3969
77

- Fig.15.19 -
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Etapa a [I-a. Trecerea de la structura cu noduri fixe la structura reald, cu noduri
deplasabile.

Conditiile sunt R;=0, R,=0 sau dezvoltat
1,2, +1,Z,+R,, =0
r,Z,+1,Z,+R, =0

Coeficientii necunoscutelor au fost calculati la aplicatia 13.9 si au valorile

r, =626; r, =1, =-533; r,, =3995,25
Calculul termenilor liberi
R, -1—(6612+3413)-%:0; R,, =2506,25

R, -1—6612.2%+ (6612 +3413) %+ (13439 +13777)-%—

— (17190 + 7889)-% — (7889 + 3944)&: 0; R,, =-159835

Sistemul de ecuatii este:
{626Z1 —533Z, +2506,25=0

—533Z, +3995,7Z, —1598,35=0
cu urmatoarele valori ale necunoscutelor Z, =—4,132s1 Z, =-0,1512

Diagrama finala de momente incovoietoare finale, calculate cu relatia
f f f
M, =M, +mZ +m,Z,
este datd in figura 15.19 (in daNm).
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