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PREFATA

Cursul “Statica Constructiilor. Structuri static nedeterminate” este
destinat studentilor din anii II si III de la Facultatea de Hidrotehnica.

Cursul este alcatuit din 5 capitole:

Capitolul 1 — Introducere. In acest capitol sunt prezentate metodele
generale pentru calculul structurilor static nedeterminate precum si teoremele de
reciprocitate.

Capitolul II — Metoda eforturilor. In acest capitol sunt prezentate in
detaliu principiile metodei eforturilor pentru rezolvarea structurilor static
nedeterminate cu aplicare la structurile in formd de cadre la actiunea fortelor,
variatiel de temperatura si al cedarilor de reazeme.

De asemenea se prezintd modalitati de simplificare a calculului in cazul
structurilor simetrice.

Capitolul IIl — Aplicarea metodei eforturilor la rezolvarea unor tipuri
particulare de structuri. In acest capitol sunt prezentate in particularititile ce
apar din aplicarea metodei eforturilor la urmatoarele tipuri de structuri static
nedeterminate: grinzi continue, grinzi cu zabrele si arce. La grinzile continue si
la arce se prezintd atat efectul fortelor cat si efectul variatiei de temperatura si al
cedarilor de reazeme.

Capitolul IV — Metoda deplasdrilor. In acest capitol sunt prezentate in
detaliu principiile metodei deplasarilor pentru rezolvarea structurilor static
nedeterminate. Astfel sunt analizate: structurile cu noduri fixe, structurile cu
noduri deplasabile cu stalpi verticali si structurile cu noduri deplasabile cu stalpi
inclinati si/sau rigle in doud pante la actiunea fortelor, variatiei de temperatura si
al cedarilor de reazeme. De asemenea se prezinta calculul structurilor simetrice
prin procedeul semistructurilor si al gruparii de necunoscute.

Capitolul IIl — Aplicatii ale metodei deplasarilor. Calcul prin aproximatii
succesive. In acest capitol sunt prezentate procedee de rezolvare a structurilor
static nedeterminate prin aproximatii succesive. Astfel pentru structurile cu
noduri fixe se prezintd procedeul distribuirii si transmiterii momentelor, iar
pentru structurile cu noduri deplasabile procedeul de operare in doua etape.

Aspectele teoretice sunt insotite de numeroase exemple numerice care au
rolul de a ajuta studentii in pregdtirea lor.
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CAPITOLUL 1

INTRODUCERE

1.1. Generalitati

Majoritatea structurilor sunt static nedeterminate. Fata de structurile static
determinate ele prezintd o serie de avantaje: eforturile rezulta in general mai
mici, pot redistribui eforturile daca exista cedari locale si au deplasari mai mici.

Structurile static nedeterminate sunt acele structuri care au un numar mai
mare de legaturi decat cel minim necesar asigurdrii invariabilitatii geometrice si
fixarii de teren si in consecintd nu pot fi calculate eforturile folosind numai
ecuatiile de echilibru static.

Pentru calculul structurilor static nedeterminate este necesar sa se utilizeze
atat conditia de echilibru static cat si conditia de continuitate a deformatei,
conditii care caracterizeaza echilibrul in pozitia deformata.

Obtinerea ecuatiilor necesare pentru determinarea starii de eforturi si
deplasari ale structurii impune folosirea concomitentd a acestor douad conditii,
care devin astfel interdependente. Deci, analiza structurilor static nedeterminate
devine mult mai dificila si mai pretentioasd decat a celor static determinate.

O primd problema care se pune este aceea a stabilirii parametrilor
independenti care pot defini complet raspunsul structurii. Ca parametri
independenti se aleg fie fortele din legaturile suplimentare ale structurii, fie
deplasarile posibile ale nodurilor acesteia.

Considerarea drept parametri, a fortelor de legatura suplimentare, permite
exprimarea echilibrului static al structurii pentru orice valori ale acestora.
Situatia reald de echilibru se realizeaza pentru acea serie de valori ale
parametrilor pentru care este satisfacutd concomitent si conditia de continuitate a
deformatei structurii.

Metoda care utilizeaza ca necunoscute fortele de legatura suplimentare se
numeste metoda eforturilor (metoda fortelor). Numarul necunoscutelor
reprezinta gradul de nedeterminare statica al structurii.

Posibilitatea considerarii, drept parametri, a deplasarilor nodurilor (rotiri
si translatii) are la baza faptul cd pozitia deformata a unei structuri este complet
determinata daca se cunosc aceste deplasari. Alegand ca necunoscute deplasarile
nodurilor, conditia de continuitate este satisfacutd pentru orice valori ale
acestora, deoarece sunt respectate atat legaturile cat si continuitatea barelor.
Situatia reald de echilibru se realizeaza pentru acea serie de valori ale
parametrilor, pentru care este satisfacutd concomitent si conditia de echilibru
static.



Metoda care utilizeazd ca necunoscute deplasarile nodurilor se numeste
metoda deplasarilor. Numarul necunoscutelor reprezinta gradul de nedeter-
minare geometricd al structurii.

Cele doua metode de calcul — metoda eforturilor s1 metoda deplasarilor —
sunt metode generale de calcul, care utilizeazd cele doud conditii pentru
exprimarea echilibrul structurii in pozitie deformati in ordine diferitd. Astfel, in
metoda eforturilor se utlizeaza la inceput conditia de echilibru static si apoi
conditia de continuitate a deformatei, iar in metoda deplasarilor se incepe cu
conditia de continuitate si se continud cu cea de echilibru static.

In capitolele urmitoare se trateaza in detaliu forma clasici a celor doua
sistemului ecuatiilor de conditie, precum §i modalitdtile de rezolvare
sistematizatd a unor categorii particulare de structuri. De asemenea sunt
prezentate principalele procedee iterative de calcul.

2.1. Teoreme de reciprocitate

2.1.1. Teorema reciprocitatii lucrurilor mecanice (teorema lui Betti)

Fie o grinda incarcatd cu doud forte (sau doua sisteme de forte) Pj si P;.

Sub actiunea simultand a celor doud forte grinda se deformeaza asa cum s-a
reprezentat in figura 1.1,a).

Fig. 1.1

Se considera grinda in doua situatii de incarcare:



1. Grinda se Incarcd numai cu forta P;. Sub actiunea acestei forte grinda se
deformeaza (fig. 1.1,b). Lucrul mecanic produs de forta P; este

1
L.=—P. -A. 1.1
11 2 1 11 ( )

In relatia (1.1) in expresia lucrului mecanic apare coeficientul % deoarece

atat forta cat si deplasarea cresc de la valoarea zero catre valoarea finala .
In aceasta situatie se introduce pe grinda si forta P;, sub actiunea careia

grinda se deformeaza in continuare si se ajunge in pozitia finala, din figura 1.1,a.
Lucrul mecanic produs prin incédrcarea cu forta P; este

1
Ly+Ly =PAy+- Py oA, (1.2)

De remarcat faptul ca in relatia (1.2) lucrul mecanic produs de forta P; nu
este multiplicat cu termenul % deoarece forta P; se afla pe grinda cand s-a

introdus forta P; si deci a parcurs cu toatd intensitatea deplasarea Ajj produsa de
forta P;.
Lucrul mecanic exterior produs de ambele incarcari este

LI:Lii+Lij+ij:%Pi'Aii_'_Pi'Aij-i_%Pj'Ajj (1.3)

2. Se considera acum ca se incarca grinda cu cele douad forte, dar in ordine
inversa.
Din incarcarea cu forta Pj se obtine deformata din figura 1.1,c si lucrul

mecanic

L, =1PA, (1.4)

] 2 J il

iar din incarcarea In continuare cu forta P;, lucrul mecanic

1
Lji+Lii=Pj-Aji+5Pi~Aii (1.5)

Lucrul mecanic al fortelor exterioare in cea de a doua situatie de incarcare

rezulta

1 1
L,=L,+L;+L; :EPj A +P A +5Pi Ay (1.6)



Deoarece pozitia finala deformata este aceeasi, indiferent de ordinea de
incarcare, rezulta:

L =L, (1.7)
sau

L,+L,+L;=L,+L;+L; (1.8)
de unde se obtine

L,=L; (1.9)

P.A =P A (1.10)

Relatia (1.9) respectiv (1.10) reprezintd teorema reciprocitatii lucrurilor
mecanice $1 a fost stabilit de Betti. Enuntul acestei teoreme este: '"Lucrul
mecanic al sistemului de forte i parcurgiand deplasirile produse de sistemul
de forte j este egal cu lucrul mecanic al sistemului de forte j parcurgiand
deplasarile produse de sistemul de forte i".

Aceastd teorema se poate aplica In cazul structurilor static determinate si
static nedeterminate.

1.2.2. Teorema reciprocitatii deplasarilor unitare (teorema lui Maxwell)

Prin deplasare unitard se intelege deplasarea produsa pe o directie
oarecare de o fortd egalda cu unitatea, actionand asupra structurii. Aceste
deplasari se noteaza astfel:

- Ojj - deplasarea pe directia i produsd de o fortd egald cu unitatea
actionand pe directia j;

- Ojj - deplasarea pe directia j produsd de o fortd egald cu unitatea
actionand pe directia i.

O deplasare oarecare se poate scrie sub forma

A =5 P (1.11)
A =5 P (1.12)

Relatia (1.10) se poate scrie sub urmatoarea forma

AL
T _ T 1.13
; (1.13)



Tinand seama de expresiile (1.11) s1 (1.12), relatia (1.13) devine

5, =5, (1.14)

ceea ce reprezintd teorema reciprocitatii deplasarilor unitare si a fost stabilita
de Maxwell.

Teorema se enunta astfel: "Deplasarea produsa pe directia i de o forta
egala cu unitatea actionand pe directia j este egala cu deplasarea produsa
pe directia j de o forta egala cu unitatea actionind pe directia i".

Aceastd teorema se poate aplica in cazul structurilor static determinate si
static nedeterminate. Deplasarea unitara mai poarta numele si de flexibilitate.

1.2.3. Teorema reciprocitatii reactiunilor unitare

Aceasta teorema este aplicabilda numai structurilor static nedeterminate.

Prin reactiune unitard se intelege reactiunea ce apare intr-o legdtura cand
pe directia altei legaturi are loc o deplasare egald cu unitatea. Aceste reactiuni
se noteaza astfel:

- 1jj - reactiunea ce apare in legatura / produsd de o deplasare egala cu
unitatea pe directia legaturii j,

- 1ji- reactiunea ce apare in legdtura j produsd de o deplasare egala cu
unitatea pe directia legaturii i.

Fie grinda static nedeterminatid din figura 1.2,a. Incircand grinda cu
deplasarea A; pe directia reazemului i, aceasta se deformeaza si in toate

legaturile apar reactiuni (fig.1.2,b). Astfel in reazemul i apare reactiunea R;;, iar
in reazemul j apare reactiunea Rj;. Incarcand grinda cu deplasarea A; pe directia

reazemului j, aceasta se deformeaza si 1n toate legaturile apar reactiuni
(fig.1.2,c). Astfel in reazemul i apare reactiunea Rjj, iar in reazemul j apare

reactiunea Rj;.

M-
5

=

{
M




Aplicand teorema lui Betti pentru cele doua situatii de incarcare rezulta:

R,-A =R A, (1.15)

Daca Aj=Aj=1 si se noteazd cu r reactiunile care apar ca urmare a
incarcarii cu deplasdrile unitate, rezulta

l-r, =11, (1.16)

Sau
r.=T. (1.17)

Relatia (1.17) reprezinta teorema reciprocitatii reactiunilor unitare si se
enuntd astfel: "Reactiunea din legitura i datorata incarcarii cu o deplasare
egala cu unitatea dupa directia legaturii j este egala cu reactiunea din
legatura j datorata incircarii cu o deplasare egala cu unitatea dupa directia
legaturii i".

Reactiunile unitare se mai pot nota si astfel

=k, (1.18)

unde kj; se numeste rigiditate.
Tinand seama de (1.18), relatia (1.17) capata forma

Kk =k (1.19)
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CAPITOLUL 11

METODA EFORTURILOR

2.1. Principiile generale ale metodei eforturilor

In acest paragraf vor fi prezentate principiile generale ale metodei
eforturilor cu exemplificari la structurile in forma de cadre. In ceea ce priveste
celelalte tipuri de structuri static nedeterminate (grinzi continue, arce, grinzi cu
zabrele), acestea vor fi analizate in capitolul 3.

2.1.1. Stabilirea gradului de nedeterminare statica

Gradul de nedeterminare statica al unei structuri reprezintd diferenta
dintre numarul total al necunoscutelor si numarul ecuatiilor de echilibru static ce
se pot scrie. El este egal cu numarul legaturilor suplimentare pe care le are
structura, fatd de cel minim necesar asigurarii invariabilitdtii geometrice si
fixarii in plan. In analiza oricirei structuri stabilirea gradului de nedeterminare
statica reprezintd prima etapa de calcul.

Dupd pozitia legdturilor suplimentare se disting trei categorii de
nedeterminari:

- nedeterminare exterioara, cand numadrul legaturilor cu baza de
sustinere este mai mare decat numarul minim necesar fixarii structurii
in plan (fig.2.1,a);

- nedeterminare interioara, cand surplusul de legaturi provine din
insusi modul de alcatuire a structurii, aceasta fiind fixatd fata de teren
prin numarul minim necesar (fig.2.1,b);

- nedeterminare mixta, cand legaturile suplimentare sunt atat fata de
teren cat si Intre barele ce alcatuiesc structura (fig.2.1,c).

- Fig.2.1 -

-11 -



Stabilirea gradului de nedeterminare staticd se poate face pe mai multe
- utilizand relatia generala
N=l+r-3c>0 (2.1)

in care | reprezintd numarul legéturilor simple dintre corpuri, r numarul
legaturilor simple cu terenul, iar ¢ este numarul corpurilor (barelor) ce alcatuiesc
structura.

- utilizand procedeul contururilor inchise. Prin contur inchis se intelege
conturul format din bare sau bare si teren intre care existd numai legaturi de
incastrare. Pentru stabilirea gradului de nedeterminare statica se pleaca de la
faptul ca un contur inchis este de trei ori static nedeterminat. Dacd structura este
alcatuitd din C contururi inchise, atunci gradul de nedeterminare statica este
N =3-C. La calculul numarului contururilor inchise trebuie sa se tina seama ca
fiecare contur sd cuprindd o barda noud, care si nu faca parte din altul. Consola
nu se ia in consideratie la stabilirea numarului de contururi inchise deoarece este
un element static determinat. Aici trebuie facutd observatia importanta ca lipsa
unei legaturi simple din contur micsoreaza cu o unitate gradul de nedeterminare
staticd. Astfel, o articulatie scade cu o unitate gradul de nedeterminare statica,
iar un reazem simplu cu douad unitati.

Rezulta atunci relatia

N=3.-C-A-2S (2.2)

unde A reprezintd numadrul de articulatii simple, iar S numdrul reazemelor
simple.

Observatie: O articulatie simpla leaga doua bare intre ele. Pentru cazul general
cand intr-un nod articulat se intdlnesc mai multe bare, numarul articulatiilor

simple care intervine in relatia (2.2) este egal cu numarul de bare minus unu.

2.1.2. Alegerea sistemului de baza

In metoda eforturilor, necunoscutele sunt eforturile dintr-o sectiune
oarecare si/sau reactiunile. Numarul de necunoscute este egal cu gradul de
nedeterminare statica a structurii. Pentru calculul practic se inlocuiesc legaturile
suplimentare prin echivalentul mecanic corespunzator (fortd, moment, perechi
de forte sau de momente).

Sistemul astfel obtinut poartd denumirea de sistem de bazad si este static
determinat. El este incarcat cu fortele exterioare si cu necunoscutele alese,
notate cu X; (fig.2.2,b) si trebuie sa se comporte identic cu structura data.

-12-
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Alcatuirea sistemului de baza este determinatd de legaturile care sunt
considerate suplimentare. Pentru o structurd datd (fig.2.3,a), pot fi alese mai
multe sisteme de baza, in functie de legaturile suprimate (fig.2.3,b,c,d,e,f).
anumit sistem poate prezenta avantaje fatd de celelalte. Asupra avantajelor ce
rezultd din alegerea judicioasa a sistemului de baza se va reveni ulterior. Un
lucru foarte important il reprezinta faptul cd sistemul de bazd trebuie alcatuit
corect din punct de vedere static. In figura 2.3,e.f sunt prezentate doui exemple
de alcatuiri incorecte.

[TVITLIT

Sistem

static
nedeter,
in

Q

- Fig.2.3 -

2.1.3. Alcatuirea sistemului ecuatiilor de conditie

Sistemul de baza se incarcda cu fortele date si cu necunoscutele. Sub
actiunea acestor forte el este 1n echilibru, oricare ar fi valorile date
necunoscutelor. Pentru a obtine solutia problemei este necesar sa se utilizeze
conditia de compatibilitate a deformatei cu legaturile, conditie care poate fi
interpretata astfel: marimile si sensurile necunoscutelor trebuie sa rezulte in asa
fel incat sistemul de baza sa se deformeze identic cu structura reald static
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nedeterminata si sa aiba aceeasi distribusie de eforturi. Conditia care se impune
sistemului de baza este ca deplasarile totale pe directiile necunoscutelor sa fie
egale cu zero, deoarece pe aceaste directii exista in realitate legaturi. Pentru o
structurd de n ori static nedeterminata ecuatiile de conditie sunt:

A=0, Ay=0,..., A,=0 (2.3)

Deplasarile totale A; sunt produse atat de fortele date cat si de
necunoscutele X; actionand pe sistemul de baza si se obtin prin suprapunere de
efecte.

De exemplu deplasarea A; are expresia:

A =06,X +0,X,+...+0, X, +9, X, + Aip =0 (24

Relatia (2.4) reprezintd conditia de compatibilitate a deformatei cu
legatura de pe directia necunoscutei X;. Scriindu-se céte o ecuatie de forma (2.4)
pentru fiecare dintre deplasarile pe directiile necunoscutelor, se obtine forma
dezvoltata a conditiilor (2.3)

0, X, +0,X,+..+06, X, +A,, =0
0, X, +0,X, +...+06,, X, +A, =0 2.5)

'Sln.le +06,,X, +..+06, X +A =0

Necunoscutele, coeficientii necunoscutelor si termenii liberi au
urmatoarea semnificatie fizica:

- necunoscutele sunt forte generalizate,

- coeficientil necunoscutelor sunt deplasdri unitare produse pe directiile
necunoscutelor cand sistemul de baza este 1Incarcat succesiv cu X;=1,
Xzzl,....anl;

- termenii liberi sunt deplasarile pe directiile necunoscutelor cand
sistemul de baza este incdrcat cu fortele exterioare.

Pentru structurile in forma de cadre, la care efectul momentului
incovoietor este predominant, expresiile coeficientilor necunoscutelor si ale
termenilor liberi sunt

2 0

my .o mm; . m;M,
Sii:J.EanSijzsji:I I dX,AiPZJ- ol dx (2.6)

unde m;, mj, M au fost obtinute pe sistemul de baza incarcat succesiv cu X;=1,

Xi=1, respectiv cu fortele exterioare.
Din analiza expresiilor (2.6) se desprind urmatoarele:
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- coeficientii 0; se calculeazd integrand diagama m;, obtinutd prin
incarcarea sistemului de baza cu necunoscuta X;=1, cu ea Insasi. Acesti
coeficienti sunt totdeauna pozitivi;

- coeficientii 6;; se calculeaza integrand diagama m; cu diagrama m;, aceste
diagrame fiind obtinute din Tncdrcarea susccesiva a sistemului de bazd cu X=1
st X;=1. Coeficientii &; pot fi pozitivi, negativi sau nuli. In baza teoremei
reciprocitatii deplasarilor unitare rezulta §, =35, ;

- termenii liberi A;, se calculeazd integrind diagrama M), diagrama

obtinutd prin incdrcarea sistemului de baza cu fortele exterioare, cu diagrama m;.
Termenii liberi pot fi pozitivi, negativ, sau nuli. Cel putin un termen liber trebuie
sa fie diferit de zero pentru a nu se obtine solutia banala (X;=0, pentru i=1,n).

Se observa ca numai termenii liberi depind de fortele exterioare date, in
timp ce coeficientii necunoscutelor depind numai de caracteristicile structurii §i
de natura materialului din care se executa structura. Astfel, in cazul mai multor
ipoteze de incarcare, pastrand acelasi sistem de bazd, in sistemul de ecuatii se
schimba numai termenii liberi.

Dupa determinarea necunoscutelor X, X,, ... X, se poate trece la trasarea
diagramelor de eforturi. Momentele incovoietoare intr-o sectiune curentd se
determina prin suprapunere de efecte astfel:

M =M’ +mX, +m,X, +..+m X, (2.7)

Este foarte important ca dupa trasarea diagramei de moment incovoietor
pe structura reald sd se faca verificarea rezultatelor obtinute. Pentru aceasta se
folosesc cele doud conditii:

- conditia de echilibru static. Se verificd mai intdi echilibrul tuturor
nodurilor ()M, , = 0). Deoarece, diagrama Mp a fost obtinutd prin suprapunere

. . . . . 0 o ..
de efecte, iar diagramele unitare m; si diagrama M respectd conditia de

echilibru static, rezultd ca si diagrama finala M,, respecta conditia de echilibru
static. Verificarea staticd nu da asigurarea ca diagrama de moment Incovoietor
este corectd, deoarece pot fi greseli la calculul termenilor din sistemul ecuatiilor
de conditie sau la rezolvarea acestuia;

- conditia de continuitate. Se calculeaza deplasarile pe directia legaturilor
structurii reale, care in realitate sunt nule. In ceea ce priveste modul de calcul al
acestor deplasari se va discuta in paragraful urmator.

Pentru determinarea fortelor tdietoare se detaseaza fiecare bara din
structurd incarcata cu fortele exterioare care-i revin $i cu momentele de la
extremitati sale luate din diagrama M,

Fortele axiale se determind din echilibru de nod utilizdnd ecuatiile de
proiectie.
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Observatie. Calculul practic al structurilor static nedeterminate prin metoda
eforturilor, implicd parcurgerea urmatoarelor etape:

- se stabileste gradul de nedeterminare statica a structurii,

- se alege sistemul de baza,
- se traseaza diagramele unitare m; si Mg, pe sistemul de baza,

- se calculeaza coeficientii necunoscutelor d; s1 6 $1 termenii liberi A;p,
- se rezolva sistemul de ecuatii si se obtin necunoscutele X,

- se determina diagrama finala de momente incovoietoare My,

- se verifica diagrama M, (asa cum se va arata in paragraful urmator),

- se calculeaza fortele taietoare,

- se calculeaza fortele axiale.

2.1.4. Calculul deplasarilor la structuri static nedeterminate

Expresia generala a deplasdrilor punctuale este valabila oricare ar fi
structura, static determinata sau static nedeterminata, deoarece la deducerea ei
nu s-a facut nici o restrictie in acest sens.

In cazul incircarii cu forte, calculul deplasirilor se efectueazi utilizand
formula Maxwell-Mohr. Deplasarea pe directia i la o structura static
nedeterminata, la care se tine cont numai de efectul incovoierii, are expresia:

m.M
A=l

dx (2.8)

unde atat diagrama mj cat si diagrama Mp, sunt tratate pe structura reald.
In momentul calculului deplasirii elastice, diagrama Mp, este cunoscuta in
timp ce pentru obtinerea diagramei m; va trebui rezolvata din nou structura static

nedeterminata avand ca incdrcare o forta unitate actionand pe directia i. Folosind
relatia (2.8) volumul de calcule necesare determindrii deplasarii elastice este
mare.

Tinand cont de faptul ca o diagramd de moment incovoietor pe o structura
static nedeterminatd se obtine printr-o suprapunere de efecte, calculate pe un
sistem de baza, respectiv pentru mj avem o expresie asemanatoare cu (2.7)

m, =m; +mX, +m,X, +..+m X_ (2.9)

Introducand relatia (2.9) in (2.8) se obtine:
m; M m,M . .m M

A=

EI

. .mM .
l°dx+X1I P dx + X,
El
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m,M

p

In relatia (2.10) se observi ci termenul j dx reprezintd deplasarea

m,M

p

pe directia necunoscutei X;, termenul I dx reprezintd deplasarea pe

directia necunoscutei X,, samd. Aceste deplasari sunt egale cu zero deoarece
sunt deplasari pe directiiile unor legaturi existente in structura reala. Rezulta ca
deplasarea Aj pe o structura static nedeterminata se poate calcula si cu relatia:

A= iEIpdx (2.11)

0 . . v 1 A o . e e .
unde m; este diagrama obtinutd din incdrcarea cu forta unitate a oricarui sistem

de baza derivat din structura reala.
In ceea ce priveste verificarea rezultatelor calculelor, daca termenii
m M m,M

j EI a. |

M, este corecta.

p

dx , etc sunt zero, atunci diagrama de moment incovoietor

EXEMPLUL 2.1. S3 se traseze diagramele de eforturi la structura static
nedeterminatda din figura 2.4 si sa se calculeze deplasarea pe orizontald a
sectiunii 2. Se considera EI=10" kNm®.

Cadrul este de doua ori static nedeterminat

N=3C-A-28=3.2-2-2:1=2

Sistemul de baza a fost ales indepartind legdtura corespunzatoare
reactiunii orizontale din articulatia din dreapta si reazemul simplu. Fortele care
reprezintd echivalentul mecanic al acestor legaturi sunt necunoscutele X; si Xo.

Conditia care se impune sistemului de baza este ca deplasarile totale pe
directiile celor doud necunoscute sa fie egale cu zero, deoarece pe aceaste
directii exista in realitate legdturi, deci

AIZO sl AQZO
sau sub forma dezvoltata
{auxl +8,X,+A,, =0
0, X, +0,X,+A, =0

Pentru calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi este

necesar sa se cunoasca diagramele unitare m; si m; si diagrama Mg . Aceste

diagrame (fig.2.4) se obtin prin incdarcarea sistemului de baza succesiv cu
necunoscutele X;=1, X,=1 si cu fortele exterioare.
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10kN/m

2 31

s

3 31
I on

180

56,67

18,75

- Fig.2.4 -

N

58,75

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi:

2
5, = [-dx =

EIl

El 2

1 1

3-180-23———
2 3

il

3.3.23+3L.3.8.3+_._.3.3._3

3
_16
El

2 1
3

-18 -

1

1

EI 2

4.4.2
3

1 §.180.3+2.3.
2 3

64

~ 3EI

2
3

2

41,11

_42
El

10-8°

;



Ay, =[—Tdx=——|—-8:180--4+>-8- ==
El 3EI{ 2 33 8 9EI

Sistemul de ecuatii are forma
EXI —EXz 5060 _0
EII6 EI64 3E51440
X X, +——=

oA+ -
EI 3EI 9FI

m,M, 1[1 12 10-82'14J_5440
2

0

Se observa ca produsul EI se simplificad. Aceasta inseamnd ca in cazul
incarcarii cu forte, necunoscutele nu depind de natura materialului (E) s1 nici de
valoarea absoluta a momentelor de inertie, ci numai de rapoartele acestora.

Necunoscutele au urmatoarele valori
X, =4111 X, =250
Momentele incovoietoare reale se obtin cu relatia
M, =M, +mX, +m,X,
si au la capetele barelor urmatoarele valori:
M,, =180—-3-4L11+0=56,67kNm
M,, =180-3-4L11+0=56,67kNm
M,,=0-3-41,11+4-2,50=-113,33kNm
M,,=0-3-41,11+0=-123,33kNm
M;; =0+4-2,50=10kNm
Cu aceste valori a fost construitd diagrama de moment incovoietor pe
structura reala (fig.2.4).

Pentru verificarea rezultatelor obtinute se se calculeaza deplasarile pe
directiile necunoscutelor, care in realitate sunt nule. Astfel se utilizeaza relatia

A 0 . . . .
(2.11) in care m, se va considera m; respectiv m,, diagrame care au fost deja

trasate.
m,M
A =[— pdx:—i-l-3-56,67-23+L(—l-8-56,67-3+
EI EI 2 37 3EI\ 2
2
bl31333.3- 2.8 108 51 1 15033325 005
2 3 8 2 37 EI
m,M .8’
A, =[— pdx=L(1-8-56,67-14—1-3-113,33-34+3-8-10 5 L4
EI 3EI\ 2 302 33 8§ 2
3EI 2 3 EI

In consecinta diagrama de momente incovoietoare este corecta.
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Pentru calculul fortelor tdietoare se detaseaza fiecare bara din structura
incarcata cu fortele exterioare care-1 revin si cu eforturile de la extremitatile sale

- dintre care momentele incovoietoare sunt cunoscute - si se scriu ecuatiile de
echilibru static (fig.2.5).

10kN/m 113,33

R A R
. : ) 10( 3_5
1 Tas TT32 Tss 1 IT53

R 4
| |‘—’|

56,67 123 33

A T21

21 — _>

1| — I

T12 T43
- Fig.2.5 -
Bara 1-2

{ZM1 =0; -56,67+T, -3=0; T, =1889
>M,=0; T,-3-56,67=0;, T, =1889
Bara 2-3

ZM2=O; 56,67+10-8-4+113,33-T,, -8=0; T,, =61,25
ZM3 =0; 56,67+T,,-8-10-8-4+113,33=0; T,; =18,75
Bara 3-4

{ZM3:O; —-12333+T,, -3=0; T, =4111
>M,=0; T,-3-12333=0; T, =4111

Bara 3-5
{ZM3=0; 10-T,, -4=0; T, =2,50
>M,=0; 10-T,-4=0; T, =2,50

Diagrama de forta tdietoare a fost trasata in figura 2.4.

Pentru calculul fortelor axiale din bare se izoleaza fiecare nod incarcat cu
fortele concentrate date si cu eforturile (fortele taietoare determinate anterior si

fortele axiale necunoscute) din sectiunile imediat vecine si se scriu ecuatiile de
proiectie (fig.2.6).
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18,75 61,25 2,50

60 2 I N23 N23 ¢ 3 T N35
-«—18,89 |
12

+—41,11
tN

TN34

- Fig.2.6 -
Nodul 2
in =0; 60-18,89-N,, =0; N,, =41,11kN
<
ZYi =0; N,,-18,75=0; N,, =18,75kN
Nodul 3

(X, =0; N, -4L11-N,, =0; N, =0

Y. =0; N, -6125-2,50=0; N,, =58,75kN

Diagrama de forta axiala a fost trasata in figura 2.4.

Calculul deplasarii u,. Pentru calculul deplasarii pe orizontala a sectiunii 2
este necesar sa se traseze o diagrama unitard produsd de o forta orizontald egala
cu unitatea ce actioneaza in sectiunea respectiva pe orice sistem de baza derivat
din structura reala. Daca se alege acelasi sistem de baza, diagrama unitara este
prezentatd in figura 2.7.

113,33
1 kN 3 56,67 / 123,33

—>
I 10
3 4_1 0 3 MP
m,
s ts
- Fig.2.7 -
Tinand cont de relatia (2.11) deplasarea u, este:
0
m M
u, :J'de:i-l-3-56,67-23+i 1-8-56,67-%3—
EI EI 2 3 3EI\2 3
2
—1-3-113,33-g3+%-8- 10-8 -13 _ 38333 =383,33x10°m
2 3 3 g8 2

2.2. Posibilitati de simplificare a calculului

La aplicarea metodei eforturilor, scrierea si mai ales, rezolvarea
sistemului ecuatiilor de conditie reprezintd operatiile cele mai laborioase, in

eqe v, o

calculului se mentioneaza:
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- alegerea judicioasa a sistemului de baza;

- utilizarea necunoscutelor grupate;

- ortogonalizarea diagramelor unitare;

- utilizarea simetriei structurilor.

In continuare se va analiza numai ultimul procedeu.

2.2.1. Utilizarea simetriei structurilor

Structurile simetrice reprezinta o categorie de structuri frecvent intalnite
in practica. Utilizarea proprietatilor de simetrie a structurilor conduce la
reducerea volumului de calcul necesar rezolvarii acestora.

Fie cadrul simetric din fig.2.8,a si sistemul de baza din fig 2.8,b obtinut
prin sectionarea riglei in axa de simetrie. Se observa ca necunoscutele X; si X,
sunt necunoscute simetrice, 1ar necunoscuta X3 este necunoscutd antisimetrica.
in consecintd, diagramele unitare m; s1 m, rezultd simetrice (figura 2.8,c si d) iar
diagrama unitard m; antisimetrica (figura 2.8,e).

ol a 7 ol b T
— X2=1
X =1
- —
= M ] N
m; X;3=1
m, msj
ST
c d e
- Fig. 2.8 -

Sistemul general al ecuatiilor de conditie, pentru structura de trei ori static
nedeterminata este:

0, X, +06,X, +8,,X;+A +0
0, X, +0,X, +3,,X;+A, +0 (2.12)

0, X, +0;,X, +0,,X, +A3p +0

Calculand coeficientii necunoscutelor rezultd ca 08,=0,1=0,3=03,=0,
deoarece reprezintd rezultatul integrarii diagramelor simetrice m; §i m, cu
diagrama antisimetrici ms. In consecintd sistemul general de ecuatii se
descompune in doud sisteme: un sistem de doud ecuatii cu doud necunoscute -
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corespunzator necunoscutelor simetrice, s1 0 ecuatie cu o singura necunoscuta -
corespunzator necunoscutei antisimetrice.

0, X, +9,X, + Alp =0
5, X, +9,,X, + Azp =0 (2.13)

0, X, + A3p =0

Descompunerea sistemului de ecuatii in doud sisteme conduce evident la
simplificarea alcatuirii §i rezolvarii acestora. De remarcat faptul ca, aceasta
simplificare a fost obtinutd tinand cont numai de proprietitile de simetrie ale
structurii si utilizand un sistem de baza simetric.

Rezolvarea structurilor simetrice poate fi in continuare simplificata daca
se tine seama de caracteristica incarcarilor exterioare. Incircarea poate fi
simetrica, antisimetrica sau oarecare, aceasta din urma putdnd fi descompusa
intr-o Incarcare simetrica §1 una antisimetrica.

- A o . - . .o . 0 . . o .
Daca incéarcarea exterioara este simetrica, diagrama Mp este simetrica s1

rezultd cd As;=0 s1 X3=0, rdmanand de rezolvat numai sistemul format din
primele doud ecuatii.

o« A v . o .. .o . 0
Dacd 1incdrcarea exterioard este antisimetrica, diagrama M este

antisimetricd. Rezulta ca A,,=0, A»,=0 s1 X;=X,=0, rdméanand de rezolvat numai
ecuatia care contine necunoscuta antisimetrica.

Aceste rezultate conduc la urmatoarele concluzii:

- 1n cazul structurilor simetrice incarcate simetric, eforturile simetrice din
sectiunea de pe axa de simetrie sunt diferite de zero, iar eforturile antisimetrice
sunt egale cu zero,

- 1n cazul structurilor simetrice incarcate antisimetric, eforturile simetrice
din sectiunea de pe axa de simetrie sunt egale cu zero, iar eforturile antisimetrice
sunt diferite de zero.

Pornind de la aceastd observatie si de la caracteristicile deformatei
structurii simetrice in cazul incarcarilor particulare se poate trece la utilizarea
unui procedeu specific de rezolvare, procedeu numit procedeul semistructurilor.

Acest procedeu constd in rezolvarea unei structuri operdnd numai pe
jumatate din structura reala.

Semistructura este o structura conventionala, obtinuta prin sectionarea
structurii reale in axa de simetrie §i introducerea in aceasta sectiune a unor
legaturi care sa aiba acelasi efect ca si partea din structura indepartata.

Semistructura obtinutd se va rezolva numai pentru ncédrcarea ce 1i revine,
iar diagramele de eforturi pe structura reald se obtin prin transpunere simetrica
sau antisimetrica, dupa tipul de incarcare si diagrama trasata.

Stabilirea tipului de legétura ce trebuie introdusa in axa de simetrie se face
avand in vedere urmatoarele:

- tipul de incarcare;
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- particularitatea structurii in axa de simetrie.

Din acest ultim punct de vedere se pot intdlni trei cazuri:

- axa de simetrie intersecteaza o bard la mijlocul ei,

- axa de simetrie intersecteazd un nod format din doud bare ce se
intalnesc sub un unghi oarecare,

- axa de simetrie se suprapune peste axa unei bare.

A) Cazul incarcarii simetrice. La structurile din figura 2.9,a si c
defor-mata este simetrica, iar sectiunea de pe axa de simetrie are numai
deplasare pe directia axei de simetrie (u=0,v=0, 6=0). In aceasti sectiune, dintre
cele trei eforturi (M, N si T), doua sunt diferite de zero (M=0,N=0) ca eforturi
simetrice si al treilea este egal cu zero (T=0) ca efort antisimetric. Rezulta de
aici ca legatura ce urmeaza a fi introdusa in axa de simetrie si care sa respecte
atat conditia cinematica cat si conditia statica, este o incastrare glisanta (fig.2.9,b
si d). Aceasta are ca echivalent mecanic un moment si o fortd orizontala si
permite deplasarea numai pe directia axei de simetrie.

777 777 777 777 777 777

ST STITT STV 777

- Fig.2.9 —

Structura din figura 2.9,e are deformata simetricd, dar sectiunea de pe axa
de simetrie nu se poate deplasa pe directia axei de simetrie, deoarece aici exista
o bard. In consecintd, in axa de simetrie se va introduce o incastrare perfecta

(fig.2.9,1).
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B) Cazul incarcarii antisimetrice. Deformata structurii este antisimetrica.
Ca urmare sectiunea din axa de simetrie se va deplasa pe orizontala si se va roti,
dar nu se va deplasa pe verticald (u=0, v=0, 0=0). La structurile din figura
2.10,a si c, dintre eforturile M, N si T, primele doua sunt nule, eforturi simetrice
si numai forta tdietoare este diferitd de zero (M=0, N=0, T=0). Legatura ce se
va introduce pe semistructurd in aceastd sectiune este un reazem simplu
(fig.2.10,b si d), care respectd conditia cinematica (v=0) si conditia statica
(T=0).

In cazul structurii din figura 2.10,e axa de simetrie intdlneste un stalp. Din
incdrcarea antisimetrica stalpul se deformeaza. Pentru a obtine rezultatul corect
la trecerea de la semistructurd la structura reala trebuie ca in semistructurad bara
de pe axa de simetrie sa fie consideratd cu momentul de inertie pe jumatate

(fig.2.10,f).

YAN AN AN
- a
ST77 | ST777 ST
1970 b
i =
o d
777 S T777 7777 ST77 S777 ST777
P
I 1/2
ST STITT STV 777 ST77
e f
- Fig.2.10 -

Observatii:

- Calculul practic prin procedeul semistructurilor se conduce astfel: se
stabileste semistructura functie de tipul Incdrcarii exterioare si de
particularitatile structurii si apoi se urmeaza aceleasi etape ca la structurile
oarecare;

- In stabilirea gradului de nedeterminare statici, incastrarea glisanti este
echivalenta cu douad legaturi simple, la fel ca o articulatie;

- La structurile cu stalp in axa de simetrie din incarcarea antisimetrica
valoarea momentelor incovoietoare obtinute pe semistructura se dubleaza.
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EXEMPLUL 2.2. Sa se traseze diagramele de eforturi la structura
simetrica din figura 2.11,a incarcatd simetric.

20kN/m 20kN/m
Yy I vy 3 v v v v 3 vy v 1
31 31 L
21
Semistructura
6 3 g 3
'I‘ 'I‘ 1 b '
a
20kN/m X,
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ \ Xl /\8 X1=1
/ i
SB 3
¢ i
3
: a (//(I\\‘
1 ) ;
_ 1
3 I 1 360
2 m, ME
120
1 )
3 [§
53,51 53,51 53,51
24,32 24 32 I\\
I I I
~L_ - 9 19 ~1L [~
> 29,19
Mp

Mo it P

p \IRI
. 51,08
i 68,92 ’

5,84 T,
5,84
J 44,39 [ =T 1
NP
81,77 81,77

- Fig.2.11 -
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Structura este de trei ori static nedeterminata. Fiind incarcata simetric,
semistructura se obtine prin introducerea unei incastrari glisante in axa de
simetrie (fig.2.11,b). Semistructura este de doud ori static nedeterminata.
(N=3-2-2-2-1=2).

Alegand sistemul de baza reprezentat in figura 2.11,c, se traseaza

. . 0
diagramele m;, m, si M (fig.2.11.d, e, ).
Sistemul de ecuatii este
0, X, +8,X,+A, =0
0, X, +8,X,+A,, =0

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi:

2
5 —[Migx=—t .lsg.2g, 1 15259
El 2EI 2 3  3EI 2 3 EI
612:52]:jm1m2dx: 1 .1.5.8.%1+L.l.6 8-2222
El 2EI 2 3 3EI 2 3 3EI
2
gzzzj& :Ll 1.2 01 .22+L 1.3.121
El 2EI 2 3 3EI 2 3 3E 2EI
m, M’
A, :j L :_L.l.5.3 2 —L(l-6-36028—
b El 2EI 3 3EI\2
2206 1) 3840
3 g8 2 EI
m,M’
A, =I#dx:—L-1-5-360-%1—L(l-6-360-%2—
! EI 2EI 2 3  3EI\2 3
2
_2.6.2060 1,)__620
3 6 2 EI

Cu aceste valori sistemul de ecuatii capatd forma
2 4
%Xl+ : Xz—?’8 O:O
EI 3EI EIl
52,9y 620
3EI 2EI EIl
iar valorile necunoscutele sunt:
X, =44,392; X, =-24,324
Diagrama de moment incovoietor pe semistructurd (fig.2.11,g) se obtine
prin suprapunere de efecte, respectiv
M =M +mX +m]X,
Deoarece incarcarea pe structura reala este simetrica, diagramele de
moment incovoietor (fig 2.11,h) si de forta axiala (fig.2.11,j) sunt simetrice, iar
diagrama de forta taietoare este antisimetrica (fig.2.11,1).
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EXEMPLUL 2.3. Sa se traseze diagramele de eforturi la structura
simetrica din figura 2.12 utilizand procedeul semistructurilor.

80kN
-l
41
I 1| «
60kN
ﬂ'_
41
I 1 <
7 10 e camn
[ ‘I
40kN 40kN 40kN 40kN
30kN 30kN 30kN 30kN
777 ST777 777 ST777
Incarcare simetrica Incarcare antisimetrica

- Fig.2.12 -

Incircarea este oarecare. Aceasta se poate descompune intr-o componenta
simetricd $i una antisimetricd (fig.2.12). Deoarece fortele sunt concentrate in
noduri, componenta simetricd nu produce decat forte axiale in rigle, in timp ce
componenta antisimetricd produce atat forte axiale, cat si forte tdietoare si
momente Tncovoietoare.

Pentru determinarea momentelor incovoietoare este necesar calculul
structurii la componenta antisimetrica (fig.2.13,a).

Structura este de trei ori static nedeterminata

N=3C-A-25=3-2=6

Fiind incarcata antisimetric, semistructura se obtine prin introducerea de
reazeme simple in axa de simetrie (fig.2.13,b). Semistructura este de doud ori
static nedeterminata

N=3C-A-25=3-2-2-2=2
Alegand sistemul de baza reprezentat in figura 2.13,c, se traseaza

. . 0
diagramele m;, m, si M (fig.2.13.d, e, ).

Sistemul de ecuatii este
0, X, +06,X,+A, =0
0, X, +8,X,+A,, =0
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40kN 40kN

B
41 ES
I I -« X, I
30kN 30kN
AN
41 E— XlI
I I = Semistructura SB
777 777 777 Vorood
10 b C
| |
I~ i
a
5
I J/‘/I
= 1

160 L4
0
Ej |1 M

5K_, 5\, 440 70
1 l ml 1 1 me 440
d e f
- Fig.2.13 -

Calculul coeﬁcientilor necunoscutelor si termenilor liberi:
I i Lax=bsigse b g5 25 1325

El 4EI 2 37 12EI
m,m 1 100

812_821_]. 2d :ﬁ 5 4 S—E
SZZ:J‘—ZdX:LSSS Ll.5.5.g5:ﬁ

El El 4EI 2 37 12EI

m M’
A =[— Pdx = [ 1.440.4.541 .160.4.5 | = - 0900

P El EI\ 2 2 E

m, M’
_I dx:_L 1.440.4.5+l.160.4.5+l.160.4.5 __ 7600
EIl EI\2 2 2 EIl
Cu aceste valori sistemul de ecuatii capata forma

1325 X, + @Xz B 6000

12EI EI El

100 2525 7600
X, +

1 Xz -——=0
EI 12EI El

1ar valorile necunoscutelor sunt:
X,=3797; X, =18,07

Diagrama de moment incovoietor pe semistructura (fig.2.14,a) se obtine
prin suprapunere de efecte, respectiv

=0
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M, =M, +mX, +m,X,

Pentru componenta antisimetrica, diagramele de moment incovoietor (fig
2.14,b) si de forta axiald (fig 2.14,d) sunt antisimetrice iar diagrama de forta
tdietoare este simetrica (fig.2.14,c).

Pentru incdrcarea datd, diagramele finale de moment incovoietor si de
forta taietoare sunt identice cu cele calculate pentru componeta antisimetrica, iar
diagrama de fortd axiala se obtine prin suprapunerea efectelor celor doua
componente ale Incarcarii (fig.2.14,e).

90,37 90,37 1119037
189,86
120,23 /(gi 120,23
69,63
M,=M,
159,77 . a 159,77 7777 77
b
40 40 18,07 18,07
N .
+ 118,07 n -
e —
—] — 4 >
+ as —
* 13797 + N,
as
- T,=T, 0 56,04 56,04
c d
18,07 18,07
140 —
—
+ — _
30
NP
56,04 56,04
(&
- Fig.2.14 -

Se spune ca incarcarea de tipul celei prezentate in acest exemplu este o
incarcare de tip antisimetric, deoarece numai componenta antisimetrica produce
deformarea prin incovoiere a structurii.
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2.3. Efectul variatiei de temperatura la structuri static nedeterminate

La proiectarea unor structuri se tine seama si de efectul variatiilor de
temperaturd. Acestea apar datoritd diferentelor de temperatura ce existd intre
temperatura la care se executd constructia si temperatura maximad sau minima
din zona unde urmeaza sa se amplaseze constructia.

La structurile static nedeterminate variatia de temperatura produce atat
eforturi cat si modificarea configuratiei geometrice, ca urmare a surplusului de
legaturi. Comparativ cu cazul incdrcarii cu forte, in acest caz de incarcare
eforturile depind de natura materialului si de marimea momentelor de inertie
(de produsul EI).

Sistemul ecuatiilor de conditie in cazul incarcarii structurii cu variatia de
temperatura are forma:

0, X, +0,X,+...+406,, X, +A,=0

0, X, +0,X, +..+9, X +A, =0 (2.14)

0, X, +06,,X,+..+06 X +A, =0
Coeficientii necunoscutelor au aceleasi expresii ca in cazul incarcarii cu

forte, iar termenii liberi, deoarece sistemul de baza este static determinat, au
expresia

At
A, :ajnitmdx +ajmi—dx (2.15)
h
unde o reprezinta coeficientul de dilatare termica liniard (o =1..1,1x10 " grad ™),
. . . t, +t . o
tn reprezinta temperatura medie din axa barei (t =%), iar At reprezinta

diferenta de temperaturd dintre cele doua fete ale barei (At=t, —t,).
Deoarece t,,, At si h sunt constante pe fiecare bard, rezulta ca I n.dx si

Imidx reprezintd suprafata diagramei de fortd axiald, respectiv de moment

incovoietor pe bara respectiva.

Semnul termenilor ce intervin in calculul deplasarilor se stabileste astfel:

- daca forta axiala si temperatura medie t,, au acelasi efect asupra barei,
ambele de alungire sau scurtare, semnul este plus, in caz contrar
semnul este minus;

- dacd momentul Incovoietor intinde fibra mai calda semnul este plus,
iar daca intinde fibra mai rece semnul este minus.

Rezolvand sistemul de ecuatii se obtin necunoscutele X, X,, ... , X, cu

care se determind momentul Tncovoietor in orice sectiune

M, =mX, +m,X, +...+m X, (2.16)
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a . - e 0 - -
In relatia (2.16) nu exista un termen M, deoarece sistemul de baza este
static determinat si variatia de temperatura nu produce eforturi pe aceste sisteme.
Deplasarea unei sectiuni la actiunea variatiei de temperatura se obtine cu
relatia:
0
m. M,

M
A=A, +j%dx:Ait + x  (2.17)

unde A; are forma (2.15) si se calculeaza pe sistemul de baza utilizat pentru
determinarea diagramei M,, iar m este diagrama de momente incovoietoare
produsa pe acelasi sistem de baza de forta egala cu unitatea.

EXEMPLUL 2.4. Sa se traseze diagrama de moment incovoietor la
structura din figura 2.15, precum si deplasarea pe orizontald a sectiunii 2. Se

considerd EI=10° kNm, o. =107 grad™, iar inaltimea sectiunilor transversale ale
barelor sunt: pentru rigle h=60cm, iar pentru stalpi hy=40cm.

tm=5° A tm=5°
At=20° IXZ

At=20° K
sB I

I At=0

X

1T T 1.
n;
E‘
n
L i ? 1,5
2 2 161,25
119,25
42
42
? M,
1 3
F 0 p—
<—1 mg 3 3 M é
3 hd o 8
2 s ’
- Fig.2.15 -
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Structura este aceeasi cu cea de la exemplul 2.1, deci, alegand acelasi
sistem de baza, coeficientii necunoscutelor au aceleasi valori.
Pentru calculul termenilor liberi este necesar sa se determine valorile

temperaturii medii t,, si a diferentei de temperaturd At corespunzatoare fiecarei
bare a structurii.

Baral-2,2-3si3-5 t_ :IST_S:S(’; At=15-(-5)=20°

15-15 0 0
Bara3 -4 t = 5 =15"; At=15-15=0
In figura 2.15 sunt trasate diagramele unitare de fortd axiald n; si n,
precum si diagramele unitare de moment Incovoietor m; si m, produse de
necunoscutele X;=1 si X,=1 actionand succesiv pe sistemul de baza.
Termenii liberi au urmatoarea forma:

A, = (xfnltmdx +OLIH’11 %dx =o.-(~1-8-5)+

o - —2-1-3-3—£-8-3 =-10650.=-1065-10"
0,4 2 0,6

A, :ajnztmdx +oc_fm2%dx:oc-(—3-0,5-5+3-1,5-15)+
(20 1 20 1
o - . 4

84+ =.4.4|=8600.=860-10"
0,6 2 0,6 2

Se constatd cd termenii liberi nu depind de produsul EI. Cu aceste
elemente sistemul ecuatiilor de conditie devine:

ﬂX1 —EX2 ~1065-107 =0
EI El
16, 64

o 1+EX2+860-10‘5=0

Multiplicand ecuatiile cu produsul EI si tindnd cont de valoarea acestuia
se obtine:
42X, -16X, -1065=0

- 16X, +6—34X2 +860=0
iar necunoscutele au valorile: X, =14 s1 X, =-29,813

Cu aceste valori au fost calculate momentele incovoietoare din diagrama
M; (fig.2.15) utilizand relatia:

M, =mX, +m,X,
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Se constatd, din diagrama M, cad la actiunea variatiei de temperatura
fibra intinsa este fibra mai rece. Acesta reprezinta paradoxul actiunii variatiei
de temperaturd asupra structurilor static nedeterminate.

Pentru calculul deplasarii pe orizontala a sectiunii 2 la actiunea variatiei
de temperatura se utilizeaza relatia (2.17), astfel:

u,=ao- 235_3315 + Q- 2133_’_&183 —
8 8 04 2 0,6 2

_L.l.42.3.g3_i. 1-42-8-%3+l-161,25-8-l3 =
El 2 3  3EI \2 3 2 3

=—613,75a —% =-1066,75-10"m =11mm

2.4. Efectul cedarilor de reazeme la structuri static nedeterminate

Prin ceddri de reazeme se inteleg tasarile si/sau rotirile fundatiilor, ca
urmare a deformarii terenului de fundatie si inexactititile de executie a
elementelor prefabricate care trebuie conectate la montaj.

La structurile static nedeterminate, ceddrile de reazeme produc atat
eforturi cat si modificarea configuratiei geometrice, ca urmare a surplusului de
legaturi. Exceptie face cadrul dublu articulat cu reazemele la acelasi nivel supus
unei singure cedari de reazem pe verticald, la care nu apar eforturi deoarece
articulatia ramasa fixa permite rotirea liberd (deplasarile fiind foarte mici in
comparatie cu dimensiunile structurii).

Comparativ cu cazul incarcarii cu forte, si in acest caz de incarcare
eforturile depind de natura materialului si de marimea momentelor de inertie (de
produsul EI).

Sistemul ecuatiilor de conditie in cazul incarcarii structurii cu cedari de
reazeme are forma:

(8, X, +8,X, +...+8, X +A, =0

0, X, +0,X, +...+0,, X, +A,, =0 (2.18)

0, X, +90,X,+..+40, X +A , =0

Coeficientii necunoscutelor au aceleasi expresii ca in cazul incarcarii cu
forte, iar termenii liberi au expresia

A :_Zrki A (2.19)
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unde ry; sunt reactiunile care apar in reazemele K prin incarcarea sistemului de
baza cu forta X;=1, iar Ay sunt cedarile de reazeme.

Rezolvand sistemul de ecuatii se obtin necunoscutele X, X,, ... , X, cu
care se determind momentul Tncovoietor in orice sectiune

M, =mX, +m,X, +...+m X, (2.20)

In relatia (2.20) nu exista un termen M) deoarece sistemul de bazi este

static determinat si cedarile de reazeme nu produc eforturi pe aceste sisteme.
Deplasarea unei sectiuni la actiunea cedarilor de reazeme se obtine cu
relatia:

A =A. +J'm]i31\1/[tdx:—Zrki +ImM

1 1A

Adx (2.21)

EXEMPLUL 2.5. Sa se traseze diagrama de moment incovoietor la
structura din figura 2.16 supusd actiunii cedarilor de reazeme. Se considera
EI=10° kNm, Au=1,2cm, Av=1,5cm.

2 31 3 1X2
1
1 4 -—

“= X,

/’
/ \
3 3 \‘\‘\‘\‘\I M
H=1 m; = 4 X,=1
—

= Xi=1
e m;
V:O,ST 1,51
316,88
140,63
176,25 176,25
M4
- Fig.2.16 -

Structura este aceeasi cu cea de la exemplul 2.1, deci, alegind acelasi
sistem de baza, coeficientii necunoscutelor au aceleasi valori.
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Termenii liberi se determind utilizdnd relatia (2.19) si au urmatoarea
forma:

A,=—(-H-Au)=1-1,2-107=12-10"
A,,=—(-V-Av)=05-1,5-107=0,75-10"
Se constatd ca termenii liberi nu depind de produsul EI. Cu aceste
elemente sistemul ecuatiilor de conditie devine:

ﬂX1 —EX2 +1,2-107 =0

Plo . e

—— X, +—X,+0,75-107 =0
El El

Multiplicand ecuatiile cu produsul EI si tindnd cont de valoarea acestuia
se obtine:

64

42X, -16X, +1200=0
-16X, +?X2 +750=0

lar necunoscutele au valorile: X, =-58,75 s1 X, =-79,22

Cu aceste valori au fost calculate momentele incovoietoare din diagrama
M, (fig.2.16) utilizand relatia:

M, =mX, +m,X,

Pentru verificarea corectitudinii calculelor se utilizeazd conditia de
compatibilitate, respectiv deplasarea pe directia unei legaturi fixe sa fie egala cu
Zero.

Astfel deplasarea pe directia reazemului 5 (vs) se calculeaza utilizdnd
relatia (2.21) astfel:

— A mgMA d
Vs = Zrkz' k+_[ I X

unde primul termen este tocmai A, , respectiv A,, =0,75- 10 m, iar al doilea
termen are valoarea

0
jm2_MAdX:L. 1-8-176,25-14—1-8-140,63-z4j—
EI 3EI (2 302 3
—L.l.4.316,88.34=—750’03:—0,75-10‘2m
3EL 2 3 EI

Rezultd v, = 0, deci diagrama M, este corecta.
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CAPITOLUL III

APLICAREA METODEI EFORTURILOR LA
REZOLVAREA UNOR TIPURI PARTICULARE DE
STRUCTURI

In prezentul capitol se studiazd modul de calcul, prin metoda eforturilor,
al urmatoarelor tipuri de structuri:
- grinzi continue;
- grinzi cu zabrele;
- arce.
Tratarea distinctd a acestor categorii de structuri, in vederea unor forme
sistematizate de rezolvare este justificata de larga lor folosire in practica.

3.1. Grinzi continue

Grinzile continue sunt sisteme static nedeterminate frecvent utilizate in
constructii civile, industriale, poduri. Aceste sisteme de bare drepte au
intotdeauna un reazem fix (articulatie sau incastrare) si unul sau mai multe
reazeme simple. Ele se pot realiza cu mai multe deschideri sau numai cu o
singura deschidere, cu console sau fara console (fig.3.1).

VAN AN AN Z<

P

NN NN

ZAN
_
O

Fig.3.1

Gradul de nedeterminare statica la grinzile continue se poate stabili
utilizand relatiile (2.1), (2.2) sau direct astfel:

- daca grinda continud are ca reazem fix o articulatie §i n reazeme simple,
atunci gradul de nedeterminare staticd este n-1, adicd este egal cu numarul
reazemelor simple intermediare,

- daca grinda continud are ca reazem fix o incastrare si n reazeme simple,
atunci gradul de nedeterminare statica este n, deci numarul reazemelor simple.
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De exemplu grinda din figura 3.1,a este de 3 ori static nedeterminata,
grinda din figura 3.1,b este de 2 ori static nedeterminata, iar grinda din figura
3.1,c este de 3 ori static nedeterminata.

Rezolvarea grinzilor continue prin metoda eforturilor trebuie sa aiba la
baza ideea generald de reducere a volumului de calcule. Aceasta se poate realiza
printr-o alegere judicioasa a sistemului de baza.

Fie grinda din figura 3.2,a de trei ori static nedeterminata.

X, X, X3
s} He——>

Il
—_

AR A
Fig.3.2

Daca se alege sistemul de baza din figura 3.2,b se poate observa ca atat
diagramele unitare cét si diagrama Mg se intind pe intraga lungime a grinzii,
ceea ce conduce la un volum mare de operatii. Daca se alege sistemul de baza
din figura 3.2,c obtinut prin intreruperea continuitatii grinzii in dreptul
reazemelor intermediare, se observa ca acesta este format dintr-o succesiune de
grinzi simplu rezemate. Se remarca faptul ca din incarcarea sistemului de baza
cu necunoscutele - perechi de momente unitare - diagramele unitare se extind
numai pe deschiderile adiacente reazemului (fig.3.2,d,e,f), iar din incéarcarea cu

. . 0 . -
fortele exterioare, diagrama M se realizeaza foarte usor (fig.3.2,g).
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Acest mod de alegere a sistemului de baza va permite realizarea
sistematizarii calculului grinzilor continue.

3.1.1. Ecuatia celor trei momente

Sistematizarea calculului grinzilor continue se poate face sub forma
ecuatiilor celor trei momente. Acest procedeu de calcul a fost elaborat de

Clapeyron.
Fie o grinda continua din care se considera numai o parte (fig. 3.3).
e s

\ il i iy v v oy ¥k kel
! AN ITTEZAN L; AN Lix ZAN AN ,
| | Li_l,j LU N LJk L Lk,k+l | \
) | | I > g )

X i Xj Xk X+1
s V.0 \ ¢ W \ ¢ WA
22X /N3 /AN /a\) A\

Xi:1

m; \ |
) AN 2\ AN ’

M° \

Tot in figura 3.3 sunt prezentate sistemul de baza ales pe baza
elementelor prezentate anterior, precum si diagramele unitare si diagrama Mg

Pentru acest sistem de baza ales, ecuatia de compatibilitate reprezinta conditia ca
rotirea relativd intre doud grinzi simplu rezemate adiacente, ale sistemului de

baza sa fie egala cu zero, deoarece grinda reala este continua.
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Pentru nodul j, ecuatia de compatibilitate, care in acest caz este reflectata
prin conditia de continuitate a formei deformate are forma

rel
0 =0 (3.1)
sau dezvoltat

0, X, +...+0;X; +0,;X;+0, X, +..+06, X +A, =0 (3.2)

Deoarece diagramele unitare se intind numai pe doud deschideri
adiacente, dintre toti coeficientii necunoscutelor din ecuatia (3.2) numai djj, J;; si

djk sunt diferiti de zero. In aceasti situatie ecuatia (3.2) devine
0;X;+0;X;+08, X, +A, =0 (3.3)

Aceasta forma redusd a ecuatiei (3.2) se numeste ecuatia celor trei
momente, deoarece necunoscutele care intervin sunt momentele incovoietoare

din trei sectiuni succesive. Efectuand calculul coeficientilor necunoscutelor se
obtin expresiile

:LlLl: L;
! El; 2 "3 6EIL;
L. L.
5-~:L'1'Lr'2 L-l.L.k-%: iy Tk (3.4)
v EL;, 2 '3 EL, 2 "3 3EI; 3EI,
1 1 1 L,
% g, 2 3 em
ik ik

Introducand expresiile obtinute pentru coeficientii necunoscutelor in
ecuatia (3.3) si multiplicdnd totodata cu 6El, unde I, reprezintd un moment de
inertie de comparatie, rezulta

| I I I

L; I—O X, + Z{Lij S L, —0] X+ Ly 2. X, + 6EIOAjp =0(3.5)
ij ij jk

Utilizand urmatoarele notatii

I, . |
Ao =L..--% si kjk
ij

1 1 I
1

I
i

(3.6)
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unde Ajj si Ajg reprezintd lungimile transformate ale deschiderilor ij respectiv
Jjk, ecuatia (3.5) devine

A X +2(xij +xjk)xj +2; X +6EL, A, =0 (3.7)

De remarcat faptul ca prima parte a ecuatiei (3.7) depinde numai de
caracteristicile geometrice ale grinzii.
Termenul liber al ecuatiei (3.8) se poate scrie sub forma

I I
6EL,A, =60, -m, +&+ 60, -m, -t (3.8)

ij jk

unde €;; si Qi reprezintd suprafata diagramei Mg pe deschiderea ij respectiv jk,
iar m e, Si m , ordonata din diagrama unitara m; pe deschiderea ij respectiv jk.

Ordonatele m ‘. si m, se pot exprima astfel (fig. 3.4)

Ta g ' 3.9
m =——slm = .
=18 (3.9)

PaN

:l}
- 2
" A~
Q
|

—_——— G —
Qi Qi
1 Rij RJ‘JI [Rj,k Rk,JI
- Fig. 3.4-

Introducand (3.9) in (3.8) se obtine

X, 1, X, 1, I, I,
6EL A, =60, -~ 04 6Q, -~ .0 =6R *+6R,
L, I L, I, I, I,

y 1

(3.10)
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unde Rjj si Ry reprezintd reactiunea in reazemul j cand grinda jj este incarcata
cu forta concentrata );; care reprezintd rezultanta diagramei Mg rasturnata,
respectiv reactiunea in rezemul j cand grinda jk este incarcatd cu forta
concentrata ()i care reprezinta rezultanta diagramei Mg rasturnata. Reactiunile
Rji s1 Rjk sunt reactiuni fictive.

Cu aceste elemente se poate scrie expresia finald a ecuatiei celor trei
momente:

I I
AX, +2(7\,ij +7»jk)Xj + A, Xy +6Rji1—?+6RjkI—°: 0 (3.11)

ij jk

Scriind cate o astfel de ecuatie pentru fiecare sectiune unde s-a intrerupt
continuitatea (j=1,2,..n) se obtine sistemul de ecuatii, din rezolvarea caruia
rezultd necunoscutele Xi,X,,....,X,, respectiv. momentele incovoietoare din
sectiunile de pe reazeme.

Momentul incovoietor intr-o sectiune curentd a unei deschideri se
calculeaza prin suprapunerea efectelor

M, =M’ +mX, +m,X, +..+m,X, (3.12)

Pentru calculul fortei tdietoare se detaseaza fiecare deschidere prin
sectionarea 1n imediata vecindtate a reazemelor si din conditia de echilibru static
se determina fortele taietoare de la capete.

Referitor la modul de aplicare practica a ecuatiei celor trei momente la
rezolvarea grinzilor continue sunt necesare urmatoarele observatii:

- nu mai este necesara trasarea diagramelor unitare;

- 1n sistemul de ecuatii, prima si ultima ecuatie contin numai cate doud
necunoscute;

- reactiunile fictive Rj si Ry, care reprezintd reactiunile in reazemul j

. . . . ve v e A o . 0 - -
obtinute pe grinzile conjugate ij si jk incarcate cu diagrama M| rasturnata, se

introduc in ecuatia (3.11) cu semnul plus dacd au sensul de jos 1n sus si cu
semnul minus daca au sensul de sus in jos;

- in cazul grinzilor continue incarcate cu forte verticale gravitationale pe
toate deschiderile, necunoscutele (momentele de pe reazeme) rezulta negative,
adica fibra superioara este cea intinsa;

- in cazul grinzilor continue care au un capat incastrat (fig 3.5), sistemul
de baza se alege prin introducerea unei deschideri fictive adiacente sectiunii de
incastrare pentru care se impune conditia ca lungimea sa transformatd sa fie
egald cu zero. Aceastd conditie se realizeazd considerand cd deschiderea are
momentul de inertie egal cu infinit.
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j AN AN AN

Xl X2 X

I, =x 3

0 " — ( ‘mf ‘ f
2%\ Z2N 2\ AN

SB
X|=1

%
I
|
I
>

- Fig. 3.5-

Astfel ecuatia de conditie pentru sectiunea din incastrare are forma

I
DX, + 2, X, + 6R =0 (3.13)
12

- la grinzile continue cu consola (fig. 3.6) in sistemul de baza apare o
grinda cu consola, grinda 2-3-4.

! 2y 4 4113 14
S
SB
M’ //]\[\r\
P A A =117 =
Grinda

conjugata /é% ZaN %_X E
I

- Fig.3.6-

Efectul incarcarii de pe consold intervine in calcul prin reactiunea fictiva

Ry; din ultimul reazem intermediar, obtinutd prin considerarea diagramei de
moment incovoietor din deschiderea 2-3.

Pentru usurinta calculului reactiunii fictive se poate utiliza suprapunerea
de efecte, respectiv efectul incarcarii de pe deschiderea adiacentd consolei si
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efectul incadrcdrii de pe consold. De remarcat faptul ca diagrama Mg de pe

consold nu intervine in calculul reactiunilor, deoarece conjugata grinzii cu
consola este o grinda Gerber, cu deschiderea 2-3 grindda secundara si consola
grinda principala.

In calculul practic al grinzilor continue, utilizind ecuatia celor trei
momente, se parcurg urmatoarele etape:

- se stabileste gradul de nedeterminare statica,

- se alege sistemul de bazd prin intreruperea continuitatii barei in
dreptul reazemelor intermediare si transformarea incastrarii, daca
existd, In articulatie cu introducerea unei deschideri fictive avand
momentul de inertie infinit;

- se traseaza diagama de moment incovoietor pe sistemul de baza
produsa de incarcarea cu forte exterioare;

- se calculeaza lungimile transformate ale deschiderilor, tindnd cont
de momentul de inertie de comparatie I,;

- se determina suprafata diagramei de moment incovoietor de pe
fiecare deschidere (cu exceptia consolei) si se calculeaza reactiunile
fictive de pe grinda conjugata;

- se scrie sistemul ecuatiilor de conditie care cuprinde un numar de
ecuatii de forma (3.11) egal cu gradul de nedeterminare statica;

- se rezolva sistemul de ecuatiii §i se traseazd diagama de moment
incovoietor prin suprapunere de efecte utilizand relatia (3.12);

- se determina fortele taietoare utilizdnd acelasi procedeu ca la
structurile in forma de cadre.

EXEMPLUL 3.1 Sa se traseze diagramele de eforturi la grinda continua
din figura 3.7.

Grinda continua este de doud ori static nedeterminatd. Sistemul de baza
s-a ales prin intreruperea continuitatii grinzii in sectiunile din dreptul reazemelor
intermediare, obtinand o succesiune de grinzi simplu rezemate (0 — 1, 1 — 2 si
2-13).

Ecuatiile de conditie, care reprezintd ecuatii de continuitate a deformatei
in sectiunile 1 si 2 sunt:

1 1
Ao Xy +2(Mg; + A X, + A, X, +6R T +6R,, I—O =0
O
ApX, +2(h, + 1y )X, + A, X, +6R,, I +6R I =0
12 23
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Wi v -
SB A% 77X 7XX
0 1 2 3
0
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0 90 120 120
THERN
.Qmé le. ZAN ‘923

ZAN
IR01:270:RloI I[{12—180—R21 1 R,3=360=R3, 1

92,43 80,27

MP ~ ‘ !
W 3,76 59,M
133,72 99.91

70.03 ,

57,97

- F 44,59 \N + 10.03
) [ + ’
1T I + I

p
g _ \Ji}\ _
75,41 62.03 49,97

- Fig.3.7 -

Alegand [y=I se obtin urmatoarele valori ale lungimilor transformate
I I . I
Ao :6i=6m;7»12 :6i:6m 1 Ay :8524m

Suprafetele diagramelor de moment incovoietor §i reactiunile fictive de pe

fiecare deschidere sunt

901:%6-180=540; 01:R10:%Q01=270

=

2 1

Q, :56-90:360; Rj, =R, =-0Q, =180
Q,, =%-(8+4)-120:720; R,,=R,, :%QB =360
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Se poate observa cd, deoarece incarcarea este simetrica pe fiecare
deschidere, reactiunile fictive au rezultat egale, pe fiecare deschidere.
Tinand cont si de faptul ca X,=0 si X3=0 rezultd un sistem de doud ecuatii
cu doua necunoscute
I I
2(6+6)X, +6X, +6-27O-T+6-180-i:0

6X1+2(6+4)X2+6-180-%+6-360-%:0

Sau

24X, +6X, +2700=0
6X, +20X, +2160=0

Necunoscutele au urmatoarele valori: X, =-9243 s1 X, =-80,27.

Semnul minus pentru necunoscute indicd faptul cd in sectiunile din dreptul
reazemelor intermediare 1 si 2 fibra intinsd este cea superioard. Diagrama de
moment Tncovoietor a fost trasata in figura 3.7.

Pentru calculul fortelor taietoare precum si al momentelor maxime din
camp se detaseaza fiecare deschidere si se incarca cu forta exterioara ce ii revine
si cu eforturile de la capete, unde momentele sunt luate din diagrama
M,(fig.3.8).

120kN 20kN/m 60kN 60kN
1 92,43 92,43 80,27 80,27 l l
0 1) v v ¥ ¥ 3
A 1 2 B C
2
TO'!: : + : ‘!Tlo T2 6 Ta Tas 2 A T3z
4459 7541 57,97 62,03 70,03 49,97
I_'l = I'Tl I
Vi V, Vs V4t
- Fig.3.8 -

Deschiderea O - 1

M, =0; 120-3+92,43-T,-6=0; T, =754l
SM,=0; T, -6-120-3+92,43=0; T, =44,59

M, =44,59-3=133,77

Deschiderea 1 - 2
{ZM1 =0; -92,43+20-6-3+80,27-T,,-6=0;

. T, =5797
SM,=0; —9243+T,-6-20-6-3+8027=0; T, =62,03

-46 -



Intr-o sectiune oarecare expresiile fortei tdietoare si a momentului
incovoietor sunt
T, =62,03-20-x
X
M, =-92,43+62,03-x—-20-x =
Sectiunea din camp in care momentul incovoietor este maxim, se
determina din conditia ca forta tdietoare in acea sectiune sa fie nula, respectiv
T =0=x=310
Valoarea momentul incovoietor maxim este

M, =-92,43+62,03-3,10~20-3,10- 1

=3,763kNm

Deschiderea 2 - 3

dM, =0, -8027+60-2+60-6-T,,-8
ZM3:O§ -80,27+T,;,-8-60-6—-60-2=0;

In sectiunile B s1 C momentele incovoietoare au valorile

M, =-80,27+70,03-2 = 59,79kNm
M. =-80,27+70,03-6-60-4 =99,91kNm

Reactiunile reale din reazeme se determind din conditia de echilibru pe
verticald a portiunilor de bard ce se gisesc in vecindtatea legdturilor cu baza de
sustinere (fig. 3.7.)

Pentru verificarea conditiei de echilibru static se scrie ecuatia de proiectie
pe verticald a tuturor fortelor (incarcarile date si reactiunile din legaturile cu
terenul), respectiv

>Y, =0, V,-120+V,-20-6+V,-60-60+V, =
=44,59 —120 + 133,38 -120+ 132,06 — 120 + 49,97 =0
Asa cum s-a prezentat anterior, condifia de echilibru static nu este
suficientd pentru verificarea corectitudinii calculelor. In acest sens se verifica
conditia de continuitate a deformatei, respectiv, daca rotirea relativd din
sectiunile 1 respectiv 2 sunt nule.

EXEMPLUL 3.2 Sa se traseze diagramele de eforturi la grinda continua
din figura 3.9.

Grinda continud este de doua ori static nedeterminata. Deoarece grinda
are un capat Incastrat, sistemul de baza se obtine prin atasarea unei deschideri
fictive In extremitatea stangd avand [, = .
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lSOkN 24kN/m 130
Y v 3 1 13
1 31 AN AN
L 6 .3 . 9 13
|X 1 )|( | |
(
>B é‘%%( )é\ pay
0 | 2 3
90

67,95 \\K
100,35

- Fig.3.9 -

Considerand 1,=3I, lungimile transformate sunt:

31 31

Ay =0, A,=9—=9m, A,.,=9—=9m
01 12 3 23 31

Ecuatiile de conditie sunt:

I I
Ao Xy +2(hg, + A, )X, + A, X, +6R, -—=+6R, -

+6R,-—2L=0
IOl ? I12
L o _
ApX, +2(h, + Ay )X, + A X, +6R,, 1 +6R,, = 0
12 23

Pentru calculul reactiunilor fictive se vor utiliza ecuatiile de echilibru
static pe fiecare deschidere astfel:
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. A v - . 0
- pe deschiderea 1- 2, pentru incarcarea data, diagrama M nu este

simetricd si Tn consecinta pentru calculul reactiunilor fictive, se va descompune

diagrama in doud diagrame triunghiulare (fig.3.9).

Q, :%6-160:480; Q, :%3-160:240

dM, =0; 480%6+240-(6+§3)—R21.9:0 R,, =400

M, =0; Ru-9—480-@6+3j—240%3=0 R,, =320

- pe deschiderea 2-3 diagrama Mg se descompune 1intr-o diagrama

parabolicd datorata incarcarii de pe deschiderea 2-3 si o diagrama triunghiulara
datorata incarcarii de pe consola (fig.3.9).

o' =L.9.90-405; Q1 -2.9.243-1458
2 3
M, =0; 1458%9—405%9—1{32-9:0 R,, =459
1 1

M, =0, Ry 91458 9+405-9=0 R,, =594

Sistemul de ecuatii devine

0+2(0+9)X1+9X2=0—6-320-3—i

3
9X1+2(9+9)X2:—6.400-%—6-594%

Sau

18X, +9X, +1920=0
9X, +36X, +5964=0

cu urmdtoarele valori pentru necunoscute: X, =-27,24 s1 X, =—-158,86
Diagramele de eforturi sunt prezentate in figura 3.9.

3.1.2. Grinzi static nedeterminate cu o singura deschidere

Grinzile static nedeterminate cu o singurda deschidere au o importanta
deosebitd 1n rezolvarea structurilor static nedeterminate prin metoda
deplasarilor. Din aceastda categorie fac parte grinda incastratd la un capat si
rezematd la celilalt si grinda dublu incastrati. In continuare se vor analiza
cateva cazuri de Incarcare a acestor grinzi, iar in tabelul 3.1 sunt prezentate si
alte cazuri utilizate in practica.
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3.1.2.1. Grinda incastrata-simplu rezemata

Fie grinda incastratd-simplu rezemata din figura 3.10,a incéarcatd cu o

forta uniform distribuita.

p P
/I ﬂ l

L 1L
2 2

NN
—
v “><—

%
W
> P
by
W=
Do+ D

%mé

pLzl\\ 3PL
8 | M, 16

5pL. L1P 32
8 | &+ 16
\’\'\ T + sp
' —1 3pL [ I =
a s b o
- Fig.3.10 -
Considerand 1y=I, rezulta
A, =L
Reactiunile fictive sunt
2 pL> pL’ 1 pl’
Qn:g'L'?:E; R12:R21—5'912—E

Ecuatia de conditie are forma

pL’
2L-X,+6-—=0
24

de unde rezulta

_pL

X, = 2
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Diagramele de moment incovoietor si de fortd taietoare sunt prezentate in
figura 3.10,a.

Pentru grinda incastrata-simplu rezemata din figura 3.10,b incarcata cu o
forta concentrata, aplicata la mijlocul deschiderii se obtin urmatoarele rezultate:
Valorile reactiunilor fictive sunt

Ecuatia de conditie este

2
2L - X, +6-£=0
16
de unde
__3PL
: 16

Diagramele de eforturi sunt prezentate in figura 3.10,b.

3.1.2.2. Grinda dublu incastrata

Aceastd grinda este de doud ori static nedeterminatd, deoarece are

posibilitatea deformarii axiale libere.

Fie grinda dublu incastratd din figura 3.11,a incarcata cu o fortd uniform
distribuita.

Deoarece sistemul de baza este identic cu cel de la bara incastratd —
simplu rezemata, reactiunile fictive au aceleasi valori.

Sistemul de ecuatii are forma

3
2L-X1+L-X2+6£:O
24

3
L-X1+2L-X2+6&:O
24

_pL

de unde X, =X, =
12

Diagramele de moment incovoietor si de fortd taietoare sunt prezentate in
figura 3.11,a.
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X, 2 X, X
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AITT= % AT
pL’ PL
4

8
m | /é% L .

PL’ PL’
24 24 16 T T

pL’ pL PL PL
12 12 M, 8 8

N | o

- Fig.3.11 -

Pentru grinda dublu incastrata din figura 3.11,b incarcata cu o forta
concentrata, aplicata la mijlocul deschiderii, sistemul ecuatiilor de conditie are

forma
2
2L - X, +L-X2+6PL =0
16
2
L-X, +2L-X2+6PL =0
16
de unde
X, =X, :—&
8

Diagramele de eforturi sunt prezentate in figura 3.11,b.
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Tabelul 3.1

Diagrama de momente

Momentul de
incastrare perfecta

N

7<7

|

<

é

dndn4

BN

[

_ 3Pa(L—-a)

12 2L
M21:O

v V

3

\

_ Pab’
12 L2

_Pa’b
21 L2

M

M

=

_ Pab(L+b)

212
M21:O

12

1

(6]

w
1




3.1.3. Efectul actiunii variatiei de temperatura la erinzile continue

La grinzile continue, deoarece unul dintre reazeme este fix (incastrare sau
articulatie) iar celelalte reazeme sunt mobile, variatia lungimii, la actiunea
temperaturii medii t,, din axa barei este libera, deci nu produce eforturi.

Rezulta cd numai diferenta de temperaturd dintre fibrele extreme At va
produce deformarea prin Incovoiere.

La actiunea variatiei de temperaturd in expresia ecuatiei celor trei
momente, descrisa prin relatia (3.7), se schimba numai termenul liber, respectiv

AX +2(7Mij +>MJ.k)Xj + 1, Xy +6ELA, =0 (3.14)

Dacad se presupune ca fibra inferioara este fibra mai calda, atunci expresia
termenului liber A;; are urmatoarea forma:

At At
Ajt:ocjmjgdx:oc- o—-1-L + Jk-l-l-ijj (3.15)
h h, 2 h, 2

y

in care Atj si Aty sunt diferentele de temperaturd pe cele douad deschideri
adiacente nodului j, hj si hj sunt inaltimile sectiunilor transversale ale
deschiderilor 1j respectiv jk, iar Ljj s1 Lk sunt lungimile celor doud deschideri.

Introducand relatia (3.15) in (3.14) rezulta expresia finald a ecuatiei celor
trei momente

At, At,,
AyX; 20 + 2 X, + 1, X, +3ELa Ly 2Ly |=0

ij jk

(3.16)

Observatie:

- Se constatd cd In cazul actiuniii variatiei de temperaturd, eforturile
depind de natura materialului, prin valoarea modulului de elasticitate si de
valoarea momentelor de inertie.

- Daca fibra inferioard este mai rece, atunci termenul liber al relatiei
(3.16) va fi afectat cu semnul minus.

EXEMPLUL 3.3 Sa se traseze diagrama de moment incovoietor la grinda
continui din figura 3.12. Se dau: temperatura la fibra superioari -8°, temperatura
la fibra inferioara +12°, EI=10°’kNm?, oc=10'5grad'1, hg;=60cm, h;,=75cm,
h23=750m.
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h=60cm h=75cm h=75cm
/{% I AN 21 ZAN 21 JZAN
I T ] g
SB \*1( Yf
/4% At=20" ’_Al\ At=20" %\ At=20" £
0 3
67,17
48,46
M,
- Fig. 3.12 -

Lungimile transformate calculate pentru [y=I
Aoy =6; h,=45; A,=4
Ecuatiile de conditie sunt:

2(6+4,5)X, +4,5X, +3-10° - a

20 o, 20
0,60 0,75
20 4,20
0,75 0,75

45X, +2(45+4)X, +3-10° - a

sau

—-1320

21X, +4,5X,
~1360

45X, +17X, =
cu valorile necunoscutelor X, =—-48,46 s1 X, =-67,17

Diagrama finala de moment incovoietor este datd in figura 3.12. Se
constata ca fibra mai rece este fibra intinsa.

EXEMPLUL 3.4 Sa se traseze diagrama de moment Incovoietor la
grinzile cu o singurd deschidere din figura 3.13 a si b. Se considera t,>t; (fibra
mai rece este fibra superioara).

Un interes deosebit il prezintd incarcarea cu variatie de temperaturd a
grinzilor continue cu o singura deschidere, deoarece diagramele de moment
incovoietor obtinute sunt utilizate in rezolvarea structurilor static nedeterminate
prin metoda deplasarilor.
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;l E.LLh t \;gl ;] E,LLh ty 2
/) t2 2 g ts AN
L L Jl L L |
[ g I |
X, X2 Xl(

SB 0 if Y2 3 0o ! )
PANE/a\ /ANNVANEENPAN > AN
Elait ;EI Aht

M, M

a b
- Fig.3.13 -

Ecuatiile de conditie sunt: Ecuatia de conditie este:

LX, +LX, =-3-EI, -a 2.1 N
ilt 2LX, =-3-El,-a "L
LX, +2LX, =-3-El, -a" L

de unde rezulta:

X =X, =—FI -a2t X =—3F1 a2t
h 2 h

Diagramele de moment incovoietor sunt prezentate in figura 3.13 a,b.

3.1.4. Efectul cedarilor de reazeme la orinzile continue

La grinzile continue, cedarile de reazeme produc eforturi. Fie grinda

continud din figura 3.14 la care apar cedarile de reazeme Av;, Av; 51 Avy.

devine

AX, +2(xij +xjk)Xj + 4, Xy +6ELA, =0 (3.17)

In acest caz, forma ecuatiei celor trei momente, descrisa prin relatia (3.7),

Incércand sistemul de bazd cu necunoscuta X;=1 se obtin reactiunile

indicate in figura 3.14.
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\
} ]
é AVi‘A: IU ATJ_ IJk %Avk é
L Lij 0N Lic ]
| |
Xi-1 X X; Xk Xk+1
sB — .0 AN A4 AN 4 N
2% p/a 7\ /ANy yzi g
Xi=1 -
m 1 \ J{ |
A PaN P/a\S PaN AN ’
1 1 1 1
Lijt Lijl lek TL_]k
- Fig.3.14 -

Termenul A, are forma:

1 | 1 1
AjA :—Zrijk =—|:—L—'AVi +{E+L—]'AVJ- —?-Avk}

ij

Ordonand termenii, relatia (3.18) devine

Av;—Av; Av;—-Av,
A, =- + (3.19)
L. L,

1

Ecuatia celor trei momente in cazul cedarilor de reazeme capata forma:

Av. —Av, Av.—-Av,
AgXi + 200 + A )X+ A X, — 6E], : +— =0
Lij ij

(3.20)

EXEMPLUL 3.5 S3 se traseze diagrama de moment incovoietor la grinda
continud din figura 3.15. Se dau: Av,=1,5cm, Av,=1cm, EI=10°kNm.

Lungimile transformate pentru Iy=I sunt:

I I I
Aoy =10—=5; A,=8—=4; A,=6-=06
01 1 12 1 23 I



0 1 2 3
pas N Y Ny AN
| 10 L 8 | 6 |
r )Zr )'E "
1 2
SB \ ([ AN
/4% A\ /AN AN
X1=1
N[ _
e /A AN N
1 L 0 J—
— 8 |
TIO 101 l 8 Xo=1
o y (
ZaN /8N AN
— 1 1==1 I
P s slle o1
MA
‘ ‘ 17.88
66,86
6,69
.1 1 +] |
| [ — | F | =1 £2,98
6,12
- Fig. 3.15 -

Ecuatiile de conditie sunt:

8

) ) )

2(5+4)X, +4X, — 6EI- 1’511)0 G 12107 ~110 J:o
) ) D)

4X, +2(4+6)X, —6E1.| 11 81’5 10- 110 j:o

6
sau

18X, +4X, —1275=0
4X, +20X, -625=0

iar necunoscutele au valorile
X, =6686 si X, =17,88
Momentele incovoietoare au fost calculate cu relatia
M, =mX, +m,X,
si sunt date, impreuna cu fortele tiietoare in figura 3.15.
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EXEMPLUL 3.6 Sa se traseze diagrama de moment incovoietor la
grinzile cu o singura deschidere produse de rotirea 0 (fig.3.16 a si b) si translatia
Av (fig.3.17,a si b). Ca si in cazul incarcarii cu forte sau variatie de temperatura
prezintd interes, efectul cedarilor de reazeme la grinzile continue cu o singura
deschidere, deoarece diagramele de moment incovoietor obtinute sunt utilizate
in rezolvarea structurilor static nedeterminate prin metoda deplasarilor.

Cazul rotirii 0 (fig.3.16,a s1 b).

v “>N

-
D
>
P
D

a b
- Fig.3.16 -
Ecuatiile de conditie sunt: Ecuatia de conditie este:
2LX, +LX, -6EI6=0 _
{LXI 1+2LX§ _0 2LX, -6EI6=0
de unde
x, = 2ELg x, =g
L L
2EI
X,=——86
L

Diagramele de moment incovoietor sunt prezentate in figura 3.16 a,b.
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Cazul deplasarii Av (fig.3.17,a si b).

1 2 1
;] E,I lj ;] E,I 2
vi g AN
] AV Av
| | l¢ N
I L | I L |
SB X1 X3 X
o Yif '[2( 3 o Yf 2
PANG/aN A NVANEEPANG/a\] AN
6EL Av 3ET Av
LU T

Ecuatiile de conditie sunt:

Il
-

2L-X, +L-X, —6EI- —%j
L-X,+2L-X, —6EI- %}:0

6El Av

L L
x _6EL Av

L L

1

2

Ecuatia de conditie este:

2L-X]—6EI-(—%j:O

Diagramele de moment incovoietor sunt prezentate in figura 3.17 a,b.
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3.2. Grinzi cu zabrele static nedeterminate

Grinzile cu zdbrele static nedeterminate se intalnesc frecvent in practica.
Calculul acestor tipuri de structuri are la bazd aceleasi ipoteze simplificatoare
care au fost utilizate si la grinzile cu zabrele static determinate, respectiv:

- axele barelor sunt concurente in noduri;
nodurile se considera a fi articulatii perfecte;
- fortele se aplica, ca forte concentrate, numai in noduri.
In consecinta, in barele acestor grinzi apar numai eforturi axiale.

Grinzile cu zdbrele static nedeterminate pot fi static nedeterminate
exterior (fig.3.18,a), interior (fig.3.18,b) sau mixt (interior si exterior in acelasi
timp, fig.3.18,c). In cazul grinzilor cu zibrele care au diagonalele incrucisate,
punctul lor de intersectie nu este nod, barele trecand una pe 1anga cealalta.

- Fig.3.18 -

Gradul de nedeterminare statica se stabileste cu relatia
N=b+r—-2n (3.21)

unde b reprezintd numarul de bare, r numarul de legdturi simple, iar n numarul
de noduri.

Calculul grinzilor cu zabrele static nedeterminate prin metoda eforturilor
urmareste etapele generale prezentate anterior. Grinzile cu zabrele din figura
3.18 au urmatoarele grade de nedeterminare statica:

- grinda cu zdbrele din fig. 3.18,a b=21, n=12, r=4, N=1

- grinda cu zdbrele din fig. 3.18,b b=25,n=12,r=3, N=4

- grinda cu zdbrele din fig. 3.18,¢c b=15, n=12, r=4, N=5
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Sistemul de bazad se obtine prin sectiondri de bare si prin suprimari de
legdturi cu terenul. Alegerea sistemului de baza trebuie efectuatd cu deosebita
atentie pentru a se obtine un sistem static determinat s1 a se evita sistemele
critice. Astfel, necunoscutele pot fi reactiunile din rezemarile suplimentare sau
eforturile din barele suplimentare.

In figura 3.19 sunt prezentate sistemele de baza pentru grinzile cu zibrele
din figura 3.18.

Xlr\ X2 X3 . X4

X, =
- Fig. 3.19 -

De remarcat faptul cd 1n cazul incarcédrii sistemului de baza cu
necunoscuta efort 1intr-o bard, diagonala dubla, apar eforturi numai in barele
panoului in care actioneaza necunoscuta respectiva (fig.3.20).

- Fig. 3.20 -

In functie de tipul necunoscutei, ecuatia de conditie poate avea una din
urmatoarele doud forme:

a) in cazul unei necunoscute reactiune (X;), deplasarea pe directia acesteia
este egala cu zero, In situatia reald, deci ecuatia de conditie are forma obisnuita,
adica

0, X, +0,X, +...+498. X, +..0, X, +A, =0 (3.22)
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b) in cazul unei necunoscute reprezentand efortul dintr-o bard, deplasarea
reald pe directia necunoscutei nu mai este egala cu zero, deoarece sub actiunea
efortului din bara aceasta se deformeaza, deci ecuatia de conditie va avea forma:

SJ.IX1 +6j2X2 +...+6ijj +...6ann +Ajp = —ij.

J

(3.23)

unde p x reprezinta deformatia totald a barei.

Prin p; s-a notat deformatia barei produsd de un efort egal cu unitatea
(p; = L unde L; reprezintd lungimea barei j, E modulul de elasticitate al

j

materialului, iar A; reprezinta aria sectiunii transversale a barei J).

Semnul minus din relatia (3.23) tine seama de faptul ca deplasarea din
X=1 este pozitiva cand nodurile 1in care actioneazd se apropie, iar deplasarea
din structura reala produsa de efortul de intindere X este de sens invers.

Ecuatia (3.23) se poate scrie i sub forma:

8, X, +8,X, +.t (8, +p X, +.8,X, +A, =0  (3.24)

ceea ce aratd ca influenta deformarii barei apare ca o corectare a coeficientului
necunoscutei principale X

Deoarece in barele grinzii cu zabrele apar numai eforturi axiale,
coeficientii necunoscutelor si termenii liberi au urmatoarele expresiile:

Il-2 nr de bare n_2
d. = Ldx = —L
=] EA ; EA,
5. = '[ ninj dx = nr de bare ninj L (3 25)
ij - k .
EA S EA,
:J'nlNg :nrdebar nlNﬁ k
P k k=1 EAk

Dupa calculul coeficientiilor necunoscutelor si termenilor liberi si
rezolvarea sistemului de ecuatii, eforturile reale in bare se determina cu relatia:

N, =N, +nX, +n,X, +..+n,X, (3.26)

-63 -



In scopul sistematizdrii calculelor, determinarea coeficientilor
necunoscutelor, a termenilor liberi si a eforturilor finale din bare se organizeaza
in tabel, asa cum se va vedea in cadrul aplicatiei ce urmeaza.

EXEMPLUL 3.7. Sa se determine eforturile in barele grinzii cu zabrele
static nedeterminate din figura 3.21. Sectiunea transversala a talpilor este 2A, iar
sectiunea transversala a diagonalelor si montantilor este A.

30kN 2 4 6 Xl X2 30
>  —
<
5 30
~—
2oT 180 160
3 3
[e——t—> B 0
S N,
X1:1 X2:1
n n;

- Fig. 3.21 -

Grinda cu zabrele este de doud ori static nedeterminatd (nedeterminarea
este interioarda). Sistemul de baza s-a ales prin sectionarea barele suplimentare
din fiecare panou.

Din incdrcarea sistemului de baza cu necunoscuta X =1 apar eforturi

diferite de zero numai in barele panoului din care face parte bara in locul careia
s-a introdus necunoscuta X, iar in bara suprimatd apare un efort egal cu

unitatea. In mod asemanator, din incarcarea sistemului de bazi cu necunoscuta
X =1 apar eforturi diferite de zero numai in barele panoului din care face parte
bara in locul careia s-a introdus necunoscuta X, iar in bara suprimatd apare un
efort egal cu unitatea.
Din incarcarea sistemului de baza cu fortele exterioare, eforturile in barele
suprimate sunt zero, iar in celelalte bare pot fi zero sau diferite de zero.
Calculele au fost conduse in tabelul 3.2.
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Tabelul 3.2

Bara | Ly | Ax N, n|n | n L n; L %L& nl-Nf, HZ'N?, N,
k EA, “| EA, “ | EA EA L EA L

1-2 4 A 0 |-08] 0 | 256/EA 0 0 0 0 -18,68
1-3 3 2A | 45 1-06| 0 | 0,54/EA 0 0 -40,5/EA 0 30,99
14 | 5 | A|-25] 1] 0| 5EA 0 0 -125/EA 0 -1,65
23 | 5 | Al o] 1] 0] 5EA 0 0 0 0 23,35
24 | 3 [ 2A]-30]-06] 0 |054EA 0 0 27/EA 0 -44.01
34 | 4 | A | 80 |-08]|-08]|256EA | 2,56/EA | 2,56/EA | -256/EA | -256/EA | 14,08
3-5 3 2A | 45 0 |-0.6 0 0,54/EA 0 0 -40,5/EA 10,11
3-6 5 A 0 0 1 0 5/EA 0 0 0 58,15
4-5 5 A | -75 0 1 0 5/EA 0 0 -375/EA | -16,85
46 | 3 [2a] 0 | 0 |06 0 0,54/EA 0 0 0 34,89
56 | 5 | Al o] o008 0 2,56/EA 0 0 0 46,52

Insumind pe coloane se obtin urmatoarele valori ale coeficientilor

necunoscutelor si ale termenilor liberi

10,52 2,56
611: EA 812:821:EA 2
—394,50 - 671,50
EA EA

Sistemul de ecuatii este

10,52X, +2,56X, —394,50 =0
2,56X, +10,52X, — 671,50 =0

Valorile necunoscutelor sunt
X1=23,35 51 X»=58,15

10,52

EA

Eforturile finale calculate prin suprapunere de efecte

N =N’ +nX +n,X,

sunt trecute n ultima coloana a tabelului 3.2 si reprezentate in figura 3.21.
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3.3. Arce static nedeterminate

Arcele static nedeterminate se 1intalnesc la baraje, conducte pentru
alimentdri cu apa, poduri si pentru acoperirea unor suparfete mari (sali de sport,
si de spectacole). Tipurile de arce static nedeterminate sunt:

- arcul dublu articulat (fig.3.22,a)

- arcul cu tirant (fig.3.22,b)

- arcul dublu incastrat (fig.3.22,¢)

PO V= N

b c

- Fig. 3.22 -

Arcele se realizeaza cu sectiunea transversald constantd - arcele cu
deschidere micd, sau cu sectiunea transversala variabild - arcele cu deschidere
mare.

Arcele se caracterizeaza prin faptul cd eforturile axiale au o influenta mai
mare decat in cazul structurilor in forma de cadre. De aceea la calculul
deplasarilor elastice trebuie sd se tind sama atat de efectul momentului
incovoietor cat si de cel al fortei axiale.

- e . . 5 : 1 £ 1) .
In mod obisnuit in constructii se utilizeaza arce pleostite 3 < T < m si

cu grosime micd, la care influenta curburii asupra deplasarilor elastice este
neglijabild. Ca urmare, calculul acestora se face cu ajutorul formulei Maxwell-
Mohr, stabilitd pentru barele drepte. Se mai face precizarea cd, datoritd formei
curbe a axei arcului, diagramele de eforturi sunt curbilinii §i Tn consecinta pentru
rezolvarea integralelor nu se mai poate aplica regula lui Veresciaghin.

In continuare sunt prezentate elementele teoretice pentru cele trei tipuri de
arce enumerate anterior, arce, la care reazemele sunt la acelasi nivel, iar
incarcarile sunt gravitationale.

3.3.1. Arcul dublu articulat

Arcul dublu articulat (fig.3.23,a) este o structura o datd static
nedeterminatd. De obicei, sistemul de baza se alege sub forma arcului simplu
rezemat, iar necunoscuta este impingerea totala a arcului static nedeterminat.

- 66 -



y l S - )

- Fig. 3.23 -
Ecuatia de conditie are forma:

8, X, +4A, =0 (3.27)

Deoarece in cazul arcelor, atdit momentul incovoietor cat si forta axiald
sunt importante, in calculul lui &;; s1 A;, se vor introduce ambele efecte.
Expresiile lor sunt:

(3.28)

Pentru sistemul de baza ales, eforturile in sectiunea curentda produse de
incdrcarea cu necunoscuta X =1 sunt (fig.3.23,b si ¢)

m, =-y n, =—cosQ (3.29)

Semnul minus apare in expresia momentului incovoietor pentru a marca
faptul ca fibra intinsa este cea de la extrados, iar in expresia fortei axiale pentru
ca efortul este de compresiune.

Introducand expresiile (3.29) in (3.28) se obtine

II_J-yd ICOS ([)d

M° N coS
A, =- t pds—jp—q)ds
P El EA

(3.30)
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Presupunand ca arcul are sectiunea transversala variabild si considerand
caracteristicile sectiunii de la cheie (I, si A)) ca elemente de comparatie,

expresiile (3.30) devin:
I I
EI,5,, :J'Toyzds +_|.X°cos2(pds 5D
I I '
EL,A, = —jToyMgds —IXONg cos (ds

Introducand expresiile (3.31) in ecuatia de conditie (3.27) se obtine
urmatoarea expresie a necunoscutei X,

I 0 L o
i _[onMpds +J‘1:Np cos ¢@ds

1 I I (3.32)
0 2 0 2
— vy ds+|—cos” @ds
J7pyids+] teos"o

Referitor la importanta relativd a termenilor care intervin in expresia
(3.32) trebuie remarcate urmatoarele:

- importanta relativd a termenilor de la numaritor depinde de forma
arcului si de tipul de incircare exterioara. In situatia de fatd datoritd sistemului
de baza ales si a Incdrcarii cu forte verticale, efectul momentului incovoietor
este predominant astfel ca cel de-al doilea termen se poate neglija,

- termenul al doilea de la numitor, care reprezinta efectul fortei axiale, nu
se va neglija, desi efectul sau este relativ redus.

Calculul direct al integralelor din expresia (3.32) nu se poate efectua decat
in unele cazuri particulare. Pentru aceasta se fac unele aproximatii cum ar fi:

- se considera ca dx =ds-cosq;

- se considerd ca sectiunea transversald a arcului variaza dupa o lege de
forma A=A, -cos¢.

Cu aceste elemente, cel de-al doilea termen de la numitor capata forma:

I 2 L I 2 dX L .2
j—ocos (pds:j—o-cos o) :J-—de=L-10 (3.33)
A 0 A, cosQ CosQ A,

unde i = este raza de inertie a sectiunii de la cheie.

Cu aceste elemente, expresia necunoscutei X;, pentru arce pleostite
incarcate cu forte verticale, devine:
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I
J.IOyMgds

X, (3.34)

J.IIOyzds +L-i;

Dupa calculul necunoscutei, eforturile in sectiunea curentd se determind

cu relatiile
Mp=1v£§+mlxl=1\0/11?,—y-Xl (3.35)
Np :Np +1n,X, :Np - X, -coso

Necunoscuta X, reprezintd impingerea arcului. De remarcat faptul ca, cei
doi termeni care intervin in expresia momentului incovoietor din relatia (3.35)
sunt de acelasi ordin de marime, astfel ca pentru obtinerea unor rezultate corecte
este necesar sa se foloseascd un numar suficient de zecimale (2-3) pentru
obtinerea valorii necunoscutei X;.

Analizand expresiile stabilite pentru determinarea necunoscutei X,
rezultd cd este necesar sd se cunoasca atdt forma axei arcului cat si legea de
variatie a momentului de inertie. In mod obisnuit arcele folosite au axa
parabolica sau circulara. In ceea ce priveste sectiunea, ea se adopti de obicei
constanta.

In functie de caracteristicile arcului, rezolvarea integralelor se poate
realiza prin una din urmatoarele modalitati:

- integrare directa. Se efectueaza cand forma axei arcului si legea de
variatie a momentului de inertie au expresii matematice simple. In acest mod se
calculeaza mai ales arcele parabolice si circulare.

- operare prin boltari. Se aplica atunci cand forma axei arcului si legea de
variatie a momentului de inertie nu permit obtinerea unor expresii matematice
simple. Integralele se transforma in sume prin Tmpartirea arcului intr-un numar
finit de portiuni cu lungimea As, numite boltari.  Boltarii pot avea lungimea
constanta (fig. 3.24,a), sau proiectia lor pe orizontald constanta (fig. 3.24,b).

"
LN
rave

a b
- Fig. 3.24 -
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In aceste conditii expresia (3.34) a necunoscutei devine:

I 0
ZTOyMpAS ~ ZyMgW
ZI—OyzAs +L-i; 2y W+L-ig
I

X, = (3.36)

I . : g .
unde W = TOAS reprezintd lungimea transformata a boltarului.

o, . . . 0 .
Elementele ce alcatuiesc expresia necunoscutei , respectiv, y, M si W se

calculeaza pentru sectiunea din centrul de greutate al boltarului (in mijlocul
fiecarui boltar). Pentru sistematizare, Intreaga rezolvare se organizeaza in tabel
(vezi exemplul 3.10).

Inlocuirea integrarii directe prin sumare reprezinti o aproximatie, care
este cu atat mai stransa cu cat numarul boltarilor este mai mare. Practic insa
numarul de 8-10 boltari asigurd o exactitate suficienta a calculului.

Efectul variatiei de temperatura. Ecuatia de conditie in acest caz devine:

5, X, +A, =0 (3.37)

unde
A, = ocj‘n‘ -t -ds+ aI—t -m; -ds (3.38)
1 1 m h 1

cu t,, temperatura medie din axa barei, At diferenta de temperatura, h inaltimea

sectiunii transversale a arcului, iar a coeficientul de dilatare termica liniara.
Tinand seama cd m, =—y §1 n, = —cos @ se obtine

1t

A. =—a-tm-L—aj%-y-ds (3.39)

L
deoarece jcos @ds = jdx =L
0

1ar necunoscuta X, are expresia
_[At yds + L -t
X, = El,a Ih (3.40)
j TO y’ds + L -i;
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In continuare se considera doud cazuri particulare de incarcare:
a) dacd arcul se afla in aer liber, unde At=0 si numai t_ # 0 necunoscuta

X, devine:

X, = El,a _m (3.41)

Expresia momentului incovoietor intr-o sectiune oarecare este

M, =m, X, =-y-X, (3.42)

In figura 3.25,a este reprezentati diagrama de moment incovoietor pentru
t=>0, 1ar in figura 3.25,b pentru t,,<0.

Fig.3.25

In ceea ce priveste forta axiald, ea este de compresiune pentru t,,>0 si de
intindere pentru t,,<O0.

b) Daca arcul este supus unei variatii de temperatura pentru care t,,=0 si
At # 0, unde At>0, expresia necunoscutei X; este:

X, =El,a (3.43)

Efectul cedarilor de reazeme. Ecuatia de conditie in acest caz devine:

0, X, +A, =0 (3.44)

unde
A = _Z 1A, (3.45)

In acest caz expresia necunoscutei devine:
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X, = El, — 2 Tl (3.46)
J'onzds+L-i§

In legitura cu cedarile de reazeme la arcul dublu articulat, cu reazeme la
acelasi nivel, trebuie remarcat faptul cd numai o variatie a distantei dintre
reazeme conduce la aparitia de eforturi. Cedarile de reazeme pe verticald, care
conduc la rotirea liniei reazemelor, reprezintd o rotire de corp rigid in jurul uneia
dintre articulatii.

3.3.2 Arcul cu tirant

Arcul cu tirant se utilizeaza in cazul in care impingerile arcului dublu
articulat nu pot fi preluate prin sistemul de rezemare. Asemenea situatii se
intdlnesc la realizarea acoperisurilor de deschideri mari. Prezenta tirantului face
ca distanta dintre extremitdtile arcului sa se modifice cu o anumitd cantitate
(alungirea tirantului). Din aceasta cauza comportarea arcului cu tirant este putin
diferita de cea a arcului dublu articulat, la care distanta dintre extremitati este
invariabila.

Se considera arcul cu tirant din figura 3.26,a incarcat cu forte verticale.

. SB
> — X1 PN
a b
- Fig.3.26 -

Arcul este tot o singura data static nedeterminat. Sistemul de baza se alege
prin sectionarea tirantului. Se obtine tot un arc simplu rezemat, dar trebuie sd se
introduca in expresia coeficientului necunoscutei si efectul efortului axial din
tirant.

2 2 2
5, = [y ds+ [ lods + e dx (3.47)

t

sau tinand sama cd m, =—y, n, = —cos@sli n, =1rezulta:
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E-l i (3.48)
E -A

t t

El,9,, = IITOyzds +.fIX°cos2 ¢ds + J.

Introducand aproximatiile facute la arcul dublu articulat relatia (3.48)
devine

I . :
EI,3,, :jToyzds+L-1§ +L-i (3.49)

E-I

0

unde s-a notat cu i’ = , unde E; s1 A, fiind caracteristicile tirantului, iar E

t ) t
si Iy ale arcului.
Necunoscuta, care reprezinta efortul din tirant, are forma

IL)yMgds
X, = — I (3.50)
jl(’yzds+L-(i§+if)

Dupa calculul necunoscutei, eforturile in sectiunea curentd se determina
cu aceleasi relatii prezentate la arcul dublu articulat.

Efectul variatiei de temperatura. Ecuatia de conditie este:

8, X, +A,=0 (3.51)

unde

Ait:ocfni-tm-ds+a.|.%-mi-ds+oct.|.nt-tmt-dx (3.52)

cu t,, temperatura medie din axa arcului, At diferenta de temperatura, h inaltimea
sectiunii transversale a arcului, a coeficientul de dilatare termica al arcului, tyy,
temperatura medie din axa tirantului, iar o, coeficientul de dilatare termica al

tirantului.
Tinand seama cd m, =—y, n, = —cos¢ si n~=*1 se obtine:

Ait:—oc-tm-L—ocJ.%-y-ds+oct-tmt-L (3.53)
L

deoarece jcos ¢@ds = Idx =L.
0

Necunoscuta X, are expresia
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oc.fAtyds+0L-L-tm—oct-L-tmt
X, =EI,—1

(3.54)
jll‘)yzds +L-(i2+12)

Daca arcul se afld in aer liber (t_ #0 si At=0) pot fi intalnite doud
situatii:
- temperatura medie este diferitd pentru arc s1 tirant (t_ #t_ ). In acest

caz termenul liber are expresia

A,=—a-t_ -L—a, -t

it m t

L (3.55)

mt
iar efortul din tirant rezulta

o-L-t, —o,-L-t

jII"yzds+L-(i§ +if)

X, = EI, (3.56)

- temperatura medie este aceeasi pentru arc si tirant (t_ =t _). In acest

caz termenul liber are expresia

A,

. =—a-t -L+a, -t -L (3.57)
iar efortul din tirant rezulta

L'tm'(a_at)
jlloyzds+L-(i§+if)

X, =EI, (3.58)

Daca coeficientii de dilatare termica sunt egali (o = a, ), atunci X;=0.

Efectul cedarilor de reazeme. Tinand cont de faptul ca numai o deplasare
relativa a reazemelor pe orizontala poate produce eforturi, efectul cedarilor de
reazeme la arcul cu tirant poate fi privit astfel: se considerd cd tirantul este
precomprimat, respectiv are loc o scurtare a sa cu o cantitate Au,.

Expresia necunoscutei X; numai din incarcarea cu scurtarea este:
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X, = — LloAy (3.59)

IIIOyzds +L-i§

iar momentul incovoietor se calculeaza cu relatia
M,=m,-X, =-y-X (3.60)
EXEMPLUL 3.8 Sa se traseze diagramele de moment incovoietor si de

fortd axiald la arcul dublu articulat din figura 3.27. Arcul este parabolic cu
sectiune constanti (bxh=40x60cm?).

l P=120kN l P=120kN

1T e
0
g g — 60 M 60
o S o e
39,5 395 - Pix
107,33 135,38 135,38 !
N b
M, g
- Fig.3.27 -

Sistemul de baza ales este arcul simplu rezemat. Deoarece diagramele my
. 0 . . . . . <
S1 Mp sunt simetrice, integrarea se va efectua numai pe jumatate de arc,

rezultatele finale fiind multiplicate cu 2. Incarcarea fiind simpla se va utiliza
integrarea directa.
Expresia necunoscutei — in cazul sectiunii constante este

0
< - I yM [ds
' [ylds+L-i;
Expresiile momentelor incovoietoare in sectiunea curenta sunt: m, = -y,
Px . 4fx(L —x
M =—,iar y= Ax(L=x)

L2
Deoarece arcul este pleostit se va admite ca ds=dx. Termenii care intervin
in expresia necunoscutei X; au urmatoarele forme:
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2
I M'ds _qM sz XZSPLf:%oo
216653 (L-x)? . SLf’
[y'ds=| : dx =——=76,80
0 L 1
2 2
L-i o 6. 06 =0,48
A 12 12
Necunoscuta X, are valoarea:
X, = ﬂ =124,223kN
76,80 + 0,48

Momentele incovoietoare se determind cu relatia: M =M’ —yX|

- sectiunea de la cheie (x=L, y=f)

M, :%—f X, =480-3-124,223=107,33Nm

- sectiunea de la sfertul deschidertii (x = %, y= %f j

M =

N

P
2

i

f-X,=240-279,50 =-39,5kNm

AW

Fortele axiale se determind cu relatia: N = Ng — X, cosQ
- sectiunea de la nasteri: cos@, =0,8;singp, =0,6
N, = —gsin(p1 — X, cos@, =—135,38kN
- sectiunea de la sfert: cosq, =0,936;sinp, =0,351
N, = —gsin(pS — X, cosp, =—-137,33kN

N

- sectiunea de la cheie: cos@, =1;sin@, =0
N, =-X, cosq, =—124,223kN
Cu aceste valori in figura 3.27 au fost trasate diagramele My, si Ny,.

EXEMPLUL 3.9. Sa se traseze diagramele de moment incovoietor si de

forta axiala la arcul cu tirant din figura 3.28.

Caracteristicile sectionale ale arcului sunt: modulul de elasticitate al

arcului  (beton) E=300000daN/cm®, sectiunea transversali a arcului
bxh=40x60cm’, modulul de elasticitate al tirantului (otel) E=2100000daN/cm?,
aria sectiunii transversale a tirantului At=34cm2.
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P=120kN l P=120kN

gl X

0gg 116902 psngs LT T
23,03 23,03 —
480
29,29 129,52 129,52

L |+ |

M, N, 116,902

- Fig.3.28 -

Arcul este acelasi de la aplicatia 3.8. In acest caz avand tirant se modifica

numai coeficientul necunoscutei, respectiv
2

—j 1ds+f ldS+J.Er;&t

sau tinand seama de m, =-y, n, = —cosq) , n, =+1rezulta

EL3,, j yzds+j—cos (pds+j AO 1*dx

t t

Deoarece arcul este pleostlt, iar sectiunea transversald este constanta

(Ip=I) rezulta
Y T -x)T
[y ds:2j[T} dx ==76,80
0

I .
IXOCOS2 @ds=L-i) =0,48
° 1*dx=L-i; =16- - =434
EA, 2,1-10°-34-10
ElA,, =—[yM,ds =-9600

Necunoscuta, efortul din tirant, este

I El . 3-10"-72-107"

A, 9600
8, 76,80 +0,48 + 4,84
Se constata ca in cazul arcului cu tirant, efortul in tirant este mai mic
decat reactiunea orizontald a arcului dublu articulat, si aceasta deoarece tirantul
este un element deformabil.
Momentele incovoietoare se determind cu relatia M, =M —yX,

X, =- = 116,902 kN
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- la cheie M, =60-8-3-116,902 =129,29kNm

- la sfertul deschiderni =~ M, =60-4 - % +3-116,902 =-23,03kNm

Fortele axiale se determind cu relatia N = Ng — X, cosoQ

- la nasteriN, = —gsin ¢, — X, cos@, =—-129,52kN

- la sfertul deschideriiN_ = —gsin ¢, — X, cos@, =—-130,48kN

- lacheie N, =X, =-116,902kN
- in tirant N, =+X, =+116,902kN
Diagramele de eforturi (moment incovoietor si forta axiald) au fost trasate
in figura 3.28. Se constata cd, In comparatie cu arcul dublu articulat, la arcul cu
tirant momentul la cheie a crescut, iar momentul la sfertul deschiderii a scazut.

EXEMPLUL 3.10 Sa se traseze diagramele de moment incovoietor si de
forta axiala la arcul dublu articulat din figura 3.29,a folosind metoda boltarilor.
Arcul este parabolic cu sectiune constanti (bxh=40x90cm?).

30kN/m
EREEREEE

q MMD

14,93
_ 472,535
1 1| 1 1| 1 1| 1, 1 e — IZD
c 529,777 N 529,777

- Fig.3.29 -

Arcul este o singurd data static nedeterminat si se alege ca sistem de baza
arcul simplu rezemat (fig.3.29.,b). Deoarece arcul este incarcat simetric, calculul
se va efectua pe jumaitatate de arc. In acest sens se vor folosi 8 boltari avand
proiectia pe orizontald constanta, respectiv As =1m (fig.3.29,c).
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In tabelul 3.3 se determini coordonatele centrelor de greutate ale celor 8
boltari s1 a sectiunilor de la nastere si de la cheie precum si unghiurile formate
de tangenta la curba cu orizontala in aceste puncte.

Relatiile de calcul sunt:

y :4-f-xi-(L—Xi):4'2'xi'(16_Xi):ﬁ_x_i2

15y 16° 2 32
tgQ, = X, —ﬁ; sin @. _ 8% ; CoS , -
16 1+t I+t
Tabelul 3.3
: . M° N
Sectiune |  x Vi tgp; | sin@; | coso; P P
0 0 0.000 | 0.500 | 0.447 | 0.894 0.000 | -107.331
1 0.5 [0.242 1 0.469 | 0.424 | 0.905 |116.250 | -95.498
2 1.5 | 0.680 | 0.406 | 0.376 | 0.926 |326.250 | -73.394
3 2.5 1.055 1 0.344 | 0.325 | 0.946 | 506.250 | -53.638
4 3.5 | 1.367 | 0.281 | 0.271 | 0.963 | 656.250 | -36.551
5 45 11.617 10.219] 0.214 | 0.977 | 776.250 | -22.438
6 5.5 | 1.805 | 0.156 | 0.154 | 0.988 | 866.250 | -11.578
7 6.5 | 1.930 [ 0.094 | 0.093 | 0.996 |926.250 -4.200
8 7.5 11.992 10.031 ] 0.031 | 1.000 |956.250 -0.469
9 8 2.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 |960.000 0.000

Momentele incovoietoare si a fortelor axiale in centrele de greutate ale
boltarilor precum si in sectiunile de la nastere si de la cheie pe sistemul de baza
se determina cu relatiile de mai jos si sunt prezentate de asemenea in tabelul 3.3.

M, =V, -x, -30-x, %
Ngi =—(V0 —3O-xi)osin(pi

unde V, reprezintd reactiunea verticala din
(V,=30-16/2=240kN).

Expresia necunoscutei, in conditia As = ct., [=ct., este

sectiunea de la nastere

ZIloyMgAs M,

L-i;

As

Termenii din expresia necunoscutei sunt calculati in tabelul 3.4.

<X1: Io 2 -2: 2
ZTY As+L-i; Sy*+
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Tabelul 3.4

Boltar | % | vi |y, | M, yiM;

1| 05 ]0.242 [{0.059116.250| 28.154

2| 1.5 |0.680|0.462 | 326.250 | 221.748
3| 25 |1.055|1.112 |506.250 | 533.936
4| 35 |1.367 |1.869 |656.250 | 897.217
5/ 45 [1.617 |2.615|776.250 | 1255.342
6| 5.5 |1.805]|3.257|866.250 | 1563.311
7| 6.5 [1.930|3.724|926.250|1787.373
8| 7.5 [1.992 |3.969 |956.250 | 1905.029

sistemul de baza este arcul simplu rezemat, respectiv
2> yM, =2-8192,109 =16384,218

2)y*=2-17,067 =34,133

L-i. L-h} 16-0.9°

As  12-As  12-2

' 34133+0,54
Eforturile finale au fost calculate cu relatiile
M, =M,

Necunoscuta X, este
16384,218

-y X,

= 0,54

=472,535kN

N, :Ng - X, -coso

sunt Tnscrise 1n tabelul 3.5.s1 sunt reprezentate in figura 3.29.d si e.

Termenii din expresia necunoscutei se calculeaza pe arcul intreg, deoarece

Tabelul 3.5
Sect. Vi M, -V X M, N, - X, -cosQ N,
0| 0.000 0. 0. 0. -107.331 -422.446 | -529.777
1] 0.242 | 116.250 | -114.442 | 1.808 -95.498 -427.644 | -523.142
2| 0.680 |326.250 | -321.176 | 5.074 -73.394 -437.567 | -510.961
3] 1.055 | 506.250 | -498.377 | 7.873 -53.638 -447.018 | -500.656
41 1.367 | 656.250 | -646.044 | 10.206 -36.551 -455.051 | -491.602
51 1.617 | 776.250 | -764.178 | 12.072 -22.438 -461.667 | -484.105
6| 1.805 | 866.250 | -852.778 | 13.472 -11.578 -466.865 | -478.443
71 1.930 | 926.250 | -911.845 | 14.405 -4.200 -470.645 | -474.845
81 1.992 1956.250 | -941.378 | 14.872 -0.469 -472.535 | -473.004
91 2.000 | 960.000 | -945.070 | 14.930 0 -4'72.535 | -472.535
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3.3.3. Arcul dublu incastrat

Arcul dublu incastrat este de trei ori static nedeterminat. Calculul arcelor
dublu incastrate se efectueaza utilizind un procedeu specific de ortogonalizare a
diagramelor unitare denumit procedeul transferarii necunoscutelor in centrul
elastic. In acest mod se poate realiza anularea coeficientilor secundari din
sistemul ecuatiilor de conditie. De notat ca doud diagrame se numesc ortogonale
daca rezultatul integrarii lor este egal cu zero.

Fie arcul dublu incastrat din figura 3.30,a si sistemul de baza obtinut prin
sectionarea arcului in sectiunea de la cheie (fig. 3.30,b).

y
1y
- ) Zr > ry C: X
c Xi l R X
X3 X3
- Fig. 3.30

Sistemul general de ecuatii de conditie are forma:

0, X, +8,X, +8,;X;+A, =0
0, X, +0,X, +8,,X;+A, =0 (3.61)
05, X, +05,X, +05;X;+A; =0

Deoarece necunoscutele X; si X, sunt simetrice, iar necunoscuta X3 este
antisimetrica rezultd ca 0,3=03,=0,3=03,=0. Datoritd acestei proprietati,
diagramele m; si m, sunt ortogonale cu diagrama m;. Sistemul de ecuatii se
poate imparti in doud sisteme

0, X, +98,X,+A, =0
0, X, +0,X,+A, =0 (3.62)
0,;X;+A;, =0
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Aceasi forma a sistemului de ecuatii a fost intilnita si in cazul cadrelor
simetrice. Daca incarcarea este simetrica atunci Xs, iar daca Incarcarea este
antisimetricd, X;=X,=0. Problema care se pune este ca diagramele simetrice m
si m, sd fie ortogonalizate astfel incat 6,,=0,;=0. Pentru aceasta se aplica
procedeul transferarii necunoscutelor in centrul elastic, adica se ataseaza de cele
doud bare curbe in axa de simetrie, ciate o consold de rigiditate infinita, iar
necunoscutele se transferd in capatul acestor console (fig.3.30,c). Lungimea
consolelor atagate, notaté cu c, se determind din conditia ca diagramele m, si m,
sa fie ortogonale.

Diagramele unitare produse de necunoscutele transferate in centrul elastic
sunt prezentate in figura 3.31.

IcSaWah
fl}( 1%

- Fig. 3.31 -
Expresiile momentelor incovoietoare si ale fortelor axiale produse de cele
trei necunoscute in sectiunea curenta a sistemul de baza sunt:

m, =-y m, =1 m, =X
(3.63)
n, =—cos n, =0 n, =sin@
Cu aceste valori, expresia coeficientului 6, devine:
I
El5, =— T"yds:O (3.64)
sau
I
| TO yds =0 (3.65)
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Exprimand ordonata sectiunii curente y in raport cu ¢ se obtine y =c—y'

unde y' se masoara de la cheie.
Conditia (3.65) devine

IITOyds :.[ITocds—jITOy'ds =0 (3.66)

de unde se obtine lungimea c a consolelor atasate, respectiv distanta de la cheie
la centrul elastic (originea sistemului de axe xoy)

. J.IIOy'ds

III‘)ds

c (3.67)

In aceste conditii sistemul de ecuatii (3.62) devine
2 =0 (3.68)

Tinand seama de expresiile (3.63), coeficientii necunoscutelor si termenii
liberi din sistemul de ecuatii (3.68) capata forma:

I I
EL,5,, = ITOyzds + jXOcos2 ¢ds
I
EIL5,, = | Tods
I, 5, (I, .,
El,d, :ITX ds+_szm ¢@ds (3.69)
I I
EL,A, = '[TO yM,ds + .[XONg cos ¢ds
I
ELA,, = jTOMgds

I I
EL A, = '[TOXMgds + .[XONg sin ods
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Admitand aproximatiile facute la arcul dublu articulat si introducand si
urmatoarele aproximatii:

IO . 2 . IO 0o -
—sin“@ds =0; s1 |—N_sinpds =0 3.70
| Lsin” o si | N, sine (3.70)
necunoscutele din sistemul de ecuatii (3.68) capata expresiile

2 yMids o Mids e xMids

X, = ; L X, =
leIOds+1-i§ 2 jIIOds 3 jloxzds

Daca incarcarea exterioara este simetricd, atunci X #0, X,#0 si X,=0, iar
dacd incércarea este antisimetrica, atunci X =0, X,=0, si X,*0.

Dupd determinarea necunoscutelor, eforturile din sectiunea curentd se
calculeaza prin suprapunere de efecte astfel:

- 1n cazul incarcarii simetrice
0 0
M, =M +mX, +m,X, =M -yX, +X,

o 0 (3.72)
N, =N +nX, +n,X, =N —-X, coso
- in cazul Incdarcarii antisimetrice
0 0
M, =M +m X, =M +xX, (3.73)

N, = Ng +n,X, = Ng + X, sin@
Datorita dificultatilor ce apar in calculul integralelor, se poate folosi

insumarea numerica utilizand calculul prin boltari.
Astfel, pozitia centrului elastic este

Y
o= Y (3.74)
> W
1ar expresiile necunoscutelor sunt:
MW MW XMW
X, = Zy P -Xzz_z—lﬁ’-)gzz—l’ (3.75)

Yy'WHL-ig 2w

ZXZW
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I : . < -
unde W = TO As reprezinta lungimea transformata a boltarilor.

Efectul variatiei de temperatura. In cazul arcelor simetrice incdrcate cu
variatie de temperatura simetricd (At>0, t,,>0) sistemul ecuatiilor de conditie are
forma:

0, X, +A,=0
5,X,+A, =0 (3.76)
X,=0

unde 0;; 1 Oy, au expresiile cunoscute iar termenii liberi sunt:

At At
A, zocfnl t -ds+0cff-ml ds=—a-t_ -L—(x-jf-y-ds
(3.77)
At At
A, =OLII12 “t -ds+ocJ.K-m2 -ds=oc-J.Ids
Necunoscutele capata forma:
_fAtyds +L-t,
X, = El,a Ih :
jloyzds +L-i,
(3.78)
&ds
X, = —EIOth—
j—ods
I

Considerand cele doua cazuri de incarcare particulare se obtine:
a) Dacad arcul este supus unei variatii de temperatura uniforma (t_ =0, si

At=0) atunci din (3.78) rezulta
L-t_

I X,=0 (3.79)
J-IO y’ds +L-i;

.
>

X, = El,a

Pentru arcul cu sectiunea transversald constantd necunoscuta X, are
urmatoarea expresie
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L-t,

X, =El,a (3.80)
L [ylds+Leig
Momentul incovoietor intr-o sectiune se calculeaza cu relatia
M, =m, - X, =-y-X, (3.81)

In figura 3.32 se prezinta calitativ diagrama de moment incovoietor
produsa de actiunea temperaturii medii.

- Fig.3.32 -

b) Dacd arcul este supus numai unei variatii de temperaturda pentru care
tn=0, si At=0, unde At este o incarcare simetrica, expresiile necunoscutelor
sunt:

At
j At yds ——ds
X, = El,a h =0; X, =—E10alh— (3.82)
J. O y’ds +L-i, jlods

La arcele cu sectiune constanta, necunoscuta X, are expresia

X, =-EI, ,a,ﬂ (3.83)

h
Expresia momentului incovoietor devine:
At
Mt:mz-Xzzl-Xzz—EIO-a-I (3.84)

Daca fibra mai incalzita este la extrados atunci fibra intinsa este la
intrados si invers (fig.3.33).
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’ éi A0 Si} m

- Fig.3.33 -

Efectul cedarilor de reazeme. Pentru arcul dublu incastrat necunoscutele
transferate 1n centrul elastic, au expresiile:

X :_Am _ EloszlAk
1
O jIIOyZdS+L-i§
El A
X, == ASM - o%rkz . (3.85)
22 J-deS
I

X == A, _ ElozrksAk

3 833 jIOXZdS
I

unde Ay sunt cedarile de reazeme, iar r; sunt reactiunile de pe directiile cedarilor
de reazeme din incarcarea succesiva a sistemului de baza cu necunoscutele X;=1.

EXEMPLUL 3.11. Sa se traseze diagramele de moment incovoietor si de
forta axiala la arcul dublu incastrat de forma circulara din figura 3.34 utilizand
metoda boltarilor. Arcul este realizat din beton armat avind urmatoarele
elemente geometrice:

- deschiderea L=30m;

- sageata f=10m:;

- sectiunea transversala constantd bxh=50x90cm.

Arcul fiind simetric si1 incdrcat simetric se alege ca sistem de baza
consola cu capdt liber in axa de simetrie. Calculul se va efectua pe
semistructurd, prin transferarea necunoscutelor in centrul elastic. Semiarcul se
imparte 1n 10 boltari de lungime egala.

Eforturile diferite de zero sunt X si X, si au expresiile

> yM,W > MW
1: 2 .2; X2:_—
> y"W+L-ij > W
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PBZZOOkN

- Fig.3.34 -

Calculul elementelor geometrice ale arcului. Cunoscand deschiderea si
sdgeata se determina raza arcului si unghiul la centru.

2 2
R’ :(%j +(R~-f) R:%+§:16,25m

sino, = L 0,923 o =6738"
2R

n’-mt-R 6,738 -1-16,25

180" 180"
Coordonatele centrelor de greutate ale boltarilor precum si ale sectiunilor
A (la nastere) si B (la cheie) sunt date in tabelul 3.6. Relatiile de calcul pentru

coordonatele centrelor de greutate sunt: x, = Rsin0, si y, =R(1—co0s6.).

Lungimea unui element este As = =1911Im

- 88 -



Tabelul 3.6

Sectiunea 0; sino; cos0; X' ;'
A 67.380 | 0.923 | 0.385 | 15.000 | 10.000
1 64.011 | 0.899 | 0.438 | 14.607 | 9.129
2 57.273 | 0.841 | 0.541 | 13.670 | 7.464
3 50.535| 0.772 | 0.636 | 12.545 | 5.921
4 43.797 | 0.692 | 0.722 | 11.246 | 4.521
5 37.059 | 0.603 | 0.798 | 9.793 | 3.282
6 30.321 | 0.505 | 0.863 | 8.203 | 2.223
7 23.583 | 0.400 | 0916 | 6.501 | 1.357
8 16.845 | 0.290 | 0.957 | 4.709 | 0.697
9 10.107 | 0.175 | 0.984 | 2.852 | 0.252
10 3.369 | 0.059 | 0.998 | 0.955 | 0.028
B 0 0 1 0 0

Sectiunea transversalda a arcului fiind constantd, rezultda I=I si

W= TOAS = As, deci relatia (3.73) pentru determinarea pozitiei centrului elastic

( de coordonata c) se poate scrie sub forma
_2YW _DyAs
> W D As
Calculul coordonatei centrului elastic “c”, coordonatele y ale centrelor de

greutate ale boltarilor, in sistemul de axe xCy (y=c-y’) precum si termenii yW si
y*W, necesari in calculul necunoscutelor este prezentat in tabelul 3.7.

C

Tabelul 3.7
Sectiunea | V' W y'W y y'W
10 0.028 | 1.911 | 0.054 | 3.459 |22.865
9 0.252 | 1911 | 0.482 | 3.235 |19.999
8 0.697 | 1.911 | 1.332 | 2.790 | 14.875
7 1.357 | 1.911 | 2.593 | 2.130 | 8.670
6 2223 | 1911 | 4248 | 1.264 | 3.053
5 3282 | 1.911 | 6.272 | 0.205 | 0.080
4 4.521 | 1.911 | 8.640 | -1.034 | 2.043
3 5921 | 1.911 |11.315]| -2.434 | 11.321
2 7.464 | 1911 |14.264 | -3.977 | 30.225
1 9.129 | 1911 |17.446 | -5.642 | 60.831
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Din tabelul 3.7 rezulta:
'W
ZW=19,11; Zy’W=66,644; c=zy =66’644:3,487m
z w 19,11

Momentele incovoietoare ME si eforturile axiale Nﬁ pe sistemul de baza

sunt calculate in tabelul 3.8. Fortele concentrate sunt aplicate simetric in

o : : . P
sectiunile 7 si B. Pentru calculul pe semistructura se ia 7‘3 =100kN.

Tabelul 3.8
Sectiunea M =M, +(x,, —x,) 2P, 2P | sing; | N
B Mg=0 100 0 0
10 | M, =0-100-0,955=-955 100 | 0,059 | -5,90

9 M, =-95,5-100-1,897 = -285,2 100 {0,175 | -17,50
8 M, =-285,2-100-1,857 =-470,9 100 {0,290 | -29,00
-40,00

M, =-470,9-100-1,792 = —-650,1 2
7 ; 100 | 0,400 72,00
6 M, =-650,1-180-1,702 = -956,46 180 {0,505 | -90,90
5 M, =-956,46-180-1,59 = -1242,66 180 | 0,603 |-108,54
4 M, =-1242,66-180-1,453 = —-1504,2 180 |0,692 | -124,56
3 M, =-1504,2-180-1,299 = -1738,02 180 0,772 | -138,96
2 M, =—1738,02-180-1,125=-1940,52 | 180 | 0,841 |-15138
1 M, =-1940,52-180-0,937 =-2109,18 180 | 0,899 | -161,82
A M, =-2109,18-180-0,393 =-2179,92 | 180 |0,923 | -166,14

Expresiile necunoscutelor sunt
_ 2YMW < - >MW
LYYW AL ’ >W
Din tabelul 3.7 rezulta
>W=19110; > y*W=173,964
Termenul L-i pe semistructura are valoarea

2
L2 =130,00. 22
2 2

X

~1,013

Termenii care apar la numardtor in expresiile necunoscutelor sunt
calculati in tabelul 3.9.
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Tabelul 3.9

Sectiunea | W y yW M MW yM'W
10 1.911 | 3.459 6.610 -95.500 | -182.501 | -631.269
9 1.911 | 3.235 6.182 | -285.200| -545.017| -1763.131
8 1.911 | 2.790 5.332| -470.900 | -899.890 | -2510.693
7 1.911 | 2.130 4.070 | -650.100 | -1242.341 | -2646.187
6 1.911 | 1.264 2416 | -956.460 | -1827.795 | -2310.333
5 1.911 | 0.205 0.392 | -1242.660 | -2374.723 | -486.818
4 1.911 | -1.034 | -1.976 | -1504.200 | -2874.526 | 2972.260
3 1.911 | -2.434 | -4.651| -1738.020 | -3321.356 | 8084.181
2 1.911 | -3.977 | -7.600 | -1940.520 | -3708.334 | 14748.043
1 1.911 | -5.642 | -10.782 | -2109.180 | -4030.643 | 22740.888

Y M, W =-21007,126; > yM W =38196,942
Cu aceste rezultate necunoscutele capatd valorile
= 38196942 _ 218,297kN; X, = 21007126 1099,274kNm
173,964 +1,013 19,11

Eforturile finale calculate cu relatiile
M =M’ +mX +m,X, =M’ -yX +X,
N =N’ +nX +n,X, =N’ —-X cosq

sunt date in tabelul 3.10

Tabelul 3.10

Sectiunea | 'y Mg -yX, M, Ng cosO; | — X, cos0, N,

B 3.487 0.000 | -761.202 | 338.072 0.000 | 1.000 -218.297 | -218.297
10 3.459 -95.500 | -755.089 | 248.685 -5.900 | 0.998 -217.860 | -223.760
9 3.235| -285.200 | -706.191 | 107.883 | -17.500 | 0.984 -214.804 | -232.304
8 2.790 | -470.900 | -609.049 19.325 | -29.000 | 0.957 -208.910 | -237.910

-40.000 -239.960
7 2.130 | -650.100 | -464.973 | -15.799 5 000 0.916 -199.960 571.960
6 1.264 | -956.460 | -275.927 | -133.113 | -90.900 | 0.863 -188.390 | -279.290
5 0.205 | -1242.660 | -44.751 | -188.137 | -108.540 | 0.798 -174.201 | -282.741
4 -1.034 | -1504.200 | 225.719 | -179.207 | -124.560 | 0.722 -157.610 | -282.170
3 -2.434 | -1738.020 | 531.335 | -107.411 | -138.960 | 0.636 -138.837 | -277.797
2 -3.977 | -1940.520 | 868.167 26.921 | -151.380 | 0.541 -118.099 | -269.479
1 -5.642 | -2109.180 | 1231.632 | 221.726 | -161.820 | 0.438 -95.614 | -257.434
A -6.513 | -2179.920 | 1421.768 | 341.122 | -166.140 | 0.385 -84.044 | -250.184
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CAPITOLUL 1V
METODA DEPLASARILOR

4.1. Principii generale

Metoda deplasarilor este o metoda generala pentru calculul structurilor
static nedeterminate alcatuite din bare: cadre, grinzi continue sau grinzi cu
zabrele avand nodurile rigide. La aceste tipuri de structuri solicitarea dominanta
este incovoierea si de aceea se poate accepta ipoteza simplificatoare conform
careia in urma deformarii, lungimile barelor nu se modifica. Se obtine astfel,
dupa cum se va vedea, o reducere substantialad calculului.

Asa cum s-a aratat anterior, in calculul structurilor static nedeterminate este
necesar sa se utilizeze atat conditia de echilibru static cat si conditia de
continuitate a deformatei.

Starea de eforturi dintr-o bard a structurii poate fi determinatda daca se
cunosc incdrcarile exterioare precum si deplasarile sectiunilor de la capete -
translatii sau rotiri. Deoarece incdrcarile exterioare sunt cunoscute, rezulta ca
este necesar sa se determine deplasarile sectiunilor de la capetele barelor —
respectiv deplasarile nodurilor structurii. Astfel, in metoda deplasarilor se aleg
drept parametri liniar independenti deplasdrile posibile ale nodurilor. Drept
urmare conditia de continuitate este satisfacutd pentru orice valori ale acestora,
deoarece sunt respectate atat legaturile cat si continuitatea barelor. Situatia reala
de echilibru se realizeaza pentru acea serie de valori a parametrilor pentru care
este satisfacuta concomitent i conditia de echilibru static.

4.1.1. Structuri cu noduri fixe. Structuri cu noduri deplasabile

La structurile alcatuite din bare, nodurile pot fi:

- rigide, respectiv sectiunile din nod ale barelor care-1 formeaza au aceeasi
rotire si aceeasi translatie;

- articulate, respectiv sectiunile din nod ale barelor care-1 formeaza au
aceeasi translatie, articulatia permitand rotirea relativa a acestor sectiuni.
invariabilitdtil lungimilor barelor, structurile se clasifica in:

- structuri cu noduri fixe - care sub actiunea incarcarilor se deformeaza
numai prin rotirea nodurilor (fig.4.1,a);
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- structuri cu noduri deplasabile - care sub actiunea incarcarilor se
deformeaza atat prin rotiri cat si prin translatii de noduri (fig.4.1,b).

— —

- Fig.4.1 -

Pentru a stabili daca o structurd este cu noduri fixe sau cu noduri
deplasabile se procedeaza in modul urmator:
- se transforma structura reald intr-o structurd articulata prin introducerea
de articulatii In toate nodurile rigide si in incastrarile cu baza de sustinere.
Aceasta structurd este formata din doua tipuri de bare: bare dublu articulate
si bare articulate la un capat si simplu rezemate la celalat capat (fg.4.2,b,d);
- structura articulatd obtinutd se analizeaza din punct de vedere cinematic,
respectiv se determind numarul gradelor de libertate cinematica pe care le

are;

- daca structura articulatd nu are nici un grad de libertate
cinematicd, este invariabild geometric, respectiv static determinata,
atunci, structura reala este o structura cu noduri fixe (fig.4.2,a);

- daca structura articulatd are un numadar oarecare de grade de
libertate cinematicd (este un mecanism), atunci structura reald este
o structurd cu noduri deplasabile, avand un numar de grade de
libertate elastica egal cu numarul gradelor de libertate cinematica
ale structurii articulate (fig.4.2,c).

= ==

b Structura articulata

7 W=3-4-2-6=0

Structura articulata

W=3.5-2-6-1=2

- Fig4.2 -
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Se stie ca un corp in plan are trei grade de libertate, deci pentru o structura
formata din B bare exista 3B grade de libertate. Existenta unei articulatii simple
suprimd doua grade de libertate, iar a unui reazem simplu suprimd un singur
grad de libertate. Deci, numarul total de grade de libertate suprimat prin
intermediul acestor legaturi pentru intreaga structura este 2A+S, unde A
reprezintd numarul de articulatii simple interioare si de legatura cu baza de
sustinere, iar S numarul reazemelor simple. Daca intr-un nod articulat se
intalnesc mai multe bare, numarul de articulatii simple este egal numarul de bare
minus unu.

Diferenta intre numarul gradelor de libertate posibile ale tuturor barelor
structurii $i numarul gradelor de libertate suprimate prin legdturile barelor
structurii articulate, reprezintd numarul gradelor de libertate cinematica,
respectiv

W=3B-2A-S 4.1)

unde cu W s-a notat numarul gradelor de libertate cinematice.

Daca W <0 structura reala este cu noduri fixe, iar daca W>0 structura
reald este cu noduri deplasabile.

In legituri cu stabilirea numirului gradelor de libertate elastici sunt
necesare urmatoarele precizari:

- la cadrele cu tirant in calculul numarului de bare tirantul nu trebuie
inclus, deoarece prezenta sa in ansamblul structurii nu impiedicad deplasarea
pe directia gradului de libertate, ci numai o limiteaza. Cadrul din figura
4.3,a are doud grade de libertate;

- la cadrele cu bare curbe, trebuie tinut seama de faptul cd o bara
curba introduce un grad de libertate in plus fatd de cazul barei drepte,
deoarece intervine variatia de distantd dintre capetele barei. Cadrul din
figura 4.3,b are un grad de libertate. Daca in locul barei curbe ar fi existat o
bara dreapta (reprezentatd punctat in figura) cadrul ar fi fost cu noduri fixe.

- Fig. 4.3 -
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4.1.2 Sistem de baza. Ecuatii de conditie.

In metoda deplasirilor, necunoscutele sunt deplasarile nodurilor, respectiv
rotirile nodurilor rigide si translatiile pe directiile gradelor de libertate elastica.
Calculul structurilor prin metoda deplasarilor se conduce pe un sistem de baza.
Acesta se obtine prin introducerea de legaturi fictive care sa Tmpiedice
deplasarile posibile ale nodurilor - rotiri §i translatii.

Legaturile introduse sunt legaturi simple si blocheaza o singura deplasare.
Pentru blocarea rotirii unui nod rigid se utilizeaza blocajul de nod, iar pentru
blocarea translatiei pe directia unui grad de libertate se utilizeaza legatura de
grad de libertate. Blocajul de nod este o legaturd simpld care suprima rotirea
nodului, dar lasa liberd translatia acesteia. Echivalentul mecanic al unui blocaj
de nod este o reactiune moment. Legatura de grad de libertate este o legatura
simpla care suprima translatia nodului si lasa libera rotirea acesteia. Echivalentul
mecanic al unei legaturi de grad de libertate este o reactiune forta.

La cadrele cu noduri fixe, singura posibilitate de deplasare a nodurilor
este rotirea. Sistemul de baza se obtine prin introducerea in fiecare nod rigid a
unei legaturi simple numitd blocaj de nod. Un exemplu il reprezinta sistemul de
baza din figura 4.4,b obtinut prin introducerea a doua blocaje in nodurile 1 si 2
ale cadrului din figura 4.4,a.

[ o P

! 2 necunoscute
N secd 7 rotiri

Z,
P, P, L Zs
@
PZl Z, le Z; Z,
c d
SB
Y

6 necunoscute
(4rotiri + 2 translatii)

- Fig. 4.4 -

nodurilor sunt rotirea §i translatia. Sistemul de bazd se ob;me blocand rotirile
nodurilor rigide, prin introducerea de blocaje de nod, si translatiile pe directiile
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gradelor de libertate elastice, prin introducerea de legaturi de grad de libertate.
Legatura de grad de libertate este materializatd printr-un pendul simplu care
impiedica deplasarea tuturor nodurilor antrenate in deplasarea pe directia
gradului de libertate considerat, dar lasa libera posibilitatea de rotire a nodurilor.

In figura 4.4,d este prezentat sistemul de bazi pentru cadrul cu noduri
deplasabile din figura 4.4,c obtinut prin introducerea a trei blocaje de nod si a
doua legaturi de grad de libertate.

Sistemul de bazad astfel obtinut, difera de structura reald prin faptul ca
deplasarile nodurilor sunt impiedicate. De asemenea, se observa ca sistemul de
baza este incdrcat cu fortele exterioare date si cu necunoscutele deplasari ale
nodurilor - rotiri sau translatii - notate in acest caz cu Z;.

Sistemul de baza, in metoda deplasarilor, are urmatoarele caracteristici:

- este unic,

- este format din doud tipuri de bare: bare dublu incastrate si bare

incastrate la o extremitate si articulate la cealalta,

- este multiplu static nedeterminat comparativ cu structura reald, deoarece

au fost introduse legaturi suplimentare.

Sub actiunea fortelor exterioare si a deplasdrilor pe directia
necunoscutelor in legaturile suplimentare vor aparea reactiuni. Reactiunea totala
din legatura suplimentard i se determind prin suprapunere de efecte si are
expresia:

Ri=02Z +1,Z,+..+5Z, +..+1,Z +R, (4.2)
unde:

R;, reprezintda reactiunea din legatura suplimentard 1 cand sistemul de
baza este Tncarcat numai cu fortele exterioare;

r;j reprezinta reactiunea din legatura suplimentara 1 cand sistemul de baza
este incarcat numai cu deplasarea Z;=1;

7y, 2, ... , Z, — sunt deplasdrile necunoscute ale nodurilor — rotiri si
translatii,

Din incdrcarea cu forte sau cu deplasari pe directiile necunoscutelor,
conditia de compatibilitate a deformatei este respectatd in sensul cd oricare ar fi
aceasta deformata ea respectd natura legaturilor structurii reale.

Conditia suplimentard care trebuie sd se impund pentru a se obtine
deformata structurii reale este conditia de echilibru static. Aceasta se obtine
impunand conditia ca reactiunile totale din legaturile suplimentare sa fie nule,
deci:

R,=0,R,=0,...,R_=0 (4.3)

sau sub forma dezvoltata:
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1,2, +1,2,+..+1,Z +R, =0
rz1Z1 +1,Z, +...+1,,Z +R, =0 (4.4)

1., L, +1,2,+..+1, 7 + Rnp =0

Rezolvand sistemul de ecuatii (4.4) se obtin deplasarile nodurilor, cu
ajutorul carora se determina eforturile finale.

Momentul incovoietor intr-o sectiune curentd se determind prin
suprapunere de efecte, astfel:

0
M, =M +m,-Z +m,-Z,+..+m, -Z (4.5)
unde
- Mg reprezintd momentul incovoietor produs de fortele exterioare pe

sistemul de baza in sectiunea considerata,

- m; reprezintd momentul incovoietor produs in aceeasi sectiune prin
incarcarea sistemului de baza cu necunoscuta Z;=1.

Dupa trasarea diagramei de moment incovoietor este necesar s se faca
verificarea rezultatelor obtinute. Verificarea eficienta a calculului prin metoda
deplasarilor este verificarea conditiei de echilibru static al structurii in ansamblu,
sau a unor parti — nod sau nivel.

Pentru determinarea fortelor taietoare si a fortelor axiale se parcurg
aceleasi etape prezentate la metoda eforturilor.

4.1.3. Conventie de semne pentru rotiri si momente incovoietoare

In metoda deplasarilor necunoscutele sunt rotiri si translatii de noduri
(fig.4.5,a,b). Se poate realiza o sistematizare a calculului structurilor deoarece
sistemul de baza este unic si format din bare tip (dublu incastrate sau Incastrat —
articulate) si supuse unor incircari tip — forte si deplasiri ale nodurilor. In acest
sens este necesar sa se introducd o conventie de semne pentru deplasdri si
eforturi.

Necunoscutele translatii de nod pot fi privite ca necunoscute rotiri de bare

.. : : A <
(linia reazemelor s-a rotit cu unghiul :L—). In felul acesta toate
i

necunoscutele sunt rotiri.
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In ceea ce priveste eforturile, deoarece structurile in forma de cadre sunt
supuse 1n principal la incovoiere, intereseaza in primul rdnd momentele
incovoietoare de la capetele barelor.

In concluzie se lucreaza cu rotiri si cu momente incovoietoare de capit.
Conventia de semne este urmatoarea: se considera pozitive rotirile §i momentele
incovoietoare de capdt care au sens orar.

0;

- Fig.4.5 -

Pentru exemplificarea conventiei de semne a momentelor incovoietoare se
considerd diagramele din figura 4.6, unde au fost puse in evidentd momentele
incovoietoare din sectiunile de capat. In calculul practic este necesar si se
specifice cu care dintre cele doud momente incovoietoare se lucreaza (pe bara
sau pe nod).

— 4 »

T momente pe bara

- +
}( +)u(~|_ E:( ¥
1

T momente pe baraT

T momente pe nod T 1 momente pe nod T

- Fig. 4.6 -

4.1.4. Relatii intre eforturi si incarcari la barele sistemului de baza

Tinand cont de existenta celor doud categorii de structuri, barele
sistemului de baza pot avea urmatoarele incarcari:

- la structurile cu noduri fixe, barele pot fi incarcate cu forte exterioare si
cu rotiri ale sectiunilor de la capetele barelor,

- la structurile cu noduri deplasabile, barele pot fi incarcate cu fortele
exterioare, cu rotiri ale sectiunilor de capat si cu rotirea liniei reazemelor
produsa de translatia sectiunilor de la capat.
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Efectul incarcarii cu forte este cunoscut din capitolul precedent. Expresiile
momentelor de incastare perfectd sunt cuprinse in tabelul 3.1.
Efectul deplasarilor nodurilor poate fi evaluat prin mai multe metode,
respectiv:
- prin metode energetice;
- utilizdnd ecuatia diferentialda a fibrei medii deformate cunoscutd din
Rezistenta Materialelor;
- rezolvarea grinzilor static nedeterminate cu o singurd deschidere la
actiunea cedarilor de reazeme (vezi exemplul 3.6).
In continuare va fi prezentat efectul deplasirilor nodurilor utilizand
ecuatia fibrei medii deformate cunoscuta din Rezistenta Materialelor.

4.1.4.1. Cazul barei dublu incastrate

Fie o barda dublu incastratd, la care s-au pus in evidentd deplasarile
nodurilor (rotiri si translatii) si eforturile din aceste sectiuni (fig. 4.6,a si b) in
conventia de semne din Rezistenta Materialelor. In figura 4.6,c a fost
reprezentatd pozitia initiala si pozitia finald deformata a barei.

Tij ji
ﬂei ’-\ej ’_I.*Mij %Mji
Vi a le : b *
y

Vi<

ViI Vi Vy
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Ecuatia fibrei medii deformate, din Rezistenta Materialelor este:

d’v, M,
dx’>  EI (46)

unde v, reprezintd deplasarea unui punct de abcisa x, E reprezintd modulul de
elasticitate longitudinal, I momentul de inertie al sectiunii transversale, iar My
momentul Tncovoietor in sectiunea curenta x.

Deoarece bara este incarcatd numai la capete rezulta cd momentul
incovoietor trebuie sa fie cu variatie liniara, iar forta taietoare sd fie constanta.
In consecinta, deplasarea unui punct de abcisi x se alege sub forma unui
polinom de gradul trei, respectiv

V,=a+a,X+a,X +2a,x 4.7)
Tinand cont de expresia (4.7), relatia (4.6) devine

2
M_=-EI- (LV; = —EI-(2a, + 6a,x) (4.8)
X

Expresiile constantelor din (4.7) se determind din conditiile de capat:

- pentru x=0
vV, =V,
d
dvx ~0, (4.9)
X
- pentru x=L
V, =V,
dv, 0 (4.10)
dx !

Deplasarea vy are expresia (4.7), iar rotirea expresia (4.11)

d
0 = de —a, +2a,x +3a,x° 4.11)
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Introducand conditiile (4.9) si (4.10) in (4.7) st (4.11), rezulta

urmatoarele expresii ale constantelor:
-pentrux=0 a=v, sia, =0,

v.=v.+0L+a,’+a,l’
_ t L j i 1 2 3 4.12
petitru x {Oj =0, +2a,L +3a,L’ (4.12)
de unde rezulta
3(v,-v,)-(20,+6,)-L
a, = .
(4.13)
2(v, = v;)+(6,+0,)-L
a, = .
L
Cu aceste expresii ale constantelor, relatia (4.7) devine
XZ 3 X2 X3
\ 2(1—3—24'2—3} \A +(——2—2+—3} LOI +
x> . x x’ x° (4.19)
Expresia momentului incovoietor devine:
M, =—EI. {6(2% —iz)vi - 2(— -3 ije +
L' L L
X (4.15)
+6(__2 j —2 Lsx je
L’ L’
Tinand cont de relatia diferentiald
M, =T, (4.16)
dx
expresia fortei tdietoare este:
12 12 6
T =-EI- —6 ——Vv. +—0. 4.17
[L C J} 17
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Eforturile la capetele barei sunt:
pentru x=0

_12EI 6EI 12EI 6EI

i = T Vi_Lzei+ 'E Vj_ngj
(4.18)
i OFL, 4Ly 6B 26
L L L
pentru x=L
12EI 6EI 12EI 6EI
T =- 'E Vi~ 12 0, + 'E Vi~ 12 ej
(4.19)
M, __61?\’1 B 2EIei N 6F;IV B 4EIe
L L | S
El

Prin particularizarea relatiilor (4.18) si (4.19) si notdnd cu i; =—
i
rigiditatea practicd a barei ij, expresiile momentelor incovoietoare si a fortelor
tdietoare de la capetele barei, functie de o singura deplasare diferita de zero,
sunt:

a) ;=0 vi=vj=0;=0
M; =416, si M; =-2i,8;; (4.20)
61,
ij :Tji == L i
b)6j = 0 vi=vj=6;=0
M; =216, si M;; =—4i;0; (4.21)
61
i Tji = _T j
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M, =-61,y; si M;; =61,y (4.22)

unde y; =

De remarcat faptul ca semnele eforturilor sunt in concordantd cu
conventia de semne din Rezistenta Materialelor (momentul incovoietor este
pozitiv dacd intinde fibra inferioara, iar forta tdietoare este pozitiva daca tinde sa
roteascd sectiunea in sensul acelor de ceasornic).

Diagramele de momente Incovoietoare sunt prezentate in tabelul 4.1.

Tabelul 4.1

4 ~ 1m0,

Mij:4iijei

i 7 el

MUZZIUOJ

M=6ijy;

—t T
I S [a —
\%‘ M;i=61;y;
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4.1.4.2. Cazul barei incastrata - articulata

In cazul barei incastrata-articulata, capatul k este articulat, deci momentul
incovoietor este nul. Pornind de la bara dublu incastrata se ajunge la cazul barei
incastrata-articulata prin conditia M;=0 (4.19).

Din acesta conditie se determina 0, respectiv

O, =——v,——0, +—, (4.23)

care introdusa in M;; (4.18) conduce la
3EI 3EI 3FEI

M, =?Vi +Tei —?Vj (4.24)
Particularizarile conduc la
a)0;=0 vi=vj=0
M, =31,0, (4.25)
b)v,—v,#0 6;=0
M, =31, vy (4.26)

Diagramele de eforturi sunt prezentate in tabelul 4.2.

Tabelul 4.2

w W
Mi=31;0i

Vi .
§—= — - k Mi=3 1k
=S
7 |
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Expresiile momentelor la capetele barelor (momente pe nod) in cazul
celor douad tipuri de structuri, momente produse de toate incarcarile posibile -
forte exterioare, rotiri de nod, translatii de nod — in conventia de semne
prezentatd in paragraful anterior sunt:

- structuri cu noduri fixe

- bara dublu incastrata

M, =M, —4i,, —2i,0, (4.27)

171 17 ]

M, =M, —2i6, —4i0,

unde momentele de incastrare perfectd M; si M produse de forte isi contin

semnul.
- bara incastrat - articulata

M, =M, -31,6, (4.28)
- structuri cu noduri deplasabile
- bara dublu incastrata
M, =M — 41,6, — 21,0, + 61,y (4.29)
M =M —2i;6; — 41,0, + 61,y
- bara incastrat - articulata
M, =M, -31,0, + 31,y (4.30)

4.2. Structuri cu noduri fixe

Structurile cu noduri fixe sunt acele structuri care sub actiunea
incarcarilor exterioare se deformeaza prin rotirea nodurilor rigide. Deci, numarul
de necunoscute este egal cu numarul nodurilor rigide pe care le are structura.

Pentru a analiza modul de rezolvare a unei structuri cu noduri fixe se
considera structura din figura 4.8.
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-+t y ! Ez O 23
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- /‘f% C
= Structura
articulata
oL T L J 7
f T |
M 4
7 7, M M3,
= it
! 2 N N2y
Z;
T s
- -w
SB 3 /jg; 0
Mp
7
e cd /6777 e 77
Z]Z
~—a
d,
A
T
4i17 W
41y,

; m;
77 i17

- Fig.4.8 -

La inceput se stabileste categoria din care face parte structura, respectiv,
structura este cu noduri fixe sau cu noduri deplasabile. Pentru aceasta se
analizeaza din punct de vedere cinematic structura articulata, structura obtinuta
din structura reala prin introducerea de articulatii simple in nodurile rigide si in
incastrarile cu baza de sustinere.

Pentru cazul de fatd se obtine
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W=3B-2A-S=3-6-2-9-0=0

deci, structura articulata nu are nici un grad de libertate cinematica, iar structura
reala este o structurd cu noduri fixe.

In continuare se trece la sistemul de baza al metodei deplasarilor. Acesta
se obtine prin introducerea de blocaje de nod in toate nodurile rigide ale
structurii. Sistemul de baza astfel obtinut este incarcat cu fortele exterioare date
si cu necunoscutele, care in cazul de fata sunt rotirile nodurilor rigide, trei la
numar.

Dintre cele doud conditii generale, de echilibru static si de compatibilitae
a deformatei cu legaturile, aceasta din urma este respectata de sistemul de baza,
indiferent de natura incarcarilor (forte exterioare sau rotiri ale nodurilor ridide).
Echilibrul static al sistemului de bazd incdrcat cu fortele exterioare si cu
necunoscutele rotiri se exprima prin impunerea conditiei ca reactiunile totale din
blocajele de nod sa fie nule, deoarece aceste blocaje in realitate nu exista.

Astfel se obtine sistemul ecuatiilor de conditie din metoda deplasarilor:

R,=0,R,=0,R, =0
sau sub forma dezvoltata:

1,2, +1,2, +1,7Z; + Rlp =0
0,2, +1,2, +1,,7, + R2p =0
1,2, + 1,2, + 1,2, + R3p =0

In sistemul ecuatiilor de conditie coeficientii necunoscutelor sunt reactiuni
unitare, ce apar in legdturile suplimentare cand sistemul de baza este incarcat cu
o deplasare egala cu unitatea.

Astfel o reactiune de forma r;; reprezintd reactiunea ce apare in legatura
suplimentara i cand sistemul de baza este Incarcat numai cu rotirea Zi=I.
Reactiunile r;; au totdeauna valori pozitive.

O reactiune de forma r; reprezintd reactiunea ce apare in legdtura
suplimentard i cand sistemul de bazd este incdrcat numai cu rotirea Z=I.
Reactiunile rj; pot avea valori pozitive, negative sau nule. Reactiunile r;; satisfac
conditia de reciprocitate, respectiv 1;=Tj;.

Termenii liberi sunt reactiuni care apar in legaturile suplimentare produse
de actiunea fortelor exterioare pe sistemul de bazd, Astfel reactiunea R;,
reprezintd reactiunea ce apare in legatura suplimentard i cand sistemul de baza
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este incdrcat cu fortele exterioare. Termenii liberi pot fi pozitivi, negativi sau
nuli.

Prin incdrcarea succesiva a sistemului de baza cu fortele date si cu
deplasarile Z,=1, Z,=1 si Z;=1 se obtin diagramele de momente incovoietoare
Mg , my, my si my (fig. 4.8). Pentru a trasa cu usurintd diagramele unitare este

indicat sa se deseneze in prealabil forma deformata a sistemului de baza (d;, d,,
respectiv dj), astfel stabilindu-se fibra intinsa prin rotirea nodului rigid.

Pentru calculul momentelor incovoietoare produse de rotirile nodurile se
EIL.

calculeaza rigiditatile practice ale barelor, respectiv i, = —.

1
Coeficientii necunoscutelor si termentii liberi ce apar in sistemul ecuatiilor
de conditie sunt reactiuni moment si se calculeaza din conditia de echilibru static
a nodului in care se afla blocajul.
In figura 4.9 sunt prezentate toate situatiile din care se obtin reactiunile
din blocaje.

I I I3 Rip
~—~~ ) ~~ ~—~
C3) RN~ E R S I b
41,4
Iy 2 = /Bsz.p
., . o M My,
. 7 4 3 21
i “2("\!;") 124 "\.'n.;' (HH)
4i23 2123
I3 132 /'533 ,_\R?’P
~ 21y 413 ’P‘) ; I—|
I_| I_| 135

_Fig.4.9 -

Scriind ecuatia de echilibru static sub forma ) M, =0 se determina

reactiunile (valoare si semn). Se readuce aminte faptul ca toate reactiunile se
deseneaza in sensul pozitiv in conventia de semne adoptatd (vezi paragraful
4.1.3), respectiv sens orar.
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r, -4, -4, =0; I, = 4i.12 +4,,
I, = 2112 =0; I, = 2112
Ii; =4,
Rlp+M L =0; Rlp:—M 0
r21 2112 =0; L) = 2i12
-4, —41,, -31,, =0; Iy, = 4i.12 +41,, +31,,
2123 =0; I3 = 41,3
Rm+Mm M, =0 Rm:sz_Mm
r;, =0;
I, —21,, =0; I, =21,
1, —4, 4136 31,, =0; I, =41,, +41,, + 31,4
R3p = 0

Se poate observa ca:
- reciprocitatea reactiunilor unitare este satisfacuta;
- reactiunile r3= r3;=0, deoarece nodurile 1 si 3 nu sunt legate direct.
Prin rezolvarea sistemului de ecuatii se obtin necunoscutele Z,, Z, si Zs,
cu care se calculeazd momentele incovoietoare pe structura reald prin
suprapunere de efecte, respectiv :

0
M, =M +m,-Z +m,-Z,+m, -Z,

Pentru verificarea eficientd a diagramei finale de moment Incovoietor se
utilizeaza conditia de echilibru static (echilibrul de nod al momentelor
incovoietoare).

In cazul structurilor cu noduri fixe existd doud cazuri particulare de
incdrcare, respectiv:

- Structura este incarcata numai cu forte concentrate in noduri

a . . . . 0 _ . . ..

(fig.4.10,a). In aceasta situatie, diagrama M = 0(fig.4.10,b), deci toti termenii
liberi din sistemul ecuatiilor de conditie vor fi nuli, si se obtine solutia banala
7Z=0 (i=1,2,...,n). Tindnd cont de relatia (4.5), rezultd ca si M =0 1in orice

sectiune. In barele structurii vor aparea numai eforturi axiale.

)
|
)

If
o

SB

T o

- Fig.4.10 -
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- structura prezintd console( fig.4.11,a). In aceasti situatie consola nu se
ia in consideratie la calculul numarului de bare(fig.4.11,b), deoarece este un
element static determinat si se rezolva independent de structura.

Structura E
a b articulata
Vool el

W=34-26=0

RIS T
1

- Fig4.11 -

Efectul incarcarii de pe consola (daca aceasta existd) intervine numai in
. 0 . . A . g Ao
diagrama M (fig.4.11,d) si deci in calculul termenului liber. Din incarcarea cu

rotirea de nod consola,avand capat liber se roteste ca un solid rigid, fara sa se
deformeze (fig.4.11,e).

EXEMPLUL 4.1. Sa se traseze diagramele de eforturi (M,, T, si N,) la
structura din figura 4.12 utilizand metoda deplasarilor.

Din analiza structurii articulate rezulta

W=3.4-2.6-0=0

deci nu exista grade de libertate cinematice, iar structura reald este o structura cu
noduri fixe.

Sistemul de baza se obtine prin introducerea de blocaje de nod in cele
doua nodurile rigide ale structurii reale. Sistemul ecuatiilor de conditie este

1,2, +1,Z, +Rlp =0
1,2, +1,2, + R2p =0
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30kN/m 80KN
v 4V 4 l
1 31 2 A\% 0,5E1 0 75EI/4;
< I I 0,25EI 0,25EI
4 5
777 777
| 6 L2 g 2
[ | T |
Iy
Z,=1 il El —=
\K 2EI
dl ml
p /7; 0,5EI e
_ 2EI
Zy=1 I'1p /(‘/’_‘rzz
o El PN
2 .25E1
d, m,
/—;O,SEI
R,, 99,661
R N0 90 1", 87.458
Ip 34067
T35 12203 N
0 43,72
Mp Mp Z
17,033 6,1
67,71 58,14
m M 12,775
_ N 17 [ [ [T
T 21,86 ' ' 8.205
p - N, ’
4,57
12,775 67.71 170,43
_Fig4.12 -
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Rigiditatile practice ale barelor sunt:
_EI, 3EI . El,, 3EI

1 =— = 0,5EI; 1,, = =——=0,75EI
12 le 6 23 L23
w=the B ooser gy, =B LB g osg
L, 4 L, 4

Incdrcand sistemul de bazd succesiv cu rotirile Z;=1, Z,=1, rezulti
formele deformate d; si d,, precum si diagramele de momente Incovoietoare m;
respectiv m,. Din Incdrcarea sistemului de baza cu fortele exterioare rezulta
diagrama Mg Momentele de incastrare perfectd, produse de forte, sunt:

2 2
M, =M, =PL 306 g5 Nm:
2 12
NI SRR

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi

Ip

’E‘_l‘) 2EI r, —EI-2EI=0; 1, =3EI
N 4
El
2

~
#) EI r, —EI=0; r, =EI

v

)" R, +90=0; R, =-90
I

EI('? | r, — EI=0; r,, =EI

I

7 r,, —2EI-EI-225E1=0; r,=5,25EI
2E]I 2,25EI 22 ’ > 2T
(Fe)
El

R, R, +60-90=0; R, =30
90 Cat 60
()
Sistemul de ecuatii este

-112 -



3E1-Z,+EI-Z,-90=0
El-Z, +525EI-Z, +30=0

1ar necunoscutele au valorile Z, =34,067/EIs1 Z, =-12,203/EI

Momentele incovoietoare finale sunt calculate prin suprapunere de efecte
cu relatia

M, =M’+mZ +m,Z,

Daca se folosesc momentele pe nod rezulta urmatoarele valori:

M,, =90 — 2EI - 34’067) —EI- (— 122031 _ 34 067kNm
M,, =-90 — EI- (3 4’067j — 2EI- (— 12,20 j =99,661kNm
M, =60 —2,25EI - (— 12203) =87,458kNm

M,, ——EI.[ - 12293 j =12,203kNm

M., =—0,5EI - (— 12,203 j =6,lkNm

M,, =—EI- (3 4]:301 67) =—34,067kNm

M,, =—0,5EI- (3 4’067j =17,033kNm

Diagrama de moment incovoietor este trasatd in figura 4.12. Fortele
taietoare si fortele axiale din barele structurii reale se determina utilizand aceeasi
metodologie prezentatd la metoda eforturilor. Diagramele respective sunt
prezentate in figura 4.12.

Observatii:
- In metoda deplasarilor verificarea eficienta a rezultatelor calculelor,
este satisfacerea conditiei de echilibru static.
- Se constatd ca eforturile nu depind de produsul EI, in cazul
incarcarii cu forte.

EXEMPLUL 4.2 S3 se traseze diagrama de moment incovoietor la grinda
continua din figura 4.13.

Aceastd structura a mai fost rezolvata in paragraful 3.1 utilizdnd ecuatia
celor trei momente. Grinda continud din figura este o structura cu noduri fixe,
deoarece prezenta rezemului fix (in cazul de fata incastrarea) nu permite
translatia pe orizontald. Necunoscutele problemei sunt rotirile sectiunilor de pe
reazeme.
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d, ﬂ :35:::::===' 25
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0,667EI
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g PaN
0,667EI 13331
22:1
A
d2 ﬁ ﬁ
g PaN anN
1,333EI
m, ;] T2 122
4 ‘Zi(/’ PaN
0,667EI
162 162
53,33 106,67 90
0 ;]I\I\
M, / ~~J DNZPAaN
58.86
90
o AN
, [y _
Tias S
119,78
- Fig.4.13 -
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Rigiditatile practice ale barelor sunt:

. EI

i :—01:% = 0,333El
01

=Pl % = 0,333EI

Momentele de incastrare perfecta, produse de forte, sunt:

_P-a-b®> 80:6-3°
B B 2

My == = 53,333kNm
2 2
M, =L 3 0 80603 46 667kNm
L 9
2 2
M, =M, =P 390 _g5iNm
2 12

Ecuatiile de conditie sunt:

1,2, +1,2, + Rlp =0
1,2, +1,2, + R2p =0

Sistemul de ecuatii este

2,666E1-Z, +0,667EI-Z, —55333=0
0,667EI1-Z, +1,333EI-Z, +72=0

iar necunoscutele au valorile Z, =39,172/Els1 Z, =-73,614/El

Momentele incovoietoare finale sunt calculate prin suprapunere de efecte
cu relatia

M, =M, +mZ +m,Z,

Diagrama de moment incovoietor este trasata in figura 4.13. Se observa ca
s-au obtinut aceleasi valori ca si la exemplul 3.2.
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4.3. Structuri cu noduri deplasabile

Structurile cu noduri deplasabile sunt acele structuri care sub actiunea
incarcarilor exterioare se deformeaza prin rotirea nodurilor rigide si translatia
nodurilor rigide si articulate pe directiile gradelor de libertate elastica. Deci,
numdrul de necunoscute este egal cu numarul nodurilor rigide plus numarul
gradelor de libertate elastica.

Structurile cu noduri deplasabile se impart in doud categorii:

- structuri cu stalpi verticali;

- structuri cu stalpi inclinati si/sau rigle in doud pante.

Prima categorie reprezintd un caz particular al celei de-a doua, dar se
trateaza separat deoarece prezintd anumite particularitati si este des utilizata in
practica.

Principial, calculul structurilor cu noduri deplasabile se efectueaza ca si
cel al structurilor cu noduri fixe. Rezolvarea practica evidentiaza insd deosebiri
ca urmare a existentei deplasarilor pe directiile gradelor de libertate.

Sistemul ecuatiilor de conditie va avea aceeasi semnificatie fizica ca si in
cazul structurilor cu noduri fixe, respectiv reactiunile totale din legaturile
suplimentare (blocaje de nod si legaturi de grad de libertate) sa fie egale cu zero,
deoarece aceste legaturi sunt fictive. Rezulta ca vor exista atat ecuatii de nod cét
si ecuatii de grad de libertate.

Daca i este un nod, ecuatia R;=0 arata cad reactiunea moment din blocajul
de nod este nuld. Ea este numita ecuatie de nod si se deosebeste de cea scrisd in
cazul structurilor cu noduri fixe prin aceea cd apar termeni suplimentari,
rezultati din Incarcarea sistemului de baza cu deplasari pe directiile gradelor de
libertate.

Daca j este un grad de libertate, ecuatia R;=0 aratd ca reactiunea forta din
legatura de grad de libertate este nuld. Ea este numitda ecuatie de grad de
libertate.

In metoda deplasirilor ecuatiile de conditie sunt ecuatii de echilibru static.
Exprimarea echilibrului static se poate face fie folosind ecuatii de proiectii si
momente, fie aplicand principiul lucrului mecanic virtual.

Astfel, determinarea reactiunilor din blocajele de nod se face prin ecuatii
de echilibru de momente, iar determinarea reactiunilor din legaturile de grad de
libertate se face prin ecuatii de proiectii sau utilizind principiul lucrului mecanic
virtual.

In cazul structurilor cu noduri deplasabile avand stilpi verticali, pentru
calculul reactiunilor din legdturile de grad de libertate se poate utiliza atat
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ecuatiile de proiectii pe directiile gradelor de libertate cat si principiul lucrului
mecanic virtual.

Pentru structurile cu stalpi inclinati si/sau rigle in doud pante, reactiunile
din legaturile de grad de libertate se determina utilizind numai principiul
lucrului mecanic virtual.

4.3.1. Structuri cu stalpi verticali

In calculul acestor tipuri de structuri apar urmitoarele particularitati:

- la actiunea translatiilor pe directiile gradelor de libertate, barele
sistemului de baza se comporta astfel: riglele translateaza, iar stalpii se
deformeza.

- calculul reactiunilor din legaturile de grad de libertate se poate efectua
exprimand conditia de echilibru static fie prin ecuatia de proiectie pe
directia gradului de libertate, fie utilizdnd principiul lucrului mecanic
virtual.

Pentru a exemplifica modul de rezolvare a unei structuri cu noduri
deplasabile avand stalpii verticali se considera structura din figura 4.14.
Din analiza structurii articulate rezulta
W=3.6-2-7-2=2
deci structura articulata are doud grade de libertate cinematica, iar structura reala
este o structurad cu noduri deplasabile avand doua grade de liberate elastica.
Sistemul de baza s-a obtinut prin introducerea unui blocaj de nod in nodul
rigid si de legaturi de grad de libertate pe dirctiile acestora. Numarul total de
necunoscute este egal cu 3 ( o rotire plus doua translatii).
Sistemul de ecuatii are forma
1,2, +1,Z, +1,,Z, + R =0
0,2, +1,2, +1,Z,+R, =0
0,2, + 1,2, + 15,2, + R, =0

unde prima ecuatie este o ecuatie de nod, iar celelalte doud sunt ecuatii de grad
de libertate.

In calculul structurilor cu noduri deplasabile, comparativ cu structurile cu
noduri fixe, apar ca elemente noi trasarea diagramelor unitare din incarcarea cu
deplasari pe directiile gradelor de libertate elastica si calculul reactiunilor din
legaturile de grad de libertate.

Din incarcarea succesiva a sistemului de baza cu fortele exterioare si cu
rotirea Z; se obtin diagramele de moment incovoietor Mg respectiv my.
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N
N

PN
Structura
articulata

(1 2)

ALL h

Pentru trasarea diagramei m, produsd de translatia Z,=1 pe directia
gradului de libertate respectiv (translatia la nivelul 1) se parcurg urmatoarele
etape:

- Se analizeaza din punct de vedere cinematic structura articulata la

- Fig.4.14 -

actiunea unei deplasari cinematice Z> =1. In acest sens se desencazi
diagrama de deplasari. Se observa ca structura articulatd are deplasari
numai pe orizontald la nivelul inferior. Astfel, riglele 1-2 si 2-5 se
translateazd pe orizontald, deoarece centrul absolut de rotatie este la
infinit pe verticala, rigla 3-6 ramane fixa, deoarece legatura de grad de
libertate din nodul 4 nu permite translatia pe orizontald, iar stalpii se

o 1 :
rotesc cu unghiurile vy, =y,, = —, respectiv y,, = —
1 2
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- Se deseneaza forma deformata a sistemului de baza, tinand cont de
deplasarile nodurilor din diagrama de deplasari (in cazul de fatd numai
diagrama de deplasari pe orizontald). Astfel riglele 1-2 si 2-5 se vor
translata, iar stalpii se vor deforma. Acest mod de deformare reprezinta
caracteristica esentiald a calculului stucturilor cu noduri deplasabile
avand stalpii verticali.

- Se traseaza diagrama de moment incovoietor in concordantd cu modul
de deformare a sistemului de baza.

Pentru trasarea diagramei mj; produsd de translatia Z;=1 pe directia
gradului de libertate respectiv (translatia la nivelul 2) se parcurg aceleasi etape.
Din analiza cinematica a structuriii articulate se desprind urmatoarele: partea
inferioard a structurii rdimane fixa, deoarece legatura de grad de libertate din
nodul 5 nu permite translatia pe orizontald, rigla superioard se translateaza pe
orizontala, deoarece centrul sdu absolut de rotatie este la infinit pe verticala, iar
stalpul superior se roteste cu unghiul . In sistemul de bazi va apirea
diagrama de moment Tncovoietor numai pe stalpul 2-3..

Dupi trasarea diagramelor unitare se trece la determinarea reactiunilor. In
acest sens, reactiunile din blocaj de nod se determind din echilibru de nod, iar
cele din legaturile de grad de libertate din ecuatia de proiectie pe orizontala sau
utilizand principiul lucrului mecanic virtual.

Calculul reactiunilor din blocajul de nod (fig.4.15)

T11 T2 I3 Ry,
v ) 7~ ~~
. ~
N 3123

3 (l_I_') 30, |-’I\—| 31,5 l_,i:' 31,y l_I_| ) M>s
4

\ 1
61 27W27

41,,
- Fig.4.15 -
ZM. =0
1, — 31, —41,, .3125 31,, =0; 1, =31, +41,, + 31, +31,,
1, = 31,5, +61,,y,, =0; 1, =31y, —61,,y,,
1, +3i 3\|’23 =0; 1, =-3i 3\V23
R +M . =0; R, =

p 25
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Calculul reactiunilor din legaturile de grad de libertate

a) utilizand ecuatia de proiectie pe orizontala (fig.4.16). Pentru aceasta
se sectioneaza stalpii in vecinatatea riglelor, si se pun in evidenta
fortele tdietoare pe stalpi. Fortele tdietoare se calculeazd separand
fiecare bara incarcatd cu momentele de la capete si cu fortele ce-1 revin
(unde este cazul) si scriind ecuatii de echilibru static (ecuatii de
momente in raport cu extremitatile sale). Fortele taietoare de pe stalpi
se trec pe rigld cu sens schimbat. Astfel, pe rigle vor actiona fortele
tdietoare, reactiunile din legaturile de grad de libertate si eventuale
forte orizontale concentrate in noduri. Scriind cate o ecuatie de
proiectie pe orizontala se determind reactiunile din legaturile de grad
de libertate.

-— 31,3 o — 3123\|I§3
31,,¥ 53 31,5y 53
L, 3i,, "L 31,5V,
za‘V 23 3i 23W 23 -
+ —
_’6127“’ 27 -— <_12127\1127
31,6V 16 6i
4i,, —_— — 27V 27
61,,y,, 3 16‘1”126 121,,y 5,
-~ -—Q P —
21y, 30w 61V
r33 P2 i R3p
I 3i23\V§3 Rsp
. 2
31,35, 3 i I N
\Le3iyy o, gph]
3
23\V23 I . p ‘4— 'y h,
AN 5
ph; g P
8
- Fig. 4.16 -

-120 -



ZXi =0;

L), =31,y +61,y,, =0; Iy =31,,¥,, —61,,y,,

I, —3i16\|1126 —12i27\|/§7 —3i23\|/§3 =0, r,, = 3i16\|1126 +12iz7\|/§7 +3i23w§3
I, + 3i23\y§3 =0; I, = —3i23\41§3

r;, + 31y, =0; Iy, =31,V 5,

I, + 3i23\|1§3 =0; Iy, = —3i23\|1§3

Iy —3i23\|1§3 =0; Iy, = 3i23\y§3

R2p+§phl =0; R, :—%ph1

R, +P,=0; R -P,

b) utilizand principiul lucrului mecanic virtual (fig.4.17). Pentru aceasta
se incarca structura articulatd cu momentele incovoietoare si cu fortele
date (dupd caz), se imprimd o deplasare virtuald pe directia gradului
de libertate unde actioneaza reactiunea ce urmeaza a fi calculata si se
scrie conditia ca lucrul mecanic virtual si fie egal cu zero (8L =0). In
aceastd ecuatie momentele Tncovoietoare care se introduc pe structura
articulatd sunt momente pe bare.

I 31y, 21 I 31,5y o5 T2 I3
| 4i,,

D

D

AN
3,0, 61,,V ,,
61,,V ,,
X | : 3i,

3 = 3%@3 \L3
gﬁ,ggﬁgg

R
ph; PN

<

23

mj;Nl

ﬁp—’)

3;)__
3



1y, <1431, '(_‘V23)+ 21y, +4i27)"|’27 =0;

Ty - 1=31y 6 -y — (61,9, +6i27\l’27)'\l’27 + 31,53 '(_\V23): 0;
Iy '1_3,i23\|/23 '(_‘V23 =0;

5, - 14+31,, -y, =0;

I3, '1+3i23\V23 Wy =0;

I3; '1_3i23\l§23 Yoy =0

R,, '1_%'\“16 +ph, '%:02

R, -1+P,-1=0;

Tinand cont de expresiile rotirilor se obtin aceleasi valori ale reactiunilor
unitare §i a termenilor liberi ca §i in cazul utilizarii ecuatiei de proiectie pe
orizontala.

Cu aceste elemente calculate se pot determina necunoscutele si eforturile

pe structura reald, parcurgand etapele de la calculul structurilor cu noduri fixe.

EXEMPLUL 4.3. Sa se traseze diagramele de eforturi la structura din

figura 4.18.
Din analiza structurii auxiliare rezulta

W=3.4-2.5-1=1
Sistemul ecuatiilor de conditie este

1,2, +1,2, + Rlp =0
1,2, +1,2, + R2p =0

deci structura auxiliard are un grad de libertate cinematica, iar structura reald
este o structura cu noduri deplasabile avand un grad de libertate elastica
(translatia la nivelul riglei).

Sistemul de bazd se obtine prin blocarea rotirii nodului rigid si a
translatiei pe directia gradului de libertate elastica. Deci, structura, in metoda
deplasarilor, are doud necunoscute — o rotire si o translatie.

Rigiditatile practice ale barelor sunt:

_El, 3EI El,, 3EI

i, = 2" = 0,5EI; i, =—3="""=0,5EI
L, 6 L, 6
EI EI

io=ths LOEL opr g, —E Bl ospy
L, 4 L, 4
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(1.3) (2,3) Z>=1
11 AV
| ]
(1) > _y =
(2) Vi =Wis =
4
I22
—12 -—T>
g m, ;:OﬁEI
777
0,188EI 0,6EI 32,12 103,46
54,3,
0,3
f 1F1 13
— T T
- 51,97 | |_| 1
89,7 = I ]
+ — Np
77 ST
8,03 51797 5430 900

- Fig.4.18 -

Din incércarea sistemului de bazad cu fortele exterioare rezulta diagrama
Mg , 1ar din incarcarea cu rotirea Z,=1, diagrama m;.

Pentru trasarea diagramei m, produsd de deplasarea Z,=1 pe directia
gradului de libertate se analizeazd mai intdi modul in care se deplaseaza barele

structurii articulate pentru o deplasare cinematica Z, =1. In urma acestei analize
rezultd ca riglele se translateaza, deoarece centrul lor absolut este la infinit pe
verticala, iar stalpii se rotesc.
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In ceea ce priveste modul de deformare a barelor sistemului de baza,
numai stalpii se vor deforma, riglele translatandu-se.

Reactiunile din blocajul de nod sunt (fig.4.19):
Iy I Rip
~

1,5EI (P\I;l)l,SEI l:_!:l 108 ( -

1,6EI 0,6EI
- Fig.4.19 -
>M,=0; 1, =46EI r,, =—0,6EI R, =108

Calculul reactiunilor din legdtura de grad de libertate:
a) prin ecuatia de proiectie pe orizontala (fig.4.20)

=" =

—— ~—
0,6E1 0.047EI 0,3EI
0,6EI
1,6ET ¥\ —_— N
0601 0.047EI 03B
I — —
N~ 0 SEI A

0,188EI 0,6EI

60 R2p
I T pay
- Fig.4.20 -
YX,=0; 1,=-0,6El;  1,=0347El; R, =—60

b) utilizand principiul lucrului mecanic virtual (fig.4.21)

121 22 60 Rzp
PN Q PN Q PN
1,6EI 0,188EI 0,6EI
0,8EI 0,6EI

- Fig.4.21 -
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oL =0;

r,, -1+ (0,8EI + 1,6EI)& =0; r,, =—0,6EI

r,, -1—0,188EI- 1 (0,6ET + 0,6EI)-l =0; r,, = 0,347EI
4 4

R, 1+60-1=0; R, =-60

Cu aceste valori sistemul de ecuatii devine

4,6E1-Z,—0,6E1-Z, +108 =0
~0,6E1-Z, +0,347El-Z, —60 =0

de unde rezulta Z, =-1,194/Elsi Z, =170,846/EI

Momentele incovoietoare finale sunt calculate prin suprapunere de efecte
cu relatia

M, =M, +mZ, +m,Z,

In figura 4.18 sunt prezentate diagramele de moment incovoietor, forti
tdietoare si forta axiala.
Verificarea rezultatelor se poate efectua scriind echilibrul static al
structurii reale — fie echilibrul fortelor pe orizontald (fig.4.22,a), fie utilizand
principiul lucrului mecanic virtual (fig.4.22,b).

60
.i_ .J; —
8,03 51,97 60
104,42 Tor paN
— —
8,03 51,97
.12 103,46
8,03 51,97
o, )
32,12 103,46
a b
- Fig.4.22 -

>X,=0; 60-8,03-51,97=0

SL=0; 60-1—32,12-%—(103,46+104,42)-% =0
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4.3.2. Structuri cu stalpi inclinati si/sau rigle in doua pante

In calculul acestor tipuri de structuri apar urmitoarele particularitati:

- la actiunea translatiilor pe directiile gradelor de libertate se deformeaza
atat stalpii cat si o parte din rigle;

- calculul reactiunilor din legaturile de grad de libertate se efectueaza
exprimand conditia de echilibru static numai utilizdnd principiul
lucrului mecanic virtual.

Pentru a exemplifica modul de rezolvare a unei structuri cu noduri

deplasabile avand stalpi inclinati se considera structura din figura 4.23.

Structura
articulata

v,

N|
I

/

1
(1) (3) ety d,

7 6112y 12
\\l//wz

6113y 13

6124y 24

6112y 12

ms 624y 24

- Fig.4.23 -
Din analiza structurii articulate rezulta
W=3.3-2-4-0=1
deci structura auxiliard are un grad de libertate cinematica, iar structura reala
este o structurd cu noduri deplasabile avand un grad de liberate elastica.
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Sistemul de baza se obtine prin introducerea de blocaje de nod in nodurile
rigide si a unei legaturi de grad de libertate pe directia acestuia (translatia pe
orizontala la nivelul riglei). Numarul total de necunoscute este egal cu 3 ( doua
rotiri plus o translatie).

Sistemul de ecuatii are forma

1,2, +1,2, +1,7Z; + Rlp =0
0,2, + 1,2, +1,,7, + R2p =0
5,2, + 1,2, + 1,2, + R3p =0

unde primele doud ecuatii sunt ecuatii de nod, iar ultima este ecuatie de grad de
libertate.

Din incarcarea succesiva a sistemului de baza cu fortele exterioare si cu
rotirile Z,=1, respectiv Z,=1 se obtin diagramele de moment incovoietor Mg , My

si m,.
Pentru trasarea diagramei m; produsd de deplasarea Z;=1 pe directia
gradului de libertate se analizeazd mai intdi modul in care se deplaseaza barele

structurii articulate pentru o deplasare cinematicd Z3 =1. Se constata ca nodul 1
se deplaseaza atdt pe orizontald cat si pe verticala, iar nodul 2 numai pe
orizontald. In ceea ce priveste modul de deformare a barelor sistemului de baza,
se vor deforma atdt stilpii cat si rigla orizontald. Deci, apar momente
incovoietoare pe toate barele sistemului de baza.

In continuare se prezintd calculul reactiunilor din legitura de grad de
libertate utilizand principiul lucrului mecanic virtual.

Calculul reactiunii r3;. Se Incarcd structura articulatd cu momentele pe
bare din diagrama m; si cu reactiunea r3;(fig.4.24,a). Scriind conditia de lucru
mecanic virtual egal cu zero, se obtine:

2in 3] 4 oy,
4i15 Z A Vul N~
\ o \ A, .
4iy, 2ip, 4iag
2is 4 b 2124
. . pL2
6iny 12 6innyin o, M2 M 21 R,
c N o P | —_
\ A, .
] 6124\1124
6113y 13
. 61
6113y 13 24Y 24
C d



oL =0; I3 '1+(2i13 +4i13)'\|fl3 +(4i12 +2i12)'(_\|112): 0

de unde rezulta
r, =61,y ; +61,y,,

Calculul reactiunii r3,. Se Incarcd structura articulatd cu momentele pe
bare din diagrama m; si cu reactiunea r3; (fig.4.24,b). Scriind conditia de lucru
mecanic virtual egal cu zero, se obtine:

oL =0; I3, '1+(2iz4 +4iz4)’\l’24 +(4i12 + 2i12)'(_\V12) =0

de unde rezulta
I, = _6124\1124 + 6112‘1’12

Calculul reactiunii r3;. Se Incarca structura articulatd cu momentele pe
bare din diagrama mj §i cu reactiunea ri; (fig.4.24,c). Scriind conditia de lucru
mecanic virtual egal cu zero, se obtine:

oL=0;

I3, '1_26?13\1113 +6i13‘l’133’\|’13 _(6i24\|’24 +6i24W24)'Wz4 +
+(61,y,, +61,y,,)- (—y,,) =0

de unde rezulta
I = 12i13\|’123 + 12i24‘l’§4 + 12i12\|’122

Calculul reactiunii Rs,. Se incarca structura articulatd cu momentele pe
bare din diagrama Mg , fortele date (forta orizontala P; si rezultanta incarcarii de

pe deschiderea 1-2) si cu reactiunea Rj, (fig.4.24,d). Scriind conditia de lucru
mecanic virtual egal cu zero, se obtine:

oL =0; R

3p

'1+(_M12 +M21)'(_\V12)+P1 '1+P'L'2:0

de unde, deoarece M ,=M,,, rezulta
R, =—P,-1-p-L-1
2
Celelalte etape de calcul raman neschimbate.
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EXEMPLUL 4.4. Sd se traseze diagrama de moment incovoietor la
structura din figura 4.25.

20kN/m Z>
/‘-
L 1 ] ] 8OkN T 1 J —=
31 0,5EI
I 1,21 ~ Structura 0.25EI 0,24E1
articulata
e od
| 6 3
I | |
90 Z.=1 Tt f21
1 —
— EI g™
\I\I_/l/ W
1,5E1 m;
M, d r;O,SEI
1,\(2) Z,=1
N
: \\\ v,
| \
I \
] N\
| AN
I AN
I \ d2
(1,2) 23) 7. -1 ||
I T2 2o
| -~ (,375EI =
(1) Viz=Vs =y 0,188E1'7'/‘/

=2 m>
4
/T/l\r\ ‘ 0’18EI
777
0,375EI

168,75 \
\ 79,60

1167,29

- Fig.4.25 -
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Din analiza structurii auxiliare rezulta
W=3.4-2.5-1=1
deci structura auxiliard are un grad de libertate cinematica, iar structura reald
este o structura cu noduri deplasabile avand un grad de libertate elastica
(translatia la nivelul riglei).

Sistemul de bazd se obtine prin blocarea rotirii nodului rigid si a
translatiei pe directia gradului de libertate elasticd. Deci, structura, in metoda
deplasarilor, are doua necunoscute — o rotire si o translatie.

Sistemul ecuatiilor de conditie este

1,2, +1,2, + Rlp =0
1,2, +1,2, + RZp =0

Rigiditatile practice ale barelor sunt:

) EI ) El

112 :—UZE:O,SEI, 113 = 13 :EZO,ZSEI,
L12 6 L13 4
El

i, =l (L2EL o0
L, 5

Din iIncarcarea sistemului de baza cu fortele exterioare rezulta diagrama
Mg , 1ar din Incarcarea cu rotirea Z,=1, diagrama m,;.

Pentru trasarea diagramei m, produsd de translatia Z,=1 pe directia
gradului de libertate se analizeaza mai Intdi modul in care se deplaseaza barele
structurii articulate, pentru o deplasare cinematica Z> =1. Se constatd ca nodul
1 se deplaseazd numai pe orizontald, iar nodul 2 atdt pe orizontala cat si pe
verticala. In ceea ce priveste modul de deformare a barelor sistemului de bazi,
se vor deforma atit stilpii cat si rigla orizontala. Deci, apar momente
incovoietoare pe toate barele sistemului de baza.

Reactiunile din blocajul de nod sunt (fig.4.26):

I I Ry,
~
7 90

\1_:") 1SEI ) 0.188E1 )

N’
El 0,375EI

- Fig.4.26 -

M, =0; 1, =2,5El r, =—0,187EI R, =-90
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Reactiunile din legatura de grad de libertate sunt (fig.4.27):

I 122 20 Rop
El ( (’ Y VNV
N
1,5EI 0375E] 1,5EI 90 80
0,18EI
0,5EI 0,375EI
- Fig.4.27 -
oL =0;
r, -1+ (El+ 0,5E1)-l +1,5EI- (— l] =0; r,, =—0,187EI
4 8

r,, -1-2-0,375EI- L ouser-L+0188Er (— lj =0; 1, =0,256EI
4 4 8

R,, -1—90-(—%}—20-6-(%-%}—80-1:O; R,, =-113,75

Cu aceste valori sistemul de ecuatii devine

2,5E1-Z, —0,187E1-Z, —-90 =0
—0,187EI-Z, +0,256E1-Z, +113,75 =0

de unde rezulta Z, =2,923/Els1 Z, =—-442,2/El
Momentele incovoietoare finale sunt calculate prin suprapunere de efecte
cu relatia
M, =M, +mZ, +m,Z,

iar diagrama finala este redata in figura 4.25.

Verificarea corectitudinii calculului se realizeaza prin scrierea ecuatiilor
de echilibru static, respectiv, echilibru de nod si echilibru ansamblului.

Echilibrul ansamblului se verificda utilizand principiul lucrului mecanic
virtual, respectiv

SL = (167,29 + 168,75)&+ 79,6-%— 168,75 - (— é] -

—20-6-(1-3]—80-1=3,75-10_3 =0
2 4

-131 -



EXEMPLUL 4.5. Sd se traseze diagrama de moment incovoietor la
structura din figura 4.28.

30kN/m

Structura
auxiliara

1
— I3
~ 6 0,5E1 — 0,5EI

1 1
6 6 6 2EL 33 40 40
r3n
EI/\
40 O 40
I22
El -~
Iz
0
1
2 m MP
~77A,5E1 39 62

M p
i 24,97
- Fig.4.28 -

Structura prezintd o consold, iar rigla are doud pante. Asa cum s-a
prezentat la principiile generale ale metodei deplasarilor, in calculul numarului
de grade de libertate nu se tine cont de existenta consolei (aceasta fiind un
element static determinat), iar existenta unei rigle in doud pante mareste cu o
unitate numarul gradelor de libertate cinematica vis-a vis de situatia n care
structura ar avea rigla orizontald (asemanator cu cazul unei bare curbe).
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Deci, structura articulatd are un grad de libertate cinematica,
(W=3.3-2-4=1), iar structura reald un grad de libertate elastica (translatia pe
orizontala la nivelul consolei). La fel de bine se putea considera ca grad de
libertate elastica, translatia pe verticald sau pe orizontalda a punctului de
intersectie al celor doua rigle.

Ecuatiile de conditie sunt :

1,2, +1,2, +1,Z, +Rlp =0

r, 2, +1,2, +1,, 2, +Rzp =0
r, 2, +1r,2, +1,,Z, +R3p =0

Rigiditatile practice ale barelor sunt:

_ 2,5EI _1,5EI

= 0,5EI; i, — = 0.25EI

L, =1y

Calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi (fig.4.29)

2EI 2EI
EI
_— EI
I3

1 5Y) 13

0,5EI 2EI ,.\‘\EI

e e

0,25EI El

R 4
60 ):\
I31 I3 133 (

0,5EI \:("/ ) 0,5EI EI \:('y Bl \fy /4 2FI 5.;;
40 \X7Y ) 40

_Fig.4.29 -
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r“-1—(0,25E1+0,25E1)-1+(0,5E1+0,5E1)-( lj (05E1+05E1)l:0

6 6 6
=0,417EI

r12-1+(EI+O,5EI)% (2EI+EI)( %j:o; r,, = 0,25EI

r13-1+(EI+2EI)-( éj (2EI+EI)é:O, r, =0

R, 1460-2-30.2.1_30.4.L.2 _30.4.1.2 R, =40

P 6 6 2 3 2 3 P
r,, = 0,25EI; r,, =3EIl; r,, = El; R,, =20
r;, =0; r,, = EI; r,; =4El; R, =0

Cu aceste valori sistemul de ecuatii devine:

0,417E1-Z, +0,25E1-Z,  +40=0
0,25E1-Z, +3EI-Z, +EI- Z, +20 =0
El-Z,+4El-Z, =0

Necunoscutele au urmatoarele valori:
Z,=-96841/El; Z,=1531/El; Z,=-0,383/EI

Diagrama finala de moment incovoietor este data in figura 4.28.

4.4. Structuri simetrice

Structurile simetrice n raport cu o axd sunt acele structuri, care prin
forma lor, tipurile de rezemari si caracteristicile geometrice ale sectiunilor
transversale respecti conditia de simetrie. In metoda deplasarilor, utilizarea
proprietatilor de simetrie conduce la simplificari, concretizate in reducerea
numadrului de necunoscute.

Pentru rezolvarea structurilor simetrice prin metoda deplasarilor se pot
utiliza urmatoarele doud procedee de calcul: procedeul semistructurilor si
procedeul grupdrii necunoscutelor.

Indiferent de procedeul utilizat, trebuie si se tini seama de
particularitatile metodei deplasarilor, respectiv de modul de comportare in
sistemul de baza a barei dublu incastrate, intersectata de axa de simetrie la
mijlocul deschiderii.
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In acest sens se considerd bara dublu incastrati in cele doui situatii de
incdrcare: rotirile de la capetele barei sunt simetrice, respectiv antisimetrice.

In cazul incarcarii simetrice (fig.4.30,a), deformata barei este simetrica
(cu tangenta zero in axa de simetrie), iar diagrama de moment Incovoietor este
simetrica (Tn cazul de fatd constanta).

ei ei
21;i0; 21;;0;
4iij9i 4iij91

6iﬂej

PARCH 2i;60; 650
ij

i

- Fig.4.30 -

Valorile momentelor de la capete se determind prin suprapunere de efecte
(efectul rotirii fiecarui nod, respectiv 0; si 6, =—0,), respectiv

M; =M ij_4iijei _2iijej =M ij_2iijei (4.31)
M =M ;;—2i;0, - 41,0, =M ;- 21,0,

unde Mjj, Mj; reprezintd momentele de incastrare perfectd produse de fortele
exterioare in sectiunile i respectiv j si care isi contin si semnul. In cazul

incarcarii simetrice M | i= —M i
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In cazul fincarcarii antisimetrice (fig.4.30,b), deformata barei este
antisimetrica (cu punct de inflexiune in axa de simetrie), iar diagrama de
moment Tncovoietor este antisimetrica.

Valorile momentelor de la capete se determind prin suprapunere de efecte
(efectul rotirii fiecdrui nod, cu 0; s1 0;=0;), respectiv

M; =M ;—4i,0, - 21,0, =M ;- 61,0, (4.32)

joi iji

M, =M ,,—2i,6,~4i,0, =M ,,—6i,6,

4.4.1. Procedeul semistructurilor

Principiile care stau la baza alegerii semistructurilor au fost stabilite in
paragraful 2.4 si sunt aceelasi indiferent de metoda utilizata pentru rezolvare.

In ceea ce priveste calculul practic se fac urmatoarele precizari:
- in cazul barei dublu incastrate intersectatd de axa de simetrie la
mijlocul deschiderii se vor utiliza diagramele din figura 4.30 in
funtie de incarcare. In relatiile (4.30) si (4.31), i; reprezintd
rigiditatea practica a barei intersectate de axa de simetrie;
- 1n cazul incarcarii simetrice, structurile cu noduri deplasabile
care nu au rigla in doud pante se comporta ca structuri cu noduri
fixe.

In continuare sunt prezentate doui exemple numerice rezolvate prin

procedeul semistructurilor.

EXEMPLUL 4.6. Sd se traseze diagrama de moment incovoietor la
structura din figura 4.31 utilizdnd procedeul semistructurilor. Structura este

identicd cu cea de la exemplul 2.2, care a fost rezolvata prin metoda eforturilor.

Structura este o structura cu noduri deplasabile avand un grad de libertate

W=3.5-2.6-2=1

Incarcarea fiind simetricd, deformata este simetric, iar deplasarea pe
directia gradului de libertate este zero ca deplasare antisimetrica. In consecinta
structura se comporta ca o structurd cu noduri fixe. Sistemul de baza al structurii
reale are ca necunoscute rotirile celor doua noduri rigide.

Folosind procedeul semistructurilor numarul de necunoscute se reduce la
una. Ecuatia de conditie este

r,Z, +R, =0
Rigiditatile practice ale barelor calculate pe intreaga structura sunt:
3EI : : 2E1 . 3EI

ilz = i1'2' = ? = O,SEI, 1, =14 = ? = 0’4EI’ 1, ? = O’SEI

Incarcand sistemul de baza al semistructurii cu rotirea Z,=1, pe rigla s
apare o diagramd constanta cu valoarea 21;,- (a se vedea relatia 4.31).
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20kN/m 20kN/m

2$¢¢¢$ v v v ¥ oy v v v 3 |E

31 1’ 31 AN I
21
3 Semistructura
|
'I‘ 'I‘ >le >

! 90
Z,
T3 § \j’ R
o SB o o
Mp
Z1=1 1,5EI
dq .

53,514 53,514 53,514

24,324 24 324
|
~1 [~ 29 19 ~1 - 29.19
; 29,19
MP

- Fig.4.31 -

Momentele de incastrare perfecta produse de fortele exterioare se
calculeaza pe intreaga structura si se trec pe semistructura in mod corespunzator:

2
M., =M, = 20°6" _ 90kNm
Coeficientul necunoscutei si termenului liber sunt:
., =3,7EIL; R, =90
Necunoscuta Z; are valoarea:
s _ Ry 90 _ 23324
' r,  3,7EI EI

Diagrama de moment incovoietor pe semistructurd se obtine prin
suprapunere de efecte

M, =M +mZ,
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Diagrama finala de moment incovoietor pe structura reald este simetrica
(fig.4.31). Se obtin aceleasi valori ca si in metoda eforturilor.

EXEMPLUL 4.7. Sd se traseze diagrama de moment incovoietor la
structura din figura 4.32 utilizand procedeul semistructurilor.

2
Z,
en 20kN/m 20kN/m
’ 2
Z,
o SB
1
le ole ]
f T 1
=1
——
d,
7D
0,25EI
80 80
26,667 26,667

120 <] 120

- Fig.4.32 -

Structura este simetricd avand rigla centrald in doud pante, deci este o
structurd cu noduri deplasabile, avand doua grade de libertate. Semistructura
corespunzatoare incarcdarii simetrice are un grad de libertate. Particularitatea
unei asemenea structuri consta in aceea ca in deplasarea pe directia gradului de
libertate se deformeaza si rigla.

Sistemul ecuatiilor de conditie este

1,2, +1,2,+R =0

1,2, +1,2, + RZp =0
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Rigiditatile practice ale barelor sunt:

I,SEI

i, =7 =025EL; iy = 2Bl

=0,5EI;
Coeficientii necunoscutelor si termenii liberi sunt:

r,, -1—(0,25EI +0,25EI) %+ (EI +EI)- (—%j =0 1, =0,75El
r, -1+ (E1+0,5EI)- % +(2EI + EI)- (— %j =0; r,=0,75El

Rlp-1+20-6-l+(60—60)-l:O; = —60EI
2 6

R,
r,, =0,75EI; r,, =3EI; R,, =60
Sistemul de ecuatii este:

0,75EI-Z, +0,75E1-Z, =60 = 0
0,75E1-Z, +3E1-Z, +60 =0

de unde rezulta Z, =133,333/Els1 Z, =-53,333/EI

Momentele incovoietoare finale sunt calculate prin suprapunere de efecte
cu relatia

M, =M’+mZ +m,Z,

iar diagrama finala este redata in figura 4.32.

4.4.2. Procedeul gruparii necunoscutelor

In acest procedeu se opereazi pe structura intreagi. Astfel, sistemul de
baza rezultd intotdeauna simetric, iar nenunoscutele simple sunt grupate in
necunoscute grupate simetric si necunoscute grupate antisimetric. In acest fel
sistemul general al ecuatiilor de conditie se descompune in doud sisteme
independente; unul care contine numai necunoscutele grupate simetric si altul
care contine numai necunoscutele grupate antisimetric. Evident ¢d numarul total
de necunoscute din cele doua sisteme este egal cu numdrul de necunoscute
simple ale structurii date.

Se cunoaste ca o incarcare oarecare poate fi intotdeauna descompusa intr-
0 componentd simetrica si una antisimetricd. Componenta simetrica a incarcarii
deformeaza simetric structura, deci necunoscutele grupate antisimetric rezulta
nule, iar componenta antisimetricd a incarcarii deformeaza antisimetric
structura, deci necunoscutele grupate simetric rezulta nule.

In concluzie, pentru o incdrcare simetricd se foloseste grupul de ecuatii
care contine necunoscutele grupate simetric, iar pentru o incarcare
antisimetrica se foloseste grupul de ecuatii care contine necunoscutele grupate
antisimetric.
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Pentru exemplificarea modului in care se grupeazd necunoscutele se
considera structurile din figura 4.33 si 4.34.

SB

" -
b—oE

Z, zZ
’1\ Z3 Z} Z7
[ E—CE [
22 Zz Z4 ZS Z4 Z(,

A —1 A —T
[ ™ b—cE = b_qE—’

GS GAS

- Fig.4.33 -

Pentru structura din figura 4.33 rotirile nodurilor simetrice se pot grupa in
rotiri grupate simetric si rotiri grupate antisimetric. Rotirea nodului din axa de
simetrie va fi o rotire simpla antisimetrica. Translatiile pe directiile gradelor de
libertate sunt deplasari simple, ele nu se pot grupa, deci vor fi necunoscute
antisimetrice. Deci, pentru gruparea simetricaA vor fi doud necunoscute, iar
pentru gruparea antisimetrica vor fi cinci necunoscute.

Pentru structura din figura 4.34 (are rigla in doud pante), care are doua
grade de libertate, acestea se pot grupa ca si rotirile nodurilor rigide simetrice.
Astfel rezultd pentru gruparea simetrica 2 necunoscute, iar pentru gruparea
antisimetrica trei necunoscute.

- Fig.4.34 -
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EXEMPLUL 4.8. Sd se traseze diagrama de moment incovoietor la
structura din figura 4.35 utilizand procedeul gruparii necunoscutelor.

30kN/m
] 31
] I 1| «
—>]
6
le |
I |
30kN/m 15kN/m 15kN/m 15kN/m 15kN/m
- . | —
o} = — [ + ™
i —] [ >
ST o Y,
- Fig.4.35 -

Structura este simetrica si Incarcatd oarecare. Incarcarea oarecare se
descompune intr-o componenta simetrica si una antisimetrica. Se rezolva separat
pentru cele doua situatii de incarcare si apoi se suprapun efectele

Incircarea simetrica (fig.4.36)

Z, 7 R]p Rlp
15kN/m 15kN/m = — T —~ 20
. 20
31 -—
I I < SB - M 0
~ p
- 20
v o d 7 20
e 6 >l
I 1
Z=1 Z.=1 I T o
é El l; > M 6
ds ~
- /77; m /477 é/?‘ﬁ i
0.5E1 0,5EI 25 25

- Fig.4.36 -

In cazul incarcirii simetrice structura se comporti ca o structura cu noduri
fixe. Astfel rezult o singurd necunoscuti, rotirea nodurilor, grupati simetric. in
diagrama m; pe rigla momentul incovoietor este constant si egal cu 21;;-.

Rigiditatile practice ale barelor sunt:

—— 3EI =0,5EI; i, =i, = % =0,25EI

111' I
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Ecuatia de conditie este
r,Z,+R, =0
unde
r, =2-(EI+El) =4El; R, =2-20=40

R 40 10
Necunoscuta Z, = ——2 = ——— = ——
1, 4EI1 EI
Diagrama de moment incovoietor pentru incarcarea simetrica este

prezentatd in figura 4.36.

Incircarea antisimetrica. (fig.4.37).

Z1 Zl ZZ
15kN/m 15kN/m — —T
L ] 31
] SB
Y,
le 6 |
I 1
Rip Rip Rayp Z:=1 Z,=1 i SEL I21
~ ,—;qﬁ——> ~—~ El P —_—
E gy El
o [
; M 3p1 M1
= p d N £
77 Vo od ST777
0,5E1 0,5E1
T2
3]s | Z,=1 T 22
(1,3) (2.3) A7 ’:?tf»
— 0,375EI
11 7, =1 0,375EI
I I
(1) d2 m2
, 777
@) - el R £t
| ,
Vi, =V, = 4

36,92 36,92
as ;
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Structura fiind simetrica s§i incarcatad antisimetric va avea deformata
antisimetrica. Rotirile nodurilor se grupeaza antisimetric. Din incdrcarea cu
aceste rotiri pe rigla apare o diagramad antisimetricd cu valorile 6i;;- la
extremitati (a se vedea relatiile 4.32)..

Ecuatiile de conditie sunt :

{rnZl +1,Z,+R, =0

0,72 +r,Z,+R, =0

Coeficientilor necunoscutelor si termenii liberi sunt
r,, = 2-(EI+3EI) = 8EI;
1, =2-(=0,375El) = -0,75EI,
R, =2-20=40;

r,, -1+ (EI+0,5EI)- % +(EI+0,5EI) -i =0; 1, =-0,75EI

e, -1=2.0375El- 2 —2.0375E1. L =0; 1., =0375EI
4 4
Rzp-1+15-4%+15-4%:0; R, =—60

Sistemul de ecuatii este:
8EI-Z,-0,75E1-Z, +40=0
—-0,75E1-Z, +0,375El-Z, —-60=0
iar necunoscutele au valorile Z, =12,308/Elsi Z, =184,615/EI

Diagrama de momente Tncovoietoare pentru Incdrcarea antisimetrica este
prezentata in figura 4.37.

Prin suprapunere de efecte rezulta diagrama de momente incovietoare pe
structura reala cu incarcare oarecare (fig.4.38).

46,92

MF’

F
_=

108,077 508"

- Fig.4.38 -
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4.5. Efectul variatiei de temperatura

Pentru rezolvarea prin metoda deplasarilor a structurilor la actiunea
variatiel de temperaturd, sistemul ecuatiilor de conditie devine:

1,2, +1,2,+..+1,Z +R, =0
rZIZl +1,2, +..+1,,Z +R, =0 (4.33)

r.,.2,+r,2,+..+1r,Z +R_=0

unde termenii liberi, de forma Ry, reprezintd reactiunile din legaturile
suplimentare datorita actiunii variatiei de temperatura.

Particularitatea calculului prin metoda deplasarilor constd in modul de
evaluare a efectului variatiei de temperatura asupra sistemului de baza. Variatia
de temperatura actioneaza asupra sistemului de baza prin temperatura medie din
axa barelor, care produce modificarea lungimii acestora si prin diferenta de
temperaturd intre fata superioard si cea inferioard a barelor care produce
curbarea barelor.

Sistemul de baza fiind multiplu static nedeterminat, ambele actiuni produc
eforturi, la capetele barelor luand nastere momente Incovoietoere de tipul
momentelor incovoietoare de incastrare perfectd. In concluzie existd o diagrama

M, care se obtine prin suprapunerea celor doua efecte, respectiv:
0 0 0
M, =M_+M, (4.34)

unde M. reprezinti efectul temperaturii medii, iar M}, efectul diferentei de

temperatura.

Pentru exemplificarea modului de rezolvarea a unei structuri la actiunea
variatiel de temperaturd se considera cadrul din figura 4.39. Se considera
T>T,>T:>T4>0.

Efectul temperaturii medii. Temperatura medie din axele barelor provoaca
(prin modificarea lungimilor acestora) deformarea sistemului de baza. Pentru
determinarea momentelor incovoietoare de la capetele barelor trebuie calculate
rotirile acestora. In acest sens se studiazi modul de deplasare al nodurilor
structurii articulate. Calculul rotirilor barelor se realizeaza prin simple
consideratii geometrice, deoarece pentru fiecare bara variatia lungimii este
AL; =oa-L; -t (unde t, reprezintd temperatura medie din axa barei ij).

Ale =a- L12 T AL13 =a- L13 s AL24 =a- L24 T
tm ALz4 _ALB tm Ale tm
Qp =— P; = : P, =0
L, L,
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2 h,,
tm
61,,0,,
0
tm MAt
“7 At
El,,oo —2*

24
24

- Fig.4.39 -

Efectul diferentei de temperaturi. Diagrama M} se obtine imediat
deoarece pentru cele doud tipuri de bare se cunosc expresiile momentelor de

incastrare perfectd (vezi exemplul 3.8):

Atij
M ij =-M [
ij
At.
M ZEEIika .
2 hy

Diagramele se deseneaza de partea fibrei mai reci (fig. 4.39).
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Pentru calculul termenilor liberi se considera ambele diagrame. In figura
4.40 sunt reprezentate elementele pentru calculul termenilor liberi.

Rt Roy q - Ry,
~—~ i ! >
=) ((7 T T
~~ >~
~~r
Rs
—_— -
Tis _!> 1 /4; /4;
- Fig.4.40 -

Reactiunile din blocajul de nod se calculeazd din echilibrul de nod
(>M, =0), respectiv

At . m 3 At . m
R, +El,a—%-6i,y,; ——El,a—2 —3i,y,3 =0
12 2 13
At . m At
R, —El,a—2~6i,0; +EL,a—*=0
12 24

Reactiunea din legdtura de grad de libertate se determind din ecuatia de
proiectie pe orizontala (in cazul de fata structura reala este cu stalpi verticali)

ZXi =0; R; +T;=0
unde

At 1 . m
EEIBOL B+ 3y
2 h, L; L

T,=
sau utlizdnd principiul lucrului mecanic virtual (pe structura articulatd a
structurii reale).

At
SL=0; R13-1+%EII3OL 2

1 A |
'L_+3113(P13 .L_ZO

13 13 13

Observatie: In cazul de fata, deoarece momentele incovoietoare de pe
stalpul 2-4 sunt egale si de sens contrar, ele nu intervin in calculul reactiunii Rs,.
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Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii (4.32), momentul incovoietor intr-o
sectiune curenta se obtine prin suprapunere de efecte, respectiv

M, =M +m,Z, +m,Z, +..+m_Z_ (4.35)
unde M? are expresia (4.34)

EXEMPLUL 4.9 Sa se traseze diagrama de moment Incovoietor la

structura din figura 4.41. Se considera EI=10° kNm?, o=10" grad’l, 1ar
inaltimea sectiunilor transversale ale barelor sunt: pentru rigle h=60cm, iar
pentru stalpi h=40cm.

Structura este aceeasi cu cea de la exemplul 2.3, care a fost rezolvata prin
metoda eforturilor.

In metoda deplasirilor, structura este cu noduri deplasabile si comporti 3
necunoscute (rotirile celor doud noduri rigide si translatia pe orizontald la
nivelul riglei).

Sistemul ecuatiilor de conditie este:

1,2, +1,2,+1,Z,+R, =0
1,2, +1,2,+1,2Z,+R, =0
5,2, +1,2, +1,,Z, +R,, =0

Calculul rigiditatilor practice ale barelor:

i, =i, = % =0,333El; i, = % = 0,375EI; iy, = % = 0,75EI

Deoarece sistemul de baza este static nedeterminat, in aceasta metoda
existd diagramd de momente incovoietoare produse de variatia de temperatura
o __ 0 0
M =M_+M|.
Diagrama M| se obtine usor, deoarece se regasesc cele doud diagrame tip,

respectiv
A
M3 =§E112a b 23405107222 — 75kNm
2 h,, ,40
At i
Mj, =M3, =El,,a—2=3-10’-10" 20 100kNm
23 ’
At
M, =3E135a 5 23.3.10°.107° . ~2L — 150kNm
2 h, 2 ,60
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-5° 5

) ) tm=5°
2 31 3 31 At=20°
_50 1 on
[ +15° +15° SB
1 4
| 8 | 4
* "I g
. 1,5E1
i 0,75E1 T2 3
El > _’E
1,5E1 m;
150
rys I3 r33 100
~— 0,333EI ’\033315 | | | :E
‘E ‘E MAt
3’
- ~
2’4 ,j” \ \\ ALy,
AL :I: (P13 \ NS
12 N tm \§c§
N0,
N
1
AL, + AL, AL,
dtm
161,23

20

/Mm 119,26
41,98

- Fig.4.41 -
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Pentru a determina efectul temperaturii medii este necesar studiul

structurii auxiliare supuse variatiei lungimii barelor sub actiunea acestei
temperaturi

AL, =a-t_,-L,=0a-5-3=15a
AL, =a-t_,,-L,; =a-5-8=40a
AL, =a-t_,,-L,, =a-15-3=45a
AL, =a-t_,.-L,,=a-5-4=20a
Cu aceste alungiri ale barelor se stabileste noua pozitie a nodurilor si

rotirile barelor, cu care se calculeaza momentele Incovoietoare.
Unghiurile de rotire ale barelor sunt:

Al,; + Al Al
yiz = Ol 35 _ 400 + 200 200 i = s =§oc
L12 3 L34 3
Al,, — Al - Al
i = Bl D _ 450 —15a :Ea; o T 45a 11250
L, 8 8 L, 4

Momentele incovoietoare produse de temperatura medie sunt

M} =3i,y; =3-0,333-10°-20-10" = 20kNm
My =My, =6i,y5 =6-0,375-10° -%0.10‘5 = 8,44kNm
M} =3i 3 =3-0,75-10° -11,25-10 = 25,313kNm

M =3i,yy =3-0,333-10° -? 107 = 6,667kNm

Reactiunile din blocajele de nod (fig.4.42) sunt:

I Iz I3 R

1t
100 8,44
~ P ™
‘) 1,5EI )075151 L H ) )
H H , 75 L
EI 0.333EI - 20
- o I3 R 15025313
0.75EI ( “N205E] Lo Baa 10 |
s e @y ) )
v \ g N
EI 0,333El 6.667
_Fig.4.42 -
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1, = 2,5EI; 1, = 0,75EI; r, =-0,333EI; R, =344
r,, =0,75EI; r,, =4,75El; r,, =—0,333El; R, =-60,206

Reactiunile din legatura de grad de libertate (fig.4.43) sunt:
I31
! :EI ! ZAN ! EI/;;E; AN
r33
;|;/ 0,333EI 2,333]51& zoi 75 6,662

r32

R3¢

D

- Fig.4.43 -
I, -1+El-l:O; 1, =—0,333EI
3
L, -1+EI%:O; 1, =—0,333EI
1 1

r,-1-0333El-——0333El-—==0; 1, =0,222EI
3 3

R,, -1+(75+20)%+6,667%=0; R, =-33,889;

Sistemul de ecuatii are forma
2,5E1-Z, +0,75E1- Z, — 0,333El- Z, + 3,44 =0

0,75EI-Z, +4,75E1- Z, — 0,333El - Z, — 60,206 =0
—0,333EI-Z, — 0,333EI- Z, + 0,222EI - Z, — 33,889 =0

cu necunoscutele Z, =20,571/El, Z, =24911/EI s1 Z, =220,878/El
Diagrama de momente Incovoietoare calculata cu relatia

0
M, =M, +mZ, +m,Z, +m,Z,

este datd in figura 4.41.
Se constatd cd diagrama de moment incovoietor este identicd cu cea
obtinutd in exemplul 2.3 rezolvat utilizand metoda eforturilor.
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4.5. Efectul cedarilor de reazeme

Datorita cedarilor de reazem, barele sistemului de baza se deformeaza
prin rotire de nod si/sau rotire de bard si in consecintd vor apdrea eforturi.
Rotirile de bara se calculeazd pentru fiecare cedare de reazem in parte din
conditii geometrice. In acest sens se studiazi modul de deplasare al nodurilor
structurii articulate la care s-a eliberat legatura pe directia cedarii de reazem
respective. In cazul structurilor cu noduri deplasabile se mentine si legitura de

grad de libertate. Momentele de incastrare perfectd care apar in diagrama M,
se determina utilzand relatiile (4.20-4.22) si (4.24-4.25)

Pentru rezolvarea prin metoda deplasarilor a structurilor la actiunea
cedarilor de reazeme, sistemul ecuatiilor de conditie devine:

1,2, +1,2,+..+1,Z +R,, =0
rZIZl +1,2, +...+1,,Z +R,, =0 (4.36)

r, 2, +r,2,+..+1r,Z +R_, =0

unde termenii liberi, de forma Rj, reprezinta reactiunile din legaturile
suplimentare datorita cedarilor de reazeme.

Calculul termenilor liberi din sistemul de ecuatii (4.36) se conduce dupa
regulile cunoscute.

Dupa rezolvarea sistemului de ecuatii (4.36), momentul incovoietor intr-o
sectiune curenta se obtine prin suprapunere de efecte, respectiv

M, =M, +mZ +m,Z, +..+m,Z (4.37)

EXEMPLUL 4.10. Sa se traseze diagrama de moment incovoietor la
structura din figura 4.44 supusa actiunii ceddrilor de reazeme. Se considera
EI=10° kNm’, Au=1,2cm, Av=1,5cm.

Structura este aceeasi cu cea de la exemplul precedent. Sistemul ecuatiilor
de conditie are forma

1,2, +1,2,+1,Z,+R,, =0
1,2, +1,2, +1,,Z, +R,, =0
5,2, +1,2,+1,,Z,+R;, =0

Deoarece sistemul de baza este static nedeterminat cedarile de reazeme
vor produce eforturi, respectiv

o 0 0
M,=M,, +M,,.
0 = : 0 -
unde M, este produsda de cedarea de reazem Au, iar M, este produsd de

cedarea de reazem Av.
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Vi, SOE T KGE
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ks N
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Av
Vs

Av/

STE T

421,875
goo = =4

0 421,875 0

MA“ /k/MAV

316,82
140,70
176,35 176,12
M,
- Fig.4.44 -

Este de preferat sa se analizeze separat efectul fiecarei cedari de reazem.
Astfel pentru cedarea de rezem Au, se analizeaza structura articulata la
care s-a eliminat legatura pe cedarii de reazem, mentinandu-se legatura de grad
de libertate. Mecanismul este format dintr-o singurd bara, stalpul 1-2, pentru
care rotirea de bara este
aw Au 0,012

Yy =
L,, 3
iar momentele de incastrare perfecta sunt

=4.10"
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M5! =3i,y5 =3-0,333-10° - 4-10 = 400kNm

Pentru cedarea de rezem Av, se analizeaza structura articulata la care s-a
eliminat legatura pe directia cedarii de reazem, mentinandu-se legitura de grad
de libertate. Mecanismul este format din doua bare: stalpul 1-2 si rigla 2-3.
Stalpul se translateaza pe verticala, iar rigla se roteste cu unghiul

. A ,01 .
ph = AV 0015 e05 10
L23
Momentele de Incastrare perfecta sunt
M3 =M3) =6i,,y5 =6-0,375-10 -1,875-107 = 421,875kNm

Calculul termenilor liberi (fig.4.45)

Ria Roa Rsa
— 421,875 —~ ~ >
I-rl AN
1-' ) 421,875( 400
o’
400
- Fig.4.45 -
R,, — 421,875+ 400=0; R,, =21,875
R,, +421,875=0; R,, =—421,875
R3A-1—4OO%:O; R,, =133333

Sistemul de ecuatii are forma

2,5E1-Z, +0,75EI-Z, —0,333El- Z, + 21,875=0
0,75EI-Z, +4,75E1- Z, — 0,333EI- Z, — 421,875 =0
~0,333EI-Z, —0,333EI- Z, + 0,222F1 - Z, + 133,333 =0

cu necunoscutele Z, =-93,278/El, Z, =-140,809/EI s1 Z, =-951,731/EI
Diagrama de momente incovoietoare calculata cu relatia
M, =M +mZ +m,Z, + m,Z,
este datd in figura 4.44.

Se constata ca au fost obtinute aceleasi valori ca si in cazul rezolvarii prin
metoda eforturilor (exemplul 2.4).
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CAPITOLUL V

APLICATII ALE METODEI DEPLASARILOR.
CALCULUL STRUCTURILOR PRIN APROXIMATII
SUCCESIVE

Calculul structurilor prin cele doud metode generale, metoda eforturilor si
metoda deplasdrilor, necesitd alcatuirea si rezolvarea unui sistem de ecuatii,
operatii care implicd un consum mare de timp, in cazul structurilor cu numar
mare de necunoscute.

Din aceastd cauza, s-au cautat alte cai pentru calculul structurilor, fara a
rezolva direct sistemul de ecuatii. Modalitatea de rezolvare o constituie
utilizarea aproximatiilor succesive.

Se stie, din calcul matriceal, ca un sistem de ecuatii liniare, a carui matrice
a coeficientilor necunoscutelor este simetricd fatd de diagonala principalda si
pozitiv definita (determinantul principal este pozitiv), are intotdeauna asigurata
convergenta procesului iterativ daca se foloseste rezolvarea succsesiva a
ecuatiilor. Sistemele de ecuatii care apar in problemele Staticii Constructiilor
respectd aceste cerinte.

Dar pentru asigurarea rapiditatii convergentei este necesara satisfacerea
unor conditii restrictive. De aceea se utilizeaza criteriul lui Wittmeyer, pe baza
caruia in fiecare ecuatie trebuie respectatad inegalitatea

I AN ) (5.1)

adica valoarea coeficientului principal sd fie mai mare decat suma valorilor
absolute ale coeficientilor secundari. Se obtine o convergenta cu atat mai buna
cu cat inegalitatea este mai accentuata.

Acest criteriu este indeplinit in bune conditii la structurile cu noduri fixe.
La structurile cu noduri deplasabile, in ecuatiile de grad de libertate, aceasta
conditie nu mai este satisfacutd, dar pe ansamblul sistemului de ecuatii conditia

este satisfacutda (Dr, >Z‘rij

deplasabile convergenta procesului iterative existd, dar este mai lenta.

Calculul static al structurilor prin aproximatii succesive se conduce pe o
schema care se confunda cu schema geometrica a structurii. Astfel nu mai este
necesar a se mai scrie sistemul de ecuatii, rezolvarea efectuandu-se in functie de
caracteristicile geometrice ale structurii si de incarcarile exterioare.

Semnificatia fizicd a calculului prin aproximatii successive - in metoda
deplasarilor - este urmatoarea: are loc trecerea treptatd de la sistemul de baza cu
toate nodurile blocate, la structura reald. In acest capitol se vor prezenta

I'ij

,1#]). In consecintd la structurile cu noduri
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procedeele iterative pentru calculul structurilor cu noduri fixe si a structurilor cu
noduri deplasabile.

5.1. Structuri cu noduri fixe

Procedele de rezolvare a structurilor cu noduri fixe prin aproximatii
succesive sunt numeroase. Se pot aminti: procedeul iterarii rotirilor, procedeul
distribuirii s1 transmiterii momentelor (procedeul Cross), procedeul Dasek,
procedeul Kani. In continuare se prezintdi numai procedeul distribuirii si
transmiterii momentelor, deoarece este cel mai des utilizat in practica.

5.1.1.Procedeul distribuirii si transmiterii momentelor (Procedeul Cross)

Aceastd procedeu utilizeazd 1n operarea prin iterare momentele
incovoietoare. Atat in schema de iterare cat si in calculul elementelor initiale,
rotirile nodurilor nu apar explicit, ci numai indirect prin efectul lor asupra
barelor.

Procedeul a fost elaboratd de Hardy Cross in 1932 si are la baza
semnificatia fizicd a trecerii structurii din pozitia cu toate nodurile blocate in
pozitia deformati reald. In sistemul de bazi nodurile sunt blocate. In unele
noduri sau in toate, sub actiunea incarcarilor, apar momente de incastrare
perfecta neechilibrate, capabile sa produca rotirea nodurilor la deblocarea
acestora. Cum calculul iterativ implica deblocarea succesiva a cite unui singur
nod, problema se reduce la a analiza procesul de calcul necesar in cazul
deblocérii unui nod si apoi extinderea concluziilor pentru obtinerea solutiei la
structurile cu mai multe noduri.

Fie structura cu noduri fixe din figura 5.1 la care se cunosc lungimile
barelor, caracteristicile sectiunilor transversale si incarcérile exterioare.

Sistemul de baza se obtine prin introducerea unui blocaj de nod in nodul
rigid. Ecuatia de conditie este

,Z,+R, =0 (5.2)

Din incarcarea sistemului de bazd cu rotirea Z;=1 se obtine diagrama
. o . c A o . . . 0
unitard m, iar din incarcarea cu fortele exterioare se obtine diagrama M . Se
presupuneca M , >M ;.
Reactiunea r;; se obtine din echilibrul static al nodului 1, respectiv
i, 1, 31
e )

r, =41,,+41,+31, =4, -
, 1, 4 1,

unde i, reprezinta o rigiditate practica de comparatie, de exemplu i,=EI.
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- Fig.5.1 -
R i i 31 X )
Notand p,=-"; p, =-*; p,, =— -+ reactiunea r;; se poate scrie sub
1, 1, 4 1,
forma
r, :4i0(p13 + Py +p12):4iozp1 (5'4)

unde p,,, pi4 $1 pi» reprezintd coeficientii de rigiditate ai barelor 1-3,1-4
respectiv 1-2, iar Y p, reprezintd suma coeficientilor de rigiditate ai barelor ce

formeaza nodul 1.
Termenul liber este

R, +M,-M;=0 (5.5)
sau notdnd M, = M, -M,, - unde M. reprezinti momentul neechilibrat din
nodul 1, reactiunea R,, devine

R, =-M, (5.6)

1p -

Necunoscuta Z; capata forma

R
z, = M (5.7)

1 - .
I‘ll 4102p1 -
si reprezinta rotirea nodului 1, produsd de momentul neechilibrat M., cand
nodul 1 este deblocat.
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In aceasta pozitie, nodul 1 este in echilibru, iar momentele incovoietoare
ce apar pe bare tinand cont de relatiile (4.26) si (4.27) sunt:

. ) M, —
M, =M, -3i,Z, =M , -3i, .TZ‘P]:M o+ 1, M
) M, —
M,=-4,7=-4, 410291 =u,, M
M, 1 —
M, =-21,Z, =-21, 410291 = ) My, M (5.8)
. ) M, —
M13 - _M13 - 411321 = _M13 - 4113 . - _M13 + MISMI
4,2.p,
. . M, —
M, =M, - 211321 =M, 2113 =M, + M
4, p,

unde L,, K13 respectiv W4 reprezinta coeficientii de rigiditate ai barelor 1-2, 1-3,
respectiv 1-4 si au urmatoarele expresii:

_ P . _ Pz _ Py (5.9)

Ky, = H K3 = s Ui, =
12 Zpl 13 zpl 12 Zpl

Se remarca faptul cd suma coeficientilor de distributie dintr-un nod este
egald cu minus unu, Y p, =-1.

Aceasta proprietate rezulta scriind echilibrul nodului 1
ZMIZO; M,+M,+M, =0
M, +p,Mi+p, Mi-M,, +p .M =0
Deoarece
M,-M, =M,
rezulta

Ml(“lz THt “14): ~-M;
sau

Hip + My + 1y =—1 (5.10)

In concluzie, prin rotirea nodului 1, sub actiunea momentului neechilibrat

M., in sectiunile din nod ale barelor apar momente incovoietoare a caror
valoare se determina prin distribuirea momentului neechilibrat, proportional cu
coeficientul de rigiditate al fiecarei bare, iar la capetele opuse ale barelor dublu
incastrate se transmit momente egale cu jumatate din momentele distribuite §i
avand acelasi semn.
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Aceasta concluzie permite trecerea de la structura cu un singur nod rigid
la structuri cu mai multe noduri rigide.

In vederea stabilirii elementelor necesare operatiei de rezolvare a unei
structuri cu noduri fixe (fig.5.2,a) se parcurg urmatoarele etape:

- se stabileste sistemul de baza prin blocarea tuturor nodurilor rigide
(fig.5.2,b);

- se calculeazd coeficientii de rigiditate ai barelor pjj, functie de
caracteristicile barelor - lungime, momente de inertie si tipul de legaturi la

1..
capete. Astfel pentru bara dublu incastratd p; = =
i

0

, 1ar pentru bara incastratd

: 5 31,
articulata p, =—-—;
10
- se calculeazad suma coeficientilor de rigiditate in fiecare nod Xp;;
- se calculeaza coeficientii de distributie p;; in fiecare nod si pentru fiecare
bara;
- se calculeazd momentele de incastare perfecta Mj;;
- se alcatuieste schema de calcul in vederea Inceperii operatiei de iterare

(fig.5.2,¢);

¥ vV VvV ovy

= NV 2W4'3 44;
2

My Min MI_] MJ‘
| "I l hJ\ /U\\
/4% Nt \l/o ]
SB M,
5 6 7
Vool e el 7 77 77
a b
J— 1M ﬂ M.
piaM; MJ_J Hj3M;
~ — — M —
inM i M HijVLi
H 1}{,[ W Wiz H ‘i\l/\[/h M U3 pikM
[URT Mij Y | Wi i M jk
W6 M7
pisMi w7 M;

- Fig. 5.2 -

Pentru urmarirea cu usurintd a operatiei de iterare s-au considerat numai
nodurile i sij. Operatia de iterare reprezintd deblocarea succesiva a nodurilor si
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inregistrarea efectelor rotirii acestora sub forma momentelor distribuite si
transmise.
Se deblocheazd nodul i. Asupra acestui nod actioneazd momentul

neechilibrat total M; =M, —M,,, sub actiunea caruia nodul se roteste si apoi
ramane in echilibru. Acum nodul se blocheaza la loc. Pe bare au aparut eforturi.
In schema de iterare aceasta fazd se marcheaza prin distribuirea momentului
neechilibrat Mi la toate barele din nod. Momentele distribuite sunt p;Mi,

w,Mi, p,Mi si p,M;. Valorile astfel obtinute se transmit jumitate la
capetele opuse ale barelor dublu incastrate si se inscriu pe schema. De exemplu

la nodul j s-a transmis momentul 1 ]JwMi.
277

In schema de calcul, incheierea operatiilor de distributie si transmitere ce
urmeaza deblocarii unui nod se marcheaza prin cate o bard orizontald, ceea ce
inseamna ca nodul 1 este in echilibru, dar blocat.

Trecand la alt nod, de exemplu la nodul j, aici existd un moment

neechilibrat M; =M i +%Hijﬁi. Se deblocheazda nodul ;. Sub actiunea

momentului neechilibrat M, nodul se roteste si se opreste in echilibru, pozitie in
care se reblocheaza. Momentele ce apar pe barele nodului j se determind prin

distribuirea momentului neechilibrat Mj. Aceste momente sunt p; Mj, py, Mj,

pj3Mj si },lﬂMj, valorile lor inscriindu-se la capetele barelor. Urmeaza

transmiterea momentelor distribuite la capetele opuse. De exemplu la nodul i s-a
: | SR . :
transmis momentul El.,ljiMj. Se bareaza in nodul j coloanele de valori ce

marcheaza sfarsitul operatiilor de distributie s1 transmitere ca urmare a
deblocarii acestui nod.

Trecand succesiv de la un nod la altul se repeta ciclul celor doud operatii,
distribuire si transmitere, pand cand valorile momentelor incovoietoare cu care
ar trebui reluat ciclul sunt mici in comparatie cu valorile initiale. Aceasta situatie
corespunde pozitiei reale de echilibru a structurii, deci blocajele de nod pot fi
indepartate. Insumand valorile obtinute in fiecare coloani se capatd momentele
finale in sectiunile de la capetele barelor.

Observatii:

1) Deoarece in acest procedeu se opereaza cu eforturi si conditia de
echilibru static este respectata atat la fiecare deblocare cat si in final, verificarea
rezultatelor se obtine verificind satisfacerea conditiei de compatibilitate a
deformatei cu legaturile. Avand momentele incovoietoare finale se calculeaza
rotirile sectiunilor din jurul unui nod — rotiri care trebuie sa fie egale.
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Astfel pentru o bard situatd intre doud noduri rigide i si j expresiile
momentelor incovoietoare sunt:

Mij = Mij - 4pij9i - 2pijej
Mji = Mji - zpijei - 4pije

(5.11)

Deoarece M;; si M;; sunt momentele incovoietoare finale rezulta un sistem
de doua ecuatii cu doud necunoscute 0; si 0;.

Notand M; =M; —M;; si M; =M, — M rotirile capata forma

* *

M. -2M. . M. —2M..
0 =—t — Vg9 =—-»<=1I — & (5.12)

1 J

6p, 6p;

Pentru o bara Incastratd la capatul 1 si articulata in k expresia momentului
incovoietor M; este

M, =M, -3i,6, =M, —4p, 6, (5.13)
Notand M, =M, —M,_, rotirea sectiunii 7 este

6, = (5.14)
4P,

2) La structurile simetrice — la care calculul se conduce pe semistructura
trebuie avut in vedere urmatoarele:
- daca axa de simetrie intersecteazd o bara la mijlocul deschiderii

. o eee : . 1 .
atunci in cazul Incarcarii simetrice se considera p, = Epij’ iar n cazul
incarcdrii antisimetrice se considera p,, =1,5p,
- daca axa de simetrie se suprapune peste axa unei bare atunci in cazul

e e . a1
incarcarii antisimetrice se considerd p; =—p. .
ij 2 i
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Exemplul 5.1 Sa se traseze diagrama de moment incovoietor la cadrul din
figura 5.3, utilizand procedeul distribuirii si transmiterii momentelor.

4 0,375 -
T e
< I p 0,25
15kN/m 3
3 T 3 T ¥ 1 3 5 -
31 31 /4% 0,375 0,5
SB
- 37777 6 Y T 77
| | l J 7
I T I |
/90 /35,37
- m
M 70,617/
67,541 45 45 56,54
J\ 16,14 /| 15,67
M M .
N 2,07
0 M
Mp p Z
ST77
7,83

- Fig.5.3 -

1,04

Calculul rigiditatilor practice si al coeficientilor de rigiditate ai barelor

Pentru 1, = Else obtine

i, = % = 0,25EI
i, = % = 0,5EI;
iy = % = 0,5EI;
i = % = 0,25E1
iy = % = 0,5EI
iy, = % = 0,25E1

P12 _1-1_2:0925
1y
3,
P1a 43, =
P2 _I.A:O:S
1y
—iﬂ—o 25
p26 . — Y
1,
31,
Pas 43,
Py, =21 =025
1y

-161 -



Calculul coeficientilor de distributie

Nodul 1
30, =Py + P, =0,25+0,375=0,625

hp =2 == D2 0400
S, 0,625
__ P 035 4600

M =TS T 0,625

Nodul 2
D Py =Pus FPas +Pag + Py =0,25+ 0,375+ 0,25+ 0,5=1,375

L
Sp, 1375
== = OB oo
d>p, 1375
Hay =~ Das __ 0.2 =-0,182
Sp, 1375
p23 095
=B - 7 = 0364
s s 71375
Nodul 3

D Py =Py +py; =0,5+0,25=0,75

p32 095
=— =— =-0,667

Ui, sz 0.75
=Py OB 333

Ui = Zp3 0375

Calculul momentelor de incastrare perfecta

_3PL_3-80-6

M, =90kNm
16
2 2
M,, =M, _pL 156 =45kNm
12 12
2 2
M, :%: 15:6 =67,5kNm
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In schema de operare, momentele de incastrare perfectd au fost inmultite
cu 100 pentru a nu se lucra cu zecimale. Momentele de incastrare perfecta se
calculeaza in valoare absoluta, urmand ca semnul real sa se introduca in schema

de calcul (pentru aceasta se va vedea diagrama Mg pe sistemul de baza). Se

considera momentele pe nod.

Elementele necesare alcatuirii schemei de calcul fiind stabilite se poate
trece la Intocmirea acesteia si inceperea operatiei de iterare (fig.5.4). Ordinea de
deblocare a nodurilor si valorile momentelor neechilibrate in fiecare faza a
ciclului sunt indicate in tabela de langa schema de calcul.

-3537
— 5 Nod Moment
158 neechilibrat
+5400 ; ig(())(())
-9000 | K N
9/ e 1 2 |+1051
S
' -0,400 ? —lgé
+—36g(6) 2 | +83
) 3 -15
+1614 _+38 15654 1 g
— r -
ol 4 3 1567 21
27061 -15 +3537 +5 +10
— +19 -30 -15
—=2 191 +64 +128
—=23 +1800 -383 -192
_6%28 o 0,182 4| 1501 +3002
Cltl 2 gh +4500 -4500 gﬁ 3
/5; T 0182 T 0333
-191
15 +1498
— +64
| 783 ]| 64
— +2 | =22
207 -8 +33 | +1567
-6 +749
- Fig.5.4 -
Se deblocheaza nodul 1. Sub actiunea momentului neechilibrat

M, =-9000, nodul se roteste pand ajunge in pozitia de echilibru. In aceasti
pozitie nodul se blocheaza la loc. Momentele distribuite barelor din nodul 1

sunt:
M,, =—0,6 - (~9000) = 5400

M,, =—0,4 - (~9000) = 3600
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Momentul M, se transmite la capatul 2 cu coeficientul de transmitere
ldeci
2

M,, :%-3600:1800

Momentul M4 nu se transmite la capatul 4 deoarece acest capat este
articulat s1 My;=0.

Dupa operatiile de distribuire si transmitere, valorile momentelor din
nodul 1 se bareaza ceea ce inseamna ca nodul este in echilibru.

Se trece la nodul 3 unde momentul neechilibrat este Ms =-4500.
Momentele distribuite la barele din nodul 3 sunt:

~0,667 - (—4500) = 3002
~0,333 - (-4500) = 1498

M32
M37

Aceste valori se transmit la capetele opuse

M, =%-3002=1501
M., :%-1498 = 749

Acum nodurile 1 si 3 sunt in echilibru si numai nodul 2 este dezechilibrat.
Momentul neechilibrat M, are valoarea:

M> =-6750+4500 +1501+1800=1051

Acesta se distribuie la barele nodului 2 astfel

—-0,182-1051=-191
—-0,364-1051=-383
-0,182-1051=-191
,s =—0,272-1051=-286

21
23

N

222%

Aceste momente se transmit la capetele opuse ale barelor nodului 2, cu
exceptia barei 2-5 care este articulatda in 5. Operatia continua in acelasi mod cu
nodurile 3,1,2,... pana cand valorile obtinute sunt foarte mici in raport cu cele de
la care s-a pornit. Ultima operatie este o distributie, astfel incét toate nodurile sa
fie in echilibru.
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Insumand valorile pe coloane se obtin valorile finale ale momentelor
incovoietoare cu care s-a trasat diagrama M, (valorile au fost impartite la 100
pentru a se obtine ordinul de marime de la care s-a plecat) din figura 5.3.

Verificarea diagramei de moment incovoietor M,. Se verificd rotirile
sectiunilor din nodul 1 al barelor 1-2 si 1-4.

91_2 _ le B 2M12 Sl 91_4 - _ M41
6p,, 4p,,
unde M,, =+3537 - 0=1435,37

M,, =+16,14 - 0=16,14
M, =-35,37 — (=90) = +54,63daNm
_16,14-2-(3537) _

0,, = _3640; 0, =——%03
6-0.25 4.0375

Rotirile rezulta aproximativ egale, deci calculul momentelor este corect.

=-36,42

Exemplul 5.2 Sa se traseze diagrama de moment incovoietor la grinda
continud din figura 5.5, utilizdnd procedeul distribuirii §i transmiterii
momentelor.

Aceastd structura a mai fost rezolvata in paragraful 3.1 utilizdnd ecuatia
celor trei momente. Grinda continud din figura este o structura cu noduri fixe,

deoarece prezenta rezemului fix (in cazul de fatd articulatia) nu permite
translatia pe orizontala.

120kN 20kN/m 60kN 610kN
pay T T 21 AN
L34 3 6 L2, 4 g2
! ! I " D
0,125 0,167 0,188
B & ~ ~ AN
P 0 1 2 3
135 135
60 60
MO
' M A A L] [
92,51 80,22




Calculul rigiditatilor practice si al coeficientilor de rigiditate a1 barelor
Pentru 1, = Else obtine

EI
101:—‘“—E:0,167EI; Poi :é'lﬂ=0,125
L, 6 4 i,
El 1
o= Bl gi67m; L =l2—0167
L, 6 1,
El 1
i o=l 2Bl o5 p, =2 1520188
L, 8 4 1,
Calculul coeficientilor de distributie
Nodul 1
D> P =Py + P, =0,125+0,167=0,292
Mm:_[m :_Qusz_mng
d>p, 0,292
", =— P _ 0167 — 0572
Zpl 0,292
Nodul 2
sz =P, + Py =0,167+0,188=0,355
wy =—e YT 479
>p, 0355
= -2 = I 530
sz 0,355
Calculul momentelor de incastrare perfecta
M, :3PL _ 3-120-6  135KkNm
16
2 2
M, =m, =PL _ 200 Goienm
12 12
) :3Pa(L—a) :3-60-2'6 135KkNm
2L 2-8

Echilibrarea nodurilor este prezentata in figura 5.6.
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—%
87

+4 152
+65 1296
3210 T4290
13500 +6000

20,428

-8022

-0,572

N -

- Fig. 5.6 -

221
+44
+
305 8022
1648 23
-4533 343
+2145 5112
-6000 | o 2 2 |+13500
< "
S I N\
ZAN
Nod | Moment neechilibrat
1 -7500
2 +9645
1 -2266
2 +648
1 -152
2 +44
1 -10

Diagrama de moment Incovoietor este trasata in figura 5.5. Se observa ca
s-au obtinut aceleasi valori ca si la exemplul 3.1.

Exemplul 5.3 Sa se traseze diagrama de moment incovoietor la structura
simetrica din figura 5.7, utilizdnd procedeul distribuirii s1  transmiterii

momentelor.
lgokN l801<N
2 41 2 -~
I 1
30kN/m =
r 31 v 3 31 13 RS
21 21 1
I 20 <
Veood el Y rod -
2 4 4 2
| I ol |
f 1 t ;
120
1 s
0,25
i 60
2 4 40 40
- R /k
0,6 N T~ &
0.25 0
3 p MP
ST77 7
semistructura
- Fig.5.7 -

» -
0,5
0,25 0,25
p SB
2 4 2’
= -
0,75 0,75
0,25 0,5 0,25
3 5 3’
ST77
57,44 57,44

60 :70,75 24,62 70,75 k%0

10,25 \]_/FIO,ZS
5,13

5’1;-;77 > /7-x7




Structura este simetrica si incdrcata simetric. Se comportd ca o structura
cu noduri fixe. Coeficientii de rigiditate s1 momentele de incastrare perfectd se
calculeaza pe structura intreagd. Calculul iterativ se va efectua pe semistructura.
Pe rigla superioara — intersectatd de axa de simetrie — coeficientii de rigiditate se

1
corecteaza p,, :Ep

i

Calculul rigiditatilor practice si al coeficientilor de rigiditate ai barelor

Pentru 1, = Else obtine

1
Pis = Epll' =0,25

1
P =Py =-7=025
1y

1
Py =Pyy =-=0,25
1y

1
P =P2s = % =0,75

0

Pas = l.ﬂ =0,5
1,

ill,:%:O,SEI; Py =-=0.5;
0
1, =1, = ElL_ 0,25EI;
4
1y, =1,y = El =0,25EI;
4
1o, =1y, = SEL_ 0,75EI,;
4
: 2EI
145 :T: O,SEI,
Calculul coeficientilor de distributie
Nodul 1
> P =p, +p,=025+0,25=0,5
= -2 =02 0500
2P 05
=2 = 22 0500
2P 05
Nodul 2
D P, =P+ Py P =025+025+0,75=1,25
ny =—2e =925 5209
>p, 125
wy =—2z B2 900
> p, 1,25
0,75

P2y
=— = =-0,600
g sz 1.25

- 168 -



Calculul momentelor de incastrare perfecta

2 2
Momentul pe consola M = pL _30-2° _ 60kNm
M, =M, - Pa(L—a) 80-2-(8-2) 120KNm
L 8
2 2
M, =M, =PL 30 4iNm
12 12

Schema de iterare este data in figura 5.8, iar diagrama finala este data in
figura 5.7. De remarcat faptul ca momentul incovoietor de pe consola intervine o
singurd data in iterare, respectiv la prima echilibrare a nodului 2.

+5744
__-6
-250
-6000
L S| +12000
-0,500
-6000
4500 Nod Moment
250 neechilibrat
+13 || 2100 1 +12000
7| 425 2 5000
5744 -125 1 +500
—== 2462
+1000 +7075 2 -125
-6000 -3000 +75 +38 1 +13
——[ 0200 | +3000 +1500
-6000 2 NS +4000 -4000
<
-0,200
+1000
+25
+1025
+513
+13
+500
ST77
- Fig.5.8 -
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5.2. Structuri cu noduri deplasabile

Comparativ cu structurile cu noduri fixe, la structurile cu noduri
deplasabile, rezolvarea directd a sistemului ecuatiilor de conditie este mai
dificila datoritd numarului mai mare de necunoscute. Sistemul de ecuatii contine
in afara ecuatiilor de nod, in care apar termeni noi, §i ecuatiile de grad de
libertate. Datorita acestor elemente, criteriul lui Wittmeyer nu mai este, in
general, satisfacut, fapt care influenteaza defavorabil asupra convergentei, ea
devenind lenta la structurile de forma oarecare.

In literatura de specialitate existi mai multe procedee de calcul pentru
rezolvarea prin iteratie a structurilor cu noduri deplasabile respectiv:

- procedeu de rezolvare in doua etape;

- procedeu de rezolvare intr-o singura etapa.

In continuare se prezinti numai procedeul de rezolvare in doud etape,
deoarece se aplica structurilor de forma oarecare si este cea mai des utilizatd in
practica.

In ceea ce priveste procedeul de operare intr-o singurd etapa, aceasta se
aplica numai structurilor cu stalpi verticali.

5.2.1.Procedeul de rezolvare in doua etape

Procedeul de rezolvare in doud etape reprezintd aplicarea procedeului
distributiei si transmiterii momentelor (procedeul Cross) in calculul structurilor
cu noduri deplasabile. Pentru a utiliza convergenta buna a procedeului Cross
aplicat structurilor cu noduri fixe, in calculul structurilor cu noduri deplasabile
se procedeaza in modul urmator:

- Structura cu noduri deplasabile (fig.5.9,a) se transforma in structurd cu
noduri fixe prin blocarea translatiilor pe directiile gradelor de libertate (fig.5.9,b)

- Structura cu noduri fixe va fi incarcatd cu fortele exterioare si cu
translatiile pe directiile gradelor de liberate Z; si Z,, initial necunoscute.

Etapa I* Structura cu noduri fixe este rezolvatd pentru incarcarile ce
intervin.

- Se trece la sistemul de bazd al metodei deplasarilor (fig.5.9,c) si se
alcatuieste schema Cross.

- Se incarcd sistemul de baza cu fortele exterioare si se obtine diagrama
Mg (fig.5.9,d). Momentele de incastare perfecta din diagrama Mg se

echilibreaza prin procedeul Cross si se obtine diagrama Mf), pe structura cu

noduri fixe — cu nodurile rigide deblocate si in echilibru;

- Se incarcd sistemul de baza cu translatia Z,=1 si se obtine diagrama m;
(fig.5.9,e). Momentele din diagrama m; se echilibreaza prin procedeul Cross si
se obtine diagrama m; - pe structura cu noduri fixe;
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- Se incarcd sistemul de baza cu translatia Z,=1 si se obtine diagrama m,
(fig.5.9,f). Momentele din diagrama m; se echilibreaza prin procedeul Cross si
se obtine diagrama m) - pe structura cu noduri fixe.

Daca structura are mai multe grade de libertate se continud operatiile
asupra diagramelor unitare.

Z
p P 1
_ v y v ¥ ¥ Y ¥ ¥
1 ZAN ZAN
_ Z,
P P
a y
3 b ;;%h
ZAN SNF ZaN
—
ST77 ST77 ST77
/ NI
¥ ¥
% ¥ ) =
Z,
c . AN d 0 _KE
SB M,
Pl Pl Z=1 e cd 777
Z_'%Q ) 1 B o d—cﬁ L
- 1 k Z,=1 |~ L
e é L % _>E 1
_— 1 L. f m, T
i 2L é 1
Ve Y7 T
7 777 L

- Fig.5.9 -

Etapa II° Etapa a doua consta in revenirea de la structrura cu noduri fixe la
structura reala cu noduri deplasabile punand conditia ca reactiunea totala din
fiecare legatura de grad de libertate sa fie egala cu zero, deoarece aceste legaturi
nu exista 1n realitate. Sistemul ecuatiilor de conditie, pentru structura analizata

are forma:

{r”ZI +1,Z,+R, =0 (5.15)

1,2 +1,2,+R, =0

S-a obtinut un sistem de ecuatii liniare (in acest caz doud ecuatii).
Coeficientii necunoscutelor si termenii liberi se calculeaza dupa regulile utilizate
in metoda deplasarilor.
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Cu necunoscutele Z; si Z, determinate se calculeazd momentele
incovoietoare pe structura reald — tot prin suprapunere de efecte

M, =M +mZ +m,Z, (5.16)
Observatii:
- Procedeul de operare in doud etape este avantajos pentru rezolvarea
structurilor avand un numar redus de grade de libertate elastica (1+3);
- In cazul structurilor la care se analizeazi mai multe ipoteze de incircare,
incepand cu ipoteza a doua se calculeaza numai diagrama M;, termenii liberi

din ecuatii si se rezolva sistemul de ecuatii, deoarece diagramele m;, m), etc
sunt unice, ele depind numai de caracteristicile structurii si nu depind de
incarcari.

- Dacéd fortele sunt forte concentrate, aplicate in noduri atunci Mg =0si1
Mf) = (), astfel cad termenii liberi din sistemul ecuatiilor de conditie se determina

direct ca efect al fortelor date.

Exemplul 5.4. Sa se traseze diagrama de momente incovoietoare la
structura din figura 5.10, utilizand procedeul de operare in douad etape.

Z,
30kN/m
60kN —_—
v ¥ v ¥ 3 v Vv Vv v v 3{%
31 EEAS 1 2 PN
I 1,51 <~ SNF
4 5
STF7 4 /7;7 3 | ST ST
* ™ 40

4OJ\

| |
0,75 AN E N z= E
0.25 gp 0,375 o
M,
p
Yoo

_ 1 Z:=1
7, =1
ES / 0,375E1 7/ AN E
0,563EI
1 m'
V= |
4 ST o7
0,375EI 0,563EI
- Fig.5.10 -
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Structura este cu noduri deplasabile avand un singur grad de libertate
elastica. Se trece la structura cu noduri fixe prin introducerea unei legaturi de
grad de libertate pe directia acestuia. Aceastd structurd este incarcata cu fortele
date si cu deplasarea pe directia gradului de libertate, care reprezinta
necunoscuta problemei.

Etapa I* Se trece la sistemul de baza prin introducerea de blocaje de nod
in nodurile rigide. Pentru alcatuirea schemei de calcul se determina urmatoarele
elemente:

- rigiditatile practice ale barelor

i =3Bl 0751 i =250 667EL
4 3

i = 025K i, =B 375E
4 4

- coeficientii de rigiditate ( se considera 1,=EI)

P, =0,75; py=0>5; p,=025; p,, =0,375;
- suma coeficientilor de rigiditate in noduri

Y=l Xp, =1,625;
- coeficientii de distributie

Nodul 1
Hip =— 0.75 =-0,750; Hiy =— 0.2 =-0,250
Nodul 2
0,75 0,5
=———=-0,461; =————=-0,308;
" T 625 M = 625
0,375
=-———=-0,231
Has =7 625
- momentele de incastrare perfectd sunt
2 2
mo=m, =PE 30t iNm
12 12
- momentele incovoietoare produse de deplasarea Z,=1 pe sistemul de
baza
M,=M,=6-1, vy, :6-0,25EI-%=0,375EI
Mo =M, =615 -y, :6-0,375EI&=0,563EI

eqe . . 0 A 1
Pentru echilibrarea diagramei M, in schema Cross, valorile momentelor

de incastrare perfecta se Tnmultesc cu 100.
Pentru echilibrarea diagramei m;, in schema Cross, valorile momentelor

incovoietoare se inmultesc cu 1000.
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Operatiile de echilibrare a momentelor prin procedeul Cross si diagramele
obtinute M si m,, sunt date in figura 5.11.

32,43

18,54

/4; 0,309EI

l?/0,141151

/

0,342E1 77

_I_
1347 YT
-7
+10 +19
82 41
+109 +219 +1854
951 -476
+1268 +2536 _+13
23000 -1500 | 1147
1 g +4000  -4000 g 2 S1r1694
0250 02317
-1000 +1270
3171 671 +110 [ +695
ETHI TN ]
—= -13
_ 3| s +1389 | 455
-1347 2500 +635
777 777
-315
-309 —
— +3 -141
-16 -8
+21 +42 +3
-184 92 -] 129
1 3| -130 260 | 2 | -173
™ < =
0,250 7 <-0,231"
+375 +563
-6; +342 :Il—;’(l) +508
— 3 XEI ) +10
+309 230 -65
1375 456 || +563
ST77
- Fig.5.11 -

N\

13,89_: E

0,315EI
0,456EI

f
my

7777
0,508EI

Etapa a - II" Se trece de la structura cu noduri fixe la structura reald cu
noduri deplasabile, punand conditia ca reactiunea totala din legatura de grad de
libertate sa fie egala cu zero

R1=0;

rllzl +R1p
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Calculul reactiunilor ry; si Ry, se face utilzand principiul lucrului mecanic
virtual (fig. 5.12).

o 60 Rip
(\ », - <\ C
/TN309EL TN 04S6ET T 1347 T 1389
A 0.342E1  \J# 0,508EI "L 6.71 L 6,95
- Fig.5.12 -

Astfel, pentru calculul reactiunii r;; se incarcd structura articulatd cu
N . . . £ . . C. .
momentele Incovoietoare din diagrama m, si se scrie conditia ca lucrul mecanic

virtual sa fie egal cu zero. Deoarece structura are stalpii verticali, vor produce
lucru mecanic numai momentele Tncovoietoare de pe stalpi.

SL=0

r., -1—(0,309EI + 0,342EI) - L (0.508E1+0,456E1) - L =0
4 4

r, =0,404EI

Pentru calculul reactiunii R, se incarca structura articulata cu momentele
A . . . £ . . . ..
incovoietoare din diagrama M si cu fortele date si se scrie conditia ca lucrul
mecanic virtual sa fie egal cu zero. Deoarece structura are stalpii verticali, vor

produce lucru mecanic numai momentele incovoietoare de pe stilpi si forta
orizontald din nodul 1.

SL=0
R, -1+60-1+ (13,47 +6,71)-%—(13,89+6,95)-%:0;
R,, =-59,835

Deplasarea Z,; are valoarea

_ —59,835 148,106
r,  0404El  EI
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Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia
M =M +m,Z,
p p

sunt date in figura 5.13.

79,08

43,94 82,19
- Fig.5.13 -

EXEMPLUL 5.5. Sa se traseze diagrama de moment incovoietor la
structura simetrica din figura 5.14 utilizand procedeul de operare in douad etape.

80kN
-
41
I Il «
60kN
<X
41
| I <
7 ST -
10
le N
I~ i
- Fig.5.14 -

Structura este identicd cu cea analizatdi in exemplul 2.3. Incircarea
oarecare este de tip antisimetric, respectiv numai componenta antisimetrica
produce deformarea structurii prin incovoiere (fig.5.15).

Pentru acest caz de incércare, structura este cu noduri deplasabile avand
doua grade de libertate elastica.

Structura cu noduri fixe se obtine prin introducerea de legaturi de grad de
libertate pe directiile acestora.

Etapa I°. Se trece la sistemul de baza prin introducerea de blocaje de nod
in nodurile rigide. Coeficientii de rigiditate se calculeaza pe structura intreaga.
Calculul iterativ se va efectua pe semistructurd. Pe riglele orizontale -
intersectate de axa de simetrie - coeficientii de rigiditate se corecteaza

Pis =1.5p;; .
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40kN 40kN
41 B ﬁ&
1 I !
30kN 30kN
2 2’
41 H§
1 I < SNF
3 3’
| |
[ d! Z,
¥ 0,4 E 0,6 —iE
0,25 0,25 0,25 7,
p p
» .°‘°§ .ﬁzhcﬁ
0,4 0,6 —
0,25 > 0,25 0,25
SB SB
777 777 IT777 .
Semistructura

2) FIX 1 0.375ET o E

AN 4
|« Z1=1
s 1 (3)[8 7 037581 7'
(2,3) paN ZAN
= 70,375E1
L é m;
PN 4 0,375E1 = 7777
(218 Z,=1
Z>=1 | 0,375E1
(1,2) Q I é AN
1 1 ;
. 4
(D ﬂnx _QE 0,375EI ‘ﬂ“’ﬁ_
m;
/4; 777

- Fig.5.15 -

Calculul rigiditatilor practice si al coeficientilor de rigiditate ai barelor
Pentru 1, = Else obtine

. 4EI
by =l == 7= 0,4EIL; Py =Pn=04;  p,=p, =06
.. EI

1, =1, = i 0,25EI; P, =Py =0,25

1y; =1y, = EL_ 0,25EI; Py; =Py =0,25
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Calculul coeficientilor de distributie
Nodul 1 an =p,, +pP, =0,6+0,25=0,85

= = 00 5906, py,=- 222020 g0
S, 085 Sp 085

Nodul 2 D Py =P Py P =025+0,25+0,6=11

T T TR, 5
2P, Ll 2P L

__ P 06 sy

Moy = sz 11
Fortele fiind aplicate in noduri diagrama M’ =0 si M =0. Vor fi

echilibrate prin procedeul Cross numai momentele din diagramele unitare m; si
m, (fig. 5.16).

0,706
A:
[\e}
>
(9]

I I
0,706
Q:

=N
(93]

-0,294 - 0,294
-375 375
+110 110
v 10
+2 332 -1 +11
- +5
- +
+55 -55
4375

375 [ 31
- 3
- 0,228 —

-0,228
| REIRe 2 ELTH &
(e} =
20,228 — 20,228 _—
+375 -73
-12 -1
"
+375 -37
ST77 ST
0,269E1

0,239E1
< ZaN W%
f
0,332EI 0,251151/4 m;
0,031EI AN 0,074EI :QE
0,363EI1 0,177E1

A BN

my >
0,369EI 0,037EI

- Fig.5.16 -
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Etapa a - IT"
Trecerea de la sistemul cu noduri fixe, la structura reald cu noduri

deplasabile. Sistemul ecuatiilor de conditie are forma
{rMZl +1,Z,+R, =0

1,2, +1,7, +R2p =0

Pentru calculul coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi s-a
utilizat principiul lucrului mecanic virtual (fig.5.17).

o 12 Rap
— 40 —
0-209ET AN =4 Aozor s : " =4
2 R
I 1p
\0332El s 0251EL (s —_— 30 —
T FAS § 0,074EL-TN —K § g é_{
0,363EI
0 369EI\) \/0,037EI
s s P8

- Fig.5.17 -

£, -1—(0,369EI + 0,363ED) -~ — (0,332E1 + 0,269ET)- - =0:  r, =03333EI
4 4

b

£ -1+ (0,037EI + 0,074E) - - — (0,25 1E1 + 0,239EI) - (— lj =0;r,, =—0,1503EI
4

4

£, -1+ (0,332EI + 0,269EI) - L =0 r,, =—0,1503EI
4

r,, -1—(0,251EI + 0,239EI) -% =0; r,, =0,1225E1

R, -1+30-1=0; R, =-30

R,, -1+40-1=0; R,, =40

Sistemul de ecuatii este

0,3333EI-Z, —0,1503EI-Z, —30 =0
—0,1503EI-Z, +0,1225E1-Z, —40=0

cu valorile necunoscutelor
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7 53L11 §iZ, = 978,17

' EI El

Diagrama finala de momente Incovoietoare se obtine prin suprapunere de
efecte, respectiv

M =M +m/Z +m.Z,
p

p

si este prezentata in figura 5.18.

90,91 /I/I/I/ 90,91
7 s

69,19 120,41 120,41

189,60 f)/ 69,197/
W <

‘ /777
159,79 7777 159,79

- Fig.5.18 -

EXEMPLUL 5.6 Sa se traseze diagrama de momente incovoietoare la
structura din figura 5.19, utilizdnd metoda de operare in doua etape. Se

considera EI=10° kNm®, a.=10"grad™, iar iniltimea sectiunilor transversale ale
barelor sunt: pentru rigle h=60cm, iar pentru stalpi hy=40cm.

Structura este aceeasi cu cea de la exemplul 4.9, care a fost rezolvata prin
metoda deplasarilor (prin scrierea sistemului de ecuatii).

Structura este cu noduri deplasabile avand un singur grad de libertate
elastica. Structura cu noduri fixe se obtine prin introducerea unei legéturi de
grad de libertate pe directia acestuia. Aceastd structura este incarcatd cu variatia
de temperatura si cu deplasarea pe directia gradului de libertate, care reprezinta
necunoscuta problemei.

Etapa I Se trece la sistemul de baza prin introducerea de blocaje de nod
in nodurile rigide. Pentru alcatuirea schemei de calcul se determind urmatoarele
elemente:

- rigiditatile practice ale barelor

i, =iy = % = 0,333El; i,, = % = 0,375EL; iy, = % = 0,75EI

- 180 -



Z,
-5° 5 t =50 —
o 31 31 3 N T
E ~N—
| 1 +150 4 +150 5 3 SNF
e 4
| |
lel

§ 0,333EI 0’333EI_>E
SB ‘ m;y

162,14

1 119,05

43,32 /rr
43,10
M

- Fig.5.19 -

- coeficientii de rigiditate ( se considera i1,=EI)
P2 =Pss =0,255 Py =0,375; pys =0,563;
- suma coeficientilor de rigiditate in noduri

> p, =0,625; > p, =1188;
- coeficientii de distributie

Nodul 2
0,25 0375
Ha = eas T O M= oss T 0O
Nodul 3
i

Diagrama de momente incovoietoare M? (fig.5.19) produsa de variatia de
temperatura pe sistemul de baza se obtine prin suprapunere de efecte, respectiv
M =M, + M,
unde M| este produsi de temperatura medie din axele barelor, iar M), este

produsa de diferenta de temperatura dintre fata inferioard si fata superioard a
barelor.
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Modul de obtinere al celor doud diagrame a fost expus in detaliu la
exemplul 4.9. In acest exemplu se prezinta direct diagrama M? :

Din incarcarea sistemului de baza cu deplasarea Z,=1, pe directia gradului
de libertate, se obtine diagrama m;.

Prin echilibrarea momentelor din diagrama M| se obtine diagrama M,
iar prin echilibrarea momentelor din diagrama m; se obtine diagrama
m; (fig.5.20).

+8956
0 -12469
3 -6 +14485
+37 +18
-62 -123 -8
+777  +388 -184
-1 951 002r TS 2854
+9156 - = S| +17531 144,85
2 g 10844 = ;ﬁﬁcﬁ 124,68
< <-0,210" —

-0,400 -
29500 667
+518 -1264 91,56 E

+25 -81 ,
+1 4 20,16
+8956 2016 f
PaN PaN My
167
215 —
4
22 +11 -115
-37 74 " >
) 8|20 1002 2 §| T
04005 <0.2107 =
’ 0,167EI
+333 +333
133 49 0,215EI 0,282EI
+15 El 2 A%E
+215 +282 f
A A "

- Fig.5.20 -
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Etapa a - II" Se trece de la structura cu noduri fixe la structura reald cu
noduri deplasabile, punand conditia ca reactiunea totala din legatura de grad de
libertate sa fie egala cu zero

R,=0; r,Z, +R, =0

Reactiunile r; si Ry se determind utilzand principiul lucrului mecanic
virtual (fig. 5.21).

I th
i | ; ;A‘ ; JZAN 91,56 20,16 AN
0,215EI 0.282ET )

- Fig.5.21 -
1 1
r,, - 1-0,215El-—-0,282El- —=0; r,, =0,166EI
3 3
! 1 0; R, =-37,24;

R, -1+91,56-~+20,16-~ =
3 3

Deplasarea Z; are valoarea

7 R, _ - 37,24 _ 224,337
"1,  O0,l66EI EI
Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia
M, =M, +m,Z,
sunt date 1n figura 5.19.
Se constatd cd diagrama de moment incovoietor este identicd cu cea
obtinutd in exemplul 4.9 utilizand metoda deplasarilor (prin scrierea sistemului
de ecuatii).

EXEMPLUL 5.7 Sa se traseze diagrama de momente incovoietoare la
structura din figura 5.22 incarcata cu cedari de reazeme, utilizand procedeul de
operare in doui etape. Se considerd: Au=0,6cm, Av=0,8cm, EI=10° kNm”.

Structura este cu noduri deplasabile avand un singur grad de libertate
elastica. Structura cu noduri fixe se obtine prin introducerea unei legaturi de
grad de libertate pe directia acestuia. Aceasta structurd este incarcatd cu cedarile
de reazeme si cu deplasarea pe directia gradului de libertate, care reprezinta
necunoscuta problemei.
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2
1
4
._A_ll 777
AV 1 le 3 e
/7#7
lel
. .
// |
4 I
/7 |
’ I
’ I
/7 :
/7 L d,
(1,2 7 11 Lzl =1 1
(2,3) 0,375EI
| 111 N
1
) (3) 4 0,375E1
0,3EI
1
1 — m;  0,375EI
4 8
(2) (1,2) | (1)
@
225
180
225
0
MAu
(1,2) | (1)
1 2) FIX
-—
0 400
Av l
Av
Av v
400
0
MAV
- Fig.5.22 -
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Etapa I Se trece la sistemul de baza prin introducerea de blocaje de nod
in nodurile rigide.
Calculul rigiditatilor practice ale barelor

1, :E:(),SEI; i, =E=O,2EI; i, =E=0,25EI
6 5 4

Calculul coeficientilor de rigiditate ( se considera 1,=EI)
P =05 p;s=02; p, =025
Calculul coeficientilor de distributie
Nodul 1 > p, =0,7
n, =-0,714; u,; =-0,286;
Nodul 2 ) p, =0,75
w, =-0,667; w,, =—-0,333;

Din incarcarea sistemului de baza cu translatia Z,=1 se obtine diagrama
de momente incovoietoare m,;.

Diagrama de momente incovoietoare M, produsi de cedirile de reazeme
pe sistemul de baza se obtine prin suprapunere de efecte, respectiv
M, =M, + M
unde M, este produsi de cedarea de reazem Au, iar M| este produsi de

cedarea de reazeme Av.

Pentru a determina efectul cedarii de reazem Au, se studiaza structura
articulata, la care se elimind legatura pe directia cedarii de reazem si se
introduce legatura de grad de libertate (fig.5.22). Astfel, mecanismului format i
se imprima deplasarea Au si se determina rotirile corpurilor. Datoritd prezentei
legaturii de grad de libertate bara 2-4 ramane fixa, iar barele 1-2 si 1-3 se rotesc
cu unghiurile

w Au 0,6-107

Vi = =0,75-10rad
-2
y = A4“ _00-107 61510 rad

Momentele de incastrare perfecta sunt:

M3 =M3 =6i,y; =6-0,5-10°-0,75-10" = 225kNm
M =M3 =6i,y =6-0,2-10°-0,15-107 =180kNm
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+21840

+6
+48
+403
+3383
+18000

+312

+2
+10
+300

0,312EI

-25679

~ +17620
- -10
+29 +15
-40 -80
+239 +120
+25679 -335 670
— +2011 +1005
_ 2816 5633
_* +16890 +8445
% +20844 +41688
1805 < | -62500 _ 52
f6766 | 1 = 625001 -4
+18000 -0,2860' 0--0,333
+20812
+8810 2812
-335
-3 40
20 5
-167
+
1406 17620
+10406, L
-324 —
T 16 +3
9 -18
+54 +27
1 S| 375 375|% 2 HE
(s o,
10,286 < <-0,333
+300 ié%%
+21 —
3 E | -l
— +365
-5
+375
777
0,365EI
0,324EI Yo, -
A= EANG
77
m;  0,37EI M,

- Fig.5.23 -
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Pentru a determina efectul cedarii de reazem Av, se studiaza structura
articulata, la care se elimind legitura pe directia cedarii de reazem si se
introduce legatura de grad de libertate (fig.5.22). Astfel, mecanismului format i
se imprimd deplasarea Av si se determina rotirile corpurilor. Datoritd prezentei
legdturii de grad de libertate bara 2-4 ramane fixd, bara 1-3 are o miscare de
translatie, iar bara 1-2 se roteste cu unghiul

w AV 08107
\ll12 = ? =
Momentele de incastrare perfecta sunt:

M =M =6i,y; =6-0,5-10"-0,133-10~ = 400kNm

=0,133-10rad

Prin echilibrarea momentelor din diagrama M, se obtine diagrama M|,
iar prin echilibrarea momentelor din diagrama m; se obtine diagrama
m; (fig.5.23).

Etapa a - II" Se trece de la structura cu noduri fixe la structura reala cu
noduri deplasabile, punand conditia ca reactiunea totala din legatura de grad de
libertate sa fie egala cu zero

R,=0; 1,Z,+R,, =0

Reactiunile ri; s1 Ry se determind utilzand principiul lucrului mecanic
virtual (fig. 5.24).

0324El  0365El 25678 17620 g,
0,324E1 ud N — 256,79 L o —
s 2 AN 036581 N AN 176,20
0,312EI
0,370EI 2184 88,10
- Fig.5.24 -
r,, -1—(0,312EI + 0,324EI)- e (0,324EI + 0,365EI)- (— 1) -
4 8
—(0,370EI + 0,365EI)- % =0
r,, = 0,4289EI
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R, -1-(218,4+256,79)- % +(256,79 +176,2)- (— éj -
— (88,10 + 176,20)% =0
R,, =238,996;
Deplasarea Z, are valoarea
R, 238996 557,23

"1, 0,4289EI EI

Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia
M, =M} +m,Z,
sunt date 1n figura 5.25.

27,19

44,54
76,25

118,07
Ma ’

- Fig.5.25 -

EXEMPLUL 5.8 Sa se traseze diagrama de momente Incovoietoare la
structura cu tirant din figura 5.26, utilizdnd metoda de operare in doua etape. Se
considerd EI=10° kNm’, E=2,1-10°kNm”’, A=6,28-10"m’ .

Rolul tirantului in alcdtuirea unei structuri este de a limita variatia
distantei dintre nodurile pe care le uneste, realizindu-se o distributie mai
rationald a eforturilor.

In paragraful 4.1 s-a aritat ci prezenta tirantului nu influenteaza asupra
numadrului de grade de libertate elasticd a structurii, alungindu-se, el nu
impiedica variatia distantei dintre nodurile pe care le uneste ci doar o limiteaza.

In concluzie, structura este cu noduri deplasabile avand un grad de
libertate elastica. Structura cu noduri fixe se obtine introducand o legaturd de
grad de libertate (pe directia tirantului in acest caz).

Etapa I Se trece la sistemul de baza prin introducerea de blocaje de nod
in nodurile rigide.
Calculul rigiditatilor practice ale barelor:

: : 2EI . : El . 2EI
1, =1, :T:OAEI; 15 =1, :?:O,2EI; 1y, :T:O,SEI
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llZOkN

21 21 e

AN i Al

- Fig.5.26 -

Calculul coeficientilor de rigiditate ( se considera 1,=EI)

P =Py =045  ps=ps =02;

Calculul coeficientilor de distributie:
Nodul 1 > p, =0,975

W, = -0,410; His = —-0,205;
Nodul 2 > p, =08

W, =-0,500;  p,, =-0,500;
Nodul 3 > p, =0,6

Wy, =-0,667; M =—0,333;

P, =0375;

W, =—0,385;

Din incarcarea sistemului de baza cu translatia Z,=1 se obtine diagrama
de momente incovoietoare m;. Tirantul fiind o bard dublu articulata, nu preia

momente incovoietoare.
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Forta exterioara fiind aplicata in nod Mg =0 si M, =0. Vor fi echilibrate

prin metoda Cross numai momentele incovoietoare din diagrama unitara m;
(fig.5.27).

e o2 gl B
82 |2 2 453
<400 | "1 400
-5
3 7
164 +41107
157 +400 -400
3 -0,410 0.667

) £l =2
+266
r

41 +27
-41 +240
STT7 ST7
0,157EI 0,291EI
0,24
,332
i f “ 0,291EI
0,083EI m;
0,041EI é
ST 7o 7
0,266EI
- Fig.5.27 -

Etapa a - II" Se trece de la structura cu noduri fixe la structura reala cu
noduri deplasabile, punand conditia ca reactiunea totala din legatura de grad de

libertate sa fie egala cu zero

R,=0; r,Z, +R, =0

Reactiunile 1;; s1 Ry, se calculeaza cu ajutorul principiul lucrului mecanic

virtual.
In calculul reactiunii 1y, apare si efectul tirantului. Astfel sub actiunea

deplasarii elastice Z,=1, in tirant se produce efortul
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E. ‘A,
Nt = ) Zl
Lt
care produce lucrul mecanic — N, -Z, =-N, -1.
Semnul minus apare datoritd faptului cd efortul N; are sens invers sensului

deplasarii.
Astfel expresia reactiuniii unitare r; devine:

r,, -1—(0,24EI + 0,332EI) L (0332E1+0.201ED) - (— l] -
6 6
1 E,-A,
— (0.266E1 +0,291EI) - - == —*1=0

Tinand cont de valorile date, reactiunea ry; capata valoarea:

8 -4
r11=0,3106E1+2’1'10 '2’28'10 =31060 + 15485 = 47545kN /m

Pentru reactiunea R;, avem

p

R, -14120-2=0; R, =-80;
3

Deplasarea Z; are valoare

R 80

Z, =—2=— 7 =16826-10"m
I, 47545
Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia
M, =m,Z,

sunt date in figura 5.28,a.

26,42
40,38
13,96E M,

;6,98 10,68
VA o7
44,76 68,52

74,95

q

- Fig.5.28 -
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Observatie:

Daca structura nu ar fi avut tirant, atunci s-ar fi obtinut urmatoarele valori:

r., =0,3106EI =31060kN/m .

R —
Z, =—2=— 80 =2,5757-10"m
r, 31060

Momentele incovoietoare finale, calculate cu relatia

M =m,Z,

p
sunt date in figura 5.28,b.

In acest caz valorile momentele incovoietoare sunt mai mari decat in
cazul cadrului cu tirant (cu 53%).
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