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jean-philippe.vial@hec.unige.ch

BERNARD YCART

Maths Appl., Univ. Paris 5
ycart@math-info.univ-paris5.fr

ENRIQUE ZUAZUA
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L’origine de ce livre est double. D’une part, il s’appuie sur deux projets de
recherche sur le contrôle véhicules spatiaux. Le premier étudié dans les années
80, sur le problème du contrôle d’attitude d’un satellite rigide, en collabora-
tion avec l’ESA et dont l’objectif était d’appliquer les techniques du contrôle
dit géométrique. Le second projet, avec le CNES, concerne le calcul des tra-
jectoires de rentrée atmosphérique de la navette spatiale. Ces travaux ont
donné lieu à des développements méthodologiques en théorie des systèmes
qu’il nous a paru intéressant d’intégrer dans une série de cours de DEA en-
seignés à des étudiants en mathématiques et en physique à l’université de
Dijon, en parallèle avec un cours plus classique sur les systèmes dynamiques
et la mécanique céleste. En effet la connexion est évidente. D’une part parce
que la partie contrôle utilise de façon fine des propriétés des équations de la
mécanique spatiale que sont les équations d’Euler ou les équations de Kepler,
et les coordonnées issues de la mécanique céleste pour modéliser les systèmes.
D’autre part les techniques dites variationnelles du calcul des variations tra-
ditionnel sont développées en théorie des systèmes sous le nom de contrôle
optimal et jouent un rôle important en mécanique céleste dans le programme
de montrer l’existence de trajectoires périodiques. Par ailleurs des outils com-
muns à la théorie du contrôle et à la mécanique céleste sont la géométrie
symplectique et l’étude des équations différentielles Hamiltoniennes. Enfin il
ne faut pas cacher qu’une des ambitions de cet ouvrage est de rassembler des
lecteurs intéressés de deux communautés scientifiques disjointes plus pour des
raisons culturelles que scientifiques, l’une issue des sciences de l’ingénieur et
l’autre des mathématiques.

La première partie du livre est une introduction à la mécanique céleste,
non exhaustive car le sujet est encyclopédique. Notre présentation est ori-
entée vers les applications en mécanique spatiale. Néanmoins, une de ses
ambitions est, à notre modeste niveau, de réactualiser les travaux excep-
tionnels de Poincaré en mécanique céleste [58], qui sont aussi à l’origine
du développement moderne des systèmes dynamiques, et de compléter cer-
tains ouvrages déjà anciens comme ceux de Moser, Siegel [64] ou de Stern-
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berg [65]. Ces livres orientés par ailleurs vers le KAM étant assez techniques
mathématiquement. L’organisation de la partie mécanique céleste est la suiv-
ante. Le a géométrie symplectique et
aux propriétés des systèmes Hamiltoniens qui s’appuie sur l’excellent ouvrage
de Meyer et Hall [53]. Le chapitre est consacré à l’étude des pro-
priétés des systèmes dynamiques Hamiltoniens : intégrabilité et stabilité. On
y présente le théorème de Liouville et on fait une introduction descriptive au
KAM avant de conclure par le théorème de Poincaré-Hopf sur les propriétés de
récurrence des trajectoires dans le cadre borné. On introduit, dans le chapitre
, le problème des N corps. Vu sa complexité, on connait très peu de solu-

tions excepté le cas du problème des 2 corps ou problème de Kepler, et le
problème des 3 corps, si on se limite au problème dit circulaire restreint. Ce
chapitre contient aussi une introduction à un problème clef de la mécanique
céleste : les collisions. Le chapitre est consacré au programme de recherche
des trajectoires périodiques. On présente deux méthodes toutes deux issues
des travaux de Poincaré. La première est la technique dite de continuation
fondée sur le théorème des fonctions implicites. Cette méthode bien que sim-
ple est en fait une technique des perturbations très importante pour calculer
des trajectoires périodiques dans le problème des 3 corps restreint, qui peut
s’interpréter comme une perturbation du problème de Kepler. La seconde
méthode plus sophistiquée est la méthode directe du calcul des variations qui
est appliquée ici pour calculer des trajectoires périodiques pour les systèmes
Hamiltoniens. Cette technique est en plein développement actuellement et a
permis de calculer de nouvelles trajectoires périodiques dans le problème de
N corps, notamment le huit de Chenciner et Montgomery [20].

La seconde partie de ce livre concerne le contrôle des véhicules spatiaux.
On restreint notre présentation à trois problèmes : le contrôle de l’attitude ou
orientation du satellite, le problème de transfert orbital, avec ou sans rendez-
vous et enfin le problème du contrôle de l’arc atmosphérique. Le premier
chapitre de la seconde partie est consacré au problème de contrôle d’attitude.
Il contient une introduction aux méthodes dites géométriques pour étudier
la contrôlabilité des systèmes non linéaires. Ces techniques appliquées au
contrôle d’attitude permettent d’analyser complètement la contrôlabilité de
tels systèmes en utilisant les propriétés de récurrence du système libre (les
équations d’Euler-Poinsot) déduites du théorème de Poincaré-Hopf. Le sec-
ond chapitre est consacré au problème de transfert d’orbite. Le système libre
est décrit en première approximation par les équations de Kepler. On a choisi
de présenter le problème dans le cadre d’un projet en cours de développement
avec des moteurs à poussée faible. Ce type de système nécessite des lois de
commande adaptées. Une approche standard par la technique de stabilisation
est rappelée. On analyse ensuite le problème du temps minimal qui est ici un
problème crucial car le temps de transfert à une orbite géostationnaire est
long, de l’ordre de 150 jours. Par ailleurs pour ce type de système, le contrôle
n’agit pas quand le satellite rentre dans la zone d’ombre : c’est le problème
des éclipses qui doit être pris en compte dans le calcul de la loi opimale, la
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trajectoire étant réfractée en passant de la zone éclairée à la zone d’ombre.
Les lois de la réfraction sont la conséquence du principe du maximum avec
contraintes, un chapitre entier est consacré à présenter ce principe. La tâche
est ardue car il s’agit d’une extension non triviale du principe du maximum
standard. Il est par ailleurs utilisé et développé dans un chapitre de cet ou-
vrage, consacré au contrôle de l’arc atmosphérique. Dans ce cas la navette se
comporte comme un planeur (la poussée étant coupée), volant à haute vitesse
(de l’ordre de 8000 m/s en début de trajectoire), soumis à des forces fluides
dans l’atmosphère, une force de frottement appelée trâınée et une force de
portance qui permet de contrôler la navette. Le problème est complexe car il
y a des contraintes actives sur l’état : une contrainte sur le flux thermique et
une contrainte sur l’accélération normale. Pour ce type de système un critère
à minimiser dans le calcul de trajectoires est le facteur d’usure de la navette,
modélisé par l’intégrale du flux thermique. Enfin, un chapitre est consacré
aux méthodes numériques dites indirectes en contrôle optimal, introduisant
aussi la théorie des points conjugués et des algorithmes d’implémentation
numérique.

Avertissement aux lecteurs. La première partie de l’ouvrage, consacrée
à la mécanique céleste, est motivée par l’introduction des concepts et outils
nécessaires dans la seconde partie. La seconde partie, sur la mécanique spa-
tiale, est une présentation didactique et simplifiée des résultats obtenus dans
nos travaux en contrôle d’attitude, transfert orbital, et rentrée atmosphérique.
Pour une analyse plus complète, le lecteur intéressé est invité à consulter nos
articles.

Remerciements. Les auteurs remercient R. Roussarie et J.-B. Caillau.

Dijon, Orsay, Bernard Bonnard
mai 2005 Ludovic Faubourg

Emmanuel Trélat
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2.1.5 Le théorème d’intégrabilité de Liouville . . . . . . . . . . . . . . 32
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5.5 Contrôle d’attitude à l’aide de rotations successives . . . . . . . . . . 118

6 Transfert orbital . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
6.2 Modélisation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
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6.13.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
6.13.2 Application au transfert orbital plan . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

6.14 Notes et sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

7 Principe du maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
7.1 Le principe du maximum de Pontriaguine . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
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pour les problèmes avec contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
7.3 Notes et sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

8 Le contrôle de l’arc atmosphérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
8.1 Modélisation du problème de rentrée atmosphérique . . . . . . . . . 197

8.1.1 Présentation du projet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
8.1.2 Modélisation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
8.1.3 Les forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200
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1

Géométrie symplectique et transformations

canoniques

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les outils de géométrie symplectique
qui seront utilisés dans cet ouvrage. Par ailleurs, on établit le lien de la
géométrie symplectique avec le calcul des variations classique. On fait une
présentation du principe du maximum de Pontriaguine dans sa forme faible.
Ce principe permet d’établir une formulation Hamiltonienne directe pour cal-
culer les extrémales d’un problème de minimisation.

1.1 Rappels d’algèbre extérieure et géométrie

symplectique linéaire

Dans cette section, les espaces vectoriels sont de dimension finie sur K = R

ou C.

Définition 1. Soient E et F deux espaces vectoriels, α : F p → K une forme
multilinéaire de degré p, et h : E → F une application linéaire. L’image
réciproque de α par h est la forme h∗α : (x1, . . . , xp) �→ α(h(x1), . . . , h(xp)).

Définition 2. On dit que α est une forme extérieure de degré p si α est
une forme multilinéaire de degré p antisymétrique. L’ensemble des formes
extérieures de degré p sur E est noté Λp(E). C’est un espace vectoriel de
dimension Cp

n.

Définition 3. Si α est une forme multilinéaire de degré p et β une forme
multilinéaire de degré q, on définit le produit tensoriel par

(α ⊗ β)(x) = α(x1, . . . , xp)β(xp+1, . . . , xp+q)

où x = (x1, . . . , xp, xp+1, . . . , xp+q).
Si α ∈ Λp(E) et β ∈ Λq(E), on définit le produit extérieur par

(α ∧ β)(x) =
1

p!

1

q!

∑

σ

ε(σ)α(xσ(1), . . . , xσ(p))β(xσ(p+1), . . . , xσ(p+q))
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où x = (x1, . . . , xp, xp+1, . . . , xp+q), σ est une permutation sur l’ensemble des
indices et ε(σ)sa signature ; (α ∧ β) est une forme extérieure de degré p + q.

Proposition 1. Soit (ei)1�1�n une base de E, et soit (e∗i )1�1�n sa base duale.
Alors une base de Λp(E) est (e∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ip

)1�i1<i2<···<ip�n.

Définition 4. Soient α une forme extérieure de degré p > 1 et x un élément
de E. Le produit intérieur de α par x est la forme de degré p − 1 donnée par

(i(x)α)(x1, . . . , xp−1) = α(x, x1, . . . , xp−1).

1.2 Formes extérieures de degré 2 et géométrie

symplectique linéaire

Définition 5. Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 2n. On appelle
structure symplectique linéaire sur E, la donnée d’une forme extérieure ω de
degré 2 et non dégénérée, i.e. (ω(x, y) = 0 ∀y) ⇒ (x = 0).

Exemple 1. On note 〈 , 〉 le produit scalaire sur R2n, 〈x, y〉 = txy, où x et y

sont identifiés à des vecteurs colonnes. Notons J la matrice

(

0 In

−In 0

)

où In

est la matrice identité d’ordre n et posons ω(x, y) = 〈x, Jy〉. Si (ei) est la base
canonique de R2n, on a les relations suivantes :

• ω(ei, ei+n) = 1, ω(ei+n, ei) = −1, 1 � i � n.
• ω(ei, ej) = 0 sinon.

Proposition 2. Soit (E, ω) une structure symplectique linéaire, où E est un
espace vectoriel de dimension 2n. Alors il existe une base (ei) de E dite de
Darboux ou canonique telle que ω(ei, ei+n) = 1, ω(ei+n, ei) = −1, 1 � i � n
et 0 sinon.

Preuve. On donne juste une indication de preuve, par récurrence sur la di-
mension de E.

• Soient e1, e2 deux vecteurs de E tel que ω(e1, e2) = 1 et notons F l’espace
Re1 ⊕ Re2.

• Soient G l’ensemble des vecteurs x tels que ω(e1, x) = ω(e2, x) = 0. Comme
ω est non dégénérée, G est l’intersection de deux hyperplans et E = F ⊕G.

• On applique l’hypothèse de récurrence.

Remarque 1. (Lien avec le produit extérieur) Le résultat précédent signifie que
l’on peut trouver une base (ei) de E telle que ω s’écrive

ω = e∗1 ∧ e∗2 + · · · + e∗2n−1 ∧ e∗2n.

On observe alors que ωn = ∧n foisω est une forme extérieure de degré 2n non
nulle ; c’est une forme volume.
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Le résultat suivant résume les caractérisations des espaces symplectiques
linéaires.

Proposition 3. Soient E un espace vectoriel réel de dimension 2n et ω une
forme extérieure de degré 2. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (E, ω) est un espace symplectique.
2. ωn = ∧n foisω est une forme volume.
3. L’application x �→ i(x)ω est un isomorphisme de E sur E∗.

1.3 Groupe symplectique

Définition 6. Soient (E1, ω1), (E2, ω2) deux espaces symplectiques de dimen-
sion 2n et f un isomorphisme linéaire de E1 sur E2. On dit que f est sym-
plectique si, pour tous x, y ∈ E1,

ω1(x, y) = ω2(f(x), f(y)).

L’ensemble des isomorphismes symplectiques forme un groupe que l’on va
identifier.

1.3.1 Représentation du groupe

On choisit sur E1 et E2 des bases de Darboux. Ce choix permet d’identifier
(E1, ω1) et (E2, ω2) à (R2n, ω) où ω est la forme ω(x, y) = txJy. Soit S la
matrice carrée d’ordre 2n représentant f dans les bases de Darboux, on a alors

ω(Sx, Sy) = txtSJSy = ω(x, y) = txJy,

pour tous x, y. On obtient la relation

tSJS = J (1.1)

L’ensemble des matrices S ainsi définies forme le groupe symplectique réel
noté Sp(n, R).

Exemple 2. Sp(1, R) cöıncide avec SL(2, R), le groupe des matrices 2 × 2 de
déterminant 1.

1.3.2 Groupe symplectique et champs de vecteurs Hamiltoniens
linéaires

Proposition 4. On a les propriétés suivantes.

1. Le groupe Sp(n, R) est un sous groupe fermé du groupe linéaire GL(2n, R)
d’ordre 2n, c’est donc un sous groupe de Lie.
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2. Il est connexe et toute matrice symplectique est de déterminant 1, c’est à
dire que Sp(n, R) est inclus dans le groupe SL(2n, R).

Preuve. Prouvons que toute matrice symplectique est de déterminant 1. En
utilisant la relation tSJS =J pour S ∈ Sp(n, R), on en déduit que (det(S))2 =1

que par définition S préserve la 2-forme ω =
∑n

i=1 dxi ∧ dxi+n et donc la
forme volume ωn = ∧n foisω proportionnelle à la forme dx1 ∧ . . . ∧ dx2n.

Proposition 5. Soit S une matrice symplectique. En décomposant S en blocs
n × n,

S =

(

A B
C D

)

,

on a les relations

tAD − tBC = In, tAC = tCA, tBD = tDB.

Définition 7. On note sp(n, R) l’algèbre de Lie de Sp(n, R),

sp(n, R) ={H | exp tH ∈ Sp(n, R)}.

Un calcul facile donne

tHJ + JH = 0, (1.2)

et en décomposant H en blocs n × n, H =

(

A B
C D

)

, on obtient les conditions

sur les blocs

D = −tA, tB = B, tC = C.

Proposition 6. L’algèbre de Lie de Sp(n, R) est l’ensemble

sp(n, R) =

{(

A B
C −tA

)

| A,B,C : n × n
B,C : symétriques

}

.

Sous-groupe compact maximal

Une matrice A est dite compacte si exp tA est une matrice orthogonale. Le
groupe unitaire est par définition U(n) = {U ∈ GL(n, C) | tUU = In} où
U est la matrice conjuguée de U . Son algèbre de Lie est u(n), ensemble des
matrices H complexes d’ordre n telles que tH +H = 0. On identifie U(n) à un

sous groupe de Sp(n, R) avec l’isomorphisme θ : U = A + iB �→
(

A B
−B A

)

.

Son image contenue dans SO(2n), groupe des matrices orthogonales directes
forme un sous groupe compact maximal de Sp(n, R). On vérifie aisément que
l’isomorphisme dérivée dθ cöıncide avec θ et l’algèbre de Lie u(n) est donc
ainsi identifiée à une sous algèbre de Lie compacte maximale de sp(n, R). On

et donc que det(S) = ±1. Pour montrer que det(S) = 1, il suffit d’observer
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a la décomposition polaire correspondante de Sp(n, R) et de son algèbre de
Lie : toute matrice S ∈ Sp(p, R) s’écrit PO où P est une matrice symplectique
définie positive et O est une matrice symplectique orthogonale, c’est à dire
un élément de U(n). En termes d’algèbre de Lie, tout élément de sp(n, R)
s’écrit H = S + U , où S et U sont deux matrices de sp(n, R) respectivement
symétrique et antisymétrique.

Définition 8. Un champ de vecteurs Hamiltonien linéaire est représenté par

une équation de la forme
dx

dt
(t) = A(t)x(t), x(t) ∈ R2n et A(t) ∈ sp(n, R).

Le cas autonome est le cas où la matrice A(t) est une matrice constante. En
posant x = (x1, x2) et en introduisant le Hamiltonien H(t, x) = 1

2
txS(t)x,

l’équation s’écrit
(

ẋ1

ẋ2

)

=

(

0 In

−In 0

)(

∂H/∂x1

∂H/∂x2

)

,

et le vecteur t(∂H/∂x1, ∂H/∂x2) est le gradient ∇xH.

1.3.3 Notions d’algèbre linéaire symplectique

Définition 9. Soit (E, ω) un espace symplectique linéaire. On peut identifier
E à R2n et ω(x, y) à t ω)

si ω(x, y) = 0 et deux sous-espaces de F, G sont orthogonaux si ω(F, G) = 0.
est un sous-espace, son espace orthogonal est noté F⊥. Par somme

directe de deux sous-espaces F, G notée F⊥G, on entend une somme directe
F ⊕ G avec ω(F, G) = 0. Un espace est dit isotrope si ω(F, F ) = 0. Un
espace isotrope de dimension maximale n est dit Lagrangien. Un sous-espace
F ⊂ E tel que ω|F×F est non dégénérée est dit symplectique. Soit L1, L2 deux
espaces Lagrangiens. On dit que E admet une décomposition Lagrangienne si
E = L1 ⊕ L2.

Propriétés spectrales

Proposition 7. 1. Soient H ∈ sp(n, R) et λ une valeur propre de H. Alors
−λ, λ et −λ sont aussi des valeurs propres.

2. Si S ∈ Sp(n, R) et si λ une valeur propre de S, alors λ−1 est une valeur
propre de S.

Preuve (assertion 1). Soit H ∈ sp(n, R) et soit p(λ) = det(H − λI) son
polynôme caractéristique. Alors p(λ) = det(JtHJ−λI) = det(JtHJ +λJJ) =
det(J) det(H+λI) det(J) = det(H+λI) = p(−λ). Donc si λ est valeur propre
il en est de même de −λ. Comme H est réelle alors λ et −λ sont aussi valeurs
propres.

Lemme 1. Si λ et µ sont deux valeurs propres de H ∈ sp(n, R) telles que
λ + µ �= 0 et si x et y sont des vecteurs propres associés alors ω(x, y) = 0.

Si F

xJy.Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux (pour
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Preuve. On étend ω sur C2n à l’aide de la formule ω(x, y) = txJy où les coor-
données x, y sont réelles ou complexes. Par hypothèse ω(Hx, y) = ω(λx, y) =
λω(x, y) et ω(x,Hy) = ω(x, µy) = µω(x, y). De plus, comme H ∈ sp(n, R),
ω(Hx, y) = −ω(x,Hy). On en déduit la relation (λ + µ)ω(x, y) = 0 et
ω(x, y) = 0 si λ + µ �= 0.

Définition 10. Soit (E, ω) un espace symplectique de dimension 2n. Fixons
x ∈ E. Alors i(x) : y �→ ω(x, y) est une forme linéaire et l’application x �→
ω(x, .) est une bijection de E dans E∗ notée i. Soit F un sous espace de
dimension p et notons F o = {f ∈ E∗ | f(x) = 0, ∀x ∈ F}. C’est un sous-
espace de dimension 2n − p.

Lemme 2. On a F⊥ = i−1(F o) et dim(F ) + dim(F⊥) = n.

Preuve. Par définition on a

F⊥ = {x ∈ E | ω(x, y) = 0, ∀y ∈ F}
= {x ∈ E | i(x)(y) = 0, ∀y ∈ F}
= {x ∈ E | i(x) ∈ F o},

et i est une bijection. Donc dimF⊥ = dimF o = 2n− p et dimF⊥ + dimF
= 2n.

Lemme 3. Si E = F⊥G alors F et G sont symplectiques.

Preuve. Par définition E = F⊕G et ω(F, G) = 0. Supposons que F ne soit pas
symplectique. En conséquence il existe x ∈ F , non nul et tel que ω(x, F ) = 0.
Puisque E = F ⊕ G et ω(F, G) = 0, on en déduit que ω(x,E) = 0, ce qui est
impossible car ω est non dégénérée.

Lemme 4. Si F est symplectique alors F⊥ est symplectique et E = F⊥F⊥.

1 L2.

Preuve. Une construction possible de L2 consiste à identifier ω à sa forme de
Darboux et de prendre L2 = JL1.

Ce complémentaire n’est pas unique. Par exemple, dans R2, deux droites
distinctes quelconques forment une telle décomposition.

Lemme 6. Soient E = L1⊕L2 une décompositionLagrangienne, et (e1, . . . , en)
une base de L1. Il existe une unique base (f1, . . . , fn) de L2 telle que la famille
(e1, . . . , en, f1, . . . , fn) soit symplectique.

Preuve. Pour w ∈ L2, introduisons les formes linéaires Φi(w) = ω(ei, w), i =
1, . . . , n. Montrons que ces formes sont indépendantes. Supposons qu’il existe
des scalaires α1, . . . , αn, tels que

∑n
i=1 αiΦi = 0. Alors, ω(

∑n
i=1 αiei, w) = 0,

2 1⊕L2, et ω(L1, L1) = 0, donc ω(
∑ n

i=1 αiei, E)=

Lemme 5. Si L estLagrangien alors il existe un compĺementaire Lagrangien

0,pour tout w∈ L . Or, E = L
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et donc αi = 0, pour i = 1, . . . , n. Les formes Φi, i = 1, . . . , n, forment
donc une base de L∗

2, de base duale notée (F1, . . . , Fn). Par définition, on
a Φi(Fj) = δij où δij est le symbole de Kronecker. Par construction, on a
Φi(Fj) = ω(ei, Fj), d’où l’assertion.

Lemme 7. Soit E = L1 ⊕ L2 une décomposition Lagrangienne de E et
x = (x1, x2) les coordonnées correspondantes. Alors tout isomorphisme x1 =
ϕ(X1) se relève en un isomorphisme symplectique qui se représente dans des
coordonnées canoniques par la transformation matricielle

(

x1

x2

)

=

(

ϕ 0
0 −tϕ−1

)(

X1

X2

)

.

La transformation ainsi définie notée −→ϕ , s’appelle le relèvement symplectique
de ϕ. Un champ de vecteurs Hamiltonien linéaire qui laisse L1 et L2 invariants

se représente dans des coordonnées de Darboux par une matrice

(

A 0
0 −tA

)

.

Application : forme canonique d’un champ Hamiltonien linéaire

Supposons que H soit une matrice inversible de sp(n, R) avec des valeurs
propres distinctes. On range les valeurs propres en trois groupes :

• les valeurs propres réelles : (λk,−λk),
• les valeurs propres imaginaires : (iµk,−iµk),
• les valeurs propres complexes : νk = λk + iµk avec λk �= 0,−νk, νk,−νk.

En utilisant nos résultats précédents on peut décomposer l’espace en une
somme directe d’espaces symplectiques orthogonaux, et dans chacun de ces
espaces, H s’écrit dans une base de Darboux sous la forme d’un bloc :

• cas réel :

(

λ 0
0 −λ

)

,

• cas imaginaire :

(

0 β
−β 0

)

ou

(

0 −β
β 0

)

,

• cas complexe :

(

A 0
0 −tA

)

avec A =

(

α β
−β α

)

.

Remarque 2. Dans le cas imaginaire, il y a deux formes normales car les ma-

trices

(

0 1
−1 0

)

et

(

0 −1
1 0

)

ne sont pas symplectiquement équivalentes car elles

sont semblables via un isomorphisme qui doit renverser l’orientation.

Ce résultat se généralise sans difficulté pour construire une forme de Jor-
dan réelle qui respecte la structure symplectique. Il faut remplacer les espaces
propres par les espaces propres généralisés. Il y a aussi une théorie semblable
pour une matrice symplectique que l’on obtient essentiellement en exponen-
tiant, en prenant garde que exp n’est pas un difféomorphisme et en tenant
compte des réflexions.
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1.3.4 Stabilité et stabilité structurelle

Une application importante de notre étude est la question de stabilité des
champs de vecteurs Hamiltoniens linéaires qui sera étudiée en détails dans le

2 (voir ce chapitre pour les définitions de stabilité).

Proposition 8. Soit ẋ = Ax un champ de vecteurs Hamiltonien linéaire de
R2n, à coefficients constants. Alors

• l’origine n’est jamais asymptotiquement stable ;
• l’origine est stable si et seulement si les valeurs propres de A sont imagi-

naires pures et A est diagonalisable sur C.

Preuve. Cette proposition résulte de la théorie de Liapunov. Il suffit de prou-
ver la première assertion. Si A admet une valeur propre λ à partie réelle stricte-
ment négative alors −λ est aussi une valeur propre à partie réelle strictement
positive, et l’origine est par conséquent instable.

Définition 11. Soit A ∈ sp(n, R). On dit que A est structurellement stable
s’il existe ε > 0 telle que l’origine soit stable pour tout système ẋ = A′x avec
A′ ∈ sp(n, R), |A − A′| � ε, où | · | est une norme usuelle sur les matrices.

Critère de stabilité structurelle

Soit H le Hamiltonien quadratique associé à A (voir définition 8). Alors si le
Hamiltonien H est défini positif ou négatif, le système est clairement struc-
turellement stable. En effet la propriété H > 0 ou H < 0 est structurellement
stable et H représente l’énergie du système qui est conservée.

Théorème 1. Soit A une matrice de sp(n, R) diagonalisable sur C et σ(A)
l’ensemble des valeurs propres supposées imaginaires pures. Notons R2n =
E1⊥ · · ·⊥Ep la décomposition de l’espace associée aux couples de valeurs pro-
pres {±iαk | k = 1, . . . , p} distinctes, H le Hamiltonien de A et Hk la restric-
tion de H à Ek. Alors A est structurellement stable si et seulement si chaque
forme quadratique Hk est soit définie positive soit définie négative.

Preuve. La preuve est une généralisation de l’exemple suivant dans R4. Con-
sidérons les deux Hamiltoniens

H1 =
1

2

((

p2
1 + q2

1

)

+
(

p2
2 + q2

2

))

,

H2 =
1

2

((

p2
1 + q2

1

)

−
(

p2
2 + q2

2

))

.

Les valeurs propres sont ±i et sont doubles. Le système représente un couple
d’oscillateurs harmoniques. Dans le premier cas H1 > 0 et le système est
structurellement stable. Dans le second cas on peut déstabiliser le système
en perturbant H2 avec un terme de la forme εq1q2 pour obtenir un spectre
complexe.

hapC .
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Corollaire 1. Soit A un élément de sp(n, R) et on suppose que les valeurs
propres de A sont imaginaires pures et toutes distinctes. Alors A est struc-
turellement stable. De plus si A′ est assez voisin de de A l’adhérence du groupe
à un paramètre {exp tA′ | t ∈ R} est un tore T n de Sp(n, R).

Remarque 3. Le résultat précédent est particulièrement important pour com-
prendre les propriétés des champs de vecteurs Hamiltoniens. Dans le cas
linéaire, les champs de vecteurs dont l’adhérence forme un sous-groupe com-
pact de Sp(n, R) sont génériquement stables. Donc dans le cadre Hamiltonien
linéaire, il y a beaucoup de champs dits compacts dont les trajectoires sont
bornées. En particulier c’est une justification heuristique du KAM où les
tores invariants sont préservés en général et cela rend aussi le programme
de Poincaré de recherche de trajectoires périodiques très raisonnable.

1.4 Variétés symplectiques et champs de vecteurs

Hamiltoniens

1.4.1 Notations et définitions

On utilise les notations suivantes :

• M : variété lisse ( C∞ ou Cω).
• TM : fibré tangent : ∪TqM .
• T ∗M : fibré cotangent : ∪T ∗

q M .
• V (M) : ensemble des champs de vecteurs lisses.
• ∧1(M) : l’espace des 1-formes lisses.

En termes de coordonnées locales, pour q ∈ M , un champ de vecteurs

X ∈ V (M) s’écrit
∑

Xi
∂

∂qi
et une 1-forme α ∈ ∧1(M) s’écrit

∑

αidqi. Si

on note E = TqM la fibre, alors E∗ = T ∗
q M est l’espace dual et l’on peut

faire du calcul extérieur sur chaque fibre. On introduit ensuite l’opérateur de
différentiation d.

Définition 12. L’opérateur de différentiation extérieure d est un opérateur
linéaire sur l’espace des p-formes défini par la relation suivante. Soient
f1, . . . , fp et g des fonctions lisses sur M . On pose

d(gdf1 ∧ · · · ∧ dfp) = dg ∧ df1 ∧ · · · ∧ dfp.

L’opérateur d transforme une forme de degré p en une forme de degré p + 1.
Une forme α est dite fermée si dα = 0 et exacte s’il existe une forme β telle
que α = dβ.
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Définition 13. Soient ϕ : M → M une application lisse et Q = ϕ(q). Soit
dϕ sa différentielle et α une p-forme. Son image réciproque est définie par

(ϕ∗α)q(v1, . . . , vp) = αQ(dϕ(v1, . . . , vp)),

où v1, . . . , vp sont des vecteurs tangents en q. En termes de coordonnées lo-
cales, si

αQ =
∑

ai1···ip
(Q)dQi1 ∧ · · · ∧ dQip

,

on a

(ϕ∗α)q =
∑

ai1···ip
(ϕ(q))dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip

,

où Qi = ϕi(q) et on développe dϕi1 ∧ · · · ∧ dϕip
.

Définition 14. On appelle variété symplectique un couple (M, ω) tel que

1. M est une variété lisse de dimension 2n;
2. ω est une 2-forme lisse sur M telle que

a) ∀q ∈ M , ωq(., .) est non dégénérée,
b) ω est fermée : dω = 0.

Exemple 3. L’espace R2n avec sa structure symplectique linéaire canonique
∑n

i=1 dpi ∧ dqi.

Exemple 4. L’espace cotangent T ∗M d’une variété M est muni d’une 1-forme
intrinsèque α dite forme de Liouville et (T ∗M, dα) est muni d’une structure
symplectique canonique.
Construction de α. Soient q des coordonnées locales sur M et l = (p, q) les
coordonnées induites sur T ∗M . Un vecteur tangent X à T ∗M en l s’écrit

X =

n
∑

i=1

(

ξi

∂

∂pi
+ ηi

∂

∂qi

)

.

Notons Π : (p, q) �→ q la projection canonique sur la base et dΠ : T (T ∗M) →
TM sa différentielle. On a

dΠ(X) =

n
∑

i=1

ηi

∂

∂qi
.

On définit la forme de Liouville de façon intrinsèque en posant

α(X) = l(dΠ(X)). (1.3)

Notre calcul donne

α(X) =

(

n
∑

i=1

pidqi

)(

n
∑

i=1

ηi

∂

∂qi

)

=

n
∑

i=1

pidηi.

La forme de Liouville s’écrit donc en coordonnées locales α = pdq (la somme
étant omise) et on a dα = dp ∧ dq.

Définition 15. Soit (M, ω) une variété symplectique. Un difféomorphisme ϕ
est un symplectomorphisme si ϕ ∗ ω = ω.
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1.4.2 Coordonnées de Darboux

Théorème 2. Soit (M, ω) une variété symplectique. Alors en tout point de M
il existe un système de coordonnées locales (p, q) tel que la 2-forme s’écrive
ω =

∑n
i=1 dpi ∧ dqi. Ces coordonnées sont dites canoniques ou de Darboux.

Preuve. Pour la preuve de ce résultat standard, voir par exemple [31].

Remarque 4. Dans des coordonnées de Darboux, un symplectomorphisme ϕ
est caractérisé par la propriété dϕ ∈ Sp(n, R) en tout point.

Définition 16. Soit (M, ω) une variété symplectique. A toute fonction H :

M → R, on associe un champ de vecteurs noté
−→
H en posant i−→

H
(ω) = −dH.

Le champ
−→
H est dit Hamiltonien et H est la fonction de Hamilton. Plus

généralement un champ Hamiltonien non autonome est défini par i−→
H

(ω) =
−dxH(t, x), pour tout t.

Calcul dans des coordonnées de Darboux

On a ω = dp ∧ dq et
−→
H s’écrit X1

∂
∂p + X2

∂
∂q . Si Y = Y1

∂
∂p + Y2

∂
∂q est un

champ de vecteurs. Par définition il vient

i−→
H

(ω)(Y ) = ω(
−→
H,Y ) = −dH(Y ).

Soit
(

X1 X2

)

(

0 In

−In 0

)(

Y1

Y2

)

= −
(

∂H

∂p

∂H

∂q

)(

Y1

Y2

)

, et en identifiant il

vient

X1 = −∂H

∂q
, X2 =

∂H

∂p
.

Dans des coordonnées canoniques (p, q), les trajectoires de
−→
H sont solutions

des équations de Hamilton

ṗ = −∂H

∂q
, q̇ =

∂H

∂p
.

Définition 17. Soient X,Y ∈ V (M). Le crochet de Lie est calculé avec la
convention [X,Y ] = Y X − XY , soit, en coordonnées locales,

[X,Y ] (q) =
∂X

∂q
(q)Y (q) − ∂Y

∂q
(q)X(q).

Le crochet de Poisson de deux fonctions H1,H2 est défini par {H1,H2} =

dH1(
−→
H 2), et en coordonnées canoniques (p, q),

{H1,H2} (q) =

n
∑

i=1

(

∂H1

∂qi

∂H2

∂pi
− ∂H1

∂pi

∂H2

∂qi

)

.
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Propriété 1. 1. Le crochet est R-bilinéaire et antisymétrique.
2. {FG, H} = F{G,H} + G{F, H}.
3. Identité de Jacobi

{{F, G},H} + {{G,H}, F} + {{H,F}, G} = 0.

4. [
−→
F ,

−→
G ] =

−−−−→{F, G}.

Proposition 9. L’ensemble des champs de vecteurs Hamiltoniens de V (H)
forment une sous-algèbre de Lie (de dimension infinie) notée χ(M).

Définition 18. Soit
−→
H un champ de vecteurs Hamiltonien et f une fonction

sur M . On dit que f est une intégrale première si f est constante le long des

trajectoires de
−→
H .

Lemme 8. f est une intégrale première si et seulement si {f, H}= df(
−→
H ) =0.

première.

1.4.3 Relèvement symplectique

Soit M une variété et T ∗M le fibré cotangent muni de sa structure symplec-
tique canonique. Soit ϕ : M → M un difféomorphisme sur M . On relève ϕ
de façon canonique en un difféomorphisme symplectique noté −→ϕ sur T ∗M tel
que Π ◦−→ϕ = ϕ où Π est la projection canonique. En coordonnées canoniques,
Q = ϕ(q) se relève en

Q = ϕ(q), P =
t∂ϕ−1

∂q
p.

Ce relèvement généralise le cas linéaire

(

q
p

)

=

(

A 0
0 tA−1

)(

Q
P

)

.

Un champ de vecteurs X sur M se relève en champ Hamiltonien HX , la
fonction HX étant définie par HX = α(X) = 〈p,X〉 avec α = pdq forme de
Liouville.

1.5 Géométrie symplectique et calcul des variations

La géométrie symplectique a été développée à la suite du calcul des variations
et en est un outil fondamental. Nous montrons ce lien à partir du calcul des
variations classiques, puis nous introduisons le contrôle optimal géométrique
avec le principe du maximum, qui se formule directement dans le cadre Hamil-
tonien.

En particulier pour un système Hamiltonien (autonome)H est une intégrale
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1.5.1 Formule fondamentale

Définition 19. On utilise les notations suivantes :

• C : famille des courbes lisses t �→ q(t) ∈ Rn avec t ∈ [t0, t1]. On considère
le problème de minimisation sur C de la fonctionnelle

Φ(q(·)) =

∫ t1

t0

L(t, q(t), q̇(t))dt,

où L est une fonction lisse appelée le Lagrangien.
• On introduit l’espace temps (t, q) ∈ R × R

n. Sur cet espace les extrémités
de notre courbe (t, q(t)) sont notées P0 = (t0, q0), P1 = (t1, q1). La distance
entre deux courbes q, q⋆est prise au sens de la topologie C1,

ρ(q, q⋆) = max |q − q⋆| + max |q̇ − q̇⋆| + d(P0, P
⋆
0 ) + d(P1, P

⋆
1 ).

Notons que les courbes ne sont pas définies sur le même intervalle et on
les étend de façon au moins C2.

• Soit γ une courbe de réference d’extrémités (t0, q0), (t1, q1) et soit γ une
courbe voisine quelconque d’extrémités (t0+δt0, q0+δq0), (t1+δt1, q1+δq1).
Alors h(t) = γ(t) − γ(t) est la variation de la courbe de référence.

Proposition 10 (Formule fondamentale). La fonctionnelle Φ est dérivable
au sens de Fréchet pour la C1-topologie et sa dérivée de Fréchet en γ est
donnée par

Φ′
γ =

∫ t1

t0

(

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)

|γ

hdt +

[

∂L

∂q̇ |γ

δq

]t1

t0

+

[

(

L − ∂L

∂q̇
q̇

)

|γ

δt

]t1

t0

où l’on note [u]ba = u(b) − u(a).

Preuve. Voir [29].

Corollaire 2. Si γ est un extremum de Φ évalué sur les courbes à extrémités
fixées (t0, q0), (t1, q1), alors γ est solution de l’équation d’Euler-Lagrange

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0. (1.4)

1.5.2 Conditions de transversalité

On peut déduire de la formule fondamentale d’autres conditions nécessaires si
γ est un minimum de Φ, avec d’autres conditions aux limites. L’exemple suiv-
ant traité en dimension 1 se généralise aisément en dimension n. Il constitue
un exemple important dans les applications et en géométrie. Considérons le
cas où l’extrémité gauche des courbes P0 = (t0, q0) est astreinte à rester sur
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une courbe d’équation q = ϕ(t) et que l’on cherche à minimiser la fonction-
nelle Φ. Une courbe minimisante doit être minimisante à extrémités fixées
et doit donc vérifier l’équation d’Euler-Lagrange. De plus l’extrémité droite
étant fixée, on a

∆Φ = Φ(γ) − Φ(γ) ∼
∂L

∂q̇
δq0 +

(

L − ∂L

∂q̇
q̇

)

δt0.

Comme q = ϕ(t) à l’extrémité gauche, on a δq0 = ϕ̇(t0)δt0. En remplaçant
et en utilisant que δt0 est arbitraire, la condition de minimisation donne la
condition dite de transversalité

∂L

∂q̇
ϕ̇ +

(

L − ∂L

∂q̇
q̇

)

= 0

en t = t0.

Exemple 5. Traitons le cas L =
√

1 + q̇2 est la longueur. Alors

∂L

∂q̇
=

q̇
√

1 + q̇2
=

q̇

1 + q̇2
L,

et l’on obtient la condition supplémentaire

1 + q̇ϕ̇ = 0,

qui exprime que les deux vecteurs (1, q̇) et (1, ϕ̇) sont orthogonaux.

1.5.3 Equations de Hamilton

Les coordonnées (q, q̇) sont les coordonnées de l’espace tangent, et le La-
grangien L est défini sur cet espace. L’équation d’Euler-Lagrange s’interprète
comme une équation de Hamilton. La transformation de Legendre consiste à

introduire la variable duale p =
∂L

∂q̇
. Faisons l’hypothèse que ϕ : (q, q̇) �→ (q, p)

est un difféomorphisme et introduisons alors le Hamiltonien

H(q, p, t) = pq̇ − L.

On a alors

dH = pdq̇ + q̇dp −
(

∂L

∂q
dq +

∂L

∂q̇
dq̇ +

∂L

∂t
dt

)

=
∂H

∂q
dq +

∂H

∂p
dp +

∂H

∂t
dt.

Soit en identifiant
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et en utilisant l’équation d’Euler-Lagrange avec p =
∂L

∂q̇
, c’est à dire

d

dt
p =

∂L

∂q
, on obtient ṗ = −∂H

∂q
. Le champ de vecteurs

−→
H=

∂H

∂p

∂

∂q
− ∂H

∂q

∂

∂p
est la

forme Hamiltonienne correspondant à l’équation d’Euler-Lagrange, H étant
une fonction sur le fibré cotangent.

Définition 20. On appelle système mécanique un triplet (M, T, U) où M est
une variété appelée espace des configurations, T est une fonction sur TM ×R,
forme quadratique définie positive en q̇ représentant l’énergie cinétique et U
est une fonction définie positive sur M qui s’appelle le potentiel. Le Lagrangien
associé est L = T − U .

Lemme 9. Soit (M, T, U) un système mécanique, où

T =
1

2

∑

aij(t, q)q̇iq̇j ,

avec aij = aji en coordonnées locales. Alors la transformation de Legendre

p =
∂L

∂q̇
induit un difféomorphisme, et H = pq̇ − L = T + U . Les équations

d’Euler-Lagrange sont équivalentes aux équations d’Hamilton.

1.5.4 Equation d’Hamilton-Jacobi

Définition 21. Soit γ une solution des équations d’Euler-Lagrange associée
au Lagrangien L, d’extrémités P0 = (t0, q0) et P1 = (t1, q1). L’action le long
de γ est la fonction S(P0, P1) =

∫

γ
L(t, q, q̇)dt.

Proposition 11. On suppose que pour tout couple (P0, P1) il existe une
unique solution des équations d’Euler-Lagrange, d’extrémités P0 et P1 et on
fait l’hypothèse que l’action est lisse. Fixons P0 et notons S l’application
P �→ S(P0, P ). Alors S est solution de l’équation d’Hamilton-Jacobi

∂S

∂t
+ H

(

t, q,
∂S

∂q

)

= 0

où H est le Hamiltonien.

Preuve. La tranformation de Legendre étant supposée définie, en utilisant la
formule fondamentale et le formalisme Hamitlonien, on peut écrire

∆Φ ∼
∫ t1

to

(

∂L

∂q
+

d

dt

∂L

∂q̇

)

hdt + [α]
p1

p0
,

q̇ =
∂H

∂p
,

∂L

∂q
= −∂H

∂q
, (1.5)
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où la 1-forme α = pdq−Hdt est appelée invariant intégral de Hilbert-Poincaré-
Cartan. Le terme intégré est nul si on l’évalue le long d’une trajectoire solution
d’Euler-Lagrange et si l’extrémité gauche est fixée, on en en déduit la relation

dS = pdq − Hdt. Avec dS =
∂S

∂t
dt +

∂S

∂q
dq. Par identification, il vient

p =
∂S

∂q
,

∂S

∂t
= −H,

ce qui termine la preuve.

1.5.5 Le principe du maximum de Pontriaguine dans sa version
faible

L’objectif de cette section est de faire une première introduction au principe du
maximum de Pontriaguine, présenté ici dans sa version faible (sans contrainte
sur le contrôle) pour obtenir une formulation directe des conditions nécessaires
de minimisation sous forme Hamiltonienne, sans utiliser la transformation
de Legendre, en général non définie. Une autre extension de nos résultats
précédents est de considérer des courbes non lisses. Le principe du maximum
général sera présenté dans le hap 7.

Définition 22. On appelle système de Rn une équation de la forme
dq

dt
(t) =

f(q(t), u(t)), où f est lisse et le contrôle u(t) est une application mesurable
bornée définie sur un ensemble [0, T ], T > 0 et à valeurs dans Rm. No-
tons q(t, q0, u) la solution issue en t = 0 de q0 et définie sur un sous inter-
valle J ⊂ [0, T ]. Munissons l’ensemble des contrôles de la norme L∞, |u| =
supt∈[0,T ] |u(t)| et considérons l’application extrémité E : u(·) �→ q(T, q0, u)
où q0 et T sont supposés fixés. L’ensemble des états accessibles à T fixé est
A(q0, T ) =

⋃

u admisible q(T, q0, u) et A(q0) =
⋃

T>0 A(q0, T ) est l’ensemble des
états accessibles.

Le résultat suivant est standard en théorie des systèmes.

Proposition 12. Soit u un contrôle de référence défini sur [0, T ] et tel que la
trajectoire associée soit définie sur [0, T ]. L’application extrémité est C∞, et
sa dérivée de Fréchet en u est

E′
u(v) =

∫ T

0

Φ(T )Φ−1(s)B(s)v(s)ds,

où Φ est la matrice fondamentale solution de Φ̇ = AΦ, Φ(0) = In avec A(t) =
∂f

∂q
(q(t), u(t)) et B(t) =

∂f

∂u
(q(t), u(t)).

.C
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Preuve. Indiquons les arguments de la preuve.
Supposons d’abord que l’application E soit dérivable et calculons sa dérivée.
Soit u + δu le contrôle appliqué où δu est une variation L∞, et q̃ la réponse
associée issue de q̃(0) = q0. Si on définit δq = q̃ − q, on a δq(0) = 0 et on
obtient

d

dt
(δq) = ˙̃q − q̇ = f(q + δq, u + δu) − f(q, u)

=
∂f

∂q
(q, u)δq +

∂f

∂u
(q, u)δu + o(δq, δu).

On peut écrire δq = δ1q + δ2q + · · · , où δ1q est linéaire en δu, δ2q est quadra-
tique, etc. En identifiant on obtient en particulier

d

dt
(δ1q) = A(t)δ1q + B(t)δu.

1q(0) = 0 et on déduit la formule
annoncée.

On peut montrer la dérivabilité avec l’argument suivant. Soient u, v ∈ L∞

et λ ∈ R. On considère l’application λ �→ q(T, q0, u + λv). En utilisant le
théorème de différentiation des solutions par rapport à un paramètre λ, on
obtient que la dérivée directionnelle ou de Gâteaux est donnée par

E′
f (λ) =

∫ T

0

Φ(T )Φ−1(s)B(s)λv(s)ds.

Pour montrer que c’est la dérivée de Fréchet il reste à prouver la continuité
par rapport à u. Cela résulte de la propriété suivante : si un converge vers u
dans L∞, alors les trajectoires correspondantes qn convergent vers q au sens
de la topologie uniforme, d’après l’inégalité de Gronwall.

Définition 23. Soit u(·) un contrôle défini sur [0, T ] et tel que la trajectoire
associée soit définie sur [0, T ]. On dit que u et la trajectoire sont singuliers si
u est un point singulier de l’application extrémité, c’est à dire si la dérivée de
Fréchet n’est pas surjective en u.

Proposition 13. Le contrôle u et la trajectoire associée sont singuliers sur
[0, T ] s’il existe une application p : t → Rn\{0} absolument continue telle que
le triplet (q, p, u) est solution presque partout des équations

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
,

∂H

∂u
= 0,

où H(q, p, u) = 〈p, f(q, u)〉 est le Hamiltonien.

Preuve. Puisque le rang de E ′ n’est pas égal à n, il existe p ∈ Rn\{0} tel
que 〈p, δ1q(T )〉 = 0. Posons p(s) = pΦ(T )Φ−1(s). Alors ṗ = −p(s)A(s) et
p(T ) = p. Par ailleurs la condition

On intègre ce système linéaire avec δ
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pour tout δu ∈ L∞ implique 〈p(s), B(s)〉 = 0 presque partout. Cela équivaut
à nos relations.

Définition 24. Considérons le problème de minimiser
∫ T

0
f0(q, u)dt parmi

toutes les courbes solutions de q̇ = f(q, u). Le système augmenté ˙̃q = f̃(q̃, u)
est le système q̇ = f(q, u), q̇0 = f0(q, u), q0(0) = 0 où q̃ = (q, q0).

Théorème 3 (Pontriaguine). Si u(·) minimise
∫ T

0
f0(q, u)dt parmi toutes

les courbes solutions de q̇ = f(q, u) vérifiant les conditions q(0) ∈ M0, q(T ) ∈
M1, T > 0 fixé, où M0, M1 sont des sous variétés de Rn. Alors il existe
p̃ = (p, p0) : t → Rn+1\{0} absolument continue tel que les équations suivantes
soient vérifiées presque partout :

˙̃q =
∂H̃

∂p̃
, ˙̃p = −∂H̃

∂q̃
,

∂H̃

∂u
= 0,

avec H(q̃, p̃, u) = 〈p̃, f(q̃, u)〉 = 〈p, f(q, u)〉+p0f
0(q, u). De plus p0 est constant

et peut être normalisé à p0 = 0 ou −1. Aux extrémités le vecteur p(·) vérifie
les conditions de transversalité : p(0) est orthogonal à Tq0

M0 et p(T ) est
orthogonal à Tq1

M1.

Preuve. Considérons le problème de minimisation à extrémités fixées q0 et
q1. Si u est optimal alors pour le système augmenté q̃(T, q̃0, u) appartient
à la frontière de l’ensemble des états accessibles en un temps T . Notons Ẽ
l’application extrémité associée au système augmenté. Si u n’est pas un point
singulier alors l’application extrémité est ouverte et cela contredit la propriété
que q̃(T, q̃0, u) soit sur la frontière. Ainsi si u est optimal alors u est singulier.
En appliquant la proposition 13, il existe p̃ = (p, p0) tel que le triplet (q̃, p̃, u)
soit solution des équations

˙̃q =
∂H̃

∂p̃
, ˙̃p = −∂H̃

∂q̃
,

∂H̃

∂u
= 0.

En particulier ṗ0 = 0 et comme p̃ est continue, on en déduit que p0 est
constant. Comme les équations sont linéaires en p̃, on peut donc normaliser
p0 à 0 ou −1.

Les conditions de transversalité se prouvent aisément et dans le cadre
Hamiltonien le vecteur p s’interprète aux extrémités comme un vecteur or-
thogonal aux variétés M0 et M1.

Définition 25. Une trajectoire t �→ q(t) solution des équations précédentes
s’appelle une extrémale. Elle est qualifiée de normale si p0 �= 0 et d’anormale
si p0 = 0. Le vecteur p est le vecteur adjoint et H̃ s’appelle le Hamiltonien.

Remarque 5. Le cas anormal correspond à la situation où le Hamiltonien ne
dépend pas du coût. C’est une situation dégénérée, et dans ce cas le contrôle
est déjà un point singulier de l’application extrémité.

〈p,

∫ T

0

Φ(T )Φ−1(s)B(s)δu(s)〉 = 0
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1.5.6 Transformations canoniques

Transformations canoniques et champs de vecteurs Hamiltoniens

Proposition 14. Soit
−→
H (t, x) un champ de vecteurs de R2n muni de sa

structure canonique et ẋ = J∇xH l’équation différentielle associée. Soit
ϕ : x �→ X(t, x) un changement de coordonnées symplectique. Alors l’image

de
−→
H par ϕ est un champ de vecteur

−→
G(t, x) Hamiltonien : Ẋ = J∇G, où

le Hamiltonien G est la somme de Ĥ et d’une fonction R(t) qui s’appelle
le reste et qui est nulle si le changement de coordonnées est autonome, et
Ĥ(t,X) = H(t, x).

Preuve. En dérivant, il vient

Ẋ(t, x) =
∂X

∂x
(t, x)ẋ +

∂X

∂t
(t, x) =

∂X

∂x
J

t∂H

∂x
+

∂X

∂t
.

Le premier terme s’écrit

∂X

∂x
J

t∂H

∂x
=

∂X

∂x
J t

(

∂H

∂X

∂X

∂x

)

et comme le changement de coordonnées est symplectique, on a

∂X

∂x
J

t∂X

∂x
= J.

En notant Ĥ(t,X) le Hamiltonien défini par Ĥ(t,X) = H(t, x), le premier
terme s’écrit alors ∇XĤ. Par la suite on utilise la même notation pour H
et Ĥ. La proposition est donc prouvée si le changement de coordonnées est
autonome. Dans le cas général, le reste est défini par la relation

∂X

∂t
(t, x)|x=X−1 = J∇XR(t,X).

L’existence du reste résulte du lemme de Poincaré. En effet en multipliant

à gauche les deux membres par J , on montre qu’il faut que J
t∂X

∂t
(t,X) soit un

gradient et donc que la Jacobienne soit symétrique (Poincaré). Cette propriété
découle du fait que le changement de coordonnées est symplectique.

Transformations canoniques et fonctions génératrices

Notre étude est locale et on se place sur R2n muni de sa structure symplectique
canonique définie par ω = dp ∧ dq. Soit Q = Q(p, q) et P = P (p, q) un
changement de coordonnées. Il est symplectique si dp ∧ dq = dP ∧ dQ, cette
condition s’écrivant

d(qdp − QdP ) = 0.



22 1 Géométrie symplectique et transformations canoniques

La 1-forme σ1 = qdp −QdP doit donc être fermée, ce qui équivaut sur R2n à
la condition d’être exacte. Supposons de plus que les variables (p, P ) forment
un système de coordonnées. Puisque σ1 est exacte, il existe donc une fonction
S1(p, P ) telle que

σ1 = dS1 =
∂S1

∂p
dp +

∂S1

∂P
dP = qdP − QdP,

et en identifiant il vient

q =
∂S1

∂p
et Q = −∂S1

∂P
.

On observe que si la Hessienne
∂q

∂P
=

∂2S1

∂P∂p
est non singulière, il résulte

du théorème des fonctions implicites que localement l’application q �→ P est
bijective et (p, P ) forment un système de coordonnées locales. On a donc
prouvé le résultat suivant.

Proposition 15. Soit S1(p, P ) une fonction lisse telle que
∂2S1

∂P∂p
soit non sin-

gulière. Alors les relations q =
∂S1

∂p
et Q = −∂S1

∂P
définissent localement un

changement de coordonnées symplectiques.

Remarque 6. La 1-forme σ1 est fermée si et seulement si l’une des formes
suivantes est fermée :

σ2 = σ1 + d(QP ) = qdp + PdQ,

σ3 = pdq − PdQ,

σ4 = pdq + QdP.

Donc la proposition 15 est aussi valide en remplaçant σ1 par une des formes
σ2, σ3, σ4 et avec les hypothèses suivantes :

• Si (p,Q) sont des coordonnées, poser σ2 = dS2(p,Q) et q =
∂S2

∂P
, P =

∂S2

∂Q

et
∂2S2

∂p∂P
doit être non singulière.

• Si (q,Q) sont des coordonnées, poser σ3 = dS3(q,Q) et p =
∂S3

∂q
, P =

−∂S3

∂Q
et

∂2S3

∂q∂Q
doit être non singulière.

• Si (q, P ) sont des coordonnées, poser σ4 = dS4(q, P ) et p =
∂S4

∂q
, P =

∂S4

∂P

et
∂2S4

∂q∂P
doit être non singulière.
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Définition 26. Les fonctions σi s’appelle les fonctions génératrices de la
transformation symplectique correspondante. Les transformations associées à
σ3 = pdq − PdQ sont dites libres.

Exemple 6. La 1-forme σ4 est beaucoup utilisée en mécanique et correspond
au relèvement symplectique −→ϕ du difféomorphisme donné par Q = ϕ(q). La

fonction génératrice est S4(q, P ) = tϕ(q)P et p est défini par p =
t∂ϕ

∂q
P .

On peut par exemple appliquer ce calcul au passage en coordonnées po-
laires. On pose q = (r, θ), Q = (x = r cos θ, y = r sin θ). Les variables
duales sont notées p = (pr, pθ) et P = (px, py) et la fonction génératrice
est S4 = pxr cos θ + pyr sin θ et

pr =
∂S4

∂r
= px cos θ + py sin θ,

pθ =
∂S4

∂θ
= −pxr sin θ + py cos θ.

Transformations canoniques et invariant intégral
de Hilbert-Poincaré-Cartan

On identifie T ⋆M à R2n, et on se place dans l’espace temps T ⋆M×R ≃ R
2n+1.

Soient (p, q) les coordonnées canoniques, et soit H(p, q, t) un Hamiltonien.
L’invariant intégral de Hilbert-Poincaré-Cartan est

α = pdq − H(p, q, t)dt. (1.6)

Propriété fondamentale

On observe que dα = dp∧ dq − dH ∧ dt est une 2-forme sur l’espace R2n+1 de
dimension impaire. Elle possède donc un noyau. Ainsi il existe une direction X
dite caractéristique définie par dα(X, .) = 0. On peut calculer cette direction.
On a en effet

dα = dp ∧ dq − Hpdp ∧ dt − Hqdq ∧ dt,

où Hp, Hq désignent les dérivées partielles de H par rapport aux variables p

et q. Dans la base
∂

∂p
,

∂

∂q
,

∂

∂t
la 2-forme est donc représentée par la matrice

A =

⎛

⎝

0 In −Hp

−In 0 −Hq

Hp Hq 0

⎞

⎠ .

Cette matrice est de rang 2n car dp ∧ dq est non dégénérée et son noyau est
engendré par

X = −Hq
∂

∂p
+ Hp

∂

∂q
+

∂

∂t
,
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qui engendre donc aussi la direction caractéristique de α. Les trajectoires de
X paramétrées par τ vérifient les équations

dp

dτ
= −Hq,

dq

dτ
= Hp,

dt

dτ
= 1,

et en paramétrant par t, on retrouve les équations de Hamilton

dp

dt
= −∂H

∂q
,

dq

dt
=

∂H

∂p
.

Proposition 16. Les projections des trajectoires du champ caractéristique de
la 1-forme correspondant à l’invariant intégral de Hilbert-Poincaré-Cartan
sont solutions des équations de Hamilton.

Transformations canoniques libres

Le champ de vecteurs caractéristique est un invariant et soit P,Q, T un
changement de coordonnées préservant la dérivée extérieure de la 1-forme cor-
respondant à l’invariant intégral de Hilbert-Poincaré-Cartan. On peut donc
écrire

α = pdq − Hdt = PdQ − KdT + dS,

où S est une fonction. Comme d2S = 0 la direction caractéristique du membre
de droite est celle de la 1-forme PdQ − KdT et les équations de Hamilton
s’écrivent

dP

dT
= −∂K

∂Q
,

dQ

dT
=

∂K

∂P
.

Si la transformation préserve le temps on a T = t et l’on obtient les équations

Ṗ = −∂K

∂Q
, Q̇ =

∂K

∂P
.

Plaçons-nous dans le cas dit libre où l’on peut choisir (q,Q) comme coor-
données. La fonction S vérifie

dS =
∂S

∂q
dq +

∂S

∂Q
dQ +

∂S

∂t
dt = (pdq − PdQ) + (K − H)dt,

et par identification il vient

p =
∂S

∂q
, P = − ∂S

∂Q
, H = K − ∂S

∂t
.

La transformation symplectique est caractérisée par une fonction génératrice

S(q,Q, t), et la formule H = K − ∂S

∂t
donne la correction à apporter au

Hamiltonien dans le cas non autonome. Le terme
∂S

∂t
correspond au reste

défini dans la proposition 15, calculé ici avec la fonction génératrice de la
transformation canonique libre.
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Transformation canonique à poids

Un des aspects importants de la mécanique céleste est la théorie asymptotique
de recherche des solutions. Cela nécessite d’élargir le cadre des transformations
symplectiques en utilisant des poids.

Définition 27. Soit ϕ : x �→ X(t, x) un difféormorphisme de R2n. On dit

que ϕ est une transformation symplectique de poids ε �= 0 si J = ε
t∂X

∂x
J

∂X

∂x
.

Le calcul effectué dans la preuve de la proposition 15 donne le résultat
suivant.

Proposition 17. Si ϕ est un difféomorphisme à poids ε et x est solution des
équations de Hamilton associées à H alors

Ẋ = εJ∇XH(t,X) + J∇XR(t,X),

où R est le reste. En particulier si la transformation est autonome, le système
est un système Hamiltonien autonome et on a H ′ = εH.

Notes et sources

Les résultats généraux sur la géométrie symplectique et les champs Hamil-
toniens proviennent de [3], [31] et [53]. La forme normale de type Jordan
d’un champ de vecteurs Hamiltonien est due à Williamson [72] (voir [22] pour
une présentation plus moderne). Pour une introduction générale au calcul des
variations, voir [29] et pour le principe du maximum faible voir par exemple
[10], et aussi l’article [30] pour une présentation heuristique du principe du
maximum.

1.6

Notes et sources6
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Quelques propriétés des équations

différentielles Hamiltoniennes : intégrabilité

et stabilité

L’objectif de ce chapitre est de présenter les propriétés d’intégrabilité et de
stabilité des équations différentielles Hamiltoniennes.

La propriété d’intégrabilité repose sur l’existence d’intégrales premières,
et permet, dans l’analyse d’un système Hamiltonien et en particulier d’un
système extrémal, de réduire la dimension du système. Elle est liée au concept
de variété Lagrangienne et à la résolution de l’équation d’Hamilton-Jacobi.

La seconde partie du chapitre est conscrée au problème de stabilité. On
présente d’abord les résultats de stabilité classiques de Liapunov, utilisant
soit la méthode directe fondée sur les fonctions de Liapunov, soit la méthode
indirecte fondée sur la linéarisation exacte. Ces techniques sont importantes
pour le contrôle des systèmes non linéaires.

On discute ensuite la stabilité des systèmes Hamiltoniens. On fait en par-
ticulier une présentation très descriptive du KAM qui permet de montrer le
théorème de stabilité d’Arnold, une présentation plus complète de ce théorème
très important mais difficile sortant du cadre de cet ouvrage.

En conclusion, on présente le théorème de récurrence de Poincaré, qui a
de nombreuses applications pour la contrôlabilité des systèmes mécaniques,
en particulier pour le contrôle d’attitude ou le transfert orbital.

2.1 Intégrabilité

Définition 28. Soit (M, ω) une variété symplectique et f1, f2 deux fonctions
lisses. On dit que f1, f2 sont en involution si {f1, f2} = 0.

2.1.1 Le théorème de redressement symplectique

Théorème 4. Soit
−→
H (x) un champ de vecteurs (lisse) Hamiltonien de R2n

muni de sa structure symplectique canonique au voisinage du point x0 identifié
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à 0. On suppose que x0 est un point régulier, i.e.,
−→
H (x0) �= 0. Il existe des co-

ordonnées symplectiques x définies au voisinage de 0 telles que le Hamiltonien
s’écrive H(x) = xn+1, les équations du mouvement se réduisant à

ẋ1 = 1, ẋi = 0 pour i = 2, . . . , n.

Preuve. La preuve résulte du théorème de redressement des champs de
vecteurs au voisinage des points réguliers et de la propriété suivante : le

groupe local à un paramètre ϕt associé à
−→
H induit des difféomorphismes

symplectiques.

Corollaire 3. Au voisinage d’un point régulier un système Hamiltonien ad-
met n intégrales premières en involution.

2.1.2 Le théorème de Noether

Définition 29. Soit (M, T, U) un système mécanique autonome, T l’énergie
cinétique donnée en coordonnées locales par T = 1

2

∑

aij(q)q̇iq̇j, U la fonction
potentielle et L = T − U le Lagrangien associé sur TM . Via la transforma-

tion de Legendre p =
∂L

∂q̇
, on obtient sur le cotangent muni de sa structure

canonique, le Hamiltonien associé H(p, q) = T + U . Soit X un champ de
vecteurs complet sur M , ϕt = exp tX le groupe à un paramètre associé et−→ϕ t le relèvement symplectique. On dit que ϕt est une symétrie du système
mécanique si H ◦ −→ϕ t = H.

Théorème 5. Si ϕt est une symétrie, le Hamiltonien HX = 〈p,X〉 est une
intégrale première du système.

Preuve. En dérivant H ◦ −→ϕ t = H, on obtient la condition {H,HX} = 0.

Exemple 7. Considérons dans R3, le Lagrangien L = 1
2m(ẋ2+ẏ2+ż2)−U(x, y),

le potentiel ne dépendant pas de z. On en déduit que HX = 〈p,X〉 avec

X =
∂

∂z
est une intégrale première, soit pz. En fait le Hamiltonien H = T +U

ne dépend pas explicitement de z.

Définition 30. Soit
−→
H un champ de vecteurs Hamiltonien et (q, p) des coor-

données de Darboux. Si H ne dépend pas explicitement de q1, on dit que q1

est une coordonnée cyclique.

Proposition 18. Soit
−→
H un champ de vecteurs Hamiltonien de R2n et q1

une coordonnée cyclique. alors p1 est une intégrale première et en notant
q̃ = (q2, . . . , qn), p̃ = (p2, . . . , pn) et H̃ = H(p̃, q̃, c), p1 = c, alors (q̃, p̃) sont
solutions de l’équation de Hamilton

˙̃q =
∂H̃

∂p̃
, ˙̃p = −∂H̃

∂q̃
,

dépendant du paramètre c = p1.
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Preuve. Comme q1 est cyclique le système se décompose en

q̇1 =
∂H

∂p1
ṗ1 = −∂H

∂q1
= 0

˙̃q =
∂H

∂p̃
˙̃p = −∂H

∂q̃
.

D’où le résultat et q1(t) = q(0) +
∫ t

0

∂H

∂p1
ds.

C’est l’outil de base pour intégrer les systèmes Hamiltoniens, à partir de
cordonnées cycliques.

Corollaire 4. Si n = 2 et H possède une coordonnée cyclique q1, le système
en p2, q2 est de dimension 1 et s’intègre à l’aide de l’intégrale H̃(p2, q2) = c′.

2.1.3 La méthode d’intégration de Jacobi

Le principe

Le principe de Jacobi d’intégrer sur R2n les équation d’Hamilton q̇ =
∂H

∂p
,

ṗ = −∂H

∂q
est le suivant. S’il existe des coordonnées symplectiques P,Q telles

que le Hamiltonien H(p, q) = K(Q) ne dépende pas de P , alors les équations
du mouvement s’écrivent

Q̇ = 0, Ṗ =
∂K

∂Q
.

On en déduit que

Q(t) = Q(0), P (t) = t
∂K

∂Q |Q(0)

+ P (0). (2.1)

En utilisant la proposition 15, cherchons localement la transformation sym-
plectique définie par une fonction génératrice S(q,Q) associée à la 1-forme
σ3 = pdq − PdQ, soit donc la relation

p =
∂S

∂q
, P =

∂S

∂Q
.

La condition H(p, q) = K(Q) donne l’équation de Hamilton-Jacobi

H
∂S

∂q
, q = K(Q) (2.2)

où K(Q) = h constant, avec p =
∂S

∂q
(q,Q).

On a le résultat suivant.

(
)
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Proposition 19. Si on a une solution S(q,Q) de l’équation de Hamilton-

Jacobi dépendant de n-paramètres Qi et telle que det
∂2S

∂q∂Q
�= 0, alors les

équations de Hamilton q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
s’intègrent explicitement par

quadratures. Les fonctions Q(p, q) définies par p =
∂S

∂q
(q,Q) sont n intégrales

premières du mouvement.

Calcul d’une intégrale complète

Dans la pratique, on peut calculer une solution dépendant de n paramètres
(solution dite complète), dans le cas où l’équation est à variables séparables.
L’algorithme est le suivant. Si l’équation a la forme

Φ1(ϕ(p1, q1), p2, . . . , pn, q2, . . . , qn) = 0,

on cherche la solution sous la forme

S = S(q1) + S′(q2, . . . , qn).

On pose ϕ

(

dS1

dq1
, q1

)

= c1 et on doit résoudre une équation de la forme

Φ2
∂S′

∂q2
, . . . ,

∂S′

∂qn
, q2, . . . , qn, c1 = 0,

la fonction S1 étant solution d’une équation différentielle d’ordre un. On
réitère le processus avec Φ2 si on veut séparer (p2, q2) des autres variables
et ainsi de suite. Cela conduit à intégrer l’équation par quadratures.

Exemple d’application

Considérons dans R3 le système mécanique défini par le Lagrangien

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) − U(x, y, z).

Le passage en coordonnées sphériques s’écrit ϕ : (x, y, z) �→ (r, θ, ϕ) que l’on
relève en un difféomorphisme symplectique

−→ϕ : (x, y, z, px, py, pz) �→ (r, θ, ϕ, pr, pθ, pϕ).

Le Hamiltonien s’écrit

H =
1

2m

(

p2
r +

p2
θ

r2
+

p2
ϕ

r2 sin2 θ

)

+ U(r, θ, ϕ).

(
)
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Considérons un champ de potentiel de la forme

U(r, θ) = a(r) +
b(θ)

r2
.

Ici ϕ est une coordonnée cyclique et pϕ est une intégrale première. L’équation
d’Hamilton-Jacobi (2.2) s’écrit

1

2m

(

∂S

∂r

)2

+a(r)+
1

2mr2

[

(

∂S

∂θ

)2

+ 2mb(θ)

]

+
1

2mr2 sin2 θ

(

∂S

∂ϕ

)2

= h

où h est l’énergie. La méthode de séparation des variables s’applique. Comme
ϕ est cyclique, on cherche une solution de la forme

S = pϕϕ + S1(r) + S2(θ),

et en séparant les variables, il vient
(

dS2

dθ

)2

+ 2mb(θ) +
p2

ϕ

sin2 θ
= β

(2.3)
1

2m

(

dS1

dr

)2

+ a(r) +
β

2mr2
= h

où pϕ, β, h sont des constantes.
En choisissant les branches positives pour le radical, on obtient donc la

solution

S = pϕϕ +

∫

√

β − 2mb(θ) −
p2

ϕ

sin2 θ
dθ +

∫

√

2m(h − a(r)) − β

r2
dr.

Les intégrales premières identifiées dans la procédure sont le Hamiltonien H,
pϕ impulsion associée à la variable cyclique ϕ et une intégrale première cachée
donnée par

p2
θ + 2mb(θ) +

p2
ϕ

sin2 θ
= β.

2.1.4 Un théorème d’intégrabilité dans le cas linéaire
non autonome

Théorème 6. Considérons une équation différentielle ẋ(t) = A(t)x(t) dans
R2n, linéaire et Hamiltonienne. Soit (x1(t), . . . , xn(t)) un n-uplet de solu-
tions indépendantes en involution. Alors, un ensemble complet de 2n solutions
indépendantes peut être calculé par quadratures.

Preuve. Notons L(t) la matrice 2n × n dont les colonnes sont les solu-
tions x1(t), . . . , xn(t). La famille L(t) représente une famille à un paramètre
d’espaces Lagrangiens. On a donc les relations
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Puisque les solutions sont indépendantes, la matrice tLL est inversible. Con-
sidérons la matrice 2n × n définie par L′ = JL( tLL)−1. Alors, tL′JL′ = 0
et tLJL′ = −I, et donc la matrice P = (L,L′) est une matrice symplectique
d’inverse

P−1 =

(

−tL J
tL′ J

)

.

Avec le changement de coordonnées x = P (t)y, on obtient l’équation Hamil-
tonienne

ẏ = P−1(AP − Ṗ )y.

En utilisant l’écriture ẋ = Ax = J ∂H
∂x = JS, où H = 1

2
txS(t)x est le Hamil-

tonien associé, dans les coordonnées symplectiques y l’équation s’écrit, en
décomposant en blocs d’ordre n,

ẏ =

(

0 0

−tL′SL′ − tL′JL̇ 0

)

y,

et en décomposant y = t(u, v) ∈ Rn×Rn, on obtient l’équation Hamiltonienne

u̇ = 0,

v̇ = −tL′(SL′ + JL̇′)u,

que l’on peut intégrer avec une quadrature.

2.1.5 Le théorème d’intégrabilité de Liouville

L’objectif de cette section est de présenter le théorème de Liouville sur
l’intégration des systèmes Hamiltoniens. On donne une esquisse de preuve,
voir [47] pour la preuve complète.

L’exemple du champ central

Considérons un système mécanique du plan q = (q1, q2), la position de la
particule de masse unité, T = 1

2 (q̇2
1 + q̇2

2) l’énergie cinétique et supposons que

le potentiel est central, U = U(r) où r =
√

q2
1 + q2

2 est la distance à l’origine.
Soit p = (p1, p2) le vecteur dual. Le Hamiltonien est

H(p, q) =
p2

2
+ U(r).

Le système possède deux intégrales premières : l’énergie H et la longueur
du moment cinétique, M = q1p2 − q2p1. Pour analyser le mouvement on
introduit les coordonnées polaires (r, θ) et les variables duales sont

L̇ = AL, tLJL = 0.
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pr =
p1q1 + p2q2

r
,

pθ = q1p2 − q2p1,

H =
1

2
(p2

r +
pθ

r2
) + U(r),

M = pθ.

Fixons une valeur c = (h,m) de l’énergie et de la longueur du moment
cinétique pour que le mouvement soit borné. Les trajectoires évoluent sur un
tore T 2, H = h et M = m et on a

• pθ = m et θ(t) est l’angle sur un cercle.
• (r, pr) parcourt un cercle donné par H = h.

Sur chaque surface de niveau de T 2, on peut choisir des angles (ϕ1, ϕ2) tel
que le mouvement s’écrive

ϕ̇1 = ω1(c), ϕ̇2 = ω2(c),

où les fréquences ω1(c) et ω2(c) ne dépendent que de c. Cet exemple est un
cas particulier du théorème de Liouville.

Le théorème de Liouville

Soit (M, ω) une variété symplectique de dimension 2n et
−→
H 1 un champ

de vecteurs Hamiltonien. Supposons qu’il existe n fonctions en involution
H1, . . . , Hn, c’est-à-dire, {Hi,Hj} = 0. Considérons la surface de niveau
h = (h1, . . . , hn) définie par Mh = {x ∈ M | Hi(x) = hi, i = 1, . . . , n} et
supposons que les n-formes dHi soient indépendantes en chaque point de Mh.

1. Si Mh est compacte et connexe, elle est difféomorphe à un tore T n de
dimension n, {(ϕ1, . . . , ϕn) mod 2π}.

2. Le champ
−→
H 1 définit sur chaque tore Mh un mouvement d’équations

dϕi

dt
= ωi(h) où les fréquences ne dépendent que du niveau h.

3. On peut choisir au voisinage de chaque tore des coordonnées symplectiques
(I, ϕ) telles que le mouvement s’écrive İ = 0 et ϕi = ωi(h).

4. Le mouvement est intégrable par quadratures.

Preuve. On donne les étapes de la preuve.

Lemme 10. Mh est une sous variété de dimension n.

Lemme 11. Sur une surface Mh les n champs de vecteurs
−→
H 1, . . . ,

−→
Hn

sont tangents, linéairement indépendants et commutent deux à deux, i.e.

[
−→
H i,

−→
H j ] = 0.

Preuve. Par construction les
−→
H i sont tangents, indépendants et {Hi,Hj} = 0.
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Lemme 12. la 2-forme ω est nulle sur Mh, et Mh est donc une sous-variété
Lagrangienne de M .

Preuve. Les n champs
−→
H i engendrent l’espace tangent de Mh et ω(

−→
H i,

−→
H j) =

dHi(
−→
H j) = {Hi,Hj} = 0.

Remarque géométrique. Considérons R2n muni de sa structure canonique

dp∧ dq et soit S une fonction q �→ S(q). Notons L le graphe

(

q, p =
∂S(q)

∂q

)

.

Alors

dp ∧ dq|L = d

(

∂S(q)

∂q

)

∧ dq|L =
∑

i,k

∂2S

∂qk∂qi
dqk ∧ dqi = 0

car
∂2S

∂qi∂qj
=

∂2S

∂qj∂qi
si i �= j. Donc la restriction de la forme de Darboux

au graphe de L est nulle et L est une variété Lagrangienne. Cet exemple se
généralise et toute variété Lagrangienne admet localement une représentation
analogue. Un point important du théorème de Liouville est de représenter
localement une surface de niveau comme un graphe associé à une fonction
génératrice. L’autre point clef est le suivant.

Lemme 13. La variété Mh est difféomorphe à un tore T n.

Preuve exp s
−→
H i

associé à
−→
H i et pour t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn, posons

gt = exp tn
−→
Hn ◦ . . . ◦ exp t1

−→
H 1.

L’application gt agit sur Mh. Pour x0 ∈ Mh, posons g(t) = gt(x0).

Comme les
−→
H i,

−→
H j commutent, exp ti

−→
Hi ◦ exp tj

−→
H j = exp tj

−→
H j ◦ exp ti

−→
H i et gt

définit une action du groupe abélien Rn = {(t1, . . . , tn)} sur Mh.
Considérons le stabilisateur de x0 donné par

H = {t ∈ Rn | gt(x0) = x0}.

C’est un sous-groupe de Rn qui ne dépend pas du point x0. On montre que
ce sous-groupe est de la forme

H =

{

k
∑

i=1

miei | mi ∈ Z

}

,

où les ei sont des vecteurs de Rn. On identifie Mh au quotient Rn/H =
T k × Rn−k. Comme Mh est compacte, on a nécessairement n = k.

(indication de preuve). Notons le groupe à un paramètre
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Localement, la construction revient à redresser tous les champs
−→
H i, les

coordonnées d’un point de l’orbite {gt(x0)} étant le temps le long des courbes

intégrales. Dans ces coordonnées,
−→
H 1 =

∂

∂t1
. Les fréquences ωi du théorème de

Liouville représentent la pente de
−→
H 1 par rapport aux vecteurs ei définissant

H. Pour achever la preuve, un point important est de construire le système
de coordonnées symplectiques du point 3), cette construction prouvant que le
système est intégrable par quadratures.

Construction des coordonnées symplectiques. Dans les coordonnées
{H1, . . . , Hn, ϕ1, . . . , ϕn} déduites des intégrales premières et de la construc-
tion du tore T n, les équations du mouvement s’écrivent

dHi

dt
= 0,

dϕi

dt
= ωi(h),

mais les variables (H,ϕ) ne sont pas en général symplectiques. Montrons com-
ment construire des coordonnées de Darboux (I, ϕ) telles que le mouvement
soit de la forme

dI

dt
= 0,

dϕ

dt
= ω(I),

la construction étant valable au voisinage de chaque tore T n associé à Mh.
Faisons la construction avec M = R2, ω = dp ∧ dq.

On cherche donc I telle que la transformation (p, q) �→ (I, ϕ) soit symplec-
tique, la coordonnée I ne dépendant que de h.

En utilisant la section 1.5.6, on se ramène au calcul d’une fonction
génératrice S(I, q) vérifiant

dS = pdq + ϕdI, (2.4)

la fonction S étant associée à la forme σ4 = pdq + QdP dans la proposition
15. On a donc les relations

p =
∂S

∂q
, ϕ =

∂S

∂I
. (2.5)

La surface de niveau Mh = T 1 est définie par une valeur H = h du
Hamiltonien et I ne dépend que de h. Or, dS|I=cte = pdq, et donc

S(I, q) =

∫ q

q0

pdq|Mh
.

En parcourant une fois le tore Mh, on obtient l’accroissement

∆S(I) =

∮

Mh

pdq =

∫

Dh

dp ∧ dq,
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la dernière égalité relevant du théorème de Stokes et l’intégrale étant l’aire A
balayée. Par construction, ϕ est l’angle paramétrant Mh, et donc

∆ϕ =

∮

Mh

dϕ = 2π,

et ce résultat ne dépend pas du niveau d’énergie h. D’aprés (2.4), on a ϕ =
∂S

∂I
,

ce qui implique 2π = ∆ϕ = d
dI ∆S(I). D’où la relation

I =
∆S

2π
=

A

2π
=

1

2π

∮

pdq.

La construction est identique dans le cas général. Sur chaque surface Mh,
on définit les coordonnées Ii en posant

Ii =
1

2π

∮

γi

pdq, (2.6)

où les γi sont des chamins fermés sur le tore Mh, parcourus une fois et non
homotopes, deux chemins homotopes définissant la même coordonnée car Mh

est Lagrangienne et la restriction de dp ∧ dq à Mh est nulle car la surface
Mh est définie par un niveau I= constante où les Ii sont indépendants. Notre
preuve montre que I s’obtient par quadratures. Il en est de même pour le
calcul des angles ϕi qui paramétrisent les tores voisins de Mh.

Définition 31. Un champ Hamiltonien qui vérifie les conditions précédentes
est dit Liouville intégrable. Les variables (I, ϕ) s’appellent les variables action-
angle, et le mouvement de la forme

dI

dt
= 0,

dϕ

dt
= ω(I)

est dit quasi-périodique.

2.2 Stabilité des états d’équilibre ; méthode directe

de Liapunov

Définition 32. Soit ẋ = X(x) une équation différentielle de Rn, où X est
lisse. On dit que x∗ est un état d’équilibre si X(x∗) = 0. Notons x(t, x0) la
solution issue en t = 0 de x0. On dit qu’un état d’équilibre est stable au sens
de Liapunov si

∀ε > 0 ∃η > 0, |x0 − x∗| � η ⇒ |x(t, x0) − x∗| � ε, ∀t � 0.

Si x∗ n’est pas stable, on dit que l’état d’équilibre est instable. Si x∗ est stable,
son bassin d’attraction est
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Si D(x∗) est un voisinage de x∗ on dit que x∗ est asymptotiquement stable.
Si D(x∗) = Rn, on dit que x∗ est globalement asymptotiquement stable.

Définition 33. Soit U un voisinage ouvert de x∗ et V : U → R une fonction
lisse sur U . Si t �→ x(t) est une trajectoire, notons

V̇ (x(t)) =
d

dt
V (x(t)) = dV (x(t))(X(x(t)) = LXV (x(t))

où LXV est la dérivée de Lie. On dit que V est une fonction de Liapunov si

1. V (x∗) = 0 et V (x) > 0 si x ∈ U\{x∗},
2. V̇ � 0 dans U .

Si de plus V̇ < 0 dans U\{x∗}, on dit que V est une fonction de Liapunov
stricte.

Théorème 7. S’il existe une fonction de Liapunov V alors l’état d’équilibre
est stable. Si de plus V est stricte, l’état d’équilibre est asymptotiquement
stable.

Preuve. La preuve est standard (voir par exemple [37]).

Théorème 8. Soit ẋ = Ax un système linéaire sur Rn, et soit σ(A) =
{λ1, . . . , λn} le spectre de A, chaque valeur propre étant comptée avec sa mul-
tiplicité.

1. L’origine est globalement asymptotiquement stable si et seulement si
Re λi < 0, pour i = 1, . . . , n.

2. L’origine est stable si et seulement si

a) Re λi � 0, pour i = 1, . . . , n.
b) Pour chaque valeur propre λi telle que Re λi = 0, les blocs de Jordan

associés sur C sont d’ordre un.

Preuve. On donne les détails de la preuve fondée sur la construction d’une
réduite de Jordan réelle pour A et qui permet construire une fonction de
Liapunov stricte sous l’hypothèse que les éléments du spectre de A sont à
partie réelles strictement négatives.

La construction de la réduite de Jordan est la suivante. Il existe une
décomposition de l’espace

Rn = E1 ⊕ . . . ⊕ Er ⊕ F1 ⊕ . . . ⊕ Fs,

r + s = p, chaque espace étant invariant par A et A est semblable à une
matrice diag{J1, . . . , Jp} où les Ji sont des blocs de Jordan réels de la forme

D(x∗) = {x0 | x(t, x0) → x∗ quand t → +∞}.
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⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

λi 0

1
. . .

. . .
. . .

0 1 λi

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

ou

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Di 0

I2
. . .

. . .
. . .

0 I2 Di

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

,

Di =

[

αi βi

−βi αi

]

I2 =

[

1 0
0 1

]

le spectre de A étant formé des racines réelles λi, i = 1, . . . , r, et des racines
conjuguées (αi + iβi, αi − iβi), i = 1, . . . , s, et eAt est semblable à la matrice
diag{eJ1t, . . . , eJpt}.

Observons par ailleurs que dans les blocs de Jordan on peut remplacer les
coefficients 1 par un nombre ε non nul arbitrairement petit. Par exemple pour
chaque bloc d’ordre k associé à la valeur propre réelle λ on remplace la base

{e1, . . . , ek} par la base {e1,
e2

ε
,
e3

ε2
, . . .}.

Soit ε ainsi fixé et considérons le produit scalaire noté 〈., .〉ε où les vecteurs
de la base sont orthonormés. En notant A′ la matrice semblable à A associée
on a

A′ = S + N(ε)

où S est la partie diagonalisable sur C,

diag

(

λ1, . . . , λn,

[

α1 β1

−β1 α1

]

, . . . ,

[

αs βs

−βs αs

])

,

et N(ε) → 0 lorsque ε → 0.
La mise sous forme de Jordan de la matrice A conduit à décomposer

l’espace Rn en trois espaces :

• Es : l’espace associé aux valeurs propres ayant une partie réelle strictement
négative ;

• Eu : l’espace associé aux valeurs propres ayant une partie réelle strictement
positive ;

• Ec : l’espace associé aux valeurs propres ayant une partie réelle nulle.

Si Ec = {0} la position d’équilibre est hyperbolique. Si Eu ⊕ Ec = {0},
toutes les valeurs propres sont à partie réelle strictement négative. Montrons
que l’origine est asymptotiquement stable. Soit V (x) = 〈x, x〉ε, alors

V̇ = 〈Sx, x〉ε + o(ε) < 0

pour ε assez petit et V est une fonction de Liapunov stricte. Le même calcul
conduit à prouver la stabilité sous les hypothèses a) et b).

Un calcul direct de eAt montre que si une des valeurs propres est à partie
réelle strictement positive où à partie réelle nulle avec un bloc de Jordan
d’ordre strictement supérieur à 1, l’origine n’est pas stable. Enfin dans le cas
1), le calcul de eAt

Rn.tout
montre que le domaine d ’attraction de l’origine est
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Une autre méthode pour construire une fonction de Liapunov dans le cas
linéaire est la suivante.

Définition 34. Soit ẋ = Ax un système linéaire et V (x) = txSx une forme
quadratique où S est une matrice symétrique. Alors V̇ = tẋSx+txSẋ = tx(tAS+
SA)x. Si U = txSx est une forme quadratique donnée, la recherche d’une
forme quadratique V = txSx telle que V̇ = U conduit à résoudre l’équation
de Liapunov

tAS + SA = S.

Théorème 9. Soit A une matrice dont le spectre est à partie réelle stricte-
ment négative. Alors, pour toute matrice symétrique S < 0, il existe une
unique matrice symétrique S > 0 solution de l’équation de Liapunov.

Preuve. On pose

S = −
∫ +∞

0

estASesAds

et

tAS = −
∫ +∞

0

tAestASesAds

= −
[

estASesA
]+∞

0
+

∫ +∞

0

estASesAAds

en intégrant par parties. Le terme intégré se réduit à S car pour tout t → +∞,
etA → 0.

Théorème 10. Soit le système ẋ = X(x) de Rn et x∗ un état d’équilibre
identifié à 0 et X(x) = Ax + R(x) où R(x) = o(|x|). Si le spectre de A est à
partie réelle strictement négative, alors l’origine est asymptotiquement stable.

Preuve. La preuve qui est élémentaire conduit aussi à construire une estima-
tion du domaine d’attraction. Comme le spectre du linéarisé est à partie réelle
strictement négative, il existe donc une forme quadratique V > 0 telle que
∂V

∂x
Ax < 0 pour x �= 0. On en déduit que V̇ =

∂V

∂x
(Ax + R(x)) < 0 sur un

voisinage de 0 car R(x) = o(|x|).

Pour étudier l’instabilité des états d’équilibres des systèmes non linéaires,
on utilise le critère suivant (théorème de Tchetaev).

Proposition 20. Soit x∗ un état d’équilibre de ẋ = X(x) identifié à 0. Sup-
posons qu’il existe ε > 0 et un ouvert connexe Ψ inclus dans la boule de rayon
Bε centrée en 0 et de rayon ε et une fonction lisse V ayant les propriétés suiv-
antes. Il existe k et une fonction a continue, strictement croissante et nulle
en 0 tel que
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1. 0 < V (x) � k, ∀x ∈ Ψ .
2. V̇ (x) � a(V (x)), ∀x ∈ Ψ .
3. ∀x ∈ Fr(Ψ ∩ Bε), V (x) = 0.
4. L’origine 0 est dans Fr(Ψ).

Alors x∗ = 0 est instable.

Preuve. Soit η quelconque assez petit et x0 tel que |x0| � η et x0 ∈ Ψ .
Montrons que la trajectoire x(t) issue de x0 quitte la boule Bε pour un t � 0.
Supposons que x(t) ∈ Ψ , ∀t � 0. Alors V̇ (x(t)) � 0 et V (x(t)) � V (x0). Donc

k � V (x(t)) = V (x0) +

∫ t

0

V̇ (x(τ))dτ

� V (x0) +

∫ t

0

a(V (x(τ)))dτ

� V (x0) + ta(V (x0)),

i.e., k − V (x0) � ta(V (x0)) et cette inégalité devient fausse pour t assez
grand. Donc la solution quitte le domaine Ψ . Elle ne peut le faire en traversant
Fr(Ψ ∩Bε) car il faudrait que V s’annule d’après 3), ce qui est impossible car
V̇ � 0. Donc la solution quitte Bε.

Ce critère permet de prouver le théorème d’instabilité de Liapunov.

Théorème 11. Soit ẋ = Ax+R(x) où R(x) = o(|x|). Si le spectre de A admet
une valeur propre à partie réelle strictement positive, alors le point d’équilibre
0 est instable.

Preuve (indication). A partir du système linéarisé, on peut décomposer
l’espace Rn en deux sous-espaces E1 ⊕ E2 où E1 = Eu l’espace instable as-
socié aux valeurs propres à partie réelle strictement positive et E2 = Es ⊕Ec

est l’espace associé aux valeurs propres à partie réelle négative ou nulle. Si
Ec = {0}, le résultat est une conséquence du théorème de Hartman-Grobman
car le système est C0-équivalent à son linéarisé qui est stable. Sinon il faut
appliquer la proposition 20 et construire un secteur Ψ voisinage conique d’une
direction v où le système quitte un voisinage de l’origine.

2.3 Le théorème de Lagrange-Dirichlet

Théorème 12. Soit (M, T, U) un système mécanique. Si l’énergie potentielle
admet un minimum relatif strict en q∗ alors (q∗, q̇∗ = 0) est une position
d’équilibre stable.

Preuve. Notre étude est locale et on peut supposer M = Rn, q∗ = 0, V (0) = 0.
Le Hamiltonien H = T + U est une intégrale première et l’énergie cinétique
T = 1

2

∑

aij(q)q̇iq̇j est une forme quadratique définie positive. Puisque V
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possède un minimum relatif strict en 0, il existe ρ tel que q �= 0, |q| < ρ et
V (q) > 0. Soit ε, 0 < ε < ρ et posant

µ = inf{V (q), |q| = ε}

on a µ > 0 et ’énergie H est nulle en 0. Choisissons q0, q̇0 assez petits de
sorte que H(q0, q̇0) < µ. Alors la trajectoire q(t), q̇(t) issue de q0, q̇0 vérifie en
vertu de la conservation de l’énergie H(q(t), q̇(t)) < µ, ∀t. Il en résulte que
pout tout t, |q(t)| < ε. En effet si |q(t)| atteint ε, on aurait V (q(t)) � µ et
donc T (q(t), q̇(t)) < 0 ce qui est impossible.

2.4 Formes normales de Poincaré-Dulac

Définition 35. Soit A une matrice carrée d’ordre n, à coefficients complexes,
et soit σ(A) = {λ1, . . . , λn} son spectre. On suppose que A est diagonalisable.
On dit qu’il y a résonance s’il existe une relation de la forme

λs = 〈m,λ〉 =

n
∑

i=1

miλi

où m = (m1, . . . , mn), mk � 0,
∑n

k=0 mk � 2. Le nombre |m| =
∑n

k=1 mk

s’appelle l’ordre de la résonance.

On va prouver le résultat suivant dû à Poincaré.

Théorème 13. Soit X(x) = Ax + . . . un champ de vecteurs formel de Cn.
Si les valeurs propres de la matrice de A ne sont pas résonantes, l’équation
ẋ = X(x) se ramène par un changement formel de variables x = y + . . .
à l’équation linéaire ẏ = Ay (les points de suspension désignant des séries
formelles d’ordre supérieur strictement à 1).

La linéarisation formelle résulte d’une série de lemmes.

Lemme 14. Soit h(y) un polynôme vectoriel d’ordre r � 2 (donc h(0) =
h′(0) = 0). Le changement de variables x = y + h(y) transforme ẏ = Ay en

l’équation ẋ = Ax + v(x) + . . . où v(x) =
∂h

∂x
Ax − Ah(x) et les points de

suspension sont des termes d’ordre strictement supérieur à r.

Preuve. On a

ẋ =

(

I +
∂h

∂y

)

ẏ =

(

I +
∂h

∂y

)

Ay

=

(

I +
∂h

∂y

)

A(x − h(x) + . . .)

= Ax +

(

∂h

∂x
(x)Ax − Ah(x)

)

+ . . .

l
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Définition 36. En utilisant la notation

adA(h) = [h, Ax] =
∂h

∂x
(x)Ax − ∂(Ax)

∂x
h(x)

pour le crochet de Lie, on appelle équation fondamentale (de la linéarisation)
l’équation adA(h) = v, où v est un champ de vecteurs donné et h la fonction
inconnue.

Lemme 15. Supposons que A est réduit à sa forme diagonale diag(λ1, . . . , λn)
dans la base e1, . . . , en identifiée à la base canonique de Cn, les vecteurs
étant représentés par des colonnes. Notons xm le monôme xm1

1 . . . xmn
n . Alors

l’opérateur adA est diagonal sur l’ensemble des séries formelles et ses vecteurs
propres sont les monômes vectoriels xmes, les valeurs propres associées étant
données par adA(xmes) = [〈m,λ〉 − λs]x

mes.

Preuve. Un calcul facile donne le résultat.

Lemme 16. Considérons l’équation ẋ = Ax + v(x), avec deg(v) � 2. On
suppose que le spectre de A est sans résonance d’ordre inférieur ou égal à
k. Alors un changement de variables x = y + h(y) transforme l’équation en
ẏ = Ay + v(y) avec deg(v) > k.

Preuve. A étant dagonalisable, on procède par récurrence en supposant
l’équation réduite à la forme ẋ = Ax + vr(x) + . . . où vr est homogène de
degré r < k et les points de suspension désignant des termes d’ordre stricte-
ment supérieur à r. Résolvons l’équation adA(hr) = vr dans la classe des
polynômes homogènes de degré r. En l’absence de résonance d’ordre r, adA
est inversible d’après le lemme 15 et on peut calculer explicitement hr, d’où
le résultat.

En l’absence de monôme de résonance, ce résultat donne l’algorithme pour
réduire formellement l’équation ẋ = Ax + . . . en un système linéaire. Cela
prouve donc le théorème de Poincaré.

On peut aussi traiter le cas des résonances et obtenir le résultat suivant
de Poincaré-Dulac.

Proposition 21. On suppose A diagonalisable. Alors l’équation ẋ = Ax+ . . .
se ramène formellement à une équation ẏ = Ay + w(y) où tous les monômes
de la série formelle sont résonants.

Ces résultats étant formels, on donne des critères de convergence.

Définition 37. On considère des champs de vecteurs analytiques sur R ou C

identifiés localement à des séries entières convergentes. Le problème que l’on
considère est de réduire un champ analytique ẋ = X(x) = Ax+ . . . à sa partie
linéaire ẏ = Ay en utilisant un germe de fonction analytique x = y + h(y).
En résolvant l’équation fondamentale adA(h) = v dans la classe des champs
polynomiaux homogènes, on obtient
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v =
∑

vm,sx
mes, h =

∑

hm,sx
mes,

avec

hm,s =
vm,s

〈m,λ〉 − λs
.

Si l’on est proche d’une résonance, on a 〈m,λ〉−λs ∼ 0. Ce problème s’appelle
le problème des petits dénominateurs.

1. Le spectre de σ(A) = {λ1, . . . , λn} appartient au domaine de Poincaré si
l’enveloppe convexe des n valeurs propres λi ∈ C ne contient pas 0. Dans
le cas contraire, on dit que le spectre est dans le domaine de Siegel.

2. Le spectre λ = (λ1, . . . , λn) est type (C, ν) si

|λs − 〈m,λ〉| �
C

|m|ν ,

avec C > 0, m = (m1, . . . , mn), mk � 0, |m| =
∑2

k=1 mk � 2.

On formule sans démonstration les théorèmes de Poincaré-Siegel.

Théorème 14. Soit ẋ = Ax + . . . un champ de vecteurs analytique. Si les
valeurs propres de A appartiennent au domaine de Poincaré et ne sont pas
résonantes alors on linéarise le champ avec un germe de difféomorphisme
analytique.

Corollaire 5. Soit σ(A) = {λ1, . . . , λn} le spectre de A et on suppose que pour
tout i, Re λi < 0. On suppose également que l’on est dans le cas non résonant.
Alors ẋ = Ax + . . . peut être linéarisé par un germe de difféomorphisme
analytique. En particulier l’origine est asymptotiquement stable.

Théorème 15. Soit ẋ = Ax + . . . un champ de vecteurs analytique. Si les
valeurs propres de A sont de type (C, ν) alors ce champ peut être linéarisé par
une germe de difféomorphisme analytique.

2.5 Forme normale d’un système Hamiltonien

au voisinage d’un équilibre

La construction de formes normales formelles développée par Poincaré-Dulac
s’applique aussi dans le cadre Hamiltonien.

Proposition 22. Considérons un système Hamiltonien
−→
H de Rn, qui possède

une position d’équilibre en 0, H étant une série formelle de la forme H(x) =
∑+∞

i=0 Hi(x), où les Hi sont des polynômes homogènes de degré i + 2, H0 =
1
2

txHx, S symétrique et A = JS est la matrice Hamiltonienne du linéarisé
en 0. On suppose que A est diagonalisable. Alors il existe un changement de
coordonnées symplectiques formel x = ϕ(y) qui transforme le Hamiltonien en
H∗(y) =

∑+∞
i=0 H∗

i (y), H∗
0 = H0 où les H∗

i sont des polynômes homogènes de
degré i + 2 tels que {H∗

i ,H0} = 0.



44 2 Quelques propriétés des équations différentielles Hamiltoniennes

Preuve. Un changement de coordonnées symplectiques x = y + h(y) induit
l’équation fondamentale

adH0(Hh) = Hv

sur les Hamiltoniens. La condition {H∗
i ,H0} = 0 décrit les monômes résonants

où adA s’annule.

Définition 38. Considérons un Hamiltonien quadratique de R2n de la forme

H0(p, q) =
1

2

n
∑

i=1

ωi(p
2
i + q2

i ),

où les ωi sont des fréquences positives ou négatives. On dit qu’il existe une
résonance d’ordre K s’il existe des entiers ki non tous nuls tels que

n
∑

i=1

kiωi = 0,

n
∑

i=1

|ki| = K.

Définition 39. On appelle forme normale de Birkhoff de degré s, pour un
Hamiltonien H, un polynôme de degré [s/2] en les variables Il = (P 2

l +Q2
l )/2.

Théorème 16. Soit H un Hamiltonien de R2n au voisinage de la position
d’équilibre en 0, H = H0(x) + o(|x|2) où H0 est quadratique et soit ωi les
fréquences associées à H0. S’il n’existe aucune relation de résonance d’ordre
inférieur ou égale à s, alors il existe une transformation symplectique telle
que

H(p, q) = Hs(P,Q) + R

où Hs est sous forme normale de Birkhoff et le terme résiduel est d’ordre
strictement supérieur à s.

Remarque 7. S’il n’existe pas de résonance, la forme normale formelle conduit
à un système Liouville intégrable. En effet en posant

Pl =
√

2Il cos ϕl, Ql =
√

2Il sin ϕl,

le Hamiltonien réduit ne s’exprime qu’en fonction de la coordonnée action Il.
Le mouvement confiné aux T n, I = (I1, . . . , In) = cte, est quasi-périodique

et de fréquences ωi =
∂H

∂Ii
. En particulier, l’origine est stable pour la forme

normale. La réduction est en générale divergente et on ne peut en général
rien conclure sur la stabilité de l’origine par cette technique. En revanche le
théorème de Lagrange-Dirichlet s’applique si H > 0 en dehors de 0.
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2.6 Introduction à la théorie du KAM et à la stabilité

des systèmes Hamiltoniens

2.6.1 Théorie de Floquet - Le cas Hamiltonien

Définition 40. On considère une équation différentielle lisse dans Rn, ẋ =
X(x). Soit ξ(t) une solution périodique non triviale de période minimale
T . L’équation aux variations le long de ξ(t) est l’équation différentielle T -

périodique v̇ = A(t)v où A(t) =
∂X

∂x
(ξ(t)). On note Φ(t)la matrice fondamen-

tale solution de Φ̇ = AΦ avec Φ(0) = I. La matrice Φ(T ) s’appelle la matrice
de monodromie de la solution périodique ξ(t) et ses valeurs propres s’appellent
les exposants caratéristiques.

Le résultat suivant est dû à Floquet.

Théorème 17. Soit une équation linéaire T -périodique ẋ = A(t)x(t). Alors
toute matrice fondamentale Φ(t) s’écrit Φ(t) = Q(t) exp tB où Q(t) est T -
périodique et B est une matrice constante.

Preuve. Comme A(t) est T -périodique, la matrice t �→ Φ(t + T ) est aussi une
solution de l’équation matricielle et donc il existe une matrice C constante,
inversible telle que

Φ(t + T ) = Φ(t)C,

et si Φ(0) = I, on a C = Φ(T ). Comme Φ(T ) est inversible, son spectre ne
contient pas 0 et il existe donc une matrice B en général complexe telle que
C = exp tB.

Posons Q(t) = Φ(t) exp−tB. Alors

Q(t + T ) = Φ(t + T ) exp−(t + T )B

= Φ(t) exp tB exp−(t + T )B

= Q(t)

et Q(t) est périodique de période T . Par ailleurs en dérivant on a Q̇ = PQ −
QB. Considérons l’équation ẋ = Ax et posons x(t) = Q(t)y(t). On obtient
ẏ = By, où B est une matrice constante.

Remarque 8. La matrice B est en général complexe. On montre que l’on peut
choisir B réelle si Φ(T ) n’a pas de valeurs propres négatives réelles. Sinon on
peut remplacer T par 2T et Φ(2T ) = Φ(T )Φ(T ) vérifie cette condition.

Cette théorie de Floquet est aussi valable dans le cadre Hamiltonien.

Proposition 23. Soient ẋ =
−→
H (x) un champ Hamiltonien lisse de R2n, et

ξ(t) une solution T -périodique. Alors l’équation aux variations v̇ = H(t)v est
un système Hamiltonien. La matrice fondamentale Φ(t) associée à Φ(0) = I
est de la forme Φ(t) = Q(t) exp tB où Q(t) est symplectique, T -périodique et
B est Hamiltonien. Les matrices Q(t) et B peuvent être choisies réelles quitte
à remplacer T par 2T .
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2.6.2 Application premier retour de Poincaré - le cas Hamiltonien

Lemme 17. Soit ϕt = exp tX le groupe local à un paramètre de ẋ = X(x) et
ξ(t) une solution T -périodique issue de ξ0. Alors ξ0 est un point fixe de ξT et

la matrice de monodromie cöıncide avec
∂ϕT

∂x |x=ξ0

.

Corollaire 6. Les solutions périodiques du système ẋ = X(x) ne sont jamais
isolées et +1 est un exposant caractéristique.

Preuve. Soit ξ(t) la solution périodique issue de ξ0 et considérons la courbe
α(ε) = ξ(ε). Sa dérivée en ε = 0 est ξ̇(0) et la dérivée de la courbe
β(ε) = ϕT (α(ε)) = ϕT (T + ε) est ϕ̇(T ) = ϕ̇(0). onc 1 est valeur propre

de
∂ϕT

∂x
(ϕ(0)), de vecteur propre ϕ̇(0).

Corollaire 7. Soit ẋ =
−→
H (x) un système Hamiltonien de R2n. Alors la ma-

trice de monodromie est symplectique et +1 est au moins de multiplicité 2.

Pour éliminer cette dégérescence, Poincaré a introduit l’application de pre-
mier retour.

Définition 41. Soit ξ(t) une solution T -périodique et identifions ξ(0) à 0.
Soit Σ un hyperplan, transverse à ξ̇(0). L’application premier retour de
Poincaré P définie au voisinage de 0 et qui associe à x ∈ Σ la première
intersection de la trajectoire issue en t = 0 de x, avec l’hyperplan Σ.

Dans le cas Hamiltonien, on introduit une application de Poincaré sym-

plectique. Soit ẋ =
−→
H (x), un système Hamiltonien de R2n et ξ(t) une so-

lution périodique issue en t = 0 de ξ0 identifié à 0. D’aprés le théorème de
redressement symplectique, il existe au voisinage de 0 des coordonnées sym-
plectiques telles que le système s’écrive ẋ1 = 1 et le Hamiltonien soit identifié
à H(x) = x2. Soit Σe l’intersection de l’hyperplan Σ = {x1 = 0} avec un
niveau d’énergie x2 = e. Les coordonnées {x3, . . . , x2n} sont canoniques et
l’on a le résultat suivant.

Proposition 24. Dans le cas Hamiltonien, si les exposants caractéristiques
sont {1, 1, λ3, . . . , λ2n} alors {λ3, . . . , λ2n} sont les éléments de l’application
de Poincaré restreinte à Σ0, cette application de Poincaré reste symplectique.

Preuve. La preuve résulte d’un calcul. Montrons sous des conditions de
régularité comment construire la restriction symplectique de l’application de
Poincaré de façon géométrique.

Au voisinage de la trajectoire périodique de référence, il existe un système
de coordonnées symplectiques (p, q), (I, ϕ) où (p, q) sont des coordonnées sym-
plectiques sur R2(n−1) et (I, ϕ) sont des variables action-angle, ϕ étant l’angle
associé à la trajectoire de référence. Le Hamiltonien s’écrit H(q, p, ϕ, I) et le
système se décompose en

D
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q̇ =
∂H

∂p
, ϕ̇ =

∂H

∂I
,

ṗ = −∂H

∂q
, İ = −∂H

∂ϕ
,

les trajectoires vérifiant H = h. On fait l’hypothèse de régulaité
∂H

∂I
�= 0 et

en résolvant H(q, p, ϕ, I) = h à l’aide du théorème des fonctions implicites, on
obtient une relation I = L(q, p, ϕ, h). En fixant h on obtient donc les relations

∂H

∂q
+

∂H

∂I

∂L

∂q
= 0,

∂H

∂p
+

∂H

∂I

∂L

∂p
= 0. (2.7)

Avec ϕ̇ =
∂H

∂I
�= 0, on peut paramétrer les trajectoires par ϕ et on obtient

les équations

dq

dϕ
=

∂H/∂p

∂H/∂I
,

dp

dϕ
= −∂H/∂q

∂H/∂I
,

qui s’écrivent compte tenu de la relation (2.7)

dq

dϕ
= −∂L

∂p
(q, p, ϕ, h),

dp

dϕ
=

∂L

∂q
(q, p, ϕ, h),

et représentent, h étant fixé, un système Hamiltonien 2π-périodique. La re-
striction symplectique de l’application de Poincaré est l’application

Ph : (q(0), p(0)) �→ (q(2π), p(2π))

définie en intégrant le système restreint sur [0, 2π].

Définition 42. L’application Ph restreinte à Σ0 s’appelle l’application de
Poincaré isoénergétique.

2.6.3 Le cas de dimension 4 ; application à la stabilité

Définition 43. Soit ẋ = H(x) un champ Hamiltonien lisse de R4, ξ(t) une
solution T -périodique sur un niveau d’énergie H = h et Ph l’application de
Poincaré isoénergétique. Identifions ξ(0) à 0, alors Ph(u) = Su + o(|u|) où
u ∈ R2 et S est symplectique. Notons {λ, µ} les valeurs propres de S. On dit
que la trajectoire périodique ξ est hyperbolique si λ, µ sont réelles distinctes,
parabolique si λ = µ, et elliptique si λ̄ = µ �= λ.

Application à la stabilité. Comsidérons un système Hamiltonien de R4,

ẋ =
−→
H (x), H = H0(x)+ o(|x|2) où la partie quadratique H0 est sous la forme

H0 =
1

2

2
∑

i=1

ωi(p
2
i + q2

i ),
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ω1ω2 �= 0, le système linéarisé étant un couple d’oscillateur de fréquences
respectives ω1, ω2. Si ω1, ω2 ont le même signe, la stabilité de l’origine résulte
du théorème de Lagrange-Dirichlet.

Pour étudier la stabilité on procède de la manière suivante. Considérons
le système linéarisé. Les trajectoires sont pseudo-périodiques et définissent
une famille de tores T 2 invariants. Chaque trajectoire étant soit périodique si
ω1/ω2 est rationnel, soit dense dans le tore si ω1/ω2 est irrationnel. Fixons
dans le plan (p2, q2) = 0 une trajectoire périodique ξ(t) et considérons
l’application de Poincaré isoénergétique associée. La trajectoire ξ(t) génère
un point fixe elliptique pour l’application de Poincaré et les tores invariants
définissent dans le plan une famille de courbes invariantes. Les itérés succes-
sifs de points sur ces courbes sont soit périodiques si ω1/ω2 est rationnel, soit
denses dans le cas irrationnel.

Pour prouver la stabilité de l’origine, il suffit de remarquer que si le système

non linéaire, ẋ =
−→
H (x), possède sur chaque niveau d’énergie des tores invari-

ants assez proches de 0, chaque trajectoire voisine de 0 ne pouvant jamais
quitter une courbe limitée par 2 tores invariants concentriques. L’existence de
tores invariants résulte de théorèmes de type KAM.

2.6.4 Théorème KAM isoénergétique

Considérons un système Hamiltonien de R4 perturbation d’un système Liou-
ville intégrable H = H0(I) + εH1(I, ϕ) où (I, ϕ) sont des variables action-
angle. Pour ε = 0 le système se réduit à ϕ̇ = ω(I), İ = 0 où ω(I) =
(ω1(I), ω2(I)) est le vecteur des fréquences. Supposons ω1 �= 0 et considérons
l’application de Poincaré isoénergétique associée à la section ϕ1 = 0

Ph : (I, ϕ2) �→ (I, ϕ2 + λ(I))

avec

λ(I) = 2π
ω2

ω1
.

Sur chaque surface de niveau, chaque tore I = cste est invariant et ϕ2 tourne
de λ(I) sous l’action de A. On introduit la condition de régularité suivante.

Hypothèse (dite de twist isoénergétique) On suppose
∂λ

∂I2
�= 0 sur H = h.

Cette condition garantit que sur chaque surface de niveau le rapport de
fréquences varie en fonction de l’action.

Théorème 18. Si la condition de twist isoénergétique est vérifiée alors si ε
est assez petit, l’application de Poincaré isoénergétique du système perturbé
possède un ensemble de courbes fermées invariantes correspondant à des tores
invariants où le mouvement reste quasi-périodique.
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2.6.5 Théorème de stabilité d’Arnold

Théorème 19. Considérons un système Hamiltonien de R4 au voisinage d’un
point singulier où le spectre est imaginaire pur, le Hamiltonien étant normalisé
selon Birkhoff

H = H2 + H4 + . . . + H2N + H∗

avec

1. H analytique, H∗ = O(2N + 1),

2. H2k, 1 � k � N homogène de degré 2k en les actions Ii =
p2

i + q2
i

2
,

3. H2 = ω1I1 − ω2I2, ω1ω2 > 0,
4. H2 ne divise pas tous les Hk.

Alors l’origine est stable. De plus, arbitrairement près de 0, il existe des
tores invariants où le mouvement est quasi-périodique.

2.7 Le théorème de récurrence de Poincaré

Définition 44. Soit X un champ de vecteurs lisse sur une variété M . Quitte
à multiplier X par une fonction positive, on peut supposer que X est complet.
Un point m ∈ M est dit positivement (resp. négativement) stable au sens de
Poisson si pour tout voisinage ouvert de m et pour tout T � 0, il existe t � T
(resp. t � −T ) tel que ϕt(m) ∈ U , où ϕt est le groupe à un paramètre de
X. On dit que m est Poisson stable si m est positivement et négativement
Poisson stable.

Définition 45. Soit ω une forme volume et X un champ de vecteurs. On dit
que X est conservatif si ϕt ∗ ω = ω où ϕt = exp tX est le groupe local à un
paramètre de X.

Lemme 18. Identifions localement ω à la forme V (x)dx1∧. . .∧dxn où V > 0.

Alors avec X =
∑n

i=1
Xi

∂

∂xi
on a

n
∑

i=1

∂(V Xi)

∂xj
= 0.

Preuve. En dérivant la condition ϕt ∗ω = ω, on obtient LXω = 0 où LXω est
la dérivée de Lie de ω.

Remarque 9. Si V = 1 on obtient la condition divX = 0. Dans le cas général,

on peut reparamétrer les trajectoires solutions de
dx

dt
= X(x) en posant dt =

V dτ et l’on obtient la condition divV X = 0.
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Proposition 25. Notons µ la mesure induite par ω sur les boréliens de M . Si
X laisse invariant ω, pour tout ensemble mesurable A, alors on a µ(ϕt(A)) =
µ(A).

Proposition 26. Soit X un champ de vecteurs complet et conservatif sur M .
Soit R une région de l’espace invariante pour les trajectoires. On suppose que
la mesure de R est finie. Soit A ⊂ R, µ(A) = m > 0. Alors on peut trouver
des temps t positifs et négatifs, |t| � 1 tels que µ(A ∩ ϕt(A)) > 0.

Preuve. On considère les ensembles ϕt(A) pour t entier positif ou négatif et
notons An = ϕn(A), n ∈ Z, la suite associée. Par invariance on a

µ(An) = µ(A) = m.

Soient A0, A1, . . . , Ak tels que les intersections de ces ensembles deux à
deux soient de mesure nulle, alors on a

µ(A0 ∪ A1 ∪ . . . ∪ Ak) = km.

Comme µ(R) < +∞, pour k �
µ(R)

m
, il existe donc 0 < i < j tel que

µ(Ai ∩ Aj) > 0.

Soit donc µ(A0 ∩ ϕj−i(A0)) > 0. Cela prouve l’assertion pour tout t positif.
On prouve la même assertion pour t négatif. On remarque aussi que l’on peut
choisir |t| arbitrairement grand.

Théorème 20. Soit X un champ conservatif complet sur M , R une région
invariante pour X à base dénombrable et de mesure finie. Alors presque tous
les points m de R sont stables au sens de Poisson.

Preuve. Soit A mesurable et µ(A) = m > 0. Considérons la suite

An = ϕn(A), n = 0,±1,±2, . . .

On définit

A01 = A0 ∩ A1, A02 = A0 ∩ A2, . . . , A0∞ = A0\
+∞
⋃

i=1

A0,i,

et

A12 = A1 ∩ A2, A13 = A1 ∩ A3, . . . , A1∞ = A1\
+∞
⋃

i=2

A1,i, . . .

On va montrer que µ(A0∞) = 0. Par construction on a

A1∞ = ϕ1(A0∞), . . . , An∞ = ϕn(A0∞)
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et µ(A0∞) = µ(A1∞) = . . . = µ(An∞) car X est conservatif. Par ailleurs,
les ensembles Ai∞, i = 0, 1, . . . ,+∞ sont deux à deux disjoints. L’hypothèse
µ(A0∞) = l > contredit la condition µ(R) < +∞.

Soit Un une base dénombrable de voisinages de R et construisons pour
chaque Un l’ensemble correspondant Un

0∞. Soit

ξ =
⋃

Un
0∞.

On a donc µ(ξ) = 0. Soit m ∈ R\ξ. Par construction pour chaque voisinage U k

de m, il existe un entier p � 1 tel que m ∈ ϕp(U
k). Soit donc ϕ−p(m) ∈ Uk.

Cela prouve que m est négativement Poisson stable.
On fait la même construction avec la suite An, n = 0,−1,−2, . . . et on

obtient finalement que presque tous les points sont stables au sens de Poisson.

Définition 46. On dit que X est un champ de vecteurs Poisson stable si
presque tous les points sont stables au sens de Poisson.

2.8 Notes et sources

Pour la méthode d’intégration de Jacobi et des exemples d’applications
voir [3], [44]. Pour une preuve du théorème de Liouville, voir [47]. Notre
présentation de la stabilité de Liapunov utilise les références de [61] et [37].
Pour le calcul des formes normales de Poincaré-Dulac voir [4] et [53] dans le cas
Hamiltonien. Notre introduction à la théorie de Floquet et à l’application de
Poincaré suit [53]. Enfin pour une discussion de la théorie du KAM, voir [64],
[5], le théorème de stabilité d’Arnold étant prouvé dans [53]. Pour le théorème
de récurrence de Poincaré, voir [58], la référence classique [56] contenant des
développements de ce théorème.
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Introduction au problème des N corps ; les cas

N = 2 et N = 3

L’objectif de ce chapitre est de faire une introduction très élémentaire au
problème des 2 et 3 corps.

3.1 Introduction au problème des N corps

On considère un système mécanique formé de N particules de masse mi,
i = 1, . . . , N , dans un référentiel Galiléen identifié à R3 où les seules forces
sont données par leurs attractions mutuelles. Soit qi le vecteur position de
la ième particule assimilée à un point matériel. Les équations du mouvement
sont alors

miq̈i =
N
∑

j=1

Gmimj(qj − qi)

|qj − qi|3
= −∂U

∂qi
, (3.1)

où U est le potentiel du système,

U = −
∑

1�i<j�N

Gmimj

|qj − qi|
.

L’équation (3.1) s’écrit de façon concise

Mq̈ = −∂U

∂q
,

où M est la matrice diag(m1, . . . , mN ) et q = (q1, . . . , qN ) ∈ R3N .

En notant T l’énergie cinétique du système 1
2

∑N
i=1 miq̇

2
i et L= T − U le

Lagrangien, (3.1) correspond à l’équation d’Euler-Lagrange

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0,
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et les trajectoires minimisent localement l’action

S(q(·)) =

∫

L(q, q̇)dt.

La transformation de Legendre s’écrit pi = miq̇i et le Hamiltonien associé

au système est H = T + U =
∑N

i=1

|pi|2
2mi

+ U .

Le système (3.1) sous forme de Hamilton est

q̇i =
pi

mi
=

∂H

∂pi
,

ṗi =
N
∑

i=1

Gmimj

|qi − qj |3
= −∂H

∂qi
,

où l’on note p = (p1, . . . , pN ).

3.2 Les intégrales premières classiques

Le problème des N corps est un système de 6N équations du premier ordre
qui admet 10 intégrales premières triviales.

3.2.1 Conservation de l’impulsion

Notons P =
∑N

i=1 pi l’impulsion totale du système et C le centre d’inertie du

système défini par C =
∑N

i=1

miqi

m
où m =

∑N
i=1 mi est la masse totale.

Lemme 19. L’impulsion P est une intégrale première et le centre d’inertie
est en translation uniforme.

Preuve. Ṗ = 0 car la force totale agissant sur le système est nulle, l’attraction
de la particule i sur la particule j étant opposée à celle de j sur i. On en
déduit que

∑N
i=1 miq̈i = 0 et C est en translation uniforme.

Il en résulte une normalisation standard utilisée en mécanique céleste qui
consiste à choisir C comme origine du référentiel Galiléen, ce qui revient à
imposer

N
∑

i=1

miqi = 0,
N
∑

i=1

miq̇i = 0, (3.2)

le système restant à intégrer est alors d’ordre 6(N − 1).
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3.2.2 Conservation du moment cinétique

Notons A =
∑N

i=1 qi ∧ pi le moment cinétique total du système.

Lemme 20. Le vecteur moment cinétique est conservé.

Preuve. On a

Ȧ =
N
∑

i=1

q̇i ∧ pi +
N
∑

i=1

qi ∧ ṗi

=

N
∑

i=1

q̇i ∧ miq̇i +

N
∑

i,j=1

Gmimj
qi ∧ (qj − qi)

|qi−qj |3

et un calcul trivial montre que Ȧ = 0.

3.2.3 Conservation de l’énergie cinétique, identité de Lagrange
et inégalité de Sundman

Le Hamiltonien est H =
∑N

i=1
1
2miq̇

2
i +U(q). Introduisons le moment d’inertie

I = 1
2

∑N
i=1 miq

2
i qui mesure la taille du système planétaire.

Lemme 21. Le Hamiltonien est une intégrale première et H = h, énergie
constante.

Lemme 22. Le système vérifie l’identité de Lagrange-Jacobi

Ï = 2T + U = 2h − U,

et si l’énergie h est positive ou nulle, Ï est strictement positif.

Preuve. On a I = 1
2

∑N
i=1 miq

2
i , et en dérivant deux fois, il vient

Ï =

N
∑

i=1

miq̇
2
i −

N
∑

i=1

miqi
∂U

∂qi
.

Or U est homogène de degré −1 et d’après l’identité d’Euler

N
∑

i=1

qi
∂U

∂qi
= −U.

Soit Ï = 2T + U , et h = T + U implique Ï = 2h − U .
Le potentiel étant une fonction à valeurs négatives, si h � 0 alors Ï > 0.

Lemme 23. Le système vérifie l’inégalité de Sundman

A2
� 4I(Ï − h).
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Preuve. On a

A =
N
∑

i=1

miqi ∧ q̇i,

donc

|A| �

N
∑

i=1

mi|qi ∧ q̇i|.

Or |qi ∧ q̇i| = |qi||q̇i|| sin θi| où θi est l’angle entre qi et q̇i. Il vient donc

|A| �

N
∑

i=1

mi|qi||q̇i| �

(

N
∑

i=1

miq
2
i

)1/2 ( N
∑

i=1

miq̇
2
i

)1/2

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. En élevant au carré on obtient

A2
� 2I.2T.

L’identité de Lagrange-Jacobi, T = Ï − h, conduit alors à l’inégalité de Sund-
man.

3.3 Homogénéité et théorème de iriel

Considérons de manière générale un système mécanique formé de N points

matériels qi de masse mi, T = 1
2

∑N
i=1 miq̇

2
i l’énergie cinétique, U(q) le po-

tentiel et L = T − U le Lagrangien.

Lemme 24. On suppose U homogène de degré k ∈ Z. Si q(t) est solution de
l’équation d’Euler-Lagrange, alors Q(T ) = αq(t) avec T = α1−k/2t est aussi
solution de l’équation d’Euler-Lagrange.

Preuve. Les solutions de l’équation d’Euler-Lagrange ne sont pas affectées
si l’on multiplie le Lagrangien par une constante non nulle. Supposons U
homogène de degré k, U(αq) = αkU(q). Soit q(t) une solution de l’équation
d’Euler-Lagrange. Posons Q = αq et T = βt. Alors

αdq = dQ, βdt = dT,

et

dQ

dT
=

α

β

dq

dt
.

L’énergie cinétique est donc transformée en

V
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1

2

N
∑

i=1

mi

(

dQi

dT

)2

=
1

2

α2

β2

N
∑

i=1

mi

(

dqi

dt

)2

,

et l’énergie potentielle vérifie

U(Q) = αkU(q).

Si αk = α2/β2, soit β = α1−k/2, le Lagrangien est multiplié par αk et Q(T )
est aussi solution. Le résultat est donc prouvé.

Corollaire 8. Si q(t) est une trajectoire périodique de période t du problème
des N corps alors la courbe homothétique Q = αq est aussi une trajectoire

périodique de période T avec
T

t
=

(

Q

q

)3/2

.

Preuve. D’après le lemme précédent, on a Q = αq et βt = T avec β = α1−k/2

où k = −1. Donc T/t = β = α3/2 avec α = Q/q.

Pour toute fonction lisse t �→ f(t), on note

f̄ = lim
T→+∞

1

T

∫ T

0

f(t)dt

sa moyenne.

Théorème 21. On suppose le potentiel homogène de degré k. Soit t → q(t)
une solution des équations d’Euler-Lagrange telle que la trajectoire et sa
vitesse soient bornées. Alors on a la relation

2T̄ = Ū ,

où T̄ et Ū sont les moyennes respectives de l’énergie cinétique et du potentiel.

Preuve. Si f(t) est la dérivée Ḟ (t) d’une fonction F (t) bornée, sa valeur
moyenne est

f̄ = lim
T→+∞

1

T

∫ T

0

Ḟ (t)dt = lim
T→+∞

F (T ) − F (0)

T
= 0.

Si q(t) est une trajectoire bornée à vitesse bornée alors p =
∂T

∂q
est bornée et

donc p.q est bornée. D’après le résultat précédent,

(

d

dt
p.q

)

= 0.

On a par ailleurs

V
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2T = p.q̇ =

(

d

dt
p.q

)

− ṗ.q.

On en déduit

2T̄ = −(ṗ.q).

Avec ṗ = −∂U

∂q
, il vient −q.ṗ = q

∂U

∂q
et si U est homogène de degré k

q
∂U

∂q
= kU.

On en déduit la relation 2T̄ = kŪ .

Corollaire 9. Considérons le problème des N corps ; supposons que le mou-
vement est à position et vitesse bornées. Alors nécessairement l’énergie totale
h est négative ou nulle.

Preuve. On a k = −1 et 2T̄ et 2T̄ = −Ū . Avec H = h = T + U , on obtient
h = T̄ + Ū = −T̄ . Comme T � 0, T̄ � 0, on obtient la condition h � 0.

3.4 Le problème de deux corps

Considérons le cas N = 2. Les équations du mouvement sont

miq̈i = −∂U

∂qi
, i = 1, 2,

où le potentiel est U = −Gm1m2

|q1 − q2|
, donc

m1q̈1 =
Gm1m2(q2 − q1)

|q1 − q2|3
, (3.3)

m2q̈2 =
Gm1m2(q1 − q2)

|q1 − q2|3
.

On peut réduire le problème en un problème de Kepler par deux procédures :
la réduction du mouvement à un mouvement relatif ou la réduction dans un
référentiel lié au centre de masse.

3.4.1 Réduction au mouvement relatif

En divisant la première équation de (3.3) par m1, la seconde par m2, en les
soustrayant et en notant q = q1 − q2 la position relative, on obtient l’équation

q̈ = −µ
q

|q|3 , µ = G(m1 + m2). (3.4)
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3.4.2 Réduction dans un référentiel lié au centre de masse

En choisissant le centre de masse C comme origine des coordonnées, on a la
relation m1q1 + m2q2 = 0, et le système (3.3) s’écrit

m1q̈1 = −Gm1m
3
2q1

m2|q1|3
,

(3.5)

m2q̈2 = −Gm2m
3
1q2

m2|q2|3
,

où m = (m1+m2) est la masse totale. En utilisant la relation m1q1+m2q2 = 0,
une seule des deux équations peut être conservée et la première équation
s’écrit, avec q = q1,

q̈ = −µ
q

|q|3 , µ = −Gm3
2

m2
.

Introduisons la définition suivante.

Définition 47. On appelle mouvement de Kepler le mouvement d’une partic-

ule q de masse m dans un champ de potentiel U =
−µm

|q| . Le mouvement est

donc gouverné par l’équation

q̈ = −µ
q

|q|3 .

Nos deux réductions du problème des deux corps conduisent donc à un
mouvement de Kepler.

Proposition 27. Dans un référentiel Galiléen dont l’origine est le centre de
masse, chacune des particules décrit un mouvement de Kepler avec µ =
Gm3

2m
−2 pour la première masse et µ = Gm3

1m
−2 pour la seconde où

m = m1 + m2 est la masse totale.

3.5 Mouvement dans un champ central

Définition 48. On appelle mouvement dans un champ central, le mouvement
d’une particule q de masse unité donné par une équation de la forme q̈ =

Φ(|q|)er = −∂U

∂q
où er est le vecteur unitaire portée par le rayon vecteur, U

étant le potentiel qui ne dépend que e la distance |q|.
Lemme 25. Le moment cinétique A = q ∧ q̇ est constant.

Corollaire 10. 1. Le mouvement est sur une droite si et seulement si q(0)
et q̇(0) sont colinéaires, le moment cinétique A étant nul.

2. Si A �= 0, le mouvement est dans le plan fixe R{q(0), q̇(0)}, perpendiculaire
à A.

On va étudier le mouvement dans le second cas et on peut supposer que
le mouvement est plan, i.e. q ∈ R2.
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3.5.1 La loi des aires

On se place dans le plan du mouvement. Soient (r, θ) les coordonnées polaires.
q = rer, r = |q|, et soit eθ tel que (er, eθ) forment un repère. Alors q̇ =

ṙer + rėr, ėr = θ̇eθ et A = q ∧ q̇ = r2θ̇er ∧ eθ. Comme |A| est constant, on
obtient le résultat suivant.

Proposition 28. Pour un mouvement central, |A| = r2θ̇ est une constante.

En introduisant la vitesse aréolaire v = lim
∆t→0

∆S

∆t
où ∆S est l’aire balayée

par le rayon vecteur, alors v =
1

2
r2θ̇. La vitesse aréolaire est donc constante.

Cette propriété est la loi des aires ou seconde loi de Kepler.

Corollaire 11. Si le mouvement est circulaire, i.e. |q| est constant, alors θ̇
est constante et le mouvement est circulaire uniforme.

3.5.2 Intégration des équations

Le Lagrangien associé au système s’écrit en coordonnées polaires

L(r, θ) =
1

2
(ṙ2 + r2θ̇

2
) − U(r).

Introduisons les variables duales

pr =
∂L

∂ṙ
= r, pθ =

∂L

∂θ̇
= r2θ̇.

Alors (r, θ, pr, pθ) forment un système de coordonnées symplectiques, et les
deux intégrales premières

H =
1

2

(

p2
r +

p2
θ

r2

)

+ U(r),

|A| = pθ,

sont en involution pour le crochet de Poisson. En appliquant le théorème de
Liouville, on obtient le résultat suivant.

Proposition 29. Le système est Liouville intégrable et les trajectoires sont
soit périodiques, soit denses dans un tore T 2.

On construit géométriquement ces trajectoires de la façon suivante. En
coordonnées polaires le Hamiltonien s’écrit

H(r, θ) =
1

2
(ṙ2 + r2θ̇

2
) + U(r) = h.

Avec r2θ̇ = a0, il vient
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H =

(

1

2
ṙ2 +

a2
0

2r2

)

+ U(r) = h.

La quantité Ue =
a2
0

2r2
+ U(r) s’appelle le potentiel effectif.

Proposition 30. L’évolution t �→ r(t) est celle d’un système à un degré de
liberté, de masse unité, dans un champ de potentiel effectif Ue,

r̈ = −∂Ue

∂r
.

L’intégration est standard et utilise la conservation de l’énergie H = h.

Les positions d’équilibre sont données par ṙ = 0,
∂Ue

∂r
= 0. Le mouvement

est confiné dans Ue(r) � h et s’analyse en traçant le graphe de Ue(r). Soit h
un niveau d’énergie tel qu’une composante connexe de Ue(r) � h soit formée
par un intervalle compact, rmin � r � rmax. Alors t �→ r(t) oscille de façon
périodique entre rmin (péricentre) et rmax(apocentre) et se calcule en intégrant
l’équation

dr

dt
= ±

√

2(h − Ue(r)). (3.6)

L’évolution de θ s’obtient via la loi des aires,

dθ

dt
=

a0

r2

et la variation d’angle entre un péricentre et un apocentre consécutifs est

∆θ =

∫ rmax

rmin

a0/r
2

√

2(h − Ue(r))
dr. (3.7)

Si on nomme Φ = 2∆θ la période séparant deux passages consécutifs par le
péricentre, on peut extraire deux cas :

1. Φ = 2πm/n, où m et n sont deux entiers. Dans ce cas le mouvement est
périodique.

2. Φ �= 2πm/n. Dans ce cas la trajectoire est dense dans la couronne
[rmin, rmax] du plan (r, θ).

Remarque 10. Les trajectoires bornées ne sont pas toutes périodiques, en
général, à l’exception de deux cas (théorème de Bertrand) :

• Kepler : U(r) =
−µ

r
, µ > 0.

• Oscillateur linéaire : U(r) = µr2, µ > 0.

Dans le cas du problème de Kepler cette propriété résulte de l’homogénéité
d’ordre −1 qui conduit à l’existence d’une intégrale première supplémentaire
découverte par Laplace, l’intégration directe conduisant à des coniques.
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3.6 Le problème de Kepler

Le potentiel est de la forme U(r) =
−µ

r
et le potentiel effectif est Ue(r) =

−µ

r
+

a0

2r2
. L’examen du graphe montre que les trajectoires bornées corre-

spondent à h < 0.
Une façon classique d’intégrer les trajectoires consiste à utiliser les formules

de Binet. On écrit

d

dt
=

dθ

dt

d

dθ
=

a0

r2

d

dθ
,

d’après la loi des aires. Donc

dr

dt
=

a0

r2

dr

dθ
= −a0

d(1/r)

dθ
.

Posons u = 1/r. La conservation de l’énergie cinétique et du moment cinétique
donne

ṙ2 + r2θ̇
2

+ U(r) = h, r2θ̇ = a0,

et conduit à l’équation

a2
0

(

du

dθ

)2

+ a2
0u

2 = 2(h − U(u)),

soit
(

du

dθ

)2

+ u2 =
2(h + µu)

a2
0

.

Pour intégrer cette équation on peut se ramener en dérivant et en simplifiant
à l’oscillateur linéaire

d2u

dθ2 + u =
µ

a2
0

,

soit écrire l’équation sous la forme

(

du

dθ

)2

+

(

u − µ

a2
0

)2

=
2h

a2
0

+
µ2

a4
0

.

Cette équation se ramène par translation à l’équation

(

dx

dθ

)2

+ ω2x2 = ω2a2,

dont la solution est x(θ) = a cos(ω(θ − θ0)). En identifiant les constantes on
obtient alors
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u =
1

r
=

µ

a2
0

(

1 +

√

1 +
2ha0

µ2
cos(θ − θ0)

)

.

Introduisons respectivement le paramètre et l’excentricité

p =
a2
0

µ
, e =

√

1 +
2ha0

µ2
.

Proposition 31. Les trajectoires du problème de Kepler sont des coniques
d’équations

1

r
=

1 + e cos(θ − θ0)

r
,

avec e = 0 dans le cas du cercle, 0 < e < 1 dans le cas de l’ellipse, e = 1
dans le cas de la parabole et e > 1 dans le cas de l’hyperbole. Ce résultat
contient la première loi de Kepler dans le problème des planètes, celles-ci
décrivant des ellipses dont le soleil occupe un foyer, le centre de masse étant
approximativement le soleil.

3.6.1 Le cas elliptique

L’angle θ0 s’appelle l’anomalie. On peut choisir les axes pour que θ0 = 0

et l’équation de l’ellipse s’écrit r =
p

1 + e cos f
. L’origine est l’un des foyers.

L’ellipse peut être représentée en coordonnées cartésiennes, l’origine O′ étant
le milieu du segment [F1, F2] où F1 = O, F2 sont les foyers. On note c la
distance OO′, a la longueur du demi grand axe et b la longueur du demi petit
axe. Alors

a =
p

1 − e2
, b =

p√
1 − e2

, e =
c

a
. (3.8)

La troisième loi de Kepler s’énonce ainsi.

Proposition 32. La période de révolution est T = 2πa3/2µ−1/2 et ne dépend
pas de l’excentricité.

Preuve. Soit S l’aire balayée par le rayon vecteur en une période alors S= aire
de l’ellipse = πab. D’après la loi des aires,

dS

dt
=

1

2
r2θ̇ =

1

2
a0,

donc S = 1
2a0T . D’où le résultat en utilisant les relations entre les paramètres

géométriques et les intégrales premières.
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3.6.2 Le vocabulaire de la mécanique céleste

Considérons le mouvement sur une ellipse de foyer O centre d’attraction, de
centre O′, un des axes du plan étant OO′. L’angle f repérant un point sur
l’ellipse s’appelle l’anomalie vraie. Notons P le péricentre, le cercle de centre
O′ et tangent aux extrémités du grand axe s’apelle le cercle apsidal. Soit Q
un point de l’ellipse d’angle θ. La perpendiculaire au grand axe passant par Q

coupe le cercle apsidal en un point S et l’angle ϕ = P̂OS s’appelle l’anomalie
excentrique.

3.6.3 Equation de Kepler

Soit x l’abscisse de Q et S et yQ, yS leurs ordonnées respectives. L’ellipse

résulte d’une transformation affine du cercle apsidal et yQ =
b

a
yS avec

b

a
=

√
1 − e2. On en déduit l’équation paramétrique de l’ellipse

r = a(1 − e cos f). (3.9)

En comparant l’aire décrite par les rayons vecteurs OQ et OS et en fixant
le temps de passage au périgée en t = 0, on obtient l’équation de Kepler

ϕ − e sin ϕ =
2πt

T
. (3.10)

Introduisons la coordonnée

x1 =
T (ϕ − e sin ϕ)

2π
. (3.11)

On a ẋ1 = 1. En d’autres termes, l’anamolie excentrique permet de redresser
géométriquement le champ de Kepler.

Proposition 33. Au voisinage d’une orbite elliptique, l’équation de Kepler
est redressée en ẋ1 = 1, İ = 0 où I est un vecteur de R5 dont les composantes
sont cinq intégrales premières indépendantes.

3.7 Introduction au problème des 3 corps

Le problème des 2 corps est intégrable mais on sait depuis Poincaré que ce
n’est pas le cas pour N � 3, d’où l’intérêt de la recherche de trajectoires
particulières : états d’équilibre ou trajectoires périodiques. Le problème des
N corps est sans état d’équilibre. En revanche il existe des trajectoires remar-
quables. Par exemple pour le problème des 2 corps, si le moment cinétique
est nul, les deux corps évoluent sur une droite et ces trajectoires particulières
conduisent à une collision. Dans le problème des 3 corps, les 3 masses peu-
vent être vues comme les sommets d’un triangle qui évolue au cours du temps
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et il existe des trajectoires particulières décrites par Euler et Lagrange. Le
cas d’Euler est la situation où les 3 masses restent alignées sur une droite en
rotation uniforme autour du centre de masse C. Le cas de Lagrange est la
situation où les 3 masses forment un triangle équilatéral, en rotation uniforme
autour de C. On va présenter ces résultats en respectant l’analyse d’Euler,
de Lagrange, puis on généralisera au problème des N corps en introduisant le
concept de configuration centrale et le point de vue variationnel.

3.8 Les travaux d’Euler, Lagrange dans le problème

des 3 corps

Considérons les équations du problème des 3 corps,

m1q̈1 =
Gm1m2

r3
12

(q2 − q1) +
Gm1m3

r3
13

(q3 − q1),

m2q̈2 =
Gm2m1

r3
12

(q1 − q2) +
Gm2m3

r3
23

(q3 − q2), (3.12)

m3q̈3 =
Gm3m1

r3
13

(q1 − q3) +
Gm3m2

r3
23

(q2 − q3),

où rij = |qi − qj | représente la distance mutuelle, et où le centre de masse C
est choisi comme origine des coordonnées, ce qui impose la relation

m1q1 + m2q2 + m3q3 = 0.

Cherchons des solutions planes. Si (x, y, z) sont les coordonnées de q, on
peut imposer que le plan soit z = 0. Notons (xk, yk, 0) les coordonnées des
points qk de masse mk, k = 1, 2, 3. Nos équations (3.12) se réduisent à

ẍk = G
∑

j �=k

mj(xj − xk)

r3
jk

,

ÿk = G
∑

j �=k

mj(yj − yk)

r3
jk

, k = 1, 2, 3.

Cherchons des solutions telles que les masses mk soient en rotation uniforme.
Pour cela, introduisons dans le plan un système de coordonnées (ζ, η) qui
tourne à vitesse angulaire constante ω. Dans ces coordonnées, les masses mk

étant donc fixes, on a

xk = ζk cos ωt − ηk sin ωt, yk = ζk sin ωt + ηk cos ωt,

et en reportant dans les équations, on obtient

ζ̈k − 2ωη̇k − ω2ζk = G
∑

j �=k

mj

r3
jk

(ζj − ζk),

η̈k − 2ωζ̇k − ω2ηk = G
∑

j �=k

mj

r3
jk

(ηj − ηk).
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En introduisant le nombre complexe zk = ζk + iηk, le système s’écrit

z̈k + 2iωżk − ω2zk = G
∑

j �=k

mj

r3
jk

(zj − zk), (3.13)

avec rjk = |zj − zk|.
Les états d’équilibre vérifie żk = 0 et sont donc solutions du système

d’équations

−zk = λ
∑

j �=k

mj

r3
jk

(zj − zk), k = 1, 2, 3,

avec λ = Gω−2. Posons ρ1 = λr−3
23 , ρ2 = λr−3

13 , ρ3 = λr−3
12 . La première et la

troisième équation s’écrivent alors

(1 − m2ρ3 − m3ρ2)z1 + m2ρ3z2 + m3ρ2z3 = 0 (3.14)
m1ρ2z1 + m2ρ1z2 + (1 − m1ρ2 − m2ρ1)z3 = 0

et l’autre équation est remplacée par la relation fixant le centre de masse à 0,

m1z1 + m2z2 + m3z3 = 0.

Il convient de distinguer 2 cas.
Cas 1. Les trois points zk ne sont pas alignés. On en déduit que ρ1 = ρ2 =
ρ3 = 1/m où m est la masse totale. Les trois points sont alors aux sommets
d’un triangle équilatéral de côté (Gmω−2)1/3. Ce côté ne dépendant que de
la masse totale, le centre du triangle ne cöıncide pas en général avec le centre
de masse. Ces solutions sont dues à Lagrange.
Cas 2. Les trois points sont alignés sur une droite et forment les solutions
d’Euler que l’on va déterminer.

Supposons que les points z1, z2, et z3 sont alignés sur une droite L, qui
contient donc le centre de masse. On peut supposer que L est l’axe des ζ et
l’on ordonne les masses pour que ζ1 < ζ2 < ζ3. On a donc r12 = ζ2 − ζ1,
r13 = ζ3 − ζ1, r23 = ζ3 − ζ2, et les équations se réduisent à

−ζ1 = λ

(

m2

(ζ2 − ζ1)
2

+
m3

(ζ3 − ζ1)
2

)

,

ζ3 = λ

(

m1

(ζ3 − ζ1)
2

+
m2

(ζ3 − ζ2)
2

)

,

avec m1ζ1 + m2ζ2 + m3ζ3 = 0. Posons a = ζ2 − ζ1, ζ3 − ζ2 = aρ et ζ3 − ζ1 =
a(1 + ρ). Après quelques calculs on constate que ρ est solution de

m2 + m3(1 + ρ)

m1(1 + ρ) + m2ρ
=

m2 + m3(1 + ρ)−2

m1(1 + ρ)−2 + m2ρ−2
,

et a est donné par

a3(m2 + m3(1 + ρ)) = λm(m2 + m3(1 + ρ)−2).
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Le problème est donc de calculer ρ solution du polynôme de degré 5

(m2 + m3)+(2m2 + 3m3)ρ + (3m3 + m2)ρ
2 − (3m1 + m2)ρ

3

− (3m1 + 2m2)ρ
4 − (m1 + m2)ρ

5 = 0.

Ce polynôme admet une seule racine positive. Comme il y a trois possibilités
pour ordonner les masses, cela donne les trois solutions d’Euler.

Théorème 22. Pour le problème plan, dans chaque système en rotation uni-
forme à vitesse angulaire ω, il existe une configuration de Lagrange où les
trois masses restent fixent en formant les sommets d’un triangle équilatéral
de côté (Gmω−2)1/3 et trois configurations dites d’Euler où les masses restent
alignées sur une même droite, chacune étant associée à un ordre des masses
sur la droite.

3.9 La notion de configuration centrale

Considérons le problème où qi = (xi, yi, zi) sont les coordonnées de la masse
mi, rij = |qi − qj | et V = −U l’opposé du potentiel. Le système s’écrit

miq̈i =
∑

i�=j

Gmimj(qj − qi)

|qi − qj |3
.

Cherchons une solution particulière de la forme qi(t) = Φ(t)ai où les ai sont
des vecteurs constants de R3 et Φ(t) une fonctions scalaire. En reportant dans
les équations on obtient

|Φ|3Φ−1Φ̈miai =
∑

i�=j

Gmimj(aj − ai)

|ai − aj |3
.

En séparant les variables, on doit donc avoir pour un scalaire λ les équations

Φ̈ =
−λΦ

|Φ|3 (3.15)

et

−λmiai =
∑

j �=i

Gmimj(aj − ai)

|ai − aj |3
. (3.16)

L’équation (3.15) est une équation en dimension 1 qui correspond à un
problème de Kepler en dimension 1 et s’intègre aisément.

Considérons maintenant le problème des N corps dans le plan. La position
qi vit dans R2 identifié à C. Posons qi(t) = Φ(t)ai où ai ∈ C et supposons que
Φ(t) est une fonction scalaire complexe. L’équation (3.15) est alors l’écriture
complexe de l’équation de Kepler, avec λ paramètre réel. Si λ > 0, à chaque
solution circulaire, ou elliptique, correspond des solutions du problème des N
corps plan après résolution de (3.16).
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Définition 49. On appelle configuration centrale (c.c) pour le problème des
N corps une famille de vecteurs, a = (ai, . . . , aN ) et un scalaire λ solution
de (3.16) (dans R, R2, R3).

Propriété 2. 1. Si a1, . . . , aN est une configuration centrale alors
∑N

i=1 miai =
0 et le centre de masse est à l’origine.

2. Soit (a1, . . . , aN , λ) une c.c. Alors (Aa1, . . . , AaN , λ) est une c.c pour toute
matrice orthogonale A et (τa1, . . . , τaN , λ/τ3) est une c.c pour tout τ �= 0.
Les vecteurs (a1, . . . , aN ) associés à une c.c. sont donc caractérisés via les
similitudes de R, R2, R3.

Introduisons le moment d’inertie du système I = 1
2

∑

miq
2
i et V = −U

l’opposé du potentiel. Alors l’équation (3.16) prend la forme

∂V

∂q
(a) + λ

∂I

∂q
(a) = 0. (3.17)

D’où l’interprétation variationnelle des c.c.

Proposition 34. L’équation (3.17) est la condition nécessaire de Lagrange
pour le problème de trouver un extrémum V sur un niveau I = c et λ est un
multiplicateur de Lagrange.

Preuve. Considérons l’application E : a �→ (V (a), I(a)). En un extrémum,
son rang n’est pas 2, donc il existe (λ0, λ) non nul tel que

λ0
∂V

∂q
(a) + λ

∂I

∂q
(a) = 0

et on peut supposer que λ0 = 1 car le rang de I est 1 en a �= 0, les surfaces
I = c étant des ellipsöıdes.

Lemme 26. On a λ =
V (a)

2I(a)
> 0.

Preuve. V est homogène de degré −1 et I est homogène de degré 2, donc
en faisant le produit scalaire de (3.17) avec a et en appliquant le théorème
d’Euler, il vient

0 = a
∂V

∂q
(a) + λa

∂I

∂q
(a) = −V (a) + 2λI(a),

d’où la formule. De plus la positivité de I et V entrâıne celle de λ.

On peut appliquer cette interprétation variationnelle pour retrouver aisément
les résultats de Lagrange et d’Euler.
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3.9.1 Solutions de Lagrange

Dans le cas des 3 corps, pour calculer les c.c on cherche 6 inconnues qui sont
les composantes a1, a2, a3 ∈ R2. Comme

∑3
i=1 miai = 0, il reste 4 inconnues.

Par ailleurs le groupe des similitudes du plan est de dimension 2, donc il reste
en fait 2 inconnues. Pour calculer les c.c. on doit donc calculer les extrema
d’une fonction de 2 variables.

Pratiquemement, on procède ainsi dans le cas de Lagange. Soient r12,
r23, r13, les distances mutuelles, le centre de masse étant fixé à l’origine. En
identifiant les c.c. qui diffèrent par une rotation, on observe que les distances
mutuelles forment un système de coordonnées locales au voisinage d’une c.c.
dans les cas où les 3 points ne sont pas alignés. Précisément, on a

V = G

(

m1m2

r12
+

m3m2

r23
+

m1m3

r13

)

.

Par ailleurs,
∑

i

∑

j

mimjr
2
ij =

∑

i,j

mimj |qi − qj |2

=
∑

i,j

mimjq
2
i − 2

∑

i,j

mimjqiqj +
∑

i,j

mimjq
2
j

= 2mI − 2
∑

i

mi〈qi,
∑

j

mjqj〉 + 2mI

avec m =
∑

mi. Le second terme est nul car
∑

j mjqj = 0. D’où l’expression
du moment d’inertie en fonction des distances mutuelles,

I =
1

4m

∑

i

∑

j

mimjr
2
ij . (3.18)

Calculer un extrémum de V sur un niveau I = c revient donc à calculer
un extrémum de V sur un niveau de

J =
1

2
(m1m2r

2
12 + m2m3r

2
23 + m1m3r

2
13).

En utilisant la condition nécessaire de Lagrange, on obtient

−G
mimj

r2
ij

+ λmimjrij = 0,

pour (i, j) = (1, 2), (1, 3), (2, 3).
La solution est triviale, r12 = r23 = r13 = (G/λ)1/3. Les trois masses

forment donc un triangle équilatéral.
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3.9.2 Le théorème d’Euler-Moulton

On peut engendrer les solutions d’Euler pour le problème des N corps.
Considérons le cas où les N masses sont alignées sur une droite, et notons
q = (q1, . . . , qN ) ∈ RN la position du système. Notons S ′ = {q | I(q) = 1}
l’ellipsöıde identifié à la sphère topologique de RN , de dimension N − 1. Soit
C = {q | ∑N

i=1 miqi = 0}, hyperplan de RN . L’ensemble S = S′∩C s’identifie
à une sphère de dimension N − 2. On introduit la variété ∆′

ij = {q | qi = qj}
qui correspond à une collision entre mi et mj , l’ensemble ∆′ = ∪∆′

ij est une
union de plans de dimension N − 1 et notons ∆ = S ∩ ∆′ qui est donc une
union de sphères de dimension N − 3.

Notons V la restriction de de V à S\∆. Un point critique de V est une
configuration centrale. L’espace S\∆ admet N ! composantes connexes, chaque
composante correspondant à un ordre, qi1 < . . . < qiN , où (i1, . . . , iN ) est
une permutation des indices. L’ensemble ∆ij correspond à une collision et
V → +∞, donc V → +∞ quand q → ∆. La fonction V admet au moins un
minimum par composante connexe. Donc il y au moins N ! points critiques.

On vérifie en utilisant la convexité de V qu’il y a exactement un point
critique par composante connexe, chaque point critique étant associé à un
minimum de V.

Dans le décompte précédent, on doit identifier les c.c. qui se déduisent par
une transformation orthogonale de R, soit donc une symétrie par rapport à O.
On a montré le résultat suivant qui généralise le résultat d’Euler pour N = 3.

Théorème 23 (Euler-Moulton). Il y a exactement N !/2 c.c. colinéaires
dans le problème des N corps, chacune étant associée à un ordre des masses
mi sur la droite.

3.9.3 Coordonnées de Jacobi pour le problème des 3 corps

Considérons le problème des 3 corps, où le centre de masse est à l’origine,
∑3

i=1 miqi = 0. On définit les coordonnées de Jacobi de la façon suivante. On
considère le mouvement relatif de m2 par rapport à m1 et on pose q = q2−q1.
On repère ensuite le mouvement de m3 par sa position ρ par rapport au centre
de masse O′ de m1,m2. Les coordonnées q et ρ s’appellent les coordonnées de
Jacobi pour le problème des 3 corps. On obtient aisément que ρ = mµ−1q3

où m est la masse totale et µ = m1 + m2. De plus les distances mutuelles
s’obtiennent par les formules

q2 − q1 = q, q3 − q1 = ρ + m2µ
−1q, q3 − q2 = ρ − m1µ

−1q,

les équations du mouvement se réduisant à

q̈ = −Gµ
q

|q|3 + Gm3

(

ρ − m1µ
−1q

r3
23

− ρ + m2µ
−1q

r3
13

)

,
(3.19)

ρ̈ = −mGm1µ
−1(ρ + m2µ

−1q)

r3
13

− mGm2µ
−1(ρ − m1µ

−1q)

r3
23

.
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Toutes les quantités peuvent être calculées dans ces coordonnées. L’énergie
cinétique est donnée par

I =
1

2

(

g1q̇
2 + g2ρ̇

2
)

, g1 = m1m2µ
−1, g2 = m3µm−1,

et en notant pq, pρ les vecteurs duaux respectifs de q et ρ, le Hamiltonien
s’écrit

H =
1

2

(

pq

g1
+

pρ

g2

)

− Gm1m2

|q| − Gm2m3

r23
− Gm1m3

r13
, (3.20)

avec r23 = ρ−m1µ
−1q, r13 = ρ + m2µ

−1q et H définit le champ Hamiltonien
associé au système (3.19).

3.9.4 Le problème circulaire restreint

Les coordonnées de Jacobi sont importantes pour étudier le problème cir-
culaire restreint défini de la façon suivante. En négligeant la masse m3, la
première équation de (3.19) se transforme en une équation de Kepler

q̈ = −Gµ
q

|q|3 ,

le mouvement des deux masses m1 et m2 correspondant aux planètes dites
primaires en mécanique céleste. Le centre de masse étant celui des primaires,

alors
en

ρ̈ = −Gm1(ρ + m2µ
−1q)

r3
13

− Gm2(ρ − m1µ
−1q)

r3
23

.

L’équation de Kepler étant intégrable, l’évolution de la masse m3 est alors
obtenue en analysant cette équation. On fait une hypothèse supplémentaire,
en supposant que le problème est plan et que les deux primaires décrivent un
mouvement en rotation uniforme avec une vitesse angulaire ω, cette hypothèse
étant approximativement vérifiée pour 7 planètes du système solaire, dont la
Terre (excentricité de 0, 017). Le problème associé s’appelle le mouvement
circulaire restreint. On représente alors ρ par ses coordonnées z = ζ + iη ∈ C

dans le référentiel en rotation uniforme, où les primaires sont localisées et
fixées sur l’axe des ζ. Cette dernière transformation revient en coordonnées
symplectiques à poser

q = (exp tK)Q, p = (exp tK)P,

où K est une matrice antisymétrique, le Hamiltonien étant corrigé par un
reste aisément calculable. Le calcul explicite donne l’équation

z̈ + 2ωiż − ω2z = Gm1r
−3
13 (z1 − z) + Gm2r

−3
23 (z2 − z), (3.21)

la équation, qui se simplifieon secondeest amené à poser m = µ dans
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où z1 = ζ1 et z2 = ζ2 représentent les positions respectives des primaires, les
termes 2ωiż et −ω2z correspondant respectivement aux forces de Coriolis et
d’entrâınement.

Le problème est de façon standard normalisé par un choix adéquat
d’unités. On choisit les unités de masse pour que m1 + m2 = 1, de longueur
pour que |q| = 1, et de temps de sorte que G = 1. Par convention la plus
petite masse, notée µ, est placée à droite de l’origine, la seconde étant 1 − µ.
Les relations m1ζ1 + m2ζ2 = 0 et |ζ2 − ζ1| = 1 imposent que la masse µ est
placée en 1−µ sur l’axe de ζ et 1−µ en −µ. Le choix des unités impose ω = 1
et les équations du mouvement normalisé sont

z̈ + 2iż − z = − (1 − µ)(z + µ)

ρ3
1

− µ(z − 1 + µ)

ρ3
2

, (3.22)

où ρ1, ρ2

(1 −µ, 0).
Introduisons l’opposé du potentiel

V (ζ, η) =
1 − µ

ρ3
1

+
µ

ρ3
2

.

Le système s’écrit

ζ̈ − 2η̇ − ζ =
∂V

∂ζ
,

η̈ + 2ζ̇ − η =
∂V

∂η
.

En introduisant l’opposé du potentiel amendé

Φ(ζ, η) =
1

2
(ζ2 + η2) + V +

1

2
µ(1 − µ),

les équations s’écrivent

ζ̈ − 2η̇ =
∂Φ

∂ζ
,

(3.23)

η̈ + 2ζ̇ =
∂Φ

∂η
.

On en déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 35. La fonction J = 2Φ − ζ̇
2 − η̇2 appelée intégrale de Jacobi

est une intégrale première du mouvement de la troisième planète.

La constante du mouvement J = c s’appelle la constante de Jacobi.
Ce calcul interprété en coordonnées symplectiques est une application di-

recte des techniques du chapitre précedent. En notant q la position de la masse

3

désignent respectivement la distance à la planète en (−µ, 0) et

m dans le repère en rotation et p la variable duale, le Hamiltonien associé est
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H = p2 − tqKp − V,

où K est la matrice

(

0 1
−1 0

)

, et le reste −tqKp correspond à un terme de Cori-

olis (le terme d’entrâınement étant absent dans le Hamiltonien). Les équations
(3.23) s’écrivent

ṗ = p + Kq,
(3.24)

q̇ = Kp +
∂V

∂q
.

Les états d’équilibre vérifient

p + Kq = 0, Kp +
∂V

∂q
= 0,

ce qui implique 0 = q +
∂V

∂q
=

∂Φ

∂q
, où Φ est l’opposé du potentiel amendé.

Une position d’équilibre étant un point critique de Φ . Un calcul facile montre
le résultat suivant.

Proposition 36. Les états d’équilibre du problème restreint sont les points
d’Euler, de Lagrange du problème des 3 corps associés et s’appellent les points
de libration. Ce sont

1. les points d’Euler alignés sur l’axe des ζ

L1 < −µ < L2 < 1 − µ < L3 ;

2. les points de Lagrange L4, L5 respectivement d’ordonnée positive et négative,
formant chacun un triangle équilatéral avec les primaires.

Un calcul long mais standard donne par ailleurs le résultat suivant.

Théorème 24. 1. Aux points d’Euler L1, L2, L3, la matrice du linéarisé ad-
met deux valeurs propres réelles, dont une strictement positive et deux
valeurs propres imaginaires. Ces points sont donc instables.

2. Aux points de Lagrange L4, L5, la matrice du linéarisé admet des valeurs
propres imaginaires si 0 < µ < µ1 où µ1 = 1

2 (1 −
√

69/9). Pour µ = µ1,

la matrice admet des valeurs propres multiples ±i
√

2/2, avec des blocs de
Jordan non triviaux. Pour µ > µ1 les valeurs propres sont λ,−λ, λ̄,−λ̄
où λ est un complexe non imaginaire pur. Les points L4, L5, sont donc
instables

Remarque 11. Pour étudier la stabilité des points de Lagrange L4, L5 pour
µ < µ1, il faut utiliser le théorème de stabilité d’Arnold, issue du KAM de la
section 2.6.5. D’un point de vue astronomique, dans le système solaire et en
considérant le système formé par les primaires Soleil et Jupiter, on observe un
groupe d’astéröıdes, les Troyennes, localisées en L4 et les Grecques localiséees
en L5.



74 3 Introduction au problème des N corps ; les cas N = 2 et N = 3

3.10 Introduction aux problèmes des collisions ; travaux

de Sundman ; régularisation des collisions doubles

de Lévi-Civita

Considérons le prolème des N corps, où le centre de masse C est à l’origine,
∑N

i=1 miqi = 0. On va étudier le problème des collisions.

Définition 50. On dit que le système admet une collision lorsque t → t1 si
l’une des distances rij = |qi − qj | tend vers 0 lorsque t → t1.On dit que le
système admet une collision totale si toutes les distances tendent vers 0.

3.10.1 Etude des collisions totales

Notons I le moment d’inertie du système rapporté au centre de masse, I =
1

2

∑N
i=1 miq

2
i . La relation (3.18) est

4mI =
∑

i,j

mir
2
ij ,

où m est la masse totale. Donc la relation rij = 0, pour tous i, j, équivaut à
I = 0.

Lemme 27. Le système admet une collision totale si et seulement si toutes
les particules s’effondrent sur le centre de masse.

Lemme 28. Lors d’une collision totale la situation I → 0, lorsque t1 → +∞
est impossible.

Preuve. Supposons I → 0 avec t1 → +∞. Si rij → 0, l’opposé du potentiel

V = −U → +∞ et d’après l’identité de Lagrange-Jacobi, Ï = 2h + V → +∞,
où h est l’énergie. Donc pour t assez grand Ï > 1 et en intégrant I �

1
2 t2 +

At + B. D’où I → +∞, t → +∞ et la contradiction.

Théorème 25 (Sundman). Il ne peut y avoir de collision totale que si le
moment cinétique est nul.

Preuve. D’après le résultat précédent, lors d’une collision totale I → 0 avec
t → t1 < +∞ et Ï > 0 pour t2 < t < t1 car V → +∞ à la collision. Par
ailleurs I � 0 et I(t1) = 0. Avec Ï > 0 sur l’intervalle, la fonction est convexe
et en traçant son graphe, on obtient İ < 0 sur [t2, t1]. On utilise l’inégalité de
Sundman

A2
� 4I(Ï − h),

où A est le moment cinétique, avec İ < 0 et I > 0 sur [t2, t1]. On obtient



3.10 Introduction aux problèmes des collisions 75

−1

4
A2İI−1

� hİ − İ Ï ,

soit en intégrant

1

4
A2 ln(I−1) � hI − 1

2
İ2 + K � hI + K,

où K est une constante. Avec t2 assez voisin de t1, I ∼ 0+ et ln(I−1) ∼ +∞,
on obtient

1

4
A2

�
hI + K

ln(I−1)
,

et avec I → 0+, t → t1, on obtient A2 = 0.
Donc le moment cinétique est constant et nul. Ce résultat généralise le cas

N = 2.

3.10.2 Présentation heuristique de la régularisation des collisions
doubles dans le problème des 3 corps

Une des difficultés du problème des N corps et que l’on ne sait pas imposer
en général des rectrictions sur les conditions initiales pour éviter les colli-
sions. L’idée de Sundman est de contourner ce problème en régularisant,
pour le problème des 3 corps, les collisions doubles. La technique est de
reparamétrer les trajectoires en utilisant un nouveau temps ω. Cela permet
d’obtenir pour les solutions des séries convergentes en ω qui prolongent de
façon mathématique la trajectoire après la collision.

D’un point de vue physique, le résultat est clair. Excluons le cas d’une
triple collision et supposons que limt→t1 I > I1. Les trois masses forment un
triangle et nécessairement le maximum des distances mutuelles rij est au-
dessus d’une borne. La solution peut être prolongée si V = −U ne tend pas
vers l’infini, donc nécessairement le minimum des distances rij tend vers 0
lorsque t → t1. Par continuité, le périmètre du triangle restant strictement
positif, on en déduit que l’un des côtés, par exemple r13, tend vers 0 quand
t → t1, les masses m1 et m3 entrant en collision, les autres distances restant
au-dessus d’une borne donnée et la masse m2 étant telle que q2 et q̇2 ont une
limite lorsque t → t1, et q1, q3 ont ainsi une limite lorsque t → t1. La collision
a donc lieu en un point précis de l’espace. Lors de la collision entre m1 et m3,
l’interaction mutuelle des deux masses est très grande par rapport à celle de
la masse m2 et on est dans la situation des 2 corps. On se ramène au problème
de Kepler en posant q = q1 − q3, une collision étant frontale car la position et
le vecteur vitesse doivent être alignés. Cela revient à un choc élastique sur la
droite, où la particule est réfléchie. C’est le sens de la régularisation.

Estimons le comportement asymptotique des vitesses q̇1 et q̇3 lorsque t →
t1. En normalisant G = 1 on a donc V =

∑

i<j

mimj

rij
. Puisque r = r13 lorsque
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t → t1, les longueurs des autres côtés ayant une borne inférieure positive, on
en déduit que rV → m1m3 lorsque t → t1. L’énergie cinétique est

T =
1

2

3
∑

i=1

miq̇
2
i = V + h,

et en faisant le produit avec r on obtient

r
3
∑

i=1

miq̇
2
i −→

t→t1
2m1m3, (3.25)

donc en particulier r1/2q̇k, pour k = 1, 3, et q̇2, restent bornées. Comme
l’origine est au centre de masse, on a m1q̇1 + m2q̇2 + m3q̇3 = 0. D’où

r
(

(m1q̇1)
2 − (m3q̇3)

2
)

= m2r
1/2[m2r

1/2q̇2
2 + 2m3q̇2(r

1/2q̇3)].

Le terme entre crochets est borné, donc

r(m1q̇1)
2 − r(m3q̇3)

2 −→
t→t1

0. (3.26)

Comme r(m2q̇
2
2) → 0, on en déduit alors de (3.25) la relation

rq̇2
1 −→

t→t1

2m2
3

(m1 + m3)
. (3.27)

Cette formule donne le comportement asymptotique de q̇1, q̇3 lorsque t → t1.

Lemme 29. L’intégrale impropre

∫ t1

τ

dt

r
= lim

s→t1

∫ s

τ

dt

r

existe.

Preuve. On utilise l’identité de Lagrange-Jacobi, Ï = 2h + V . Comme r12 et

r23 restent bornées, V −m1m3r
−1
13 reste bornée, et Ï ∼ m1m3

r
lorsque t → t1.

Avec İ =
∫

Ï, pour prouver le lemme, il suffit de prouver que İ reste bornée,

lorsque t → t1. On a İ =
∑3

k=1 mkq̇kqk et avec
∑3

k=1 mk q̇k = 0, on obtient

İ =
3
∑

k=1

mk {(xk − x3)ẋk + (yk − y3)ẏk + (zk − z3)żk} ,

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

|İ| �

2
∑

k=1

mkrk3|q̇k|. (3.28)
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Or r13|q̇1| → 0 et r23, |q̇2| restent bornées. Donc İ reste bornée.
Cherchons alors la nature des solutions paramétrées par s = (t1 − t)1/l

où l est un entier. Puisque chacune des coordonnées q(t) reste bornée lorsque
t → t1 et au moins une des dérivées est non bornée, l’asymptotique étant
donnée d’après (3.27) par

rq̇2
1 → C �= 0, t → t1.

On écrit

q(t) = q(t1) + c1s
µ + . . . avec c1 �= 0.

Avec
dq

dt
=

dq

ds

ds

dt
, on obtient donc

q̇(t) =
−µc1

l
sµ−l + · · ·

En particulier

q̇2
1 = c2s

2(µ−l) + · · · , c2 > 0,

avec r = c3s
µ + . . . et c3 > 0. La condition rq̇2

1 → C, t → t1 impose donc
3µ − 2l = 0, soit µ/l = 2/3. D’où un choix possible µ = 2 et l = 3. Ce qui
conduit à

s = (t1 − t)1/3. (3.29)

L’interprétation géométrique de cette transformation est la suivante. En

posant λ =
∫ t1

t

dt

r
avec r = c3s

µ + · · · = c3s
2 + · · · , on obtient λ =

3

c3
s + · · · .

Considérons les trajectoires coniques pour le problème des deux corps.
Dans le cas elliptique les trajectoires sont des ellipses dont le foyer est O. En
utilisant l’anomalie excentrique ϕ, son équation est r = a(1−e cos ϕ) et ϕ = 0
correspond au périgée où r est minimum et vaut a(1 − e). Un calcul simple
donne

rdϕ = kdt, (3.30)

où k2 = 2|h| = µ/a constant, donc dϕ =
kdt

r
. La reparamétrisation revient

donc à paramétrer les trajectoires par l’anomalie excentrique. Cela a un sens ;
en effet pour obtenir une collision, on fait tendre le périgée vers 0, ce qui
revient à faire e → 1. Le rapport des demi-axes, a/b = 1/

√
1 − e2, devient

alors infini, et l’ellipse s’aplatit, mais l’anomalie excentrique reste bien définie,
la longueur a pouvant être fixée en imposant le niveau d’énergie h. En posant

s =

∫ t

τ

(V + 1)dt, (3.31)

on obtient un paramètre qui régularise toutes les collisions doubles et qui tend
vers +∞ lorsque t → +∞. Des estimées montrent alors le résultat suivant.
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Lemme 30. 1. Le temps séparant deux collisions éventuelles consécutives
admet une borne inférieure.

2. La solution régularisée par le paramètre s = σ + iν est convergente sur
une bande −δ < ν < δ.

En décrivant la solution en fonction du paramètre

ω =
e

2πδ
2δ − 1

e
2πδ
2δ + 1

, (3.32)

on obtient le théorème de Sundman.

Théorème 26. Si le moment cinétique n’est pas nul, la solution admet un
développement en série en ω qui converge pour |ω| < 1 et qui décrit le mou-
vement pour chaque t ∈ R.

3.11 Notes et sources

Le livre de Pollard [59] est une excellente introduction au problème des N
corps, au problème de Kepler et pour une présentation des travaux d’Euler et
Lagrange pour le problème circulaire restreint. Le point de vue variationnel
pour caractériser les points d’Euler et de Lagrange est extrait de Meyer et Hall
[53]. Enfin le problème des collisions avec la régularisation de L i-C vita pour
les collisions doubles utilisant le formalisme Hamiltonien et le théorème de
Sundman est présenté en détails dans le livre dans le livre de Siegel-Moser [64].
Notre présentation est très modeste, et le sujet est encyclopédique. Pour une

[73]. Pour une étude récente et géométrique du problème des collisions, et
leur rôle pour construire des solutions partant à l’infini en temps fini dans le
problème des N corps, voir [19].

étude plus approfondie sur la mécanique céleste, voir l’ouvrage de

ivé
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Recherche de trajectoires périodiques

Excepté dans le problème des deux corps, il est impossible de décrire toutes les
trajectoires dans le problème des N corps. Une façon d’aborder l’analyse est
de rechercher des trajectoires particulières, les plus simples étant les trajec-
toires périodiques dont l’importance pratique est indéniable. C’est le thème
central des travaux de Poincaré en mécanique céleste, dont l’intuition était
qu’elles étaient fort nombreuses et qui est à l’origine des méthodes pour
rechercher de telles solutions. Une première catégorie remarquable de tra-
jectoires périodiques est décrite dans le chapitre précédent, à savoir les trajec-
toires associées aux points d’Euler et de Lagrange. L’objectif de ce chapitre
est de présenter les techniques utilisées en mécanique céleste pour calculer des
trajectoires périodiques. La première méthode décrite est la méthode de con-
tinuation. Le principe est simple, les trajectoires périodiques étant des points
fixes de l’application de Poincaré, une trajectoire périodique d’un système
dynamique à paramètre peut être prolongée pour des valeurs voisines du
paramètre, sous des conditions génériques. Une application importante au
problème des trois corps est la continuation des orbites circulaires du problème
de Kepler, les trajectoires périodiques de la théorie lunaire de Hill entrant dans
cette catégorie. La seconde méthode pour calculer les trajectoires périodiques
est d’utiliser le principe de moindre action, les équations d’Euler-Lagrange
correspondant à un minimum local de l’action S =

∫

Ldt où L est le Lagrang-
ien. Une trajectoire périodique réalisant le minimum local est donc solution
des équations. Cette technique pour calculer des trajectoires périodiques a
été la source de nombreux résultats récents, pour les systèmes Hamiltoniens
(voir par exemple [50]). Elle a été introduite heuristiquement par Poincaré
dans le problème des trois corps dans le plan. L’espace de configurations
des trois corps est identifié à l’espace des triangles ; c’est un espace à ho-
motopie non triviale si on exclut les configurations associées aux collisions.
L’idée de Poincaré est de chercher des trajectoires périodiques, dans chaque
classe d’homotopie. Le travail récent de [20] présenté dans ce chapitre est une
construction explicite d’une trajectoire périodique dans le problème des trois
corps dans le plan, à masse égale, obtenue en minimisant l’action. La trajec-
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toire périodique est une chorégraphie où les trois masses se poursuivent sur
une courbe ayant la forme d’un huit, à comparer avec le cercle obtenu dans le
cas de Lagrange.

4.1 Construction de trajectoires périodiques

par la méthode de continuation

Définition 51. Soit ẋ = X(x, v) une équation différentielle lisse, x ∈ U (ou-
vert de Rn) et v ∈ V (ouvert de Rm), V représentant l’espace des paramètres.
Soit x0 un état d’équilibre du système, pour une valeur v0 du paramètre.
Une continuation de cet équilibre est une fonction lisse v → u(v) telle que
u(v0) = x0 et X(u(v), v) = 0. Une continuation d’une solution périodique ξ
de période T , pour la valeur v0 du paramètre est une paire lisse (u(v), τ(v))
tel que la solution lisse issu de t = 0, associée à la valeur v du paramètre,
notée ξ(t, u(v), v) est périodique de période τ avec u(v0) = ξ(0) et τ(v0) = T .

Définition 52. On dit que l’état d’équilibre est régulier si la matrice jaco-

bienne
∂X

∂x
(x0, v0) est inversible. On dit que la trajectoire est périodique est

régulière si
∂P

∂x
− I est inversible où P est l’application de Poincaré.

Proposition 37. Dans le cas régulier une position d’équilibre ou une trajec-
toire périodique peut être continuée.

Preuve. Considérons le cas d’un état d’équilibre X(x0, v0) = 0. Comme
∂X

∂x
(x0, v0) est inversible, d’après le théorème des fonctions implicites, il existe

u lisse tel que u(v0) = x0 et X(u(v), v) = 0.
Considérons le cas d’une solution périodique ξ de période T . Alors ξ(0) est

un point fixe de l’application de Poincaré

P (ξ(0), v0) = ξ(0),

et P est lisse. La trajectoire périodique peut donc être continuée si
∂P

∂x
−I est

inversible, c’est à dire que 1 n’est pas valeur propre de
∂P

∂x
, la période variant

de façon lisse.

Dans le cas Hamiltonien, la méthode de continuation s’applique en se re-
streignant aux surfaces de niveau.

Proposition 38. Considérons un système Hamiltonien de R2n, ẋ =
−→
H (x, v),

dépendant d’un paramètre. Si la restriction de l’application de Poincaré à la
surface de niveau H = c est non dégénérée, alors une trajectoire périodique
ξ(t) peut être continuée (sur la surface de niveau).
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Exemple en dimension 4. Soit ẋ =
−→
H (x, v) un système Hamiltonien sym-

plectique en dimension 4. La restriction de l’application de Poincaré admet
deux exposants caractéristiques {λ1, λ2}, λ2 = λ1 ou 1/λ1. On distingue deux
cas réguliers stables :

• cas réel : les exposants sont réels distincts de {1,−1}. Ce cas est dit hy-
perbolique.

• cas complexe : les deux exposants sont non réels : eiθ, e−iθ. Ce cas est dit
elliptique.

Dans ces deux cas une trajectoire périodique (hyperbolique ou elliptique)
peut être continuée en une trajectoire périodique de même nature.

4.2 Le théorème du centre de Liapunov-Poincaré,

dans le cas Hamiltonien

Théorème 27. Soit ẋ =
−→
H (x) un système Hamiltonien de R2n, x0 une po-

sition d’équilibre identifiée à 0, A =
∂
−→
H

∂x
(0) la matrice du système linéarisé.

On suppose que le spectre de A est de la forme σ(A) = {±iω, λ3, . . . , λ2n},
où ω > 0. Si λj/iω /∈ Z pour j = 3, . . . , 2n, alors il existe une famille
à un paramètre d’orbites périodiques issues de 0. De plus en tendant vers
0, les périodes convergent vers 2π/ω et les exposants caractéristiques vers
exp(2πλj/ω), j = 3, . . . , m.

Preuve. Le système s’écrit ẋ = Ax+g(x) où g(x) = o(|x|). En posant x = εy,
l’équation devient

ẏ = Ay + O(ε),

où ε est le paramètre. Pour ε = 0, le système est linéaire et ses valeurs propres
sont {±iω, λ3, . . . , λ2n}. Il admet donc une solution périodique de période
2π/ω de la forme

y(t) = (exp At)a,

où a est un vecteur fixe non nul. Les exposants caractéristiques associés sont

µj = exp(2πλj/ω)

et sont différents de 1, par hypothèse.
On peut donc appliquer la proposition 38, et on a donc, pour chaque valeur

assez petite du paramètre ε, une solution périodique de la forme

y(t) = (exp At)a + O(ε).
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Ainsi x(t) = εy(t) est une famille à un paramètre de trajectoires périodiques
du système initial de la forme

x(t) = ε(expAt)a + O(ε2).

Lorsque ε → 0, l’amplitude tend vers 0 et la période tend vers la période
2π/ω, d’ou le résultat.

4.3 Application aux points de libration

Considérons le problème des trois corps circulaire restreint et les points de
libration :

• points d’Euler L1, L2, L3 : le linéarisé admet une paire de valeurs pro-
pres réelles non nulles et une paire de valeurs propres imaginaires. Le
théorème de Liapunov-Poincaré montre donc qu’il existe une famille à un
paramètre de trajectoires périodiques émanant de chacune de ces positions
d’équilibre.

• points de Lagrange L4, L5 : pour µ < µ1 où µ1 est la valeur critique du
théorème 24, le linéarisé admet deux paires de valeurs propres imaginaires
pures conjuguées, ±iω1,±iω2 avec 0 < ω2 < ω1. On peut appliquer deux
fois le théorème du centre :

1. Puisque ω2/ω1 < 1, il existe une famille à un paramètre d’orbites
périodiques émanant de L4 avec une période limite 2π/ω1, cette famille
est dite à période courte.

2. Si ω2/ω1 /∈ N, il existe une famille à un paramètre d’orbites périodiques
émanant de L4, de période limite 2π/ω2, cette famille est dite à période
longue.

4.4 Deux applications de la méthode de continuation

en mécanique céleste

4.4.1 Orbites de Poincaré

La méthode de continuation ne peut pas être directement appliquée au
problème de Kepler où toutes les trajectoires sont périodiques et les exposants
caractéristiques sont donc égaux à 1. Poincaré a remarqué que ces exposants
deviennent non triviaux en se plaçant dans des coordonnées en rotation et
a appliqué cette remarque pour continuer les orbites circulaires du problème
de Kepler en des trajectoires périodiques du problème circulaire restreint. En
effet le Hamiltonien associé à ce problème est

H =
1

2
(p2

x + p2
y) −

(

x y
)

K

(

px

py

)

− µ

d1
− 1 − µ

d2
,
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avec

d2
1 = (x − 1 + µ)2 + y2, d2

2 = (x + µ)2 + y2.

Les réels d1 et d2 sont non nuls si on exclut un voisinage des primaires, le
Hamiltonien s’écrivant

H = H0 + O(µ),

avec

H0 =
1

2
(p2

x + p2
y) −

(

x y
)

K

(

px

py

)

− 1

(x2 + y2)1/2
,

où H0 est le Hamiltonien associé au problème de Kepler écrit dans des coor-
données en rotation uniforme. En utilisant des coordonnées polaires (r, θ) et
en notant (R,Θ) les variables duales, H0 s’écrit

H0 =
1

2

(

R2 +
Θ2

r2

)

− Θ − 1

r
.

Les équations de Hamilton nous donnent

ṙ = R, Ṙ =
Θ2

r3
− 1

r2
, θ̇ =

Θ

r2
− 1, Θ̇ = 0.

Le mouvement angulaire Θ est conservé et on pose Θ(t) = c, la vitesse an-
gulaire étant alors θ̇ = (1 − c3)/c3. Pour c �= 1, considérons l’orbite circulaire
R = 0, r = c2 qui forme une solution périodique de période T = |2πc3/(1−c3)|.
L’équation aux variations associées vérifie

ṙ = R, Ṙ = −1/c6,

et les exposants caractéristiques sont exp(± i2π(1 − c3)) et sont égaux à 1 si
(1 − c3)−1 n’est pas entier. On a montré le résultat suivant.

Théorème 28. Pour µ assez petit, si c �= 1 et (1 − c3)−1 n’est pas entier,
le problème circulaire restreint admet des trajectoires périodiques elliptiques,
voisines des trajectoires circulaires du problème de Kepler.

4.4.2 Orbites de Hill

Considérons de nouveau le problème circulaire restreint, le corps de masse
1− µ représentant le Soleil, le corps de masse µ la Terre et le troisième corps
de masse négligeable étant la Lune. Fixons l’origine des coordonnées au cen-
tre de la Terre. En négligeant la constante, le Hamiltonien du système peut
s’approximer par
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H =

( |p|2
2

− µ

|x|

)

− txKp,

où µ est la masse de la Terre. Le premier terme représente l’attraction ter-
restre, le second facteur est le terme de Coriolis, l’effet du Soleil étant modélisé
par la rotation uniforme de la Terre.

Soit ǫ un paramètre. Faisons la transformation symplectique à poids

x = ε2ξ, p = ε−1η,

où, si |ξ| est voisin de 1, |x| est de l’ordre de ε2. Le Hamiltonien est transformé
en

H = ε−3

( |η|2
2

− µ

|ξ|

)

− tξKη,

qui s’écrit en changeant la paramétrisation

H =

( |η|2
2

− µ

|ξ|

)

− ε3(tξKη).

En utilisant les coordonnées polaires, le Hamiltonien devient

H =
1

2

(

R2 +
Θ2

r2

)

− µ

r
− ε3Θ,

où R,Θ sont les variables duales de (r, θ). Le système s’écrit alors

ṙ = R, Ṙ =
Θ2

r3
− µ

r2
, θ̇ =

Θ

r2
− ε3, Θ̇ = 0,

qui représente pour ε assez petit une approximation du mouvement lunaire.
Le moment angulaire Θ est préservé et les solutions Θ = ±c , c =

√
µ, R = 0,

r = 1 sont des trajectoires périodiques de période 2π(c ± c3). L’équation aux
variations associée est

ṙ = R, Ṙ = −c2r,

qui a des solutions de la forme exp±ict. Donc les exposants caractéristiques
non triviaux des orbites circulaires sont

exp(±ic2π(c ± ε2)) = 1 ± ε22πi/c + · · ·

La méthode de continuation s’applique. Dans les coordonnées normalisées,
les solutions vérifient r = 1 et la période est d’ordre 2π. Dans les coordonnées
d’origine on obtient une famille de trajectoires périodiques dont l’amplitude
et la période tendent vers 0 avec ε.

Théorème 29. Dans le problème de Hill, il existe deux familles à un paramètre
d’orbites périodiques elliptiques, voisines d’une famille de cercles concen-
triques de petits rayons, dont le centre est une primaire.
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Remarque 12. La méthode de continuation appliquée à partir du problème de
Kepler dans des coordonnées en rotation permet aussi de montrer l’existence
de trajectoires circulaires de grand rayon, l’argument étant identique. Les
trajectoires circulaires du problème de Kepler sont préservées dans des coor-
données en rotation, qui détruisent par ailleurs les trajectoires elliptiques non
circulaires.

4.5 Solutions périodiques et principe de moindre action

Une idée très féconde de Poincaré pour montrer l’existence de trajectoires
périodiques en mécanique céleste repose sur le fait que les trajectoires min-
imisent localement l’action

S(q(t)) =

∫ t1

t0

(T + V )dt,

où T est l’energie cinétique et V l’opposé de l’énergie potentielle, S étant
ici une quantité positive. La technique est donc de chercher les trajectoires
périodiques comme limite d’une suite minimisante de courbes périodiques
quelconques. Cette technique pour calculer des trajectoires périodiques, est
utilisée maintenant de façon classique pour calculer des géodésiques fermées
en géométrie Riemannienne ou des trajectoires périodiques pour les systèmes
Hamiltoniens. En mécanique céleste son application se heurte au problème
des collisions qui représentent des singularités du système. On introduit dans
la section suivante les outils nécessaires à son utilisation.

4.6 La méthode directe en calcul des variations et son

application à la recherche de trajectoires périodiques

4.6.1 Préliminaires

Considérons le problème de minimiser une fonctionnelle

Φ(u) =

∫ T

0

f0(q(t), u(t))dt

parmi une famille C de courbes solutions d’un système q̇(t) = f(q(t), u(t))
et vérifiant certaines conditions limites. La retriction de Φ à C définit une
application ϕ : C → R. On suppose que ϕ est bornée inférieurement. On
appelle suite minimisante une suite (xn) telle que ϕ(xn) → inf ϕ, lorsque
n → +∞. Pour qu’une suite minimisante fournisse un minimum, il faut

1. extraire de la suite (xn) une sous-suite convergente, d’où la nécessité de
compacité ;
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2. imposer une certaine régularité sur ϕ. Considérons par exemple ϕ(x) = |x|
pour x �= 0 et ϕ(0) = 1. Une suite minimisante tend vers 0 et ϕ(0) = 1.
La notion à utiliser est la notion de semi-continuité inférieure

lim
n→+∞

inf ϕ(xn) � ϕ(x),

où (xn) est une suite convergeant vers x. En effet si la suite est minimisante
on a

lim
n→+∞

inf ϕ(xn) = inf ϕ � ϕ(x),

et ϕ atteint son minimum en x.

En résumé, on veut pour montrer l’existence d’un minimum utiliser que
si ϕ est semi-continue inférieurement, alors ϕ atteint son minimum sur tout
compact. Dans notre problème, il faut introduire le cadre fonctionnel adéquat.

Introduction de l’espace H1

Définition 53. Soit C∞
T l’ensemble des applications T -périodiques à valeurs

dans Rn. Soient x, y des éléments de L1(0, T ). On dit que x admet y = ẋ pour
dérivée faible si

∫ T

0

(x(t), ḟ(t))dt = −
∫ T

0

(y(t), f(t))dt,

pour tout f ∈ C∞
T .

Le lemme suivant est classique (voir par exemple [50]).

Lemme 31. Si y est la dérivée faible de x, alors

1.
∫ T

0
y(t)dt = 0

2. x(t) =
∫ t

0
y(s)ds + c, où c est un vecteur constant. en particulier x est

absolument continue et T -périodique, i.e. x(0) = x(T ) = c.

Définition 54. On note H1 l’espace des fonctions x ∈ L2, qui ont une dérivée
faible ẋ ∈ L2. C’est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

〈x, y〉 =

∫ T

0

((x(t), y(t)) + (ẋ(t), ẏ(t)))dt.

On note ‖ · ‖ la norme associée.

Un résultat standard est le suivant.

Proposition 39. Si une suite (xn) converge faiblement vers x dans H1, alors
(xn) converge uniformément vers x.
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4.6.2 Equation d’Euler-Lagrange sur H1

Considérons le problème de minimiser une fonctionnelle

Φ(q) =

∫ T

0

L(t, q, q̇)dt,

où le Lagrangien est L(t, q, q̇) = 1
2 q̇2 + V (t, q) et la fonction V est assimilée à

un potentiel vérifiant les conditions (H1) suivantes :

• V : [0, T ] → R est lisse.
• |V (t, q)| + |∇qV (t, q)| � a(|q|)b(t) pour t ∈ [0, T ], où a est une fonction

continue positive et b est une fonction de L1(0, T ) positive.

Proposition 40. La fonctionnelle Φ est C1 sur H1, et si q ∈ H1 est solution
de Φ′(q) = 0, alors q̇ a une dérivée faible q̈, et

q̈(t) = ∇qV (t, q(t)) p.p. sur [0, T ]

q(0) − q(T ) = q̇(0) − q̇(T ) = 0.

4.6.3 Fonctions semi-continues inférieurement et fonctions
convexes

Définition 55. Soit E un espace métrique et f : E → R∪{+∞} une fonction.
Notons domf = {x ∈ E | f(x) < +∞}. On appelle épigraphe de f , l’ensemble

epi(f) = {(x, a) ∈ E × R | f(x) � a}.

On dit que f est semi-continue inférieurement (s.c.i.) si epif est un ensemble
fermé. Si E est un espace vectoriel, on dit que f est convexe si epi(f) est
convexe.

Proposition 41. L’application f est convexe si et seulement si, pour tous
x, y ∈ E, et tout λ ∈ [0, 1],

f(λx + (1 − λ)y) � λf(x) + (1 − λ)f(y).

Proposition 42. f est s.c.i. si et seulement si l’une des conditions suivantes
est vérifiée :

1. Pour tout réel a, l’ensemble {x, f(x) � a} est fermé.
2. Pour tout x0 ∈ E, lim

ε→0
inf

B={|x−x0|�ε}
f(B) � f(x0).

3. Pour tout x0 ∈ E, pour tout ε > 0, il existe un voisinage U de x0 tel que
f(u) � f(x0) − ε, pour tout u ∈ U .

4. Pour toute suite (xn) tendant vers x0 lorsque n tend vers l’infini, on a
limn→∞ inf f(xn) � f(x0).



88 4 Recherche de trajectoires périodiques

Application à l’espace H1. On peut appliquer ces caractérisations sur
l’espace H1 qui est un espace de Hilbert. De plus sur cet espace on peut
considérer la semi-continuité relativement à la topologie faible (l’espace étant
localement métrisable). On note xn ⇀ x la convergence faible de (xn) vers x.
Une caractérisation de la s.c.i. d’une fonction est

∀xn ⇀ x, lim
n→∞

inf f(xn) � f(x).

On a le résultat suivant.

Proposition 43. Soit f : H1 →]−∞,+∞]. Si f est s.c.i. et convexe alors f
est aussi faiblement s.c.i.

Proposition 44. Considérons la fonctionnelle Φ(q) =
∫ T

0
L(t, q, q̇)dt, où

L(t, q, q̇) = 1
2 q̇2 +V (t, q) et le potentiel vérifie les conditions (H1). Alors Φ est

faiblement s.c.i.

Preuve. L’application q(·) �→
∫ T

0
V (t, q(t))dt est faiblement continue. En effet,

l’application est continue pour la topologie de la convergence uniforme et
d’après la proposition 39 si une suite (qn) tend vers q lorsque n tend vers +∞
alors elle converge uniformément.

L’application q(·) �→
∫ T

0
1
2 q̇2(t)dt est continue sur H1 car dérivable. De

plus elle est convexe. D’après la proposition 43, elle est donc faiblement s.c.i.
La fonction Φ, somme de deux fonctions faiblement s.c.i. est donc aussi s.c.i.

Corollaire 12. Soit (qn) une suite minimisante bornée par Φ. Alors Φ atteint
son minimum.

Preuve. La suite (qn) étant bornée et H1 réflexif, on peut extraire une sous-
suite minimisante convergente. Donc Φ atteint son minimum.

Définition 56. La fonctionnelle Φ est dite coercive si Φ(q) tend vers +∞
quand ||q|| tend vers +∞.

Corollaire 13. Si Φ est coercive, alors Φ atteint son minimum.

Preuve. Soit (qn) une suite minimisante ; alors Φ(qn) ne tend pas vers +∞
quand n tend vers +∞, et donc ‖qn‖ ne tend pas vers +∞. On peut donc
extraire une sous-suite bornée (qnk

).

Un exemple d’application est le suivant (voir [50]).

Théorème 30. On suppose de plus que le potentiel V vérifie les conditions
suivantes :

1. Il existe g ∈ L1(0, T ) tel que |∇qV (t, q)| � g(t).

2.
∫ T

0
V (t, q)dt tend vers +∞ quand ‖q‖ tend vers +∞.
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Alors le problème admet une solution (périodique) minimisant Φ sur H1.

Preuve. Soit q ∈ H1 et posons q = q̄ + q̃ où q̄ =
∫ T

0
q(t)dt. Alors

Φ(q) =

∫ T

0

1

2
|q̇(t)|2dt +

∫ T

0

V (t, q̄(t))dt +

∫ T

0

(V (t, q(t) − V (t, q̄))dt

=

∫ T

0

1

2
|q̇(t)|2dt +

∫ T

0

V (t, q̄(t))dt

+

∫ T

0

∫ 1

0

∇qV (t, ū + sũ(t))ũ(t)dsdt

�

∫ T

0

1

2
|q̇(t)|2dt −

(

∫ T

0

g(t)dt

)

|ũ|∞ +

∫ T

0

V (t, ū(t))dt

et d’après l’inégalité de Sobolev

|q̃|2∞ � K

∫ T

0

|q̇(t)|2dt,

il vient

Φ(q) �

∫ T

0

1

2
|q̇(t)|2dt − C

(

∫ T

0

|q̇(t)|2
)1/2

+

∫ T

0

V (t, ū(t))dt.

Comme la norme H1 de q tend vers +∞ si et seulement si (|q̄|2+
∫ T

0
q̇2(t)dt)1/2

tend vers +∞, on en déduit que Φ(q) tend vers +∞ si ‖q‖ tend vers +∞.

Remarque 13. Le résultat précédent ne s’applique pas directement au problème
des N corps pour deux raisons. La première est que le potentiel V (t, q) tend
vers l’infini sur la variété des collisions |qi−qj | = 0. La seconde est que V (t, q)
tend vers 0 lorsque |q| tend vers +∞. Une solution au problème des collisions
a été proposée par Poincaré, en remplaçant le potentiel Newtonien par un
potentiel dit fort.

4.6.4 La notion de potentiel fort et l’existence de trajectoires
périodiques pour le problème des deux corps

Définition 57. Considérons le cas de N particules, l’action étant

S(q) =

∫ T

0

(

1

2

N
∑

i=1

miq̇
2
i + V (q)

)

dt,

où V est l’opposé du potentiel U . On dit que le système est soumis à un
potentiel fort si

V =
∑

1�i<j�N

Gmimj

|qi − qj |α

avec α � 2.
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Proposition 45. Si le système est soumis à un potentiel fort, alors dans le
cas d’une collision entre deux des corps au moins, l’action devient infinie.

Preuve. Considérons la trajectoire t �→ q(t) telle qu’à l’instant tc, la particule
i entre en collision avec la particule j. En notant r la distance |qi − qj |, il
existe K1,K2 > 0 tels que

L = T + V � K1ṙ
2 +

K2

r2
.

L’action vérifie donc

S(q) �

∫ tc

0

(

K1ṙ
2 +

K2

r2

)

dt,

et avec l’inégalité a2 + b2 � 2|ab|, il vient

S(q) �

∫ tc

0

K

∣

∣

∣

∣

ṙ

r

∣

∣

∣

∣

dt = K [ln r(t)]
0
tc

= +∞.

On peut appliquer ce résultat au problème des deux corps.

Proposition 46. Considérons le problème des deux corps, avec l’hypothèse
du potentiel fort. Alors il existe des trajectoires périodiques non triviales.

Preuve. En localisant une des masses en 0, on se ramène à un problème plan

de type Kepler, le Lagrangien étant L =
1

2
q̇2 +

K

|q|n , n � 2, K > 0. Une

collision a lieu pour q = 0 et on considère l’espace R2\{0}, une trajectoire
T -périodique entourant 0 et ayant un type d’homotopie caractérisé par le
nombre de tours orientés autour de 0.

Fixons la classe d’homotopie et considérons une suite minimisante T -
périodique. On observe que, pour une telle suite, l’hypothèse du potentiel fort
garantit que les trajectoires évitent 0, car l’action devient infinie en passant
par la collision, d’après la proposition 45.

Par ailleurs comme V � 0, on a

S(q) �

∫ T

0

q̇2(t)dt,

et donc, pour une suite minimisante,
∫ T

0
q̇2
n(t)dt est bornée.

Par ailleurs d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz la longueur l(q) d’une
courbe vérifie

l(q) =

∫ T

0

|q̇(t)|dt � T

(

∫ T

0

q̇2(t)dt

)1/2

.

Donc, pour une suite minimisante, la suite des longueurs est bornée et les
courbes qn sont contenues dans un compact pour la topologie uniforme. Les
trajectoires qn sont donc contenues dans un compact pour la topologie H1 et
on se ramène à la situation standard car on évite les collisions.
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4.6.5 Trajectoires périodiques pour le problème des N corps
avec l’hypothèse du potentiel fort

On peut généraliser le résultat des deux corps au problème des N corps sous
l’hypothèse du potentiel fort. On doit introduire une hypothèse topologique
due à Gordon, voir [32].

Définition 58. Considérons le problème des N corps dans R3N et S la variété
des collisions. On dit qu’un cycle γ de R3N\S satisfait l’hypothèse de Gordon
s’il ne peut être amené continûment à l’infini, en restant dans R3N\S, sans
que sa longueur devienne infinie.

On a le résultat suivant (voir [32]).

Théorème 31. Sous l’hypothèse du potentiel fort, il existe une trajectoire
périodique minimisante dans chaque classe d’homotopie vérifiant l’hypothèse
de Gordon.

Preuve. La preuve reprend les arguments du problème des deux corps où
l’hypothèse est vérifiée car un cycle tournant autour de 0 ne peut pas être
amené à l’infini sans que sa longueur tende vers l’infini.

Illustrons l’hypothèse de Gordon sur deux exemples.
Considérons dans R2 privé d’une droite D = S, le cas d’un anneau en-

tourant cette droite. L’hypothèse de Gordon n’est pas vérifiée car l’anneau
peut être glissé vers l’infini, le long de D, sans que sa longueur ne devienne
infinie.

Considérons le cas R3 privé de trois droites passant par 0. Pour d’un
cycle ne puisse pas être amené à l’infini sans que sa longueur ne devienne
infinie, il faut qu’il tourne autour de deux droites au moins. Ce dernier ex-
emple décrit bien l’applicabilité de la méthode au problème des 3 corps plan.
L’espace de configuration est R4 et l’on doit retirer trois plans de codimension
2, correspondant aux collisions. On obtient sous forme rigoureuse le résultat
heuristique de Poincaré [58].

4.6.6 Le cas Newtonien

Considérons le problème de Kepler dans le cas Newtonien. Dans ce cas toutes
les trajectoires associées à un niveau d’énergie négative sont périodiques et
la période de révolution T ne dépend que du demi-grand axe. En particulier,
fixer la période ne conduit pas à une trajectoire unique. Par ailleurs, une
trajectoire peut être continuée en utilisant la régularisation de Levi-Civita.
Les travaux de Gordon conduisent au résultat suivant (voir [32]).

Théorème 32. Dans le cas Newtonien, chaque trajectoire elliptique de période
T parcourue une fois, correspond à un minimum de l’action. L’action est aussi
minimale pour une trajectoire régularisée qui admet une collision à T/2.

Ce résultat peut être obtenu par calcul direct. Il montre que, dans le cas
Newtonien, le problème des collisions est plus qu’un problème technique.



92 4 Recherche de trajectoires périodiques

4.7 Solution périodique du problème des trois corps

de masse égale

L’objectif de cette section est de décrire une orbite périodique remarquable
obtenue récemment (voir [20]) dans le problème des trois corps plan, ces corps
étant de masse égale.

4.7.1 Description de l’orbite en huit

Les trois corps décrivent une courbe ayant la forme d’un huit avec les car-
actéristiques suivantes (voir figure 4.1).

• En t = 0, les trois masses sont alignées en une configuration d’Euler du
problème des trois corps avec masse égale, une des masses (ici 3) étant au
milieu d’un segment dont les extrémités sont les deux autres masses.

• Si T̄ est la période, en t = T̄ /12, les trois masses forment les sommets d’un
triangle isocèle.

• En t = T̄ /6, le système est de nouveau dans en configuration d’Euler, le
milieu du segment étant occupé par une autre masse (ici 2) par rapport à
l’instant initial.

2

3

3

1

2

1

1

2

3

→

V / 2
→

V

−→

V / 2

Fig. 4.1. Huit décrit par les trois corps

Les conditions initiales calculées par Simo pour obtenir le huit sont (la
constante de gravitation et les masses étant fixées à 1)

x1(0) = −x2(0) = 0, 97000436 − 0, 24308753i,

x3(0) = 0,

ẋ3(0) = −2ẋ1(0) = −2ẋ2(0) = −0, 9324037 − 0, 86473146i.

La période est T̄ = 6, 32591398, et le moment d’inertie du système vaut 2 en
t = 0. Par ailleurs l’orbite est de type elliptique et donc stable.
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4.7.2 Géométrie du problème et sphère topologique

Notation

Le plan R2 est identifié à C. Les masses et la constante de gravitation sont
fixées à 1. Le centre de masse est fixé à 0 et l’espace des configurations est
χ̂ = χ\{collisions}, où

χ = {x = (x1, x2, x3) ∈ C3,
∑

xi = 0}.

Le groupe orthogonal O(2) du plan agit sur χ et son action se décompose en

• Rθ : (x1, x2, x3) �→ (eiθx1, e
iθx2, e

iθx3),
• S : (x1, x2, x3) �→ (x1,x2,x3).

L’espace tangent à l’espace des configurations s’identifie à χ̂ × χ. Pour
(x, y) ∈ χ̂ × χ on introduit les fonctions suivantes :

• le moment d’inertie I = x.x, J = x.y et K = 1
2y.y représentant l’énergie

cinétique ;
• le Hamiltonien H = K−V , et le Lagrangien L = K +V , où V est l’opposé

de l’énergie potentielle V =
1

r12
+

1

r23
+

1

r13
, et où rij = |xi − xj | est la

distance mutuelle.

L’espace des triangles orientés C

C’est l’objet clef introduit par Poincaré pour visualiser le problème des 3 corps.
Le centre de masse est fixé à 0, l’espace de configuration étant de dimension 4.
Les trois masses forment les sommets d’un triangle, qui dégénère en une droite
ou en point lorqu’il y a collision. Pour visualiser cet espace en dimension 3,
on identifie les triangles qui diffèrent par une rotation directe. L’espace des
triangles orientés forme alors l’espace χ/SO(2).

Le problème étant ainsi réduit, ceci a conduit Poincaré à chercher des tra-
jectoires pseudo-périodiques dans le problème des trois corps, où les distances
mutuelles sont des fonctions périodiques.

Dans l’espace χ/SO(3), on considère la sphère I = 1, la taille du trian-
gle étant normalisée par son moment d’inertie. On introduit les coordonnées
suivantes.

Soit J : χ → C2, l’application de Jacobi

(x1, x2, x3) �→ (z1, z2) =

(

1√
2
(x3 − x2),

√

2

3
(x1 −

1

2
(x2 + x3))

)

,

et I = |z1|2 + |z2|2. Cette application est un isomorphisme et SO(2) agit par
l’action diagonale (z1, z2) �→ (eiθz1, e

iθz2), et χ/SO(2) est identifié à C2/S1.
Le quotient est réalisé avec l’application de Hopf
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K : C2 → R3

(z1, z2) �→ (u1, u2 + iu3) = (|z1|2 − |z2|2, 2z1z2),

et I = 1 est envoyé par K◦J sur la sphère unité S2 de R3 (u2
1 +u2

2 +u2
3 = 1).

Les calculs montrent que les distances sont données par

r23 =
√

2|z1|,
r13 = |

√

3/2z2 + (1/
√

2)z1|,
r12 = |

√

3/2z2 − (1/
√

2)z1|.
La sphère S2 représente l’espace des triangles orientés normalisés et contient
des sous-ensembles remarquables qui sont les suivants et que l’on représente
sur la figure 4.2 :

• les pôles Nord et Sud correspondent aux points de Lagrange L+, L−, où
les trois masses occupent les sommets d’un triangle équilatéral ;

• le plan équatorial C coupe S2 en l’équateur et correspond aux classes de
triangles dont les sommets sont alignés, les points de collisions binaires
entre les masses étant notés Ci, i = 1, 2, 3, où Ck, k �= i, j, désigne la
collision entre i et j. On obtient

C1 = (−1, 0, 0), C2 = (
1

2
,

√
3

2
, 0) , C3 = (

1

2
,−

√
3

2
, 0).

M1

M2M3

L+

C1

C2

C3

E2

E3

E1

Fig. 4.2. Espace des triangles orientés

Parmi les configurations colinéaires, trois correspondent à des situations
E1, E2, E3 où l’une des masses i est au milieu des deux autres et les Ei corre-
spondent aux points d’Euler et sont en opposition avec les points Ci.

En joignant le pôle Nord aux six points précédents, on définit trois plans
méridiens notés M1,M2,M3. Ces méridiens représentent trois classes de tri-
angles isocèles.
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4.7.3 Construction de la trajectoire en huit

On indique les étapes de construction (voir [20] pour plus de détails, et une
présentation complète).

Une première remarque résulte du corollaire 8. Si x(t) est une trajectoire
périodique du problème des N corps alors la trajectoire homothétique X(t) =

λx(λ−3/2t) est aussi une solution périodique, le rapport des périodes étant

λ3/2 et les Hamiltoniens correspondants vérifiant H|X = λ−1H|x. Dans le cas
des masses égales, la normalisation I = 1 représente la sphère ordinaire et l’on
a le lemme suivant.

Lemme 32. On peut soit fixer la période, soit fixer l’énergie, et les trajectoires
périodiques homothétiques se projettent sur la sphère I = 1.

La première étape de la construction est la suivante.

Etape 1.

Si T̄ est la période, 1/12 de l’orbite est obtenue en minimisant l’action

S =

∫ T

0

(
1

2
K + V )dt, T = T̄ /12,

sur l’espace des courbes absolument continues, à dérivées dans L2 qui partent
d’une configuration d’Euler, par exemple E3 (où la masse m3 est à l’instant
0 au milieu des deux autres) sur la configuration isocèle M1 où r12 = r13.

Pour appliquer un théorème d’existence standard, on doit montrer qu’une
trajectoire minimisante évite une collision.

Lemme 33. Si une courbe admet une collision double ou triple, son action est
supérieure à l’action S2 du problème des 2 corps, à masse unité, correspondant
aux conditions limites suivantes : en t = 0, les deux masses sont en collision
et à vitesse nulle en T .

On compare ensuite S2 calculé à partir du problème de Kepler, à l’action
d’un chemin obtenu de la façon suivante.

Proposition 47. Considérons sur la sphère les courbes équipotentielles V =
cste. Alors les trois points d’Euler sont situés sur une même courbe de
niveau dite équipotentielle d’Euler, représentée sur la figure 4.3. Cette courbe
forme un double revêtement de l’équateur et est invariante relativement à une
réflexion par rapport au plan méridien M1 et la composée d’une réflexion par
rapport à l’équateur et au plan méridien M2.

Une famille de courbes test est formée par les courbes à moment cinétique
nul qui se projettent sur la portion d’équipotentielle d’Euler, reliant E3 à M1,
la courbe étant parcourue à vitesse constante et joignant E3 à M1 en un temps
T = T̄ /12.
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E
2

E
1

E3

M1

Fig. 4.3. Equipotentielle d’Euler

Proposition 48. Une courbe minimisante évite les collisions et vérifie les
conditions d’Euler-Lagrange, avec les conditions de transversalité qui s’écrivent
p(0) ⊥ E3 et p(T ) ⊥ M1, sous forme Hamiltonienne.

Etape 2.

On montre que le problème précédent se projette sur χ/SO(3) en un problème
de minimisation d’une action réduite. Pour cela, on utilise la décomposition
(dite de Saari) de l’énergie cinétique en

K = Kred + Krot,

où Krot = M2/I, M étant le moment cinétique, Kred correspondant à une
métrique sur l’espace quotient χ/SO(2). Les conditions limites du problème
étant invariantes par SO(2), on se ramène à minimiser l’action réduite

Sred =

∫ T

0
(1

2
Kred + V)dt,

et puisque K � Kred, une courbe minimisante du problème réduit se relève
en une courbe minimisante à moment cinétique nul où K = Kred, via une
multiplication par un élément g(t) ∈ SO(3). Le relèvement est unique à une
rotation rigide près.
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Etape 3 : complétion par symétrie.

La portion de courbe minimisante définie sur [0, T̄ /12] est prolongée par
symétrie et possède le même groupe de symétrie que la courbe équipotentielle,

g
suivante : la première portion joint E3 à M1 et est prolongée par symétrie de
M1 à E2, la symétrie étant une réflexion par rapport à M1. La condition de
transversalité en M1 est ici une relation d’orthogonalité, le Lagrangien étant
invariant par cette réflexion. On prolonge ensuite la courbe de E2 à E1, la
symétrie étant la composée d’une réflexion avec l’équateur avec une réflexion
avec le méridien M2.

Au bout d’une période T̄ /2, le point est revenu au point initial, mais les
vitesses sont distinctes (voir g 4.3).

Cette courbe se relève en une trajectoire périodique à moment cinétique
nul et qui possède les propriétés suivantes :

• de 0 à T̄ /3, temps nécessaire à aller de E3 à E1, on réalise une permutation
des masses ;

• après un temps T̄ /2, la configuration isocèle M1 revient sur elle même
modulo une réflexion.

Les configurations sont représentées sur la figure 4.4.
La figure possède une symétrie induite par l’action du groupe de Klein

Z2 ×Z2. On la représente par l’action sur la trajectoire c(t) de la masse 3. En
notant σ et τ les générateurs du groupe de Klein, on définit l’action sur R

σ.t = t + T̄ /2, τ .t = −t + T̄ /2,

et l’action sur R2

σ.(x, y) = (−x, y), τ .(x, y) = (x,−y),

représentant la symétrie par rapport aux axes et la trajectoire c(t) vérifie

c(σ.t) = σ.c(t), c(τ .t) = τ .c(t).

Il est conjecturé que la courbe obtenue est convexe, mais le résultat prouvé
est que la courbe a bien la forme d’un huit car on montre que les lobes sont
étoilés en 0.

4.7.4 Le concept de chorégraphie

Le type de trajectoires périodiques obtenues conduit à introduire le concept
suivant.

Définition 59. Considérons le problème des N corps plan, où les masses sont
égales. Fixons la période à N . On appelle chorégraphie une solution périodique
x(t) = (x0(t), . . . , xN−1(t)) vérifiant

.

.i

i

F

F

4.3. La prolongation est ladont elle partage la forme représentée sur la
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Fig. 4.4. Positions remarquables dans le problème des trois corps

xj(t) = c(t + j), j = 0, . . . , N − 1,

où c est une trajectoire périodique du plan, de période N .

On a donc le résultat suivant.

Théorème 33. Pour le problème des 3 corps plan à masse égale, on a con-
struit deux types de chorégraphies ayant des classes d’homotopie distinctes
sur l’espace des configurations sans collision :

1. la solution de Lagrange, où les trois masses décrivent une courbe circu-
laire ;

2. la solution de Chenciner et Montgomery où les trois masses décrivent un
huit.

4.8 Notes et sources

Le caclul des trajectoires périodiques en mécanique céleste est central dans
l’oeuvre de Poincaré, qui est par ailleurs à l’origine de la technique de con-
tinuation et de son application pour prolonger les trajectoires circulaires
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du problème de Kepler ; il a aussi utilisé la méthode variationnelle jointe
à des considérations topologiques pour montrer l’existence de trajectoires
périodiques, sa contribution restant heuristique (voir [58]). Notre présentation
de la méthode de continuation, et son application pour calculer des trajectoires
périodiques par perturbation des trajectoires circulaires, suit [53], qui contient
par ailleurs d’autres applications au problème des trois corps (voir aussi [54]).
Les préliminaires au calcul des solutions périodiques via le principe de moin-

de
des variationnelles pour le calcul de trajectoires

périodiques pour les systèmes Hamiltoniens (voir aussi [42] pour l’existence
de géodésiques périodiques en géométrie Riemannienne). L’article de Gor-
don [32] interprète les trajectoires périodiques du problème de Kepler, avec
ou sans collisions, dans le cadre variationnel. Il contient (en les corrigeant)
les résultats de Poincaré sur l’existence de trajectoires périodiques dans le
problèmes des trois corps, avec l’hypothèse de potentiel fort. La présentation
du huit est basée est fondée sur l’article [20] (voir aussi [55] pour un article
descriptif sans détails techniques). L’article [21] contient une généralisation du
huit en montrant l’existence de chorégraphies dans le problème des N corps,
essentiellement avec l’hypothèse du potentiel fort. Il contient également des
résultats de simulations numériques de chorégraphies.

action sont fondés sur [50], ouvrage consacré au problème
l’utilisation méthodes
dre





5

Contrôlabilité des systèmes non linéaires

et le problème de contrôle d’attitude

d’un satellite rigide

5.1 Contrôlabilité des systèmes avec des contrôles

constants par morceaux

Dans cette section, M désigne une variété lisse (C∞ ou Cω) de dimension n,
connexe et à base dénombrable. On note TM le fibré tangent et T ∗M le fibré
cotangent. On désigne par V (M) l’ensemble des champs de vecteurs lisses sur
M , et diff(M) l’ensemble des difféomorphismes lisses.

Définition 60. Soient X,Y ∈ V (M), et f une fonction lisse sur M . La
dérivée de Lie de f suivant X est définie par LXf = df(X). Le crochet de
Lie est calculé avec la convention [X,Y ] = LY ◦ LX − LX ◦ LY . Il s’écrit en
coordonnées locales

[X,Y ](q) =
∂X(q)

∂q
Y (q) − ∂Y (q)

∂q
X(q).

Définition 61. Soit X ∈ V (M). On note q(t, q0) la solution maximale de
q̇(t) = X(q(t)) telle que q(0) = q0. On note exp tX le groupe local à un
paramètre associé à X. On a ainsi q(t, q0) = (exp tX)(q0). Le champ de
vecteurs X est dit complet si les trajectoires sont définies sur R.

Définition 62. Un polysystème D est une famille {Xi, i ∈ I} de champs
de vecteurs. On note aussi D la distribution associée à D, c’est à dire q �→
{Xi(q) | q ∈ M}e.v. . La distribution est dite involutive si [Xi, Xj ] ∈ D, pour
tous Xi, Xj ∈ D.

Définition 63. Soit D un polysystème. On note DA.L. l’algèbre de Lie en-
gendrée par D ; c’est une distribution involutive calculée récursivement de la
façon suivante :

D1 = {D}e.v., D2 = {D1 + [D1, D1]}e.v., Dk = {Dk−1 + [D1, Dk−1]}e.v.,
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DA.L. =
⋃

k�1

Dk.

Définition 64. Un système sur M est défini en coordonnées locales par une
équation de la forme

q̇(t) = f(q(t), u(t)), q(t) ∈ M, u(t) ∈ U ⊂ Rm,

où f est lisse et u est le contrôle. Pour étudier la contrôlabilité des systèmes,
on peut restreindre la classe des contrôles admissibles à l’ensemble U des ap-
plications constantes par morceaux à valeurs dans le domaine de contrôle
U . Pour u ∈ U on note q(t, q0, u) la solution maximale associée partant
d’une condition initiale en t = 0 égale à q0. Soit q0 ∈ M fixé, on note
A+(q0, T ) = ∪u∈Uq(t, q0, u) l’ensemble des points accessibles en un temps
T > 0 et A+(q0) = ∪T>0A

+(q0, T ) l’ensemble des points accessibles. Le
système est dit contrôlable en un temps T si A+(q0, T ) = M pour tout q0 ∈ M
et contrôlable si A+(q0) = M pour tout q0 ∈ M . De façon analogue, on note
A−(q0, T ) l’ensemble des points que l’on peut recaler en q0 en un temps T
et A−(q0) l’ensemble des états recalables en q0. Le système est dit localement
contrôlable en q0 si, pour tout T > 0, les ensembles A+(q0, T ) et A−(q0, T )
sont des voisinages de q0.

Définition 65. Considérons un système sur une variété M , q̇ = f(q, u), u ∈
U . On peut lui associer le polysystème D = {f(·, u) | u constant, u ∈ U}. On
définit l’ensemble ST (D) par

ST (D) ={exp t1X1 ◦· · ·◦exp tkXk | k ∈ N, ti � 0 et

k
∑

i=1

ti = T, Xi ∈ D}
et on note S(D) le semi-groupe local défini par S(D) = ∪T�0ST (D). On note
G(D) le groupe local engendré par S(D), c’est à dire

G(D) = {exp t1X1 ◦ · · · ◦ exp tkXk | k ∈ N, ti ∈ R, Xi ∈ D}.

Lemme 34. 1. L’ensemble des points accessibles de q0 en un temps T est
donné par

A+(q0, T ) = ST (D)(q0).

2. L’ensemble des points accessibles de q0 est l’orbite de S(D)

A+(q0) = S(D)(q0).

Définition 66. Soit D un polysystème sur M . Par extension, on dit que D est
contrôlable si S(D)(q0) = M , pour tout q0 ∈ M . L’orbite de q0 est définie par
O(q0) = G(D)(q0) ; D est dit faiblement contrôlable si O(q0) = M , pour tout
q0 ∈ M . On dit que le polysystème satisfait la condition du rang si DA.L.(q0) =
Tq0

M , pour tout q0 ∈ M .

et
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Définition 67. Soit un système q̇ = f(q, u), u ∈ U , sur M , et soit D le
polysystème associé. On dit que le système est affine s’il existe m + 1 champs
de vecteurs F0, F1, . . . , Fm, tels que f(q, u) = F0(q) +

∑m
i=1 uiFi(q) où u =

(u1, . . . , um).
Le système est dit symétrique si X ∈ D implique −X ∈ D.

Théorème 34 (Chow). Soit un système q̇ = f(q, u), u ∈ U , sur M , et soit
D le polysystème associé. Si D vérifie la condition du rang alors le système
est faiblement contrôlable.

Preuve. On va indiquer dans un contexte simplifié la preuve de ce résultat
clef de la théorie des systèmes non linéaires. Considérons le cas où M = R3

et D contient deux champs X,Y , tels que le rang de X,Y, [X,Y ], soit égal à
3 en tout point q0 de M . On va montrer alors que G(D)(q0) est un voisinage
de q0, ce qui est suffisant pour prouver l’assertion car M est connexe.

Soit λ un réel. Considérons l’application

ϕλ : (t1, t2, t3) �→ exp λX exp t3Y exp−λX exp t2Y exp t1X(q0).

On va montrer que pour λ petit et non nul, ϕλ est une immersion en 0. En
utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, on obtient

ϕλ(t1, t2, t3) = exp(t1X + (t2 + t3)Y +
λt3
2

[X,Y ] + · · · )(q0).

On en déduit

∂ϕλ

∂t1 |t=0

= X(q0),
∂ϕλ

∂t2 |t=0

= Y (q0),
∂ϕλ

∂t3 |t=0

= Y (q0)+
λ

2
[X,Y ](q0)+o(λ).

Ainsi pour λ petit et non nul, le rang de ϕλ en 0 est 3. Donc G(D)(q0) est un
voisinage de q0.

Corollaire 14. Si un système est symétrique et vérifie la condition du rang,
alors il est contrôlable.

Preuve. Si D est symétrique, G(D) = S(D).

Proposition 49. On suppose que le système vérifie la condition du rang.
Alors pour tout q0 ∈ M et tout voisinage V de q0, il existe un ouvert U+

non vide contenu dans V ∩ A+(q0) et un ouvert U− non vide contenu dans
V ∩ A−(q0).

Preuve. Soit q0 ∈ M . Si dimM � 1, il existe X1 ∈ D tel que X1(q0) �= 0,
sinon DA.L.(q0) = 0. Considérons la courbe intégrale α1 : t �→ exp tX1(q0). Si
dimM � 2, il existe dans tout voisinage V de q0 un point q′0 = exp t1X1(q0),
t1 > 0 et un champ de vecteur X2 ∈ D tel que X1 et X2 ne soient pas
colinéaires en q′0, sinon dim(DA.L.(q0)) = 1. En itérant la construction, on
obtient un ouvert U+ non vide contenu dans V ∩ A+(q0). En changeant t en
−t on construit de même un ouvert U− non vide contenu dans V ∩ A−(q0).
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Contrôlabilité et Poisson stabilité

On rappelle le concept de Poisson stabilité, important pour caractériser la
contrôlabilité des systèmes mécaniques.

Définition 68. Soient X ∈ V (M) et q0 ∈ M . On suppose que X est complet.
Le point q0 est Poisson stable si pour tout voisinage V de q0 et tout T > 0, il
existe t1, t2 � T tels que q(t1, q0) et q(−t2, q0) appartiennent à V . Le champ
est dit Poisson stable si presque tous les points sont stables au sens de Poisson.

Proposition 50. Soit D un polysystème sur M associé à un système sur M
et vérifiant la condition du rang. On suppose de plus que chaque champ de
vecteurs de D est Poisson stable. Alors le système est contrôlable.

Preuve. Soient q0, q1 deux éléments de M . Montrons qu’il existe X1, . . . , Xk ∈
D et t1, . . . , tk > 0 tels que

q1 = (exp t1X1) . . . (exp tkXk)(q0).

En utilisant la proposition 49, il existe deux ouverts U+ et U− tels que U+ ⊂
A+(q12) et U− ⊂ A−(q0). Pour montrer le résultat il suffit de montrer qu’il
existe q′0 ∈ U+ et q′1 ∈ U− tels que q′1 soit accessible de q′0. D’après le théorème
de Chow, il existe p champs Yi de D et des temps si positifs ou négatifs tels
que

q′1 = (exp s1Y1) . . . (exp spYp)(q
′
0).

Dans la séquence précédente chacun des champs Yi est Poisson stable. Con-
sidérons donc un arc (exp skYk)(q) d’extrémité e, où sk est négatif. On peut
remplacer q par un point voisin q′, stable au sens de Poisson et trouver un
temps s′k positif de sorte que (exp s′kYk)(q′) soit voisin de e. Le résultat en
découle.

Contrôlabilité et technique d’élargissement

Lemme 35. Soit D un polysystème qui vérifie la condition du rang. Le
polysystème est contrôlable si et seulement si l’adhérence de S(D)(q0) est M
pour tout q0 ∈ M .

Preuve. Appliquer la proposition 49.

Définition 69. Soient D,D′ deux polysystèmes vérifiant la condition du rang.
On dit que D et D′ sont équivalents si pour tout q0 ∈ M , S(D)(q0) =
S(D′)(q0). L’union des polysystèmes équivalents à D s’appelle le saturé de
D et se note sat D.
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Proposition 51. Soit D un polysystème.

1. Si X ∈ D et X est Poisson stable, alors −X ∈ sat D.
2. Le cône convexe engendré par D est inclus dans sat D.

Preuve. L’assertion 1) résulte de la preuve de la proposition 50. Prouvons 2).
Clairement si X ∈ D , alors λX ∈ sat D pour tout λ > 0 (reparamétrer). Si
X,Y ∈ D, en utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff on obtient

∏

n fois

exp
t

n
X exp

t

n
Y = exp t(X + Y ) + o

(

1

n

)

.

En faisant tendre n vers l’infini on obtient bien que X +Y appartient à sat D.

Théorème 35. Considérons sur M un système de la forme

dq(t)

dt
= F0(q(t)) +

m
∑

k=1

ui(t)Fi(q(t)),

où ui(·) est une application constante par morceaux à valeurs dans {−1,+1}.
On suppose que F0 est Poisson stable. Si en tout point le rang de l’algèbre de
Lie {F0, F1, . . . , Fm}A.L. est égal à la dimension de M , alors le système est
contrôlable. La condition est aussi nécessaire dans le cas analytique.

Preuve. Notons D le polysystème associé au système. On abserve que DA.L. =
{F0, F1, . . . , Fm}A.L. et donc le système vérifie la condition du rang. La
contrôlabilité de D équivaut à la contrôlabilité du saturé de D. Par con-
vexité, F0 ∈ sat D et comme F0 est Poisson stable ±F0 ∈ sat D. Ainsi satD
contient le polysystème symétrique {±F0,±F1, . . . ,±Fm}, qui vérifie la con-
dition du rang. Ce polysystème est contrôlable d’après le corollaire 14. Dans
le cas analytique, la condition du rang est aussi nécessaire d’après le théorème
de Nagano-Sussmann (voir [67, 10]).

5.2 Contrôlabilité d’un satellite rigide gouverné

par des rétro-fusées

5.2.1 Equations du mouvement

Le mouvement du satellite est caractérisé par le déplacement de son cen-
tre de gravité O, qui est celui d’un point matériel dans un champ central
et son orientation, dite attitude, dans l’espace, mesurée par rapport à un
référentiel orthonormé direct d’origine O, noté k = (e1, e2, e3) et dont les axes
occupent des directions fixes dans l’espace. Cette attitude est caractérisée
par la position par rapport à k d’un repère d’origine O lié au solide et noté
K(t) = (E1(t), E2(t), E3(t)), supposé orthonormé direct. En d’autres termes,
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l’attitude du satellite est donnée par la matrice R(t), appelée matrice des cos-
inus directeurs, et définie par R(t) = (rij(t))1�i,j�n, où rij(t) = 〈Ei(t), ej〉 est
le produit scalaire usuel entre Ei(t) et ej .

La matrice R(t) est un élément de SO(3) (groupe des matrices or-
thonormées directes d’ordre 3), et représente la matrice de passage du repère
mobile K(t) au repère fixe k. Chaque vecteur de R3 peut être mesuré dans
le repère k ou dans le repère K. Si v est un vecteur mesuré dans k et V ce
vecteur mesuré dans K, on a la relation V = Rv.

Le satellite étant un corps solide, la mécanique nous enseigne que pour
un tel corps, on peut choisir un repère mobile K particulier dit repère princi-
pal d’inertie du solide, ce que l’on supposera par la suite. On fait également
l’hypothèse que le repère k est Galiléen, ce qui revient à négliger l’influence
de l’attraction terrestre.

par des rétro-fusées sont alors celles décrivant le mouvement d’un solide autour
de son centre de gravité soumis à l’action de couples créés par des rétro-fusées.
Les principes fondamentaux de la dynamique et la méthode du repère mobile
conduisent aux équations suivantes :

dR

dt
(t) = S(Ω(t))R(t), où S(Ω) =

⎛

⎝

0 Ω3 −Ω2

−Ω3 0 Ω1

Ω2 −Ω1 0

⎞

⎠ (5.1)

I1
dΩ1

dt
(t) = (I2 − I3)Ω2(t)Ω3(t) + F1(t)

I2
dΩ2

dt
(t) = (I3 − I1)Ω1(t)Ω3(t) + F2(t) (5.2)

I3
dΩ3

dt
(t) = (I1 − I2)Ω1(t)Ω2(t) + F3(t)

L’équation (5.1) équivaut à la définition du vecteur vitesse angulaire ω

du solide, i.e.
dq

dt
(t) = ω(t) ∧ q(t), où q(t) désigne un point quelconque du

satellite, le vecteur Ω = t(Ω1, Ω2, Ω3) désignant ce vecteur mesuré dans le
référentiel mobile, Ω(t) = R(t)ω(t), un vecteur Ω de R3 s’identifiant à une
matrice symétrique S(Ω) d’ordre 3.

L’équation (5.2) s’appelle l’équation d’Euler du corps solide. Elle décrit
le mouvement du vecteur vitesse angulaire Ω(t) mesuré dans le référentiel
mobile. Les scalaires Ii sont les moments d’inertie principaux du solide, sup-
posés tous distincts et ordonnés avec la convention I1 > I2 > I3 > 0. Le
vecteur F (t) de composantes (F1(t), F2(t), F3(t)) représente le moment des
forces extérieures appliquées au satellite, mesuré également dans le repère
mobile. Si m(t) désigne le moment cinétique du solide mesuré dans k, M(t)
ce moment mesuré dans K(t), alors M(t) = R(t)m(t) et l’équation d’Euler
s’écrit

dM

dt
(t) = M(t) ∧ Ω(t) + F (t).

tLes équations décrivant le contrôle d’a titude d’un satellite rigide gouverné
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Dans le problème étudié, les couples sont créés par des rétro-fusées fixées
au satellite. On suppose que ces fusées sont couplées pour émettre du gaz dans
deux directions opposées. Pour un tel couple, le moment des forces appliquées
peut donc s’écrire (F1(t), F2(t), F3(t)) = u(t)(I1b

1, I2b
2, I3b

3), où (b1, b2, b3)
sont des constantes, et u(t) désigne une application constante par morceaux
définie sur [O, T ] et à valeurs dans {−1, 0, 1}. Si le dispositif de contrôle est
constitué de m couples de rétro-fusées, on obtient le système

dR

dt
(t) = S(Ω(t))R(t)

dΩ

dt
(t) = Q(Ω(t)) +

m
∑

k=1

uk(t)bk

(5.3)

où Q(Ω1, Ω2, Ω3) = (a1Ω2Ω3, a2Ω1Ω3, a3Ω1Ω2) avec a1 = (I2 − I3)I
−1
1 , a2 =

(I3− I1)I
−1
2 , a3 = (I1− I2)I

−1
3 , où chaque uk(t) est une application constante

par morceaux à valeurs dans {1, 0,−1} et les vecteurs bk sont des champs
de vecteurs contants de R3. Les équations (5.3) décrivent un système sur
SO(3)×R3, un élément de SO(3) étant représenté par une matrice 3× 3. Le
système est plongé dans R12.

5.2.2 Le problème du choix de la représentation

mais

La représentation classique utilisant le vecteur vitesse angulaire mesuré dans
le référentiel mobile a une interprétation géométrique. En effet la vitesse du
solide Ṙ(t) est un vecteur tangent à SO(3) en R(t) et peut être transporté en
vecteur tangent à l’identité en utilisant les translations à gauche ou à droite
sur SO(3). Les deux vecteurs ainsi obtenus représentent respectivement le
vecteur vitesse angulaire mesuré dans le référentiel mobile, noté Ω et dans le
référentiel fixe noté ω. L’introduction du vecteur Ω exprime l’invariance du
mouvement libre par rapport au choix d’une attitude initiale car le mouvement
du système libre est celui d’un système mécanique associé à un Lagrangien
L = T , où T est l’énergie cinétique du système, T = 1

2 (I1Ω
2
1 + I2Ω

2
2 + I3Ω

2
3),

qui est invariante par les translations à gauche sur SO(3). Cela se traduit dans
les équations par le découplage de l’évolution du vecteur vitesse angulaire par
rapport à l’attitude, ce qui n’est pas le cas du vecteur vitesse.

Le système peut être décrit sur R6 par le choix d’une carte sur SO(3).
Ce choix introduit des singularités et par ailleurs il ne doit pas être quel-
conque mais fondé sur une volonté de mettre en évidence une propriété du
système libre ou sur une intuition d’une certaine loi de commande. Illustrons
cela sur deux exemples. Les angles d’Euler forment une paramétrisation clas-
sique de SO(3). Cependant ces angles permettent de visualiser le mouvement
d’une toupie symétrique qui se décompose dans ces angles en trois mouve-
ments périodiques. Le système est Liouville intégrable et les angles d’Euler

il est important de discuter ici le problème du choix de la représentation.
Dans la suite, on utilise la représentation du mouvement par (5.3)



110 5 Contrôle d’attitude d’un satellite rigide

sont des angles canoniques pour représenter les trajectoires. Ils sont impro-
pres à représenter notre mouvement libre et une visualisation adaptée est celle
de Poinsot, qui sera appliquée ultérieurement. Par ailleurs les angles d’Euler
peuvent être utilisés pour représenter des changements d’attitude par rota-
tions successives autour des axes d’inertie. Par contre, ils sont impropres à
toute tentative pour décrire d’autres lois de commande.

Une autre carte sur SO(3) utilise le théorème d’Euler, une rotation de R3

étant représentée par son axe et son angle de rotation. Cette carte est adaptée
au calcul d’une loi de commande où l’on opère le changement d’attitude en
forçant la satellite à tourner autour d’un axe fixe et à nulle autre loi de com-
mande.

L’introduction des quaternions pour l’étude du problème est intéressante
pour deux raisons. D’un point de vue numérique elle permet de plonger le
système dans R7 et non R12, d’où le gain de place. Cette représentation permet
de décrire des lois de stabilisation globales continues en utilisant des techniques
de Liapunov, ce qui n’est pas possible en travaillant directement sur l’espace
des configurations SO(3). Cette représentation que l’on explique brièvement
consiste à relever le système sur le revêtement universel de SO(3).

Le groupe multiplicatif Sp(1) des quaternions est l’enemble des q =
∑3

i=0 xivi,
∑3

i=0 x2
i = 1, la loi de multiplication étant le produit matriciel

ordinaire où les vi sont donnés par

v0 =

⎛

⎜

⎜

⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎟

⎟

⎠

, v1 =

⎛

⎜

⎜

⎝

0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞

⎟

⎟

⎠

,

v2 =

⎛

⎜

⎜

⎝

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

⎞

⎟

⎟

⎠

, v3 =

⎛

⎜

⎜

⎝

0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

⎞

⎟

⎟

⎠

.

Sp(1) identifié à la sphère S3 est simplement connexe. Un quaternion pur est

un quaternion de la forme
∑3

i=1 xivi.
Soit q ∈ Sp(1) Considérons l’automorphisme intérieur Tq(r) = qrq−1. Alors,

Tq applique un quaternion pur sur un quaternion pur. Si Tq

(

∑3
i=1 xivi

)

=
∑3

i=1 x′
ivi, on peut écrire x′

i =
∑3

j=1 aij(q)xj et Π(q) = (aij(q))1�i,j�3 est

une matrice de SO(3). Clairement, Π(qq′) = Π(q)Π(q′) et l’application Π
est une représentation de Sp(1) par des matrices de rotations de R3.

Tout quaternion q peut s’écrire q =
(

cos 1
2θ
)

v0 +
(

sin 1
2θ
)

v où v est un
quaternion pur et on vérifie alors que Π(q) est la rotation d’axe orienté v et
d’angle θ. Donc Π(Sp(1)) = SO(3) et le noyau de Π est constitué de deux
quaternions v0 et −v0.

On a construit le revêtement universel de SO(3) par Sp(1) et le système
(5.3) peut être relevé en un système sur Sp(1)×R3. En utilisant la rerésentation
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des quaternions par des matrices d’ordre 4, le système s’écrit

d

dt

(

3
∑

i=0

xi(t)vi

)

=

(

3
∑

i=0

εi

2
Ωi(t)vi

)(

3
∑

i=0

xi(t)vi

)

où ε1, ε3 = −1, ε2 = 1 et Ω(t) est solution de l’équation d’Euler. Le système
ainsi obtenu sur Sp(1) × R3 peut être observé dans SO(3) × R3 à l’aide de
l’application (q,Ω) �→ (Π(q), Ω) et donne les trajectoires du satellite rigide
gouverné par des rétro-fusées.

5.2.3 Propriétés des trajectoires de la partie libre

Lorsqu’aucun couple n’est appliqué, le mouvement du satellite est un mouve-
ment dit d’Euler-Poinsot dont on rappelle les propriétés que l’on va ensuite
utiliser pour contrôler le système.

Lemme 36. Lorsque le système est libre, les équations du système sont les
équations d’Euler-Lagrange associé au Lagrangien L donné par l’énergie
cinétique du solide

1

2

(

I1Ω
2
1 + I2Ω

2
2 + I3Ω

2
3

)

.

Les trajectoires sont bornées et le champ de vecteurs est Poisson stable.

Preuve. La première assertion résulte de la définition du mouvement du satel-
lite libre. Les trajectoires sont bornées car l’attitude R appartient à SO(3)
qui est compact, et la vitesse angulaire reste bornée car l’énergie cinétique du
système libre est constante. Le champ de vecteurs est donc Poisson stable,
d’après le théorème de Poincaré.

Lemme 37. Le système libre a quatre intégrales premières indépendantes :
l’énergie cinétique et le moment cinétique m mesuré par rapport à l’espace.

Solutions de la partie libre des équations d’Euler

On peut représenter les trajectoires du vecteur vitesse angulaire Ω, lorsque
le système est libre, en utilisant les intégrales premières. En effet l’énergie
cinétique L = 1

2

∑3
i=1 IiΩ

2
i est conservée de même que M 2 =

∑3
i=1 I2

i Ω2
i ,

qui représente la longueur du moment cinétique M = Rm, mesuré dans
le référentiel mobile, m étant conservé et R étant une matrice de rotation
préservant les longueurs. Le vecteur M est défini par la relation Mi = IiΩi

car K est un repère principal d’inertie. Les trajectoires se calculent alors en
intersectant les ellipsöıdes L = c1 et M2 = c2 où c1 et c2 sont deux constantes.
En particulier on peut représenter les trajectoires sur l’ellipsöıde d’inertie E
du solide correspondant à {Ω | ∑3

i=1 IiΩ
2
i = 1}. Les points situés sur les axes

d’inertie sont des positions d’équilibre. Les points associés à E1 et E3 sont des
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centres et les points associés à E2 sont des cols. Toutes les trajectoires sont
périodiques excepté quatre trajectoires qui sont les séparatrices joignant les
deux points cols antipodaux associés à E2.

Par ailleurs d’un point de vue transcendental, les composantes de Ω se
calculent en utilisant les intégrales elliptiques et l’intégration numérique est
aisée.

Représentation de Poinsot

On peut visualiser le mouvement du satellite libre de la façon suivante. Con-
sidérons la position de l’ellipsöıde d’inertie E = {Ω | ∑3

i=1 IiΩ
2
i = 1} dans

le référentiel k, I(t) = tR(t)E. Dans le référentiel fixe, le vecteur moment
cinétique m est constant. On vérifie que le plan Π perpendiculaire à m est

tangent à l’ellipsöıde I(t) au point ξ(t) =
ω(t)

L
√

2
. La vitesse du point de contact

est donc nulle. D’autre part, la distance notée OO′ de ce plan par rapport à

O est donnée par
1√
2L

〈m,ω〉 = L
√

2. Elle est donc constante.

Théorème 36 (Poinsot). L’ellipsöıde d’inertie roule sans glisser sur un plan
fixe Π perpendiculaire au vecteur moment cinétique.

Cette représentation permet de visualiser le mouvement du satellite en
faisant rouler sans glisser l’ellipsöıde sur le plan. Deux paramètres car-
actérisent le mouvement.

1. La trajectoire du point de contact de l’ellipsöıde dans le repère K(t),
appelée polhodie et similaire à la trajectoire du vecteur vitesse angulaire
Ω(t) sur E décrite précédemment. On prend un angle Φ1 pour représenter
la phase de la variation du vecteur Ω.

2. La trajectoire de ξ(t) sur le plan Π est appelée herpolhodie et on désigne
par Φ2 l’angle qui mesure dans le plan Π la postion angulaire de ξ par
rapport au point O′.

Le mouvement du satellite libre est donc décrit en général par les deux
mouvements des angles Φ1 et Φ2 qui oscillent avec des fréquences qui dépendent
des conditions initiales,

Φ̇1 = ω1(c), Φ̇2 = ω2(c).

Les trajectoires évoluent donc sur des tores T 2. Les angles Φ1 et Φ2 jouent
le rôle des angles d’Euler utilisés pour visualiser le mouvement d’une toupie
symétrique et sont des coordonnées adaptées. Cette analyse démontre aussi
de façon très fine la Poisson stabilité du système.
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Rotations uniformes

que le vecteur Ω initial soit orienté le long des axes d’inertie principaux Ei,
le satellite tournant alors autour de cet axe avec une vitesse angulaire Ω.

Sur l’ellipsöıde d’inertie, les positions d’équilibre associées sont des cols
lorsqu’elles appartiennent à l’axe intermédiaire E2 et sont donc instables au
sens de Liapunov. Les rotations uniformes autour de E2 sont donc instables.
En revanche les positions d’équilibre sur E1 et E3 sont des centres et il résulte
de l’interprétation de Poinsot que les rotations uniformes autour de E1 et E3

sont stables au sens de Liapunov.

Lemme 38. Les seules rotations uniformes du satellite sont celles correspon-
dant à un mouvement autour d’un des axes principaux d’inertie et sont insta-
bles pour l’axe E2 et stables pour les axes E1 ou E3.

5.2.4 Conditions nécessaires et suffisantes de contrôlabilité
du satellite rigide

Le système (5.3) s’écrit sous la forme

dq

dt
(t) = F0(q(t)) +

m
∑

k=1

uk(t)Fk(q(t)),

où q = (R,Ω) ∈ SO(3) × R3, F0 est le système libre (S(Ω)R,Q(Ω)), et
les Fk sont les champs de vecteurs (0, b1), . . . , (0, bm), où bm est un vecteur
constant de R3 décrivant le positionnement de la kième paire de rétro-fusées.
On suppose ici que les contrôles sont des fonctions constantes par morceaux
à valeurs dans {−1,+1}. On a le résultat suivant.

Théorème 37. Considérons le cas où m = 1 ( c’est à dire que le dispositif
de commande est formé d’une seule paire de rétro-fusées. Alors le système
est contrôlable à moins que deux des scalaires bi

1 soient nuls ou que
√

a1b
3
1 =

±√
a3b

1
1, avec b1 = (b1

1, b
2
1, b

3
1).

Preuve. Le système libre F0 est Poisson stable et d’après le théorème 35, le
système est contrôlable si et seulement si l’algèbre de Lie {F0, F1}A.L. est de
rang 6 en tout point de SO(3) × R3. Il est donc nécessaire que le rang de
l’algèbre de Lie {Q, b1}A.L. soit égal à 3 en tout point de R3.

Comme Q est homogène, cette condition est réalisée si et seulement si la
sous-algèbre de Lie des champs de vecteurs constants contenue {Q, b1}A.L. est
de rang 3. Le calcul montre que cette algèbre de Lie est engendrée par les cinq
vecteurs

f1 = b1, f2 = [[Q, f1], f1], f3 = [[Q, f1], f2],

de rotation uniforme si et seulement si les conditions initiales sont telles
Il résulte clairement de (5.3) que le satellite libre décrit un mouvement
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f4 = [[Q, f1], f3], f5 = [[Q, f2], f2].

Un calcul facile montre que le rang est 3 si et seulement si les trois vecteurs

f1 =t(b1
1, b

2
1, b

3
1),

f2 =2t(a1b
2
1b

3
1, a2b

1
1b

3
1, a3b

1
1b

2
1),

f3 =2t(a1b
1
1(a2(b

3
1)

2 + a3(b
2
1)

2), a2b
2
1(a1(b

3
1)

2 + a3(b
1
1)

2),

a3b
3
1(a1(b

2
1)

2 + a2(b
1
1)

2)),

sont indépendants.
Puisque a1, a3 > 0 et a2 < 0, le rang de l’algèbre de Lie {Q, b1}A.L. est

donc égal à 3 en tout point de R3, à moins que deux des scalaires bi
1 soient

nuls ou que
√

a1b
3
1 = ±√

a3b
1
1.

Par ailleurs remarquons que le sous-espace vectoriel de R12 engendré par
les champs constants F1, [[F0, F1], F1] et [[F0, F1], [[F0, F1], F1]] cöıncide avec
l’espace vectoriel engendré par {(0, f1), (0, f2), (0, f3)}. Si les trois vecteurs
Fi, i = 1, 2, 3, sont indépendants, il cöıncide donc avec l’espace engendré par
Vi = (0, Ei), i = 1, 2, 3, où (Ei) est la base canonique de R3.

Un calcul immédiat montre que le rang de la famille {[F0, Vi] | i = 1, 2, 3}
est égal à 6 en tout point de SO(3) × R3. Le rang de l’algèbre de Lie
{F0, F1}A.L. est donc 6 en tout point SO(3) × R3 si et seulement si les trois
vecteurs f1, f2, f3 sont indépendants.

Interprétation géométrique et cas m � 2

Considérons l’équation d’Euler. Si deux des scalaires bi
1 sont nuls, le vecteur

b1 est orienté le long d’un des axes principaux d’inertie du satellite et l’axe
correspondant est un espace vectoriel de dimension 1, invariant pour le mou-
vement.

La condition
√

a1b
3
1 = ±√

a3b
1
1 signifie que le vecteur b1 est contenu dans

un des plans donnés par les équations
√

a1Ω3 = ±√
a3Ω1. Ces plans sont des

espaces invariants pour les trajectoires des équations d’Euler qui sont formés
par les séparatrices joignant les points cols antipodaux.

La condition de non contrôlabilité du cas m = 1 signifie simplement que
le vecteur b1 est dans un espace vectoriel de dimension 1 ou 2 invariant, pour
l’équation différentielle Ω̇ = Q(Ω). On en déduit la condition de contrôlabilité
dans le cas m � 2. Le système est contrôlable à moins que l’espace vecto-
riel engendré par {b1, . . . , bm} soit l’un des deux plans invariants donnés par√

a1Ω3 = ±√
a3Ω1.

On a donc une caractérisation simple de la contrôlabilité de notre système
a priori complexe. D’un point de vue anecdotique notre calcul prouve que les
séparatrices des équations d’Euler libres sont en fait des trajectoires planes.
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5.3 Construction géométrique d’une loi de commande

dans le problème de contrôle d’attitude et locale

contrôlabilité

Dans la section précédente on a caractérisé la contrôlabilité du système en
utilisant la stabilité au sens de Poisson des trajectoires du système. Cette ap-
proche est peu constructive et la stabilité au sens de Poisson d’un système
peut conduire à des temps de transfert longs. Une approche constructive
est développée maintenant. Elle utilise le concept de contrôlabilité locale
du vecteur vitesse angulaire et la trajectoire géodésique du déplacement du
système libre. Pratiquement, elle peut être implémentée avec des contrôles
constants par morceaux si m = 2 ou m = 3. Le cas m = 3 correspond à un
contrôle complet du système et le cas m = 2 décrit le cas où l’un des cou-
ples de rétro-fusées tombe en panne, le système conservant encore de bonnes
propriétés de contrôlabilité.

Proposition 52. Pour tous R0, R1 ∈ SO(3) et tout temps T > 0, il existe
Ω0, Ω1 ∈ R3 tels que la solution du système associée au contrôle nul et issue
en t = 0 de (R0, Ω0) atteigne l’attitude R1 avec une vitesse angulaire Ω1, en
un temps T .

Preuve. L’équation différentielle définissant le système libre décrit le mou-
vement des géodésiques de la structure Riemannienne de SO(3) définie par
l’énergie cinétique L = 1

2 (I1Ω
2
1 +I2Ω

2
2 +I3Ω

2
3). L’espace SO(3) est compact et

la structure Riemannienne est complète. D’après le théorème de Hopf-Rinow,
tout couple de points de SO(3) peuvent être joints par une géodésique. Comme
le système est homogène de degré 2, le temps de transfert peut être choisi aussi
petit que l’on veut.

Principe de la commande

La proposition précédente permet de déduire un principe de commande. Sup-
posons pour simplifier que la satellite soit gouverné par trois couples de
rétro-fusées, c’est à dire que l’on se place dans le cas m = 3. Supposons
également que l’on peut faire varier la poussée des rétro-fusées, c’est à dire
que les contrôles sont des applications analytiques par morceaux à valeurs
dans l’intervalle [−1, 1]. Il n’est pas restrictif de considérer la situation où l’on
veut transférer le système d’une attitude initiale R0 à une attitude finale R1

toutes deux stationnaires, c’est à dire où le système est à vitesse nulle. En
effet la vitesse angulaire peut être mise à zéro en utilisant diverses méthodes.

Pour réaliser le changement d’attitude on calcule par exemple de façon
numérique une géodésique joignant R0 à R1. On force ensuite le système à
suivre cette géodésique, en contrôlant la vitesse de parcours sur cette courbe
pour réaliser le changement d’attitude dans le temps imposé. Il est intéressant
de comparer ce principe de commande à la loi décrite dans [52] fondée sur le
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théorème d’Euler et où le changement d’attitude de R0 à R1 est effectué en
forçant le système à tourner autour de l’axe fixe dont la direction ∆ est donnée
par la direction propre associée à la valeur propre unité de R1R

−1
0 . Cette loi

revient à forcer le système à se déplacer sur une géodésique de la structure
Riemannienne de SO(3) dans le cas où le satellite est sphérique, c’est à dire
où les moments d’inertie I1, I2 et I3 sont égaux.

La loi de contrôle que l’on indique est très différente. Elle tient compte
de la géométrie du satellite et présente un gain d’énergie important car la
totalité de l’énergie consommée est destinée non pas à forcer le système à
rester sur la géodésique puisque c’est la trajectoire du système libre, mais à
diminuer le temps de transfert. Le reste de cette section exploite ce principe de
commande. La possibilité de placer le satellite sur la géodésique est associée
au problème de contrôlabilité locale du vecteur vitesse angulaire que l’on va
dans un premier temps étudier.

5.4 Locale contrôlabilité

Dans cette section on considère un système de la forme

dq

dt
(t) = F0(q(t)) +

m
∑

k=1

uk(t)Fk(t),

où q(t) ∈ Rn (étude locale) et le domaine de commande est convexifié, |uk| � 1.
Soit q0 un équilibre associé au contrôle u = (u1, . . . , um) = 0.

Proposition 53. Soit

L1 = Vect {Fk(q0), ad F0Fk(q0), . . . , adn−1 F0Fk(q0) | k = 1, . . . , m},

où l’on note adX.Y = [X,Y ]. Si dimL1(q0) = n, alors le système est locale-
ment contrôlable.

Preuve. Ce résultat est standard (voir par exemple [46]). En effet introduisons

A =
∂F0

∂q
(q0) et bk = Fk(q0). Alors le système linéarisé en q0 est q̇ = Aq +

∑m
k=1 ukbk. Un calcul facile montre que adp F0F (q0) = Apbk et la condition

L1 = Rn équivaut donc à la condition que le système linéarisé est contrôlable.
Le résultat en découle.

Notre condition signifie que la dérivée de Fréchet de l’application extrémité
évaluée le long des trajectoires q(t) = q0 associée au contrôle nul est de rang
maximum.

Corollaire 15. Soit q0 = (R0, 0) un état d’équilibre du satellite associé à un
contrôle nul. Alors la dimension de L1(q0) est 6 si et seulement si m � 3 et
le système est localement contrôlable en q0.
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Lemme 39. Soit Ω̇ = Q(Ω) un champ de vecteurs de Rn où Q est homogène
de degré 2. Soit b un vecteur constant. Alors le vecteur [b, [b,Q]] est colinéaire
à Q(b).

Preuve. Cette propriété résulte de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.
Notons ϕt le groupe à un paramètre associé au champ de vecteurs b. Le champ
ϕt ∗ Q, image de Q par le difféomorphisme ϕt, est donné en 0 par

(ϕt ∗ Q)(0) =

∞
∑

n=,0

tn

n!
adn bQ(0) = [b, [b,Q]]

et par interprétation du champ image, le membre de gauche est colinéaire à
Q(b).

On en déduit la caractérisation de la locale contrôlabilité pour le satellite
rigide.

Proposition 54. Soit q0 = (R0, 0) un état d’équilibre du satellite. Alors le
système est localement contrôlable avec seulement deux paires de rétro-fusées à
moins que le plan engendré par {b1, b2} soit l’un des deux plans a3Ω

2
1−a1Ω

2
3 =

0. Dans ce cas le système n’est pas contrôlable.

Preuve. Soit P le plan engendré par {b1, b2}. Si P n’est pas un des deux plans
invariants par les équations d’Euler libres Ω̇ = Q(Ω), alors il existe deux
droites Rv1 et Rv2 dans ce plan de sorte que Q(v1) et Q(v2) aient des directions
opposées par rapport à P . En d’autres termes, l’espace vectoriel engendré par
{b1, b2, [b1, [b1, Q]], [b2, [b2, Q]]} est tout R3. Clairement (voir par exemple [35]),
l’origine Ω = 0 est localement contrôlable. On en déduit aisément en utilisant
encore [35] que (R0, 0) est localement contrôlable.

Remarque 14. L’approche de [35] est fondée sur le principe du maximum
d’ordre supérieur et utilise la formule de Baker-Campbell-Hausdorff pour car-
actériser la contrôlabilité locale. Elle est constructive et conduit en fait à cal-
culer des lois constantes par morceaux, localement stabilisantes. D’un point
de vue pratique, on peut aussi calculer la synthèse de la loi optimale associée
au temps minimal ou à la minimisation de l’énergie consommée.

On conclut par le résultat suivant de contrôlabilité où la preuve est con-
structive. On peut implémenter pratiquement la loi de commande avec m � 2,
contrairement au théorème 37.

Théorème 38. Considérons le problème de contrôle d’attitude

Ṙ = S(Ω)R, Q̇ = Q(Ω) +

m
∑

k=1

ukbk,

où les contrôles bk sont supposés constants par morceaux, à valeurs dans
[−1, 1], et m � 2. Si l’origine Ω = 0 est localement contrôlable pour l’équation
d’Euler, alors le système est contrôlable.
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Preuve. Soient R0, R1 ∈ SO(3). On va montrer que l’on peut transférer (R0, 0)
arbitrairement près de (R1, 0). Notons R(t, R0, Ω0) et Ω(t, Ω0) la géodésique
issue de (R0, Ω0). D’après la proposition 52, il existe Ω0 tel que la géodésique
associée au contrôle nul issue de R0 avec la vitesse Ω0 transfère le système
en R1 en un temps T = 1. Comme l’équation des vitesses est localement
contrôlable, pour tout entier n il existe λn > 0 et un contrôle un défini sur
[0, 1/n] transférant 0 en λnΩ0 sans modifier l’attitude. La suite de contrôles
donnés par

vn = un sur [0, 1/n] et v = 0 sur [1/n, 1/n + 1/λn]

transfère (R0, 0) en un point (Rn, Ωn) où limn→∞(Rn, Ωn) = (R1, 0). Le
résultat s’en déduit car si l’équation des vitesses est localement contrôlable en
0, il résulte de la proposition 54 que l’équation des vitesses est contrôlable et
le système vérifie la condition du rang.

Le résultat précédent nécessite de calculer la géodésique. Dans la pratique
on peut faire des changements d’attitude en utilisant des chemins de SO(3)
formés par la concaténation d’arcs géodésiques, en particulier les rotations
stationnaires. Ce problème est étudié dans la section suivante.

5.5 Contrôle d’attitude à l’aide de rotations successives

On désigne respectivement par A1, A2 et A3 les matrices

⎛

⎝

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

⎞

⎠ ,

⎛

⎝

0 1 0
−1 0 0
0 0 0

⎞

⎠ ,

qui correspondent à des matrices de rotations autour des axes principaux
d’inertie et on note E1 = (1, 0, 0), E2 = (0, 1, 0) et E3 = (0, 0, 1), la base
canonique, S2 la sphère de R3 et exp A l’exponentielle d’une matrice A.

Lemme 40. Soit R ∈ SO(3). Il existe χ, θ, φ ∈ [0, 2π] tels que

R = (expχA3)(exp θA1)(exp φA3).

Preuve. Les trois angles sont en fait les angles d’Euler, mais on va les
définir en exploitant le fait que la sphère S2 cöıncide avec l’espace quotient
SO(3)/SO(2).

Notons y l’élément R−1E3 de S2. On peut aller de y à E3 en suivant sur
la sphère la parallèle puis le méridien, c’est-à-dire en effectuant une rotation
d’axe E3 et d’angle φ ∈ [0, 2π[ puis une rotation d’axe E1 et d’angle θ ∈ [0, 2π[,
i.e.

E3 = (exp θA1)(exp φA3)y.
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Le groupe G = {exp−χA3 | χ ∈ [0, 2π]} est le sous-groupe de SO(3) laissant
fixe le point E3 de S2. Posons T = (exp θA1)(exp φA3)R

−1. Alors Te3 = e3

et T ∈ G. Donc il existe χ tel que T = exp−χA3, d’où

R = (expχA3)(exp θA1)(exp φA3).

Application à la commande

Dans le chemin précédent, on utilise les rotations stationnaires stables autour
de E1 et E3 mais on peut aussi concaténer des rotations autour des trois
axes distincts. En ayant choisi un tel chemin on peut alors construire une loi
de commande analogue à celle utilisée dans le théorème 38. La propriété de
locale controlabilité des vitesses permet de transférer le système d’une rotation
stationnaire à une autre. On présente plus en détails la loi de contrôle utilisable
en supposant que le système est contrôlé par deux couples de rétro-fusées
(m = 2) orientées le long des axes E1 et E3, b1 = (1, 0, 0) et b2 = (0, 0, 1). Les
équations s’écrivent alors

dR

dt
(t) =

3
∑

i=1

Ωi(t)Ai R(t),

dΩ1

dt
= a1Ω2(t)Ω3(t) + u1(t),

dΩ2

dt
= a2Ω1(t)Ω3(t),

dΩ3

dt
= a3Ω1(t)Ω2(t) + u2(t).

L’équation d’Euler étant contrôlable, on peut se ramener au problème de
transfert du système entre les états stationnaires (R0, 0) et (R1, 0). On procède
de la façon suivante. D’après la décomposition précédente il existe des angles
tels que

R1 = (expχA3)(exp θA1)(exp φA3)R0.

Montrons qu’il existe une loi de commande transférant (R0, 0) à (exp φA3, 0).
On observe que si u1 ≡ 0, les solutions issues de (R0, 0) sont celles du système

dR

dt
(t) = Ω3(t)A3R(t),

dΩ3

dt
= u2(t),

car Ω1(t) = Ω2(t) = 0. En posant R(t) = (expφ(t)A3)R0, φ(t) vérifie

d2φ

dt2
(t) = u2(t) et φ(0) = 0.

On choisit une commande u2 pour transférer (0, 0) sur (0, φ), en utilisant par
exemple le problème temps minimal. En itérant le processus on peut bien
réaliser le transfert.

( )
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Remarque 15. La loi de commande précédente est simple, robuste, car on
n’utilise que les rotations stationnaires stables et implémentables avec deux
couples. Par contre si on veut faire tourner le satellite d’un angle θ = ε pe-
tit autour de l’axe E2, alors les angles d’Euler sont φ = χ = π/2 et θ = ε
et on doit donc faire basculer deux fois le satellite d’un angle de π/2 pour
opérer un petit changement d’attitude. Cependant on peut en utilisant une
loi exploitant la locale contrôlabilité éviter ce grand déplacement.

Notes et sources

Les résultats sur la contrôlabilité du satellite rigide sont extraits de [7].
L’idée originale d’utiliser la Poisson stabilité pour étudier la contrôlabilité
des systèmes non linéaires est due à [48] et la technique d’élargissement est
formalisée et utilisée dans [40]. L’utilisation du principe du maximum d’ordre
supérieur pour étudier la contrôlabilité locale est une idée de Hermes [35],
voir aussi [36] en ce qui concerne son utilisation pour construire une loi de
stabilisation locale.

5.6



6

Transfert orbital

6.1 Introduction

Un problème important en mécanique spatiale est de transférer un engin
soumis à l’attraction terrestre sur une ellipse Keplerienne ou en un point
de cette ellipse, pour le problème de rendez-vous avec un autre engin. Ce
type de problème classique a été réactualisé avec la technologie des moteurs
à poussée faible et continue. L’objectif de ce chapitre est d’appliquer les
techniques géométriques à l’analyse du système. Le système libre évoluant
dans le domaine elliptique du problème de Kepler, toutes les trajectoires sont
périodiques, la contrôlabilité du système peut être caractérisée en calculant
des crochets de Lie, d’après la proposition 50 du chapitre précédent. De plus la
formule de Baker-Campbell-Hausdorff permet de construire des lois de com-
mande locales. Une méthode simple et efficace pour réaliser le transfert orbital
avec des contrôles lisses est la méthode de stabilisation. La représentation du
système avec le moment cinétique et le vecteur de Laplace permet de con-
struire une loi de commande stabilisante élégante. On analyse le problème
de transfert en temps minimal, qui reste ouvert. On utilise le principe du
maximum pour paramétrer les trajectoires optimales. On présente une brève
analyse des extrémales, en mettant en particulier l’accent sur l’analyse d’une
singularité du problème observée expérimentalement : pour le problème avec
poussée faible, le transfert sur une orbite géostationnaire présente une in-
version de poussée à un passage au périgée de l’ellipse osculatrice. On ap-
plique les conditions du second ordre pour montrer l’optimalité de la trajec-
toire extrémale transférant le système d’une orbite basse et allongée à l’orbite
géostationnaire.
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6.2 Modélisation du problème

L’engin spatial est assimilé à un point matériel de masse m, soumis à
l’attraction terrestre et à une force de propulsion F . En première approxi-
mation, le système s’écrit

q̈ = −µ
q

r3
+

F

m
, (6.1)

où q désigne le vecteur position du satellite dans un référentiel IJK dont
l’origine est le centre de la terre, et µ est le paramètre d’attraction de la
planète. Le système libre F = 0 correspond aux équations de Kepler. Pra-
tiquement, la poussée est limitée, |F | � Fmax, et on peut changer son orien-
tation. La propulsion se fait par éjection de matière, à vitesse ve, et il faut
rajouter au système l’équation

dm

dt
= −|F |

ve
. (6.2)

Dans le problème à poussée faible, la force de poussée est petite comparée à
la force d’attraction. L’état du système est x = (q, q̇). Le problème à résoudre
est de transférer le système d’un état initial à une orbite donnée (par exemple
géostationnaire) pour le problème de transfert orbital, ou en un point de cet
orbite.

6.3 Intégrale première de Laplace et intégration

des équations de Kepler

Proposition 55. Considérons l’équation de Kepler q̈ = −µ
q

r3
. Les quantités

suivantes sont conservées au cours du mouvement :

• c = q ∧ q̇ (moment cinétique) ;

• L = −µ
q

r
+ q̇ ∧ c (intégrale de Laplace) ;

• H(q, q̇) =
1

2
q̇2 − µ

r
(énergie).

Preuve. La conservation de l’énergie est standard et il en est de même
pour le moment cinétique. La conservation du vecteur de Laplace résulte du
degré d’homogénéité du potentiel. Prouvons ce résultat. Soit q(t) une courbe
différentiable de R3 et r(t) sa longueur. Puisque r2 = q.q (produit scalaire),
on a r.ṙ = q.q̇, et si q �= 0 on obtient

d

dt

(q

r

)

=
rq̇ − ṙq

r2
=

(q.q)q̇ − (q.q̇)q

r3
.

Avec (a ∧ b) ∧ c = (a.c)b − (b.c)a, il vient
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d

dt

(q

r

)

=
(q ∧ q̇) ∧ q

r3
.

D’où

−µ
d

dt

(q

r

)

= −µ
(q ∧ q̇) ∧ q

r3
= −µ

c ∧ q

r3
,

et, avec q̈ = −µ
q

r3
,

µ
d

dt

(q

r

)

= q̈ ∧ c.

En intégrant avec c constant, on obtient

µ e +
q

r
= q̇ ∧ c

où e est un vecteur constant. On pose L = µe.

Lemme 41. On a les relations suivantes entre les intégrales premières :

1. L.c = 0, et si c �= 0, L est contenu dans le plan du mouvement.
2. L2 = µ2 + 2Hc2.

Preuve. Puisque q.c = 0, on en déduit L.c = 0, d’où 1). Prouvons 2). On a

L = −µ
q

r
+ q̇ ∧ c,

donc

L.L = µ2 q.q

r2
+ (q̇ ∧ c).(q̇ ∧ c) − 2µ

q

r
.(q̇ ∧ c).

Or |q̇ ∧ c| = |q̇||c|| sin(θ)| où θ est l’angle entre q̇ et c, donc

(q̇ ∧ c)2 = q̇2c2,

car q̇ et c sont orthogonaux. D’où

L.L = µ2 + q̇2c2 − 2µ
q

r
.(q̇ ∧ c).

En utilisant la relation du produit mixte, q.(q̇ ∧ c) = (q ∧ q̇).c = c2, il vient

L.L = µ2 + c2
(

q̇2 − 2
µ

r

)

= µ2 + 2c2H,

car H =
1

2
q̇2 − µ

r
. D’où le résultat.

Proposition 56. Si c = 0, q et q̇ restent alignés sur une droite et il y a
collision. Si c �= 0, on a :

( )
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• si L = 0, alors le mouvement est circulaire uniforme ;
• si L �= 0 et H < 0, alors la trajectoire est une ellipse donnée par

r =
c2

µ + ‖L‖ cos(θ − θ0)
,

où θ0 est l’angle du périgée ;

• q̇ =
c

c2
∧
(

L + µ
q

r

)

.

Preuve. Avec L = µe, la relation de Laplace s’écrit

µ
(

e +
q

r

)

= q̇ ∧ c,

et en faisant le produit scalaire avec q il vient

µ (e.q + r) = (q̇ ∧ c).q = (q ∧ q̇).c = c.c.

On a donc deux cas :

• si e = 0, alors p =
c2

µ
et le mouvement est circulaire, donc circulaire

uniforme d’après la loi des aires ;
• si e �= 0, alors e.q = |e|r cos f , où f est l’angle entre e et q, soit

r =
c2/µ

1 + |e| cos f
.

On a donc prouvé 1) et 2) et |e| est l’excentricité de l’ellipse. La relation 3)
revient à calculer q̇ à partir des équations définissant c et L.

Notations. On introduit les notations suivantes :

• Π : projection (q, q̇) �→ (c, L) ;
• Σe = {(q, q̇) | H < 0, c �= 0} ;
• D = {(c, L) | c.L = 0, c �= 0, |L| < µ}.

Le résultat suivant résulte de nos calculs.

Proposition 57. 1. Σe est l’union des orbites elliptiques.
2. Π(Σe) = D et Σe = Π−1(D).
3. La fibre Π−1(c, L) consiste en une unique orbite orientée.

Définition 70. Σe s’appelle le domaine elliptique (resp. domaine 2D-elliptique
dans le cas plan).
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6.4 Paramètres orbitaux

Les coordonnées cartésiennes sont mesurées dans un référentiel IJK où IJ est
le plan équatorial. Un point matériel sur une orbite Keplerienne est repérable
par ses six paramètres orbitaux :

• l’ellipse orientée coupe le plan équatorial en deux points opposés qui for-
ment la ligne des noeuds et l’angle Ω désigne la longitude du noeud as-
cendant ;

• ω est l’argument du périgée, angle entre l’axe du noeud ascendant et l’axe
du périgée ;

• i est l’inclinaison de l’orbite par rapport au plan équatorial et représente
l’angle entre K et e ;

• a est le demi-grand axe de l’ellipse et P le paramètre de l’ellipse ;
• e son excentricité ;
• f est l’anomalie vraie, angle entre le point sur l’orbite par rapport à son

périgée.

La longitude vraie est l’angle l entre I et q, que l’on écrit par abus de
notation l = Ω + ω + f , exprimant le fait que l’on peut amener I sur q
avec trois rotations successives. On note de façon identique la longitude dite
cumulée.

Les coordonnées précédentes présentent une singularité dans le cas d’orbites
circulaires ou situées dans le plan équatorial. On préfère utiliser des paramètres
dits équinoxiaux évitant ces singularités. Ils sont donnés par a, e (vecteur ex-
centricité) colinéaire au vecteur de Lagrange, l et le vecteur h colinéaire à la
ligne des n uds et défini par

h1 = tan(i/2) cos(Ω), h2 = tan(i/2) sin(Ω),

qui est nul pour les orbites équatoriales.
On introduit de plus

e1 = |e| cos ω̃, e2 = |e| sin ω̃,

où ω̃ est l’angle entre I et e.

6.5 Décomposition de la poussée

Notons Fi les champs de vecteurs
∂

∂q̇i
i = 1, 2, 3, identifiés respectivement à

I, J, K. La force de propulsion s’écrit

F =

3
∑

i=1

uiFi,

œ
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où ui désigne les composantes cartésiennes du contrôle. La force peut être
décomposée dans un repère mobile fixé à l’engin spatial. On en utilise deux
particuliers qui sont définis si q ∧ q̇ �= 0 :

• le repère radial/orthoradial (Fr, For, Fc),
• le repère tangentiel/normal (Ft, Fn, Fc),

selon que le premier vecteur est orienté le long de la position ou de la vitesse
de l’engin. Les deux premiers forment le plan osculateur et le troisième est
normal à ce plan et donc colinéaire au vecteur moment cinétique c = q ∧ q̇,
les trièdres étant orthonormés directs. Le système s’écrit

mq̈ = K(q) +

3
∑

i=1

uiFi.

En particulier, en notant v = (ut, un, uc) la décomposition de u dans le repère
tangentiel/normal, on a u = R(x)v, où R est un élément de SO(3), groupe
des matrices orthogonales directes, qui représente la matrice de passage du
repère cartésien au repère mobile.

6.6 Méthode de variation des constantes

Pour comprendre l’effet de la propulsion, notamment dans le cas d’une poussée
faible, on utilise la méthode de variations des constantes de Lagrange. On écrit
le système (6.1) sous la forme

ẋ = F0(x) +

3
∑

i=1

uiFi(x),

où F0 est le champ de Kepler. On pose x(t) = (exp tF0)(y(t)), où exp tF0

désigne le groupe à un paramètre obtenu en intégrant les équations de Kepler ;
y(t) est alors solution de

ẏ(t) = G(t, y(t)),

où G(t, y(t)) est l’image de Z =
∑3

i=1 uiFi par exp−tF0 et se calcule pour t
assez petit par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff

(d exp tF0)(Z) =
∑

n�0

tn

n!
adnF0(Z). (6.3)

Un point fondamental est que la méthode de variation des constantes ap-
pliquée au problème de Kepler soumis à l’action d’une force perturbatrice

conservative F =
∂R

∂q
a permis à Lagrange d’introduire des coordonnées sym-

plectiques
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q =
( µ

2a
,C =

√

µP ,C cos i
)

, p = (τ , ω, Ω) ,

où P désigne le paramètre de l’ellipse et τ l’instant de passage au périgée. Les
équations du mouvement prennent la forme

q̇ =
∂R

∂p
, ṗ = −∂R

∂q
,

qui sont les équations fondamentales de la théorie planétaire de Lagrange. En
termes modernes, Lagrange a introduit un systèmes de coordonnées symplec-
tiques formé d’intégrales premières du problème de Kepler. Pour les détails et
les applications à la théorie lunaire, voir par exemple [57].

6.7 Représentation du système dans les coordonnées

équinoxiales

Pour comprendre l’action de la poussée sur les caractéristiques géométriques
des orbites elliptiques, la meilleure représentation est d’utiliser les coordonnées
équinoxiales. Dans ce chapitre, on va utiliser les deux systèmes suivants, voir
[27, 74, 16] :

• Système 1

da

dt
=

2

m

√

a3

µ

B

A
ut

de1

dt
=

1

m

√

a

µ

A

D

(

2(e1 + cos l)D

B
ut

−2e1e2 cos l − sin l(e2
1 − e2

2) + 2e2 + sin l

B
un

)

−
√

a

µ

A

D
e2(h1 sin l − h2 cos l)uc

de2

dt
=

1

m

√

a

µ

A

D

(

2(e2 + sin l)D

B
ut

+
2e1e2 sin l + cos l(e2

1 − e2
2) + 2e1 + cos l

B
un

)

+

√

a

µ

A

D
e1(h1 sin l − h2 cos l)uc

dh1

dt
=

1

m

√

a

µ

A

D

C

2
cos luc

dh2

dt
=

1

m

√

a

µ

A

D

C

2
sin luc

dl

dt
=

√

µ

a3

D2

A3
+

1

m

√

a

µ

A

D
(h1 sin l − h2 cos l)uc

(6.4)
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avec

A =
√

1 − e2
1 − e2

2,

B =
√

1 + 2e1 cos l + 2e2 sin l + e2
1 + e2

2,

C = 1 + h2
1 + h2

2,

D = 1 + e1 cos l + e2 sin l.

• Système 2

dP

dt
=

1

m

√

P

µ

2P

W
uor

de1

dt
=

1

m

√

P

µ

(

sin l ur +

(

cos l +
e1 + cos l

W

)

uor −
Ze2

W
uc

)

de2

dt
=

1

m

√

P

µ

(

− cos l ur +

(

sin l +
e2 + sin l

W

)

uor +
Ze1

W
uc

)

dh1

dt
=

1

m

√

P

µ

Z

W

C

2
cos l uc

dh2

dt
=

1

m

√

P

µ

Z

W

C

2
sin l uc

dl

dt
=

√

µ

P

W 2

P
+

1

m

√

P

µ

Z

W
uc

(6.5)

avec

C = 1 + h2
1 + h2

2,

W = 1 + e1 cos l + e2 sin l,

Z = h1 sin l − h2 cos l.

La relation entre a et P est

a =
P

√

1 − |e|2
.

L’apogée ra et le périgée rp sont donnés par les relations

ra = a(1 + |e|), rp = a(1 − |e|).

Pour la mise à poste sur une orbite géostationnaire, il faut imposer à l’instant
final

|e| = 0, |h| = 0.

Si on considère que la masse est variable, il faut ajouter l’équation
supplémentaire



6.9 Le problème de contrôlabilité 129

ṁ = −δ|u|.

Pour étudier le problème plan, il suffit d’identifier, dans les équations ci-
dessus, le plan du mouvement au plan équatorial (I, J), d’imposer h = 0
et d’orienter la poussée dans ce plan, ce qui revient à poser uc = 0. On définit
ainsi un problème plan. Le domaine elliptique associé s’appelle le domaine
2D-elliptique. les trajectoires correspondantes sont orientées positivement par
définition si l’inclinaison est nulle.

Enfin un reparamétrage standard est de paramétrer les trajectoires par
la longitude l au lieu de t, l’effet de la poussée sur un tour de l’orbite étant
mesuré simplement en intégrant les équations de 0 à 2π.

6.8 Coordonnées en rotation

Pour le problème de rendez-vous, le système peut être représenté dans le repère
en rotation du problème circulaire restreint. L’effet de cette transformation
est de fixer le point terminal. Le référentiel est en rotation autour de l’axe K,
et la nouvelle position notée Q vérifie

q(t) = (expΩtK)Q(t),

où K est la matrice antisymétrique

⎛

⎝

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

⎞

⎠, et Ω est la vitesse de rotation

de la Terre. Les équations écrites avec le formalisme de Lagrange sont corrigées
par une force de Coriolis et d’entrâınement.

6.9 Le problème de contrôlabilité

6.9.1 Préliminaires

Le système s’écrit en coordonnées cartésiennes

ẋ = F0(x) + ε
3
∑

i=1

uiFi(x),

où x = (q, q̇), ε > 0, et

F0 = q̇
∂

∂q
− µ

q

r3

∂

∂q̇
, Fi =

∂

∂q̇i
, i = 1, 2, 3.

L’ensemble des contrôles admissibles est l’ensemble U des applications con-
stantes par morceaux à valeurs dans U = {∑n

i=1 u2
i � 1}. On restreint l’état

au domaine elliptique, x ∈ Σe. Le repère tangentiel/normal est le repère le
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mieux adapté pour décomposer la poussée pour au moins trois raisons. La
première est d’ordre technologique car en pratique il y a des restrictions sur
l’angle de la poussée par rapport à Ft, u ∈ C1(α) ou u ∈ C1(α)

⋃−C1(α),
où C1(α) est le cône d’angle α et d’axe Ft. La seconde raison est d’ordre
géométrique : la variation de la direction du contrôle au cours d’une orbite
doit être mesurée par rapport au vecteur vitesse. Enfin, un effet important et
bien étudié en mécanique spatiale est l’effet du frottement FD de l’atmosphère
sur les orbites. Cette force est opposée à la vitesse (relative) de l’engin et son
module est donnée par 1

2ρv2SCD où ρ représente la densité atmosphérique.

6.9.2 La structure de l’algèbre de Lie du système

En coordonnées cartésiennes et en décomposant la poussée suivant le repère
tangentiel/normal, les champs de vecteurs de dérive et de commande s’écrivent,
pour tout x = (q, q̇) ∈ R6,

F0(x) = q̇
∂

∂q
− µ

q

‖q‖3

∂

∂q̇
,

Ft(x) =
q̇

‖q̇‖
∂

∂q̇
,

Fc(x) =
q ∧ q̇

‖q ∧ q̇‖
∂

∂q̇
,

Fn(x) = Fc(x) ∧ Ft(x) =
(q ∧ q̇) ∧ q̇

‖q ∧ q̇‖ ‖q̇‖
∂

∂q̇
.

Proposition 58. Pour tout x = (q, q̇) ∈ R6 tel que q ∧ q̇ �= 0, on a

Liex{F0, Ft, Fc, Fn} = R6.

De plus,

Liex{F0, Ft, Fc, Fn}
= Vect {F0(x), Ft(x), Fc(x), Fn(x), [F0, Fc](x), [F0, Fn](x)}.

Preuve. Un calcul simple des crochets de Lie donne

[F0, Fc](x) =
q ∧ q̇

‖q ∧ q̇‖
∂

∂q
,

[F0, Fn](x) =
(q ∧ q̇) ∧ q̇

‖q̇‖ ‖q ∧ q̇‖
∂

∂q
+

µ ‖q ∧ q̇‖
‖q‖3 ‖q̇‖3 q̇

∂

∂q̇
.

On en déduit alors que, pour tout x ∈ R6, les vecteurs F0(x), Ft(x), Fc(x),
Fn(x), [F0, Fc](x), [F0, Fn](x) sont indépendants.

Afin de définir les politiques de commande géométriques il est important
de décrire les algèbres de Lie engendrées par {F0, Ft}, {F0, Fn} et {F0, Fc}.
On a les résultats suivants.
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Proposition 59. Pour tout x = (q, q̇) ∈ R6 tel que q ∧ q̇ �= 0,

• la dimension de Liex{F0, Ft} est 4 ;
• la dimension de Liex{F0, Fn} est 3 ;
• la dimension de Liex{F0, Fc} est 4 si L(0) �= 0, et 3 sinon.

Preuve. Il suffit de calculer les crochets de Lie successifs.

1. Pour tout x = (q, q̇) ∈ R6 tel que q ∧ q̇ �= 0, on a

[F0, Ft](x) =
1

‖q̇‖F0(x) +
µ(q.q̇)

‖q‖3 ‖q̇‖2 Ft(x) − 2µ
(q ∧ q̇) ∧ q̇

‖q‖3 ‖q̇‖3

∂

∂q̇
,

[F0, [F0, Ft]](x) =−2µ
(q ∧ q̇) ∧ q̇

‖q‖3 ‖q̇‖3

∂

∂q
+ a1F0(x) + a2Ft(x) + a3[F0, Ft](x),

[Ft, [F0, Ft]](x) = − 1

‖q̇‖2 F0(x) − µ(q.q̇)

‖q‖3 ‖q̇‖3 Ft(x) +
1

‖q̇‖ [F0, Ft](x),

[F0, [F0, [F0, Ft]]](x) = 0 mod F0, Ft, [F0, Ft], [F0, [F0, Ft]],

[Ft, [F0, [F0, Ft]]](x) = 0 mod F0, Ft, [F0, Ft], [F0, [F0, Ft]],

avec

a1 =
µ(q.q̇)

‖q‖3 ‖q̇‖3 − 3(q.q̇)

‖q‖2 ‖q̇‖
,

a2 = − µ

‖q‖3 + µ2 (q.v)2 − ‖q ∧ q̇‖2

‖q‖6 ‖q̇‖4 ,

a3 = − µ(q.q̇)

‖q‖3 ‖q̇‖2 +
3(q.q̇)

‖q‖2 ,

d’où le résultat.
2. Pour tout x = (q, q̇) ∈ R6 tel que q ∧ q̇ �= 0, on a

[F0, Fn](x) =
(q ∧ q̇) ∧ q̇

‖q̇‖ ‖q ∧ q̇‖
∂

∂q
+

µ ‖q ∧ q̇‖
‖q‖3 ‖q̇‖3 q̇

∂

∂q̇
,

[F0, [F0, Fn]](x) = c1F0(x) + c2Fn(x),

[Fn, [F0, Fn]](x) =
1

‖q̇‖2 F0(x) − 2µ
‖q ∧ q̇‖
‖q‖3 ‖q̇‖3 Fn(x),

avec

c1 =
2 ‖q ∧ q̇‖
‖q‖3 ‖q̇‖3 ,

c2 = −3µ2 ‖q ∧ q̇‖2

‖q‖6 ‖q̇‖4 − µ
3(q.q̇)2 − 2 ‖q‖2 ‖q̇‖2

‖q‖5 ‖q̇‖2 ,

d’où le résultat.
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3. Pour tout x = (q, q̇) ∈ R6 tel que q ∧ q̇ �= 0, on a

[F0, Fc](x) =
q ∧ q̇

‖q ∧ q̇‖
∂

∂q
,

[F0, [F0, Fc]](x) = − µ

‖q‖3 Fc(x),

[Fc, [F0, Fc]](x) = ‖q̇‖2
F0 +

(q.q̇)((q ∧ q̇) ∧ q̇)

‖q ∧ q̇‖2 ‖q̇‖2

∂

∂q
,

+

(

µq

‖q‖3 ‖q̇‖2 +
(q ∧ q̇) ∧ q̇

‖q ∧ q̇‖2

)

∂

∂q̇
,

[F0, [Fc, [F0, Fc]]](x) = 0,

[Fc, [Fc, [F0, Fc]]](x) = − ‖q‖2

‖q ∧ q̇‖2 [F0, Fc](x) − (q.q̇)

‖q ∧ q̇‖2 Fc(x),

d’où le résultat.

Corollaire 16. Pour le système restreint au domaine elliptique avec une seule
direction de poussée, les orbites sont les suivantes :

• direction Ft : l’orbite est le domaine elliptique 2D ;
• direction Fn : l’orbite de dimension 3 est l’intersection du domaine ellip-

tique 2D avec a = a(0) ;
• direction Fc : l’orbite est de dimension 4 si L(0) �= 0 (resp. 3 si L(0) = 0)

et est donnée par a = a(0), |e| = |e(0)|.

Proposition 60. Pour le système restreint au domaine elliptique, chaque
point de l’orbite est accessible.

Preuve. Dans le domaine elliptique, chaque trajectoire du système libre est
périodique et le champ est donc Poisson stable. Le système restreint à une
orbite est donc contrôlable, d’après le théorème 35.

Proposition 61. Soit le système mono-entrée F0 + uFt, |u| � ε, restreint au
domaine 2D-elliptique. Alors le contrôle u = 0 est régulier et l’application
extrémité est ouverte.

Preuve. En effet, on a dim{akkF0Ft, k = 0, . . . ,+∞}e.v. = 4, et le résultat
se déduit de la proposition 13.

6.9.3 Les politiques de commande géométrique

En décomposant les coordonnés équinoxiales en x1 = (a, e1, e2, h) ∈ R5 et l,
le système s’écrit

ẋ1 =
3
∑

i=1

uiGi(x1, l), l̇ = F (x1) + g(l, x1)u3,
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avec u1 = ut, u2 = un, u3 = uc.
Le premier sous-système décrivant le problème de transfert orbital est

symétrique. Une politique de commande standard utilisée par exemple en
robotique [45] est de donner un chemin γ : [0, 1] → D joignant l’orbite
initiale à l’orbite finale. La structure de l’algèbre de Lie et la formule de
Baker-Campbell-Hausdorff permet d’approcher ce chemin par une trajectoire
du système. C’est l’objectif de la suite de ce chapitre. L’approximation peut
se faire soit par stabilisation, soit par des trajectoires temps minimales. Le
choix du chemin est également crucial et doit se décider par des arguments
géométriques. Par exemple pour le transfert d’une orbite basse à l’orbite
géostationnaire, un choix géométrique est de réaliser la mise à poste en gardant
la ligne des noeuds et la direction du vecteur de Laplace fixes, la politique de
commande consistant alors à augmenter le demi-grand axe, arrondir l’ellipse
en diminuant l’inclinaison.

6.10 Transfert d’orbite par la méthode de stabilisation

Le système s’écrit

q̈ = −µ
q

r3
+

F

m
,

et la cible est une orbite elliptique paramétrée par (cT , LT ) ∈ D. Soit k > 0
un poids. Considérons la fonction

V (q, q̇) =
1

2
k|c(q, q̇) − cT |2 +

1

2
k|L(q, q̇) − LT |2,

où | · | représente la norme euclidienne. On va choisir une poussée F telle que
d

dt
V (q, q̇) � 0 le long des trajectoires. Dans les coordonnées c et L, le système

se projette en les équations

d

dt
c(q, q̇) = q ∧ F

m
,

d

dt
L(q, q̇) = F ∧ c(q, q̇) + q̇ ∧

(

q ∧ F

m

)

.

En notant ∆L = L − LT et ∆c = c − cT , on obtient

d

dt
V (q, q̇) =

F

m
.(k∆c ∧ q + c ∧ ∆L + (∆L ∧ q̇) ∧ q).

Notons

W = k∆c ∧ q + c ∧ ∆L + (∆L ∧ q̇) ∧ q.

Un choix canonique de force à appliquer pour que la condition
d

dt
V (q, q̇) � 0

soit vérifiée est
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F

m
= −f(q, q̇)W,

où f(q, q̇) > 0 est arbitraire de sorte que

d

dt
V (q, q̇) = −f(q, q̇)W 2.

La conclusion résulte d’un théorème sur la stabilité du à LaSalle utilisant la
notion d’ensemble ω-limite et d’un calcul explicite d’ensemble invariant pour
les trajectoires du système, après bouclage.

6.10.1 Ensemble ω-limite et théorème de stabilité de LaSalle

Définition 71. Soit ẋ = X(x) une équation différentielle lisse sur un ouvert
Ω de Rn, et soit x(t, x0) la solution issue en t = 0 de x0, supposée définie pour
t � 0. On dit que y est un point ω-limite s’il existe une suite tn croissante et
tendant vers l’infini lorsque n tend vers l’infini, telle que

x(tn, x0) → y lorsque n → ∞.

On note Ω+(x0) l’ensemble des points ω-limites. Les résultats suivants sont
standards (voir [61]).

Proposition 62. Si Ω+(x0) est non vide et borné, alors x(t, x0) tend vers
Ω+(x0) lorsque t tend vers l’infini.

Proposition 63. Si la demi-trajectoire {x(t, x0) | t � 0} est bornée alors
Ω+(x0) est non vide et compact.

Proposition 64. Ω+(x0) est un ensemble invariant, qui consiste donc en une
réunion des trajectoires.

Proposition 65. Soit V : Ω → R lisse et V̇ = LxV la dérivée de V le long
des solutions. Si V̇ � 0 alors pour tout x0 ∈ Ω, V est constante sur Ω+(x0).

Théorème 39 (LaSalle). Soit K un ensemble compact de Ω, V une fonction
lisse telle que V̇ (x) � 0, pour tout x ∈ K. Notons E = {x ∈ K | V̇ (x) = 0},
et soit M le plus grand sous-ensemble invariant de E. Alors, pour tout x0 tel
que x(t, x0) ∈ K, pour tout t � 0, x(t, x0) tend vers M lorsque t → +∞.

Preuve. Puisque V est constante sur Ω+(x0) et que Ω+(x0) est invariant, on a
V̇ = 0 sur Ω+(x0). Donc Ω+(x0) ∈ M . Puisque K est compact, Ω+(x0) ⊂ K
est compact. Or x(t, x0) → Ω+(x0) lorsque t → +∞.

Corollaire 17. Soit ẋ = X(x) une équation différentielle sur Rn et soit V :
Rn → R lisse, bornée inférieurement telle que V (x) → +∞ quand |x| → +∞
et telle que que V̇ (x) = LXV � 0, pour tout x. Notons E = {x ∈ Rn | V̇ (x) =
0}, et M le plus grand sous-ensemble invariant de E. Alors toutes les solutions
sont bornées quand t → +∞ et tendent vers M .
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Preuve. Soit x0 ∈ Rn et posons V (x0) = l. L’ensemble Kl = {x | V (x) = l}
est fermé, borné donc il est compact. Comme V̇ � 0, cet ensemble contient
aussi {x(t, x0) | t � 0}. Soit El = {x ∈ Kl | V̇ (x) = 0} et Ml le plus grand
invariant contenu dans El, donc x(t, x0) → Ml lorsque t → +∞ et Ml ⊂ M .

6.10.2 Stabilisation des systèmes non linéaires via le théorème
de LaSalle : la méthode de Jurdjevic-Quinn

Une des applications importantes des résultats précédents est le théorème de
Jurdjevic-Quinn que l’on présente maintenant dans le cas mono-entrée, le cas
général étant similaire.

Théorème 40. Soit un système lisse de Rn de la forme ẋ = X(x) + uY (x)
avec X(0) = 0. On fait les hypothèses suivantes :

1. Il existe V : Rn → R, lisse, bornée inférieurement telle que V (x) → +∞
quand |x| → +∞ et de plus :

a)
∂V

∂x
�= 0 sauf en 0.

b) LXV = 0, i.e. V est une intégrale première de X.

2. F (x)={X(x),Y (x), [X,Y ](x), . . . , adkX.Y (x), . . .}e.v.= Rn sauf en x =0.

Alors le feedback û(x) = −LY V (x) stabilise globalement et asymptotique-
ment l’origine.

Preuve. Considérons l’équation différentielle ẋ = X(x)+ û(x)Y (x) où û(x) =
−LY V (x). Puisque LXV ≡ 0, on a

V̇ (x(t)) = (LXV + ûLY V )(x(t)) = −(LY V (x(t)))2.

D’après le corollaire de la section précédente, x(t, x0) → M lorsque t → +∞,
où M est le plus grand ensemble invariant contenu dans V̇ = 0. On va montrer
que M = {0}. L’ensemble V̇ = 0 est l’ensemble LY V = 0 et sur cet ensemble
û = 0. Donc une trajectoire x(t) contenue dans M est solution de ẋ = X(x).
On a donc

d

dt
LY V = LXLY V = 0

le long de x(t). Or on a la relation

L[X,Y ] = LY ◦ LX − LX ◦ LY

par définition du crochet de Lie et donc

L[X,Y ]V = LY ◦ LXV − LX ◦ LY V.

Puisque LXV ≡ 0, on obtient
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(L[X,Y ]V )(x(t)) = 0.

En dérivant cette relation et en itérant le processus on en déduit

LXV = LY V = . . . = LadkXY V = . . . = 0

le long de x(t). Donc

M ⊂ {x | ∂V

∂x
(x) ⊥ {X(x), Y (x), . . . , adkX.Y (x), . . .} .

Donc
∂V

∂x
⊥ F , or F (x) = Rn sauf en 0 et

∂V

∂x
(x) �= 0 sauf en x = 0. Donc

M = {0} et le résultat est prouvé.

6.10.3 Démonstration de stabilité asymptotique locale de l’orbite
(cT , LT ) par la méthode de LaSalle

Notons Bl = {(c, L) | dk((c, L), (cT , LT ) � l} où dk est induite par V =
k|c − cT |2 + |L − LT | et choisissons l0 assez petit de sorte que Bl0 ⊂ D. Soit
Kl0 = Π−1(Bl0) où Π est la projection (q, q̇) → (c, L). L’ensemble Bl0 est
le produit fibré des points (c, L) à distance dk de (cT , LT ) fois le fibré S1

difféomorphe à l’ellipse Keplerienne passant par (c, L).

Lemme 42. L’ensemble Kl0 est un ensemble compact.

En utilisant le théorème de LaSalle, chaque trajectoire du système bouclé
issue d’un point x0 = (q0, q̇0) de Kl0 va tendre vers M , le plus grand ensemble
invariant contenu dans V̇ = 0. Or V̇ = 0 équivaut à W = 0. On va calculer
cet ensemble par une méthode géométrique, ce qui est une variation du calcul
algébrique du théorème de Jurdjevic-Quinn. On a donc

k∆c ∧ q + c ∧ ∆L + (∆L ∧ q̇) ∧ q = 0. (6.6)

En faisant le produit scalaire avec q, il vient

q.(c ∧ ∆L) = 0 ⇔ ∆L.(q ∧ c) = 0.

La trajectoire q(t) est une ellipse Keplerienne et est contenue dans un plan
perpendiculaire à c, Π = {q(t) ∧ c}e.v., et, avec ∆L.(q ∧ c) = 0, on en déduit
que ∆L = λc, où c est un vecteur constant. En reportant dans (6.6), il vient

(k∆c − λ(q̇ ∧ c)) ∧ q = 0.

Or L = (q̇ ∧ c) − µ
q

r
, ce qui entrâıne

(k∆c − λL) ∧ q = 0.

}
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Donc le vecteur constant k∆c−λL reste parallèle à q, où q décrit une ellipse,
donc

k∆c = λL ⇐⇒ cT = c − λ

k
L.

Comme ∆L = λc, il vient

LT = L − λc.

On en déduit

0 = cT .LT = −λ

(

c2 +
L2

k

)

,

et avec c �= 0, il vient λ = 0, et en conséquence cT = c, LT = L.

6.10.4 Stabilité globale

La méthode précédente est susceptible de fournir des lois globales pour réaliser
le transfert d’une orbite initiale (cI , LI) à une orbite finale (cT , LT ). En effet
on réalise le transfert en restant dans le domaine D où c �= 0 et |L| < µ.

On peut observer que le domaine D est connexe par arcs et il existe
un chemin γ : [0, 1] → D joignant l’orbite initiale (cI , LI) à (cT , LT ). On
peut choisir sur l’image de γ un nombre fini (c1, L1), . . . , (cN , LN ) de points
intermédiaires, images de temps t1 < . . . < tN , de sorte que les boules
dk((c, L), (cI , LI)) < l0 soient contenues dans D, et que (ci, Li) appartienne à
la boule de centre (ci+1, Li+1). On transfère alors (cI , LI) à (cT , LT ) en ap-
pliquant de façon successive le feedback précédent, en faisant converger vers
les points intermédiaires (voir [18]).

Le domaine D est aussi topologiquement très simple et l’on peut redessiner
la fonction de Liapunov V pour que, dV désignant la distance associée, la
boule dont le rayon est dV ((cI , LI), (cT , LT )) soit entièrement contenue dans
D. C’est l’approche proposée dans [25] où l’on choisit V propre sur D avec
V → +∞ lorsque c → 0, |L| → µ, les bords du domaine.

6.11 Le principe du maximum et les conditions

de transversalité

On rappelle la formulation générale du principe du maximum. On considère
un système lisse

ẋ = f(x, u), x ∈ Rn,

où les variétés initiales et finales sont notées M0 et M1. L’ensemble des
contrôles admissibles U est l’ensemble des applications mesurables bornées
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u : [0, T ] → U , où U est un sous-ensemble de Rm. A un contrôle u(t) de
réponse x(t) sur [0, T ], on assigne un coût

C(u) =

∫ T

0

f0(x(t), u(t))dt,

où f0 est une fonction lisse. On introduit l’état augmenté

x̃(t) =

(

x(t)
x0(t)

)

où x0(0) = 0,

trajectoire du système augmenté ˙̃x = f̃(x, u), où f̃ est défini par les équations

ẋ = f(x, u), ẋ0 = f0(x, u).

Soit p̃ = (p, p0) ∈ (Rn × R)\{0} le vecteur adjoint associé à x̃ et H̃ le hamil-
tonien

H̃(x̃, p̃, u) = 〈p̃, f̃(x̃, u)〉.

On a le résultat suivant.

Théorème 41. Soit le système ẋ = f(x, u) avec pour ensemble des contrôles
admissibles l’ensemble U . Si u⋆ est un contrôle optimal sur [0, T ⋆] transférant
le système de M0 à M1, le temps de transfert étant non fixé avec une réponse
augmentée x̃⋆(t) = (x̃⋆(t), x0⋆) alors il existe p̃⋆(t) = (p⋆(t), p0⋆) �= 0, absol-
ument continu tel que les équations suivantes soient vérifiées presque partout
pour le triplet (x̃⋆, p̃⋆, u⋆) :

˙̃x⋆ =
∂H̃

∂p̃
(x̃⋆, p̃⋆, u⋆), ˙̃p⋆ = −∂H̃

∂x̃
(x̃⋆, p̃⋆, u⋆),

H̃(x̃⋆(t), p̃⋆(t), u⋆(t)) = max
u∈U

H̃(x̃⋆(t), p̃⋆(t), u).

De plus, on a, pour tout t ∈ [0, T ∗],

max
u∈U

H̃(x̃⋆(t), p̃⋆(t), u⋆(t)) = 0,

et p0 � 0. Enfin, on a les conditions de transversalité

p⋆(0) ⊥ Tx⋆(0)M0, p⋆(T ⋆) ⊥ Tx⋆(T ⋆)M1,

où TxM désigne l’espace tangent.

Corollaire 18 (temps minimal). Considérons le système de Rn, ẋ =
f(x, u), u ∈ U , et le problème de transférer le système de M0 en M1, en
temps minimal. Si u⋆ est optimal sur [0, T ⋆], de réponse x⋆, alors il existe un
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vecteur adjoint p⋆ absolument continu tel que, si H(x, p, u) = 〈p, f(x, u)〉, les
équations suivantes sont vérifiées presque partout :

ẋ⋆ =
∂H

∂p
(x⋆, p⋆, u⋆), ṗ⋆ = −∂H

∂x
(x⋆, p⋆, u⋆),

H(x⋆(t), p⋆(t), u⋆(t)) = max
u∈U

H(x⋆(t), p⋆(t), u).

De plus maxu∈U H(x⋆(t), p⋆(t), u) est constant positif, et sont vérifiées les
conditions de transversalité

p⋆(0) ⊥ Tx⋆(0)M0, p⋆(T ⋆) ⊥ Tx⋆(T ⋆)M1.

Définition 72. Une trajectoire (x̃(t), p̃(t), u(t)) solutions des équations du
principe du maximum est dite extrémale.

6.12 Principe du maximum et problème

sous-Riemannien avec dérive

Définition 73. On appelle problème SR avec dérive le problème du temps
minimal pour des systèmes de la forme

d

dt
x(t) = F0(x(t) +

m
∑

i=1

ui(t)Fi(x(t)),

où x ∈ Rn, et le contrôle u = (u1, . . . , um) vérifie la contrainte
∑m

i=1 u2
i � 1.

6.12.1 Calcul générique des extrémales

Introduisons les relèvements HamiltoniensPi = 〈p, Fi(x)〉, pour i = 0, 1, . . . ,m,
et notons Σ la surface dite de commutation définie par

〈p, F1(x)〉 = . . . = 〈p, Fm(x)〉 = 0.

Le Hamiltonien du système est H = P0 +
∑m

i=1 uiPi. La condition de max-
imisation de H donne en dehors de la surface de commutation Σ la relation

ui =
Pi

√
∑m

i=1 P 2
i

, i = 1, . . . , m.

En reportant ui dans H, on obtient le Hamiltonien Ĥ = P0 +
(
∑m

i=1 P 2
i

)1/2
.

Les extrémales correspondantes sont dites d’ordre 0. D’après le principe du
maximum, les trajectoires optimales sont contenues dans Ĥ � 0 et celles
contenues dans Ĥ = 0 sont dites exceptionnelles.
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Proposition 66. Les extrémales d’ordre 0 sont lisses, le contrôle extrémal est
sur le bord du domaine de commande et elles correspondent à une singularité
de l’application extrémité u �→ x(t, x0, u), pour la topologie L∞, avec u ∈
Sm−1 la sphère unité.

Preuve. Le résultat est clair : pour les extrémales d’ordre 0, le maximum de
H sur

∑m
i=1 u2

i � 1 est atteint sur le bord
∑m

i=1 u2
i = 1. Elles doivent donc en

particulier correspondre à une singularité de l’application extrémité pour des
variations L∞, δu de u tells que u.δu = 0 car on se restreint à des contrôles
u ∈ Sm−1.

6.12.2 Extrémales brisées et extrémales singulières

Pour construire toutes les extrémales du système, il faut analyser le comporte-
ment des extrémales d’ordre 0, au voisinage de la surface de commutation. En
particulier on peut concaténer deux arcs d’ordre 0 en un point de Σ à condi-
tion de respecter les conditions de Weierstrass-Erdmann

p(t+1 ) = p(t−1 ), H(t+1 ) = H(t−1 ),

où t1 est le temps à la traversée. Ces conditions résultent du principe du max-
imum, mais la condition de conservation du Hamiltonien n’est pas nécessaire
par des variations L∞ du contrôle de référence. Les extrémales singulières sont
contenues dans la surface Σ et vérifient les relations Pi = 0 pour i = 1, . . . , m.
Soit z(t) = (x(t), p(t)). Les courbes t �→ Pi(z(t)), i = 1, . . . , m sont absolu-
ment continues, et en dérivant il vient

Ṗi = {Pi, P0} +
∑

j �=i

uj{Pi, Pj}, i = 1, . . . , m. (6.7)

On note D la distribution Vect {F1(x), . . . , Fm(x)}.

Proposition 67. On peut raccorder toute extrémale d’ordre 0 convergeant
vers un point z0 = (x0, ∗) de Σ avec toute extrémale d’ordre 0 issue d’un
point z0 de Σ, pour former une extrémale, et le Hamiltonien vaut P0 au point
de jonction. Si [D,D](x0) ⊂ D(x0), le vecteur (P1, . . . , Pm) reste C1 au point
de jonction.

Preuve. La première condition est claire car le raccordement est C0 et H
=P0 +

∑m
i=1 uiPi = P0 si Pi = 0. En un point de Σ, p ∈ D⊥ et si [D,D](x0)

⊂ D(x0), la relation (6.7) implique Ṗi = {Pi, P0}, i = 1, . . . , m pour Pj = 0,
j = 1, . . . , m et Pi reste C1.

6.12.3 La Π-singularité et son modèle nilpotent

On va analyser le comportement des extrémales d’ordre 0, au voisinage de
la surface de commutation. On se limite au cas m = 2, et le système s’écrit
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ẋ = F0(x) + u1F1(x) + u2F2(x). Le Hamiltonien est H = P0 + u1P1 + u2P2,
et pour les extrémales d’ordre 0, le contrôle est donné par

u1 =
P1

√

P 2
1 + P 2

2

, u2 =
P2

√

P 2
1 + P 2

2

.

Elles correspondent à des singularités de l’application extrémité en paramétrant
les contrôles tels que u2

1 + u2
2 = 1 par u1 = cos α et u2 = sinα.

Le système (6.7) prend la forme

Ṗ1 = {P1, P0} + u2{P1, P2},
Ṗ2 = {P2, P0} − u1{P1, P2}.

(6.8)

On fait un éclatement en coordonnées polaires,

P1 = r cos θ, P2 = r sin θ,

et le système (6.8) s’écrit

θ̇ = −1

r
{P1, P2} + sin θ{P1, P0} − cos θ{P2, P0}) , (6.9)

ṙ = cos θ{P1, P0} + sin θ{P2, P0}. (6.10)

Une approximation nilpotente est de choisir les champs de vecteurs F0, F1

et F2 de sorte que tous les crochets de longueur � 3 soient nuls. En dérivant,
il vient alors

d

dt
{P1, P2} = {{P1, P2}, P0} + u1{{P1, P2}, P1} + u2{{P1, P2}, P2} = 0,

et de même, {P1, P0} = {P2, P0} = 0. Pour une extrémale donnée, on

peut donc poser

{P1, P2} = b, {P1, P0} = a1, {P2, P0} = a2,

où a1, a2, b sont des constantes.
Le système(6.9)-(6.10) peut être intégré en reparamétrant le temps, par

exemple en posant ds =
dt

r
. Les trajectoires passant par Σ avec une pente

bien déterminée sont données en résolvant l’équation θ̇ = 0.
Plaçons nous en un point dit d’ordre un où l’un des crochets de Poisson

{P1, P0} ou {P2, P0} est non nul. En posant F ′
2 = cos αF1 + sinαF2, on a

{P ′
2, P0} = cos α{P1, P0} + sinα{P2, P0}.

On peut donc imposer {P2, P0} = 0, quitte à faire une rotation. La condition
θ̇ = 0 donne

{P1, P2} + sin θ{P1, P0} = 0,

d

dt

d

dt
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avec {P1, P0} �= 0. Pour analyser les trajectoires convergeant vers ou issues
de P1 = P2 = 0, on doit donc résoudre b + a1 sin θ = 0, avec a1 �= 0.

L’équation admet deux racines θ0 < θ1 sur [0, 2π[, si et seulement si
|b/a1| < 1 et θ0 = 0, θ1 = π, si et seulement si b = 0. En un point où
[D,D] ⊂ D, on a nécessairement b = 0.

Par ailleurs, on vérifie aisément que si θ0 �= θ1, alors cos θ0 et cos θ1 sont
de signes opposés. On a donc une trajectoire qui arrive exactement en P1 =
P2 = 0 et une trajectoire qui part de ce point.

Définition 74. Le cas nilpotent consiste à choisir un système en dimen-
sion 6 où les champs de vecteurs F0, F1, F2, [F0, F1], [F0, F2] et [F1, F2] sont
indépendants.

En posant P1 = r cos θ, P2 = r sin θ, on a le résultat suivant.

Proposition 68. Dans le modèle nilpotent générique en dimension 6, les
extrémales se projettent en

θ̇ = −1

r
(b + a1 sin θ − a2 cos θ) ,

ṙ = a1 cos θ + a2 sin θ,

où a1, a2, b, sont des paramètres constants donnés par b = {P1, P2}, a1 =
{P1, P0}, a2 = {P2, P0}. Le modèle nilpotent générique involutif [D,D] ⊂ D
est de dimension 5 et les extrémales vérifient les équations précédentes avec
b ≡ 0. Le vecteur adjoint est orienté avec la condition H � 0.

Définition 75. Dans le cas involutif où [D,D] ⊂ D, lors de la traversée de
Σ le contrôle tourne instantanément d’un angle π et la singularité correspon-
dante s’appelle la π-singularité.

6.12.4 Application à la dimension 4

On applique la résolution locale de la π-singularité pour analyser le cas d’un
système de la forme

dx

dt
(t) = F0(x(t)) +

2
∑

i=1

ui(t)Fi(x(t)),

où x ∈ R4 et [D,D] ⊂ D.

Notations. On dit que le système de R4 est régulier si

rang(F1(x), F2(x), [F1(x), F0(x)], [F2(x), F0(x)]) = 4

en tout point x. Soit x un élément de R4. Il existe donc un vecteur λ(x) =
(λ1(x), λ2(x)) tel que

F0(x) = λ1(x)[F1(x), F0(x)] + λ2(x)[F2(x), F0(x)] modulo D(x).

Notons a = (a1, a2) les directions du vecteur adjoint p telles que P1 = P2 = 0
et a1 = {P1, P0}, a2 = {P2, P0}.
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Proposition 69. Dans le cas régulier, les seules discontinuités correspondent
à des π-singularités. En tout point, il existe des politiques extrémales où le
contrôle tourne instantanément d’un angle π dans les directions données par
〈λ, a〉 � 0, l’extrémale traversant le lieu de commutation en un seul sens, sauf
dans le cas exceptionnel 〈λ, a〉 = 0.

Preuve. Dans le cas régulier, les conditions P1 = P2 = {P1, P0} = {P2, P0} =
0 impliquent p = 0 et les seules discontinuités sont associées à des π-
singularités. Lors de la traversée de la surface de commutation on a P1 =
P2 = 0 et H = P0. On en déduit

P0 = λ1(x){P1, P0} + λ2(x){P2, P0},

et H � 0 impose 〈λ, a〉 � 0. Le cas exceptionnel correspond à H = 0 et les
trajectoires temps maximales vérifient H � 0, soit 〈λ, a〉 � 0. Le sens de la
traversée est donnée par l’équation

ṙ = a1 cos θ + a2 sin θ,

où l’angle θ est solution de tan θ = a2/a1. Le sens de traversée est imposé sauf
dans le cas exceptionnel où l’on peut changer p en −p, ce qui a pour effet de
permuter (a1, a2) en (−a1,−a2) et d’inverser le sens de traversée.

Proposition 70. Dans le cas régulier, toutes les trajectoires extrémales sont
bang-bang et le nombre de commutations est uniforme sur toute partie com-
pacte de R4.

Preuve. En effet, les seules discontinuités correspondent à des π-singularités et
les temps de commutation sont isolés. De plus notre résolution de la singularité
montre que le nombre de commutations est uniformément borné dans toute
direction et donc pour toute partie compacte de l’espace d’état.

Ensemble des états accessibles et sa frontière

Appliquons notre classification des extrémales au problème du temps minimal.
Un modèle nilpotent est

F0 =
∂

∂x3
+ x1

∂

∂x3
+ x2

∂

∂x4
, F1 =

∂

∂x1
, F2 =

∂

∂x2
,

On en déduit [F0, F1] =
∂

∂x3
et [F0, F2] =

∂

∂x4
, les crochets de longueurs 3

étant nuls. On a

F0 = (1 + x1)[F0, F1] + x2
∂

∂x4
= −[F1, F0] en 0.

En particulier, avec nos notations précédentes, λ(0) = (−1, 0), a = (a1, a2)
avec a1 = {P1, P0} et a2 = {P2, P0}. La condition 〈λ, a〉 � 0 donne, avec
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p = (p1, p2, p3, p4), la condition p3 � 0, le cas exceptionnel corespondant à
p3 = 0.

Le modèle montre l’existence de deux plans H1 = (x1, x3) et H2 = (x2, x4)
où le système se décompose en

{

ẋ3 = 1 + x1

ẋ1 = u1
,

{

ẋ4 = x2

ẋ2 = u2
.

La synthèse temps minimale, à partir de 0, dans chacun des plans est la
suivante. Dans le plan H1, une trajectoire temps minimale (resp. maximale)
est de la forme γ+γ− (resp. γ−γ+) et correspond à u2 = 0, u1 = signe(P1),
avec H � 0. Dans le plan H2, la synthèse optimale est donnée par u1 = 0,
u2 = signe(P2), l’origine correspond à la direction exceptionnelle et elle est
localement contrôlable, la politique temps minimale étant de la forme γ+γ−

ou γ−γ+. Notre étude montre en particulier le résultat suivant.

Proposition 71. Il existe des trajectoires extrémales correspondant à une π-
singularité qui sont optimales.

Cela permet de retrouver les résultats observés expérimentalement pour
le problème de transfert orbital où il y a un passage au voisinage d’une sin-
gularité.

Application au transfert orbital plan

On peut appliquer notre analyse au cas 2D, le cas 3D étant semblable. En
supposant la masse constante, le système s’écrit mq̈ = K(q) + u1F1(q, q̇) +
u2F2(q, q̇), où K est le champ de Kepler, la poussée étant orientée suivant le
plan osculateur, par exemple F1 = Fr, F2 = For. Pour éviter une collision, on
doit avoir ||q|| � rT , où rT est le rayon de la Terre.

Proposition 72. Considérons le problème de transfert orbital 2D. Alors pour
chaque couple de points (x0, x1) du domaine elliptique, il existe une trajectoire
transférant x0 en x1. Si r0 est la distance minimale de la trajectoire, alors
il existe une trajectoire temps minimale en imposant ‖q‖ � r0. Chaque arc
optimal ne rencontrant pas le bord du domaine ‖q‖ = r0 est bang-bang, con-
caténation d’arcs d’ordre 0 où la poussée est maximale et les commutations
correspondent à des π-singularités.

Preuve. D’après nos résultats précédents, le système restreint au domaine
elliptique est contrôlable. Soit (x0, x1) dans ce domaine, et x(t) = (q(t), q̇(t))
une trajectoire définie sur [0, T ], joignant x0 à x1. Donc il existe r0 > 0 tel que
‖q(t)‖ � r0 sur [0, T ]. En imposant la contrainte ‖q(t)‖ � r0 aux trajectoires
du système, on observe que q(t), q̇(t) sont uniformément bornées. En effet
K(q) → 0 quand ‖q‖ → +∞, donc q̇(t) est bornée et puisque la poussée est
bornée on en déduit que q(t) est bornée. Donc si ‖q‖ � r0, les trajectoires sont
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uniformément bornées. Le domaine de contrôle est de la forme ‖u‖ � ε, et il
est donc convexe. En appliquant le théorème de Filippov (voir [46]), x1 est
donc accessible à x0, en temps minimal, avec la contrainte ‖q‖ � r0. Chaque
solution optimale ne rencontrant pas la frontière ‖q‖ = r0 est extrémale et le
résultat se déduit de notre analyse préliminaire.

Remarque 16. La trajectoire est physiquement réalisable si r0 > rT . Par
ailleurs, une trajectoire optimale peut admettre des arcs frontières où ‖q‖ = r0

et des arcs non contenus dans le domaine elliptique

Applications numériques

On considère le problème de transfert orbital 2D, à masse variable. Le système
est représenté dans les coordonnées équinoxiales qui séparent en poussée faible
la variable rapide (longitude cumulée) des autres variables qui forment les
variables lentes. Le contrôle est décomposé dans le repère radial/orthoradial.
Le problème plan revient à imposer h1 = h2 = 0 et uc = 0 dans (6.4).
Les équations s’écrivent alors

q̇ = F0(q) +
1

m
(urFr(q) + uorFor(q)) = F (q,m, u),

ṁ = −δ‖u‖,
avec q = (P, e1, e2, l) et ‖u‖ =

√

u2
r + u2

or � umax.
Le Hamiltonien de ce système s’écrit alors

H = 〈p, F0(q) +
1

m
(urFr(q) + uorFor(q))〉 − pmδ‖u‖,

où (p, pm) = (pP , pe1
, pe2

, pl, pm) est le vecteur adjoint, le système adjoint
étant donné par

ṗ = −∂H

∂q
, ṗm = −∂H

∂m
.

On introduit

P0 = 〈p, F0〉, Pr = 〈p, Fr〉, Por = 〈p, For〉.

Le second membre du système est continu seulement par rapport au contrôle
u, mais le principe du maximum est encore valide. La masse et la longitude
finales sont libres et les conditions de transversalités imposent à l’instant final
pm = 0 et pl = 0. On a le résultat suivant.

Lemme 43. Le long d’une trajectoire optimale,

1. urPr + uorPor � 0 et pm est croissant et négatif, avec pm = 0 à l’instant
final ;
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2. si Φ = (Pr, Por) �= 0, un contrôle optimal est donné par

û = (ûr, ûor) = umax
Φ

‖Φ‖ .

Preuve. D’après le principe du maximum, les contrôles maximisent le Hamil-
tonien H, on en déduit que urPr + uorPor � 0. De plus,

ṗm = −∂H

∂m
=

1

m2
(urPr + uorPor),

donc pm est croissant et la condition de transversalité impose pm = 0
à l’instant final. On en conclut que pm est toujours négatif. Cela prouve
l’assertion 1.

Prouvons l’assertion 2. Supposons que Φ est non nul et que u prend ses
valeurs à l’intérieur du domaine ‖u‖ � umax. Alors il existe λ > 1 tel que λu
appartienne au domaine et on a H(λu) > H(u), ce qui contredit la condition
de maximisation.

On déduit du résultat précédent que pour le système à masse variable, un
contrôle optimal est toujours à poussée maximale. La masse est donc donnée
par

m(t) = m(0) − δumaxt,

où m(0) est la masse initiale.
Les conditions initiales et finales du cahier des charges du CNES sont

répertoriées dans le tableau ci-dessous.

P e1 e2 l m
condition initiale 11625 km 0, 75 0 π 1500 kg
condition finale 42165 km 0 0 libre libre

et on fait un test numérique pour les paramètres physiques suivants.

µ δ umax

398600, 49e9 m3s−2 0, 05112e − 3 3 newton

Pour calculer une trajectoire extrémale vérifiant les conditions limites, on
se limite numériquement aux extrémales d’ordre 0 où Φ ne s’annule pas et on

sont présentés sur la figure 6.1.

Commentaires

On observe que le transfert présente deux phases :

• phase 1 : la poussée est orientée dans le sens du vecteur vitesse et est
sensiblement colinéaire à ce vecteur au périgée et à l’apogée ;

.applique une méthode de tir simple (voir hap 9). Les résultats numériquesC



6.12 Principe du maximum et problème sous-Riemannien avec dérive 147
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Fig. 6.1. Trajectoire du satellite

• phase 2 : la poussée est orientée dans le sens du vecteur vitesse à l’apogée
et dans le sens opposé au périgée.

Le changement de phase correspond à une π-singularité localisée à un
périgée. L’interprétation géométrique est la suivante. Si l’on considère le mou-
vement moyen, la mise à poste se fait en augmentant le demi-grand-axe de
l’ellipse et l’excentricité de l’ellipse diminue. En revanche, l’apogée augmente
dans la première phase puis diminue dans la seconde phase.

Remarque 17. Dans notre calcul numérique, on se limite aux extrémales
d’ordre 0, l’existence d’une π-singularité étant néanmoins détectée dans les
simulations numériques par une inversion rapide de la poussée, ce qui est con-
forme à notre résolution théorique de la singularité. Numériquement, il suffit

x 105
x 105
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d’adapter le pas de l’intégration au passage au voisinage de la singularité, ce
qui est fait automatiquement avec un intégrateur à pas variable.

6.13 Conditions d’optimalité du second ordre. Points

conjugués et points focaux

Cette section est formée de deux parties. Dans la première partie on présente
un algorithme déduit de [62] adapté pour tester une condition d’optimalité du
second ordre pour un problème SR avec dérive. Dans la seconde partie, cet
algorithme est utilisé pour vérifier l’optimalité de la trajectoire extrémale cal-
culée dans la section précédente, pour le problème de transfert (voir 9).

6.13.1 Préliminaires

On rappelle les résultats suivants. Considérons le problème du temps minimal
pour le système

ẋ = F0(x) +
m
∑

i=1

uiFi(x),
m
∑

i=1

u2
i � 1,

et Ĥ(x, p) = P0(x) +
(
∑m

i=1 P 2
i (x)

)1/2
, le Hamiltonien correspondant aux

extrémales d’ordre 0, associées à des singularités de l’application extrémité,
où u ∈ Sm−1. Soit (x0, p0) une condition initiale et (x(t, x0, p0), p(t, x0, p0)) la
solution extrémale associée, notée simplement z(t). Par homogénéité, on peut
supposer p0 ∈ Sn−1 et on introduit l’application exponentielle

expx0
: (t, p0) �→ x(t, x0, p0).

Définition 76. On note V l’équation aux variations le long de l’extrémale de
référence z(t), pour t ∈ [0, T ],

d

dt
(δz(t)) =

∂
−→̂
H

∂z
(z(t))δz(t). (6.11)

Un champ de Jacobi J(t) = (δx(t), δp(t)), est une solution non triviale de
l’équation aux variations. Il est dit vertical à l’instant t si δx(t) = 0. On dit
que tc ∈]0, T ] est un temps conjugué le long de z(t) s’il existe un champ de
Jacobi J(t), vertical en 0 et en tc. Le point x(tc) est alors dit conjugué à x0.
On note t1c le premier temps conjugué.

.hapC
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Hypothèses

Soit z(t) = (x(t), p(t)) l’extrémale de référence associée à une singularité de
l’application extrémité. On fait les hypothèses suivantes.

1. Sur chaque sous-intervalle [t0, t1] non vide de [0, T ], la codimension de la
singularité est 1.

2. L’extrémale est normale : Ĥ(z(t)) > 0.

Le résultat suivant est une conséquence des travaux de [13, 62].

Proposition 73. Sous les hypothèses précédentes, si t < t1c, la trajectoire
est optimale pour des contrôles voisins au sens L∞ du contrôle de référence
et n’est plus temps minimale si t > t1c.

Algorithme de calcul

Par définition un temps tc est conjugué s’il existe un champ de Jacobi J(t)
vertical en 0 et en tc. Soit (e1, . . . , en−1) une base de l’espace des δp(0) telle
que p.δp = 0, et notons Ji(t), i = 1, . . . , n− 1, les champs de Jacobi verticaux
en 0 tels que Ji(0) = (0, ei). Soit Π : (q, p) �→ q la projection canonique.
Formons la matrice n × n − 1 : dΠ(J1(t), . . . , Jn−1(t)). Si tc est conjugué,
alors

rang dΠ(J1(tc), . . . , Jn−1(tc)) < n − 1,

ce qui équivaut dans le cas non exceptionnel à

det(dΠ(J1(tc), . . . , Jn−1(tc)), ẋ(t)) = 0.

Considérons maintenant la généralisation au problème du temps minimal avec
x(0) = x0 et x(t) ∈ M1 à l’instant final, où M1 est une sous-variété régulière.
Notons M⊥

1 = {(x, p) | x ∈ M1, p ⊥ TxM1} et soit z(t) = (x(t), p(t)),
z(0) = (x(0), p(0)) une extrémale de référence sur [0, T ] vérifiant la condi-
tion de transversalité : z(T ) ∈ M⊥

1 . On introduit le concept suivant.

Définition 77. On dit que T est un temps focal s’il existe un champ de Jacobi
J(t) = (δx(t), δp(t)) vertical en 0 et tel que J(T) est tangent à M⊥

1 .

6.13.2 Application au transfert orbital plan

Dans la partie précédente, on a calculé numériquement par une méthode de
tir une extrémale z(t) transférant le satellite de l’orbite basse et allongée, à
l’orbite géostationnaire. L’objet de cette section est de tester numériquement
si l’extrémale est optimale pour la topologie L∞ sur les contrôles. Pour le
problème de transfert la variété terminale M1 est définie par : m et l li-
bres à l’instant final, et l’on doit donc tester un point focal. Pour une raison
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géométrique, on va relaxer la condition terminale sur la longitude dans le test
du point focal. D’après les conditions de transversalité, on a donc à l’instant
final δpm = 0, δm = 0. L’équation aux variations se décompose en

δq̇ =
∂Ĥ

∂p∂q
δq +

∂Ĥ

∂p∂m
δm +

∂Ĥ

∂2p
δp

(6.12)

δṁ = 0

δṗ = −∂Ĥ

∂2q
δq − ∂Ĥ

∂q∂m
δm − ∂Ĥ

∂q∂p
δp

δṗm = − ∂Ĥ

∂m∂q
δq − ∂Ĥ

∂2m
δm − ∂Ĥ

∂m∂p
δp

et en utilisant la condition de transversalité, on a donc δm ≡ 0. Un point focal
est donc aussi un point conjugué. De plus l’équation aux variations équivaut
à celle associée au problème à masse constante où m est simplement remplacé
par m(t). On en déduit l’algorithme suivant.
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Fig. 6.2. Déterminant
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Algorithme, et résultats numériques

Le long d’une extrémale vérifiant nos hypothèses, le premier temps conjugué
est le temps pour lequel

det(δq1(t), . . . , δq3(t), F (q(t),m(t), û(t))) = 0,

où les δqi sont obtenus en intégrant le système variationnel avec δm ≡ 0, et
avec pour condition initiale δqi(0) = 0 et δpi(0) = ei, où (e1, e2, e3) est une
base de l’ensemble des δp(0) vérifiant p0.δp(0) = 0.

Le déterminant est représenté sur la figure 6.2, montrant que la trajectoire
extrémale de référence est sans point conjugué.

6.14 Notes et sources

Pour la modélisation du problème de transfert orbital, voir [74]. Les résultats
généraux sur la stabilisation sont extraits de [61], et voir [41] pour le théorème
de stabilisation de Jurdjevic-Quinn. Son application au transfert orbital est
due à [18] et [25]. Pour la partie contrôle optimal, voir [27] pour des résultats
de simulations, et [17] pour une étude géométrique des équations.
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Principe du maximum de Pontriaguine,

principe du maximum avec contraintes

sur l’état et synthèses optimales

L’objectif de ce chapitre est d’établir des conditions nécessaires d’optimalité,
pour des systèmes sans contrainte sur l’état (principe du maximum classique
de Pontriaguine), puis avec contraintes sur l’état, applicables aux problèmes
de rentrée atmosphérique ou de transfert orbital. En effet dans le problème
de rentrée, il y a des contraintes sur le flux thermique, l’accélération normale
ou la pression dynamique. Pour le problème de transfert, dans le cas des
systèmes à poussée faible, lorsque l’engin spatial entre dans la zone d’ombre,
l’alimentation électrique du moteur est coupée, ce qui se traduit par des lois
de réfraction sur la politique optimale qui peuvent se calculer avec un principe
du maximum avec contraintes. Les conditions d’optimalité sont obtenues via
des principes du maximum, la contrainte sur l’état pouvant être pénalisée de
plusieurs façons dans le Hamiltonien.

Tout d’abord, on énonce puis on démontre le principe du maximum de Pon-
triaguine, pour des problèmes de contrôle optimal sans contrainte sur l’état.

Ensuite, on présente un principe du maximum avec contraintes sur l’état.
On a choisi d’en faire une présentation heuristique, pour obtenir des condi-
tions simples et applicables à notre situation. Le premier résultat concerne les
travaux de Weierstrass. On présente ensuite la théorie de Kuhn-Tucker dont
la version en dimension infinie permet d’obtenir les conditions nécessaires
recherchées que forment le principe du minimum de Maurer. Enfin on con-
struit sous des hypothèses génériques, la synthèse optimale en dimension 2 et
3 en utilisant des techniques géométriques.
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7.1 Le principe du maximum de Pontriaguine

7.1.1 Enoncé

Le but de cette section est de présenter et de prouver le principe du maximum
de Pontriaguine, pour des problèmes de contrôle optimal sans contrainte sur
l’état.

Théorème 42. On considère le système de contrôle dans Rn

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (7.1)

où f : Rn × Rm −→ Rn est de classe C1, et où les contrôles sont des appli-
cations mesurables et bornées définies sur un intervalle [0, te(u)[ de R+ et à
valeurs dans Ω ⊂ Rm. Soient M0 et M1 deux sous-ensembles de Rn. On note
U l’ensemble des contrôles admissibles u dont les trajectoires associées relient
un point initial de M0 à un point final de M1 en temps t(u) < te(u).
Par ailleurs on définit le coût d’un contrôle u sur [0, t] par

C(t, u) =

∫ t

0

f0(x(s), u(s))ds, (7.2)

où f0 : Rn × Rm −→ R est C1, et x(·) est la trajectoire solution de (7.1)
associée au contrôle u.

On considère le problème de contrôle optimal suivant : déterminer une
trajectoire reliant M0 à M1 et minimisant le coût, le temps final pouvant être
fixé ou non.

Si le contrôle u ∈ U associé à la trajectoire x(·) est optimal sur [0, T ], alors
il existe une application p(·) : [0, T ] −→ Rn × R absolument continue appelée
vecteur adjoint, et un réel p0 � 0, tels que le couple (p(·), p0) soit non trivial,
et tels que, pour presque tout t ∈ [0, T ],

ẋ(t) =
∂H

∂p
(x(t), p(t), p0, u(t)),

ṗ(t) = −∂H

∂x
(x(t), p(t), p0, u(t)),

(7.3)

où H(x, p, p0, u) = 〈p, f(x, u)〉 + p0f0(x, u) est le Hamiltonien du système, et
on a la condition de maximisation presque partout sur [0, T ]

H(x(t), p(t), p0, u(t)) = M(x(t), p(t), p0), (7.4)

où

M(x, p, p0) = max
v∈Ω

H(x, p, p0, v). (7.5)

De plus, M(x(t), p(t), p0) est constant sur [0, T ].

de P n ria uineo t g
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Si de plus le temps final pour joindre la cible M1 n’est pas fixé, alors on
a, pour tout t ∈ [0, T ],

M(x(t), p(t), p0) = 0. (7.6)

Si de plus M0 et M1 (ou juste l’un des deux ensembles) sont des variétés
de Rn ayant des espaces tangents en x(0) ∈ M0 et x(T ) ∈ M1, alors le vecteur
adjoint peut être construit de manière à vérifier les conditions de transversalité
aux deux extrémités (ou juste l’une des deux)

p(0) ⊥ Tx(0)M0, p(T ) ⊥ Tx(T )M1. (7.7)

Définition 78. Une extrémale du problème de contrôle optimal est un quadru-
0

0 = 0, on dit
que l’extrémale est anormale, et si p0 �= 0 l’extrémale est dite normale. Si de
plus les conditions de transversalité sont satisfaites, on dit que l’extrémale est
une BC-extrémale.

Remarque 18. La convention p0 � 0 conduit au principe du maximum. La
convention p0 � 0 conduirait au principe du minimum, i.e. la condition (7.4)
serait une condition de minimum.

Remarque 19. Dans le cas où Ω = Rm, i.e. lorsqu’il n’y a pas de contrainte
sur le contrôle, la condition de maximum (7.4) devient ∂H

∂u = 0, et on retrouve
le principe du maximum faible (théorème 3).

7.1.2 Preuve du principe du maximum

La preuve donnée ici est inspirée de [1, 46]. L’idée est de linéariser le système
le long d’une trajectoire optimale et d’utiliser des variations en aiguille du
contrôle de référence, définies ci-dessous.

Préliminaires : variations en aiguille, premier cône de Pontriaguine

Soit (x(t), u(t)) une trajectoire de référence, solution du système de contrôle

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) (7.8)

sur [0, T ]. On pose x0 = x(0).

Définition 79. Soient t1 ∈]0, T ] et u1 ∈ Ω. Pour η1 > 0 assez petit, on définit
la variation en aiguille π1 = {t1, η1, u1} du contrôle u par

uπ1
(t) =

{

u1 si t ∈ [t1, t1 + η1],
u(t) sinon.

On note xπ1
(t) la solution de (7.8) associée au contrôle (admissible) uπ1

(t),
telle que xπ1

(0) = x0.

pplet (x(·), p(·), p , u(·)) solution de (7.3) et (7.4). Si
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Notons que xπ1
(·) converge uniformément vers x(·) sur [0, T ] lorsque η1

tend vers 0.
On dit que t1 un point de Lebesgue de [0, T ] si

lim
h→0

1

h

∫ t1+h

t1

f(x(t), u(t))dt = f(x(t1), u(t1)).

On rappelle que presque tout point de [0, T ] est un point de Lebesgue.

Définition 80. Soit t1 un point de Lebesgue de [0, T [, et soit uπ1
(t) une vari-

ation en aiguille de u(t), avec π1 = {t1, η1, u1}. Pour tout t ∈ [t1, T ], on
définit le vecteur de variation vπ1

(t) comme solution sur [t1, T ] du problème
de Cauchy

v̇π1
(t) =

∂f

∂x
(x(t), u(t))vπ1

(t), (7.9)

vπ1
(t1) = f(x(t1), u1) − f(x(t1), u(t1)). (7.10)

Lemme 44. Soit t1 un point de Lebesgue de [0, T [, et soit uπ1
(t) une variation

en aiguille de u(t), avec π1 = {t1, η1, u1}. Alors

xπ1
(T ) = x(T ) + η1vπ1

(T ) + o(η1). (7.11)

Preuve. Par définition, de uπ1
et xπ1

, on a xπ1
(t1) = x(t1). Donc,

xπ1
(T ) = x(t1) +

∫ t1+η1

t1

f(xπ1
(t), u1)dt +

∫ T

t1+η1

f(xπ1
(t), u(t))dt.

Par définition d’un point de Lebesgue, on a

∫ t1+η1

t1

f(xπ1
(t), u1)dt = η1f(x(t1), u1) + o(η1),

et

∫ T

t1+η1

f(xπ1
(t), u(t))dt =

∫ T

t1

f(xπ1
(t), u(t))dt −

∫ t1+η1

t1

f(xπ1
(t), u(t))dt

=

∫ T

t1

f(xπ1
(t), u(t))dt − η1f(x(t1), u(t1)) + o(η1),

car xπ1
(t1) → x(t1) lorsque η1 → 0. On en déduit que

xπ1
(T ) = x(t1)+η1(f(x(t1), u1)−f(x(t1), u(t1)))+

∫ T

t1

f(xπ1
(t), u(t))dt+o(η1).

Par ailleurs,

x(T ) = x(t1) +

∫ T

t1

f(x(t), u(t))dt,
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d’où

xπ1
(T ) − x(T )

η1

= vπ1
(t1) +

1

η1

∫ T

t1

(f(xπ(t), u(t)) − f(x(t), u(t)))dt.

Par ailleurs, d’après (7.9),

vπ1
(T ) = vπ1

(t1) +

∫ T

t1

∂f

∂x
(x(t), u(t))vπ1

(t)dt.

Par différence, on déduit facilement du lemme de Gronwall que le quotient
xπ1

(T )−x(T )

η1
admet une limite lorsque η1 → 0, η1 > 0, et cette limite est égale

à vπ1
(T ).

Remarque 20. Le signe de η1 est important. En effet, pour η1 de signe quel-
conque, si on définit la perturbation π1 = {t1, η1, u1} par

uπ1
(t) =

⎧

⎨

⎩

u1 si t ∈ [t1, t1 + η1] et si η1 > 0,
u1 si t ∈ [t1 + η1, t1] et si η1 < 0,

u(t) sinon,

alors

xπ1
(T ) = x(t1) + |η1|(f(x(t1), u1) − f(x(t1), u(t1))) +

∫ T

t1

f(xπ1
(t), u(t)dt.

En particulier, la fonction η1 �→ xπ1
(T ) est dérivable à droite et à gauche en

η1 = 0, mais n’est pas dérivable en ce point.

Remarque 21. Pour tout α > 0, la variation {t1, αλ1, u1} engendre le vecteur
de variation αvπ1

(t). Par conséquent, l’ensemble des vecteurs de variation au
temps t forment un cône de sommet x(t) dans l’espace tangent.

Définition 81. Pour tout t ∈]0, T ], on appelle cône tangent de au temps t,
ou premier cône de Pontriaguine au temps t, noté K(t), le plus petit cône
convexe fermé dans l’espace tangent au point x(t) contenant tous les vecteurs
de variation vπ1

(t) pour tous les points de Lebesgue t1 tels que 0 < t1 < t.

Par récurrence immédiate, le lemme 44 se généralise de la manière suivante.

Lemme 45. Soient 0 < t1 < t2 < · · · < tp < T des temps de Lebesgue, et
u1, . . . , up, des éléments de Ω. Soient η1, . . . , ηp, des réels positifs assez petits.
On considère les variations πi = {ti, ηi, ui}, et on note vπi

(t) les vecteurs de
variation associés. On définit la variation

π = {t1, . . . , tp, η1, . . . , ηp, u1, . . . , up}

du contrôle u sur [0, T ] par
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uπ(t, ) =

{

ui si ti � t � ti + ηi, i = 1, . . . , p,
u(t) sinon.

Soit xπ(t) la solution de (7.8) associée au contrôle uπ(t) sur [0, T ], telle que
xπ(0) = x0. Alors

xπ(T ) = x(T ) +

p
∑

i=1

ηivπi
(T ) + o

(

p
∑

i=1

ηi

)

. (7.12)

La formule (7.12) montre que toute combinaison à coefficients positifs de
vecteurs de variation (en des temps de Lebesgue distincts) définit le point
x(t) + vπ(t), où

vπ(t) =

p
∑

i=1

λivπi
(t), (7.13)

qui appartient, au terme de reste près, à l’ensemble accessible A(x0, t) en
temps t depuis le point x0 du système (7.8). Ainsi, le premier cône de Pon-
triaguine K(t) sert d’estimation à l’ensemble accessible A(x0, t).

Dans la suite, le résultat suivant, basé sur le théorème du point fixe de
Brouwer, est crucial (voir [1]).

Lemme 46. Soit C un cône convexe de Rm d’intérieur non vide, et F une
application lipschitzienne de C dans Rn, telle que F (0) = 0. On suppose que
F est différentiable en 0 au sens suivant : il existe une application linéaire
F ′

0 : Rm → Rn telle que, pour tout x ∈ X,

F (αx)

α
−→
α→0
α>0

F ′
0x.

On suppose que
F ′

0.C = Rn.

Alors, pour tout voisinage V de 0 dans Rm, le point 0 appartient à l’intérieur
de F (V ∩ C).

Remarque 22. Si l’application F est de classe C1, le résultat du lemme
découle immédiatement du théorème des fonctions implicites. Il s’agit ici d’un
théorème de point fixe, nécessaire dans la suite de la preuve, compte-tenu de
la remarque 20.

Preuve (Preuve du lemme 46). Soient (y0, . . . , yn) une base affine de Rn,
telle que

∑n
i=0 yi = 0. L’application F ′

0|C étant surjective, il est clair que

l’application F ′
0
|
◦

C
l’est aussi. Par conséquent, pour tout i = 0, . . . , n, il existe

vi ∈
◦

C tel que F ′
0vi = yi. De plus, v0, . . . , vn, sont affinement indépendants

dans Rm, le vecteur
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v =
1

n + 1

n
∑

i=0

vi

appartient à l’intérieur de C et vérifie F ′
0v = 0. On définit le sous-espace

vectoriel de Rm

W = Vect{vi − v | i = 0, . . . , n}.
Il est de dimension n. Le vecteur v étant à l’intérieur de C, il existe δ > 0 tel

que v +Bδ ⊂
◦

C, où Bδ = W ∩ B̄(0, δ), et B̄(0, δ) est la boule fermée de centre
0 et de rayon δ dans Rm. Comme F ′

0.v = 0, on a facilement F ′
0W = Rn, et

donc l’application F ′
0|W est inversible de W dans Rn.

Pour tout α > 0 assez petit, on définit l’application Gα : Bδ → Rn par

Gα(w) =
1

α
F (α(v + w)).

Pour α = 0, on pose G0(w) = F ′
0w. D’après l’hypothèse de différentiabilité

sur F , on a, pour tout w ∈ Bδ,

Gα(w) = F ′
0.w + o(1)

lorsque α → 0. En particulier, Gα converge simplement vers F ′
0 sur Bδ, lorsque

α tend vers 0. D’autre part, F étant Lipschitzienne, les applications Gα sont
lipschitziennes, avec une constante de Lipschitz indépendante de α, pour 0 �

α � α0, où α0 > 0 est assez petit. En particulier, la famille (Gα)0�α�α0
est

équicontinue. On déduit du théorème d’Ascoli que Gα converge uniformément
vers G0 sur Bδ. En particulier, l’application Id − Gα ◦ G−1

0 : G0(Bδ) → Rn

est uniformément proche de 0. Il existe donc un voisinage U de 0 dans Rn tel
que, pour tout x̄ ∈ V , l’application

x �→ x − Gα ◦ G−1
0 (x) + x̄

envoie G0(Bδ) dans lui-même. D’après le théorème du point fixe de Brouwer,
il existe un point x ∈ G0(Bδ) tel que

x − Gα ◦ G−1
0 (x) + x̄ = x,

i.e. Gα ◦G−1
0 (x) = x̄. En particulier, le point origine 0 appartient à l’intérieur

de l’ensemble Gα ◦ G−1
0 (Bδ), et donc, 0 appartient à l’intérieur de l’ensemble

F (α(v + Bδ)), pour tout α > 0 assez petit. La conclusion du lemme s’ensuit

puisque v + Bδ ⊂
◦

C par construction.

Preuve du principe du maximum

Prouvons maintenant le principe du maximum. Soit x(t) une trajectoire opti-
male du système (7.1), pour le coût (7.2), associée au contrôle u(t) sur [0, T ],
et telle que x(0) ∈ M0 et x(T ) ∈ M1.
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On considère le système augmenté

ẋ(t) = f(x(t), u(t)),

ẋ0(t) = f0(x(t), u(t)),
(7.14)

que l’on écrit
˙̃x(t) = f̃(x̃(t), u(t)),

avec x̃ = (x, x0). Notons que x0(T ) = C(T, u). Ainsi, la coordonnée x0(T ) de
la trajectoire du système augmenté correspondant au contrôle optimal u(t)
est minimale, et par conséquent le point x̃(T ) appartient à la frontière de
l’ensemble accessible Ã(x0, T ) pour le système augmenté. Notons K̃(T ) le
premier cône de Pontriaguine pour le système augmenté. Soit p un entier
naturel non nul. On note

R
p
+ = {(η1, . . . , ηp) ∈ Rp | η1 � 0, . . . , ηp � 0}.

Soient 0 < t1 < · · · < tp < T des temps de Lebesgue, et u1, . . . , up, des
éléments de Ω. Définissons l’application F : R

p
+ → Rn+1 par

F (η1, . . . , ηp) = x̃π(T ),

où π est la variation π = {t1, . . . , tp, η1, . . . , ηp, u1, . . . , up}, pour le système
augmenté (7.14). Cette application est clairement lipschitzienne, et F (0) =
x(T ). D’après la formule (7.12) du lemme 45, F est différentiable sur le cône
R

p
+ au sens du lemme 46.

Raisonnons par l’absurde : si K̃(T ) est égal à Rn+1 tout entier, alors il
existe un entier p, et des perturbations πi = {ti, ηi, ui}, i = 1, . . . , p, telles
que

Cone{vπi
(T ) | i = 1, . . . , p} = Rn+1.

On déduit de (7.12) que
F ′

0R
p
+ = Rn+1.

Mais le lemme 46 implique alors que le point x̃(T ) appartient à l’intérieur de
l’ensemble accessible Ã(x0, T ), ce qui est absurde.

Donc le cône K̃(T ) n’est pas égal à l’espace tangent tout entier au point
x̃(T ). Comme il est convexe, il existe un vecteur (ligne) p̃T non trivial tel que,
pour tout vecteur de variation ṽ(T ) de K̃(T ), on ait

p̃T ṽ(T ) � 0.

Soit p̃(t) (écrit comme vecteur ligne par commodité) la solution sur [0, T ] du
problème de Cauchy

˙̃p(t) = −p̃(t)
∂f̃

∂x̃
(x̃(t), u(t)), p̃(T ) = p̃T .
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0

(car la fonction f̃ ne dépend pas de x0). L’orientation de p̃T , et le fait que
l’on minimise le coût, impliquent que p0 � 0. D’après les équations

˙̃p(t) = −p̃(t)
∂f̃

∂x̃
˙̃v(t) =

∂f̃

∂x̃
(x̃(t), u(t))ṽ(t),

on a facilement
d

dt
p̃(t)ṽ(t) = 0,

et donc,
p̃(t)ṽ(t) � 0,

pour tout t ∈ [0, T ].
Raisonnons par l’absurde, et supposons que la condition de maximisation

(7.4) soit fausse. Alors, il existe un contrôle admissible u1 et un sous-ensemble
de [0, T ] de mesure positive sur lequel

H(x(t), p(t), p0, u(t)) < H(x(t), p(t), p0, u1(t)).

Soit t1 un temps de Lebesgue de ce sous-ensemble. On a

p̃(t1)f̃(x̃(t1), u(t1)) < p̃(t1)f̃(x̃(t1), u1),

avec u1 ∈ Ω. Considérons alors le vecteur de variation

vπ1
(t1) = f̃(x̃(t1), u1) − f̃(x̃(t1), u(t1)),

pour π1 = {t1, 1, u1}. Selon l’inégalité ci-dessus, on a

p̃(t1)vπ1
(t1) > 0,

d’où une contradiction. La condition de maximisation (7.4) est prouvée.

Montrons les conditions de transversalité (7.7). Il suffit de modifier les
arguments précédents, en montrant que l’on peut choisir un vecteur adjoint
vérifiant les conditions (7.7). On aurait pu le faire directement mais on préfère
ici séparer les arguments, par souci de lisibilité. Montrons donc ces conditions
en deux temps.

Tout d’abord, en supposant que M1 seulement soit une variété au point
final, montrons la condition de transversalité au temps final. L’argument qui
suit est adapté si par exemple l’ensemble initial M0 est réduit à un point.
Supposons que, localement au voisinage du point final x(T ), la variété M1 est
de codimension k, et est donnée sous forme implicite M1 = {Φ = 0}, où Φ est
définie localement de Rn dans Rk. Posons alors

Φ̃(x, x0) = (Φ(x), x0).

En reprenant le schéma de preuve précédent, on pose

Notons que, si p̃ = (p, p ), on obtient

(x̃(t), u(t)),

(7.3), avec p0 constant



162

G(η1, . . . , ηp) = Φ̃ ◦ F (η1, . . . , ηp).

L’application G est lipschitzienne et différentiable au sens du lemme 46 sur R
p
+,

et G(0) = (0, C(T, u)). L’optimalité du contrôle u implique que le point G(0)
appartient à la frontière de l’ensemble G(Rp

+), et donc, d’après le lemme 46,

G′
0R

p
+ est strictement inclus dans Rp+1. Or, G′

0 = dΦ̃(x̃(T ))◦F ′
0. Si l’ensemble

dΦ̃(x̃(T )).K̃(T ) était égal à Rk+1 entier, alors il existerait un entier p, et des
perturbations πi = {ti, ηi, ui}, i = 1, . . . , p, telles que

dΦ̃(x̃(T )).Cone{vπi
(T ) | i = 1, . . . , p} = Rn.

D’après (7.12), on aurait alors

G′
0R

p
+ = Rn,

ce qui est faux. Par conséquent, le cône convexe dΦ̃(x̃(T )).K̃(T ) est stricte-
ment inclus dans Rk+1. Comme cet ensemble est convexe, il existe k + 1 réels
µ1, . . . , µk+1, tels que, si on pose

p̃T =
k+1
∑

i=1

µi

∂Φ̃i

∂x
(x̃(T )), (7.15)

on a p̃T ṽ(T ) � 0, pour tout vecteur de variation de K̃(T ). La suite de
la preuve est alors la même que précédemment. La formule (7.15) conduit
immédiatement à la condition de transversalité p(T )⊥Tx(T )M1.

Supposons maintenant, dans un deuxième temps, que M0 et M1 sont des
variétés, et montrons les conditions de transversalité aux temps initial et final.
De nouveau, on modifie les arguments précédents, en faisant varier le point
initial. Pour p entier, on définit l’application F = M0 × R

p
+ → R × Rn par

F (x0, η1, . . . , ηp) = x̃π(T ),

où x̃π(t) est la solution du système augmenté (7.14), associée au contrôle uπ

comme précédemment, et telle que x̃(0) = (x0, 0). On pose ensuite

G(x0, η1, . . . , ηp) = Φ̃ ◦ F (x0, η1, . . . , ηp),

où Φ̃ est définie ci-dessus. L’optimalité du contrôle u implique que le point
G(x(0), 0) = (0, C(T, u)) appartient à la frontière de l’ensemble G(M0 ×R

p
+).

Localement au voisinage du point x(0), on peut supposer que M0 = Rq.
Alors, d’après le lemme 46, le cône convexe dG(x(0), 0).(Tx(0)M0 × R

p
+) est

strictement inclus dans Rk+1. On en déduit, comme précédemment, que le
cône convexe

dΦ̃(x̃(T )).
(

Im
∂F

∂x0
(x(0), 0) + K̃(T )

)
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est strictement inclus dans Rk+1. On en déduit l’existence d’un vecteur (ligne)
p̃T de la forme

p̃T =
k+1
∑

i=1

µi

∂Φ̃i

∂x
(x̃(T )),

tel que

p̃T

(

Im
∂F

∂x0
(x(0), 0) + K̃(T )

)

� 0.

Ainsi,d’unepart, on a p̃T K̃(T ) � 0,et la preuve est la même que précédemment.
D’autre part,

p̃T Im
∂F

∂x0
(x(0), 0) � 0,

et donc

p̃T Im
∂F

∂x0
(x(0), 0) = 0,

puisqu’on a un espace vectoriel. Pour tout x0 ∈ M0, notons x̃(t, x0) la tra-
jectoire du système augmenté (7.14) associée au contrôle optimal u, partant
du point x0. Alors F (x(0), 0) = x̃(T, x(0). Ainsi, le vecteur adjoint au temps
final vérifie

p̃(T )
∂x̃

∂x0
(T, x(0)) = 0.

Or, x̃(t, x0) vérifie l’équation différentielle

∂x̃

∂t
(t, x0) = f̃(x(t, x0), u(t)),

donc
∂

∂t

∂x̃

∂x0
(t, x0) =

∂f̃

∂x
(x(t, x0), u(t))

∂x̃

∂x0
(t, x0),

d’où clairement
d

dt
p̃(t)

∂x̃

∂x0
(t, x0) = 0,

presque partout sur [0, T ]. On en déduit que

p̃(0)
∂x̃

∂x0
(0, x(0)) = 0,

i.e. p̃(0)⊥Tx(0)M0.

Montrons à présent que l’application t �→ M(x(t), p(t), p0) est absolument
continue et de dérivée nulle presque partout sur [0, T ]. Le contrôle u étant
borné, il existe un sous-ensemble compact U de Rm, contenu dans Ω, tel que
u(t) ∈ U , pour tout t ∈ [0, T ]. Posons

m(x, p, p0) = max
v∈U

H(x, p, p0, v).
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Il est bien clair que

M(x(t), p(t), p0) = m(x(t), p(t), p0)

presque partout sur [0, T ]. Montrons qu’en fait cette égalité est valable partout
sur [0, T ]. D’une part, par construction M(x, p, p0) � m(x, p, p0). D’autre part,
la fonction t �→ M(x(t), p(t), p0) est semi-continue inférieurement (comme
maximum de fonctions continues), donc, pour tout t ∈ [0, T ], et tout ε > 0,
on a

M(x(t1), p(t1), p
0) � M(x(t), p(t), p0) + ε,

lorsque t1 est suffisamment proche de t. Puisqu’on a l’égalité M(x(t), p(t), p0) =
m(x(t), p(t), p0) presque partout sur [0, T ], on en déduit que M(x(t), p(t), p0) �

m(x(t), p(t), p0) pour tout t ∈ [0, T ], d’où l’égalité.
Par ailleurs, f étant C1 et U compact, on voit facilement que l’application

t �→ m(x(t), p(t), p0) est lipschitzienne sur [0, T ]. Soit τ un point de [0, T ] en
lequel les applications t �→ m(t) = m(x(t), p(t), p0), t �→ x(t), et t �→ p(t) sont
dérivables (presque tout point de [0, T ] vérifie cette propriété). Pour t > τ ,
on a

m(t) � H(x(t), p(t), p0, u(τ)),

et donc, en écrivant

m(t) − m(τ) � H(x(t), p(t), p0, u(τ)) − H(x(t), p(τ), p0, u(τ))

+ H(x(t), p(τ), p0, u(τ)) − H(x(τ), p(τ), p0, u(τ)),

on en déduit que

ṁ(τ) = lim
t→τ

m(t) − m(τ)

t − τ

�
∂H

∂p
(x(τ), p(τ), p0, u(τ))ṗ(τ) +

∂H

∂x
(x(τ), p(τ), p0, u(τ))ẋ(τ) = 0.

De même, en raisonnant avec t < τ , on prouve que ṁ(τ) � 0, et donc que
ṁ(τ) = 0. Ainsi, la fonction m est absolument continue, de dérivée presque
partout nulle sur [0, T ], donc constante sur [0, T ]. Il en est donc de même pour
M(x(t), p(t), p0).

Prouvons que, si le temps final n’est pas fixé, alors M(x(t), p(t), p0) = 0
sur [0, T ]. En fait, on va se ramener au cas du temps final fixé par une
reparamétrisation du temps. Tout d’abord, notons que, dans le problème ini-
tial, le temps final étant non fixé, la trajectoire optimale x̃ est telle que x̃(T )
appartient à la frontière de l’union ∪T−ε<t<T+εÃ(x0, t) des ensembles acces-
sibles, où ε est un réel positif. Soit ϕ une fonction lisse et strictement crois-
sante de R dans R. Pour tout s ∈ [0, ϕ−1(T )], posons t = ϕ(s), q̃(s) = x̃(t),
w(s) = u(t), et v(s) = ϕ̇(s). Alors,

q̃′(s) = v(s)f̃(q̃(s), w(s)). (7.16)

7 Principe du maximum de P n ria uineo t g



7.1 Le principe du maximum de Pontriaguine 165

Considérons le système (7.16) comme un système contrôlé par (v, w), où les
contrôles w(s) ∈ Rm et v(s) ∈ R vérifient les contraintes w(s) ∈ Ω et
|v(s) − 1| < δ, où δ = ε/t1. Le contrôle optimal de référence correspond
à (v(s), w(s)) = (1, u(s)) (et ϕ(s) = s). Notons q̃ la solution sur [0, T ] du
système (7.16) correspondant à ce contrôle, telle que q̃(0) = x̃(0). Dans le
problème initial, x̃(T ) appartient à la frontière de l’union des ensembles ac-
cessibles ∪T−ε<t<T+εÃ(x0, t). On en déduit que le point q̃(T ) appartient à la
frontière de l’ensemble accessible depuis x0 en temps T pour le système de
contrôle (7.16). On s’est ainsi ramené à un problème de contrôle optimal à
temps fixé. D’après les arguments précédents, il existe, pour le système (7.16)
un vecteur adjoint λ̃(s) = (λ(s), λ0) vérifiant

λ̃
′
(s) = −λ̃(s)v(s)

∂f̃

∂x̃
(q̃(s), w(s)).

Or, puisque (v(s), w(s)) = (1, u(s)), le vecteur adjoint λ̃(s) concide avec le
vecteur p̃(s) construit précédemment. Par ailleurs, le Hamiltonien du système
(7.16) étant égal à vH(x, p, p0, u), la condition de maximisation donne

1.H(x(s), p(s), p0, u(s)) = max
w∈Ω, |v−1|<δ

vH(x(s), p(s), p0, w),

pour presque tout s ∈ [0, T ]. En particulier,

H(x(s), p(s), p0, u(s)) � vH(x(s), p(s), p0, u(s)),

pour tout v ∈]1 − δ, 1 + δ[, et par conséquent,

H(x(s), p(s), p0, u(s)) = 0.

Par ailleurs, on sait déjà que

H(x(t), p(t), p0, u(t)) = max
w∈Ω

H(x(t), p(t), p0, w)

presque partout sur [0, T ], et que le membre de droite est une fonction absol-
ument continue de t. Il est donc identiquement nul sur [0, T ], ce qui montre
(7.6).

7.1.3 Généralisations du principe du maximum

La preuve du principe du maximum présentée précédemment permet d’étendre
le résultat à des situations plus générales.

Problème de Mayer-Lagrange non autonome

Tout d’abord, considérons le problème de contrôle optimal (dit de Mayer)
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ẋ(t) = f(x(t), u(t)), min g(x(T )),

où x(0) ∈ M0 et x(T ) ∈ M1. Alors, avec les notations utilisées précédemment,
en considérant l’application qui à un élément (x0, η1, . . . , ηp) ∈ M0 × R+

p

associe
(G(x0, η1, . . . , ηp), g(F (x0, η1, . . . , ηp),

on montre l’existence d’un vecteur adjoint p(t) vérifiant les équations de
Hamilton, avec H(x, p, p0, u) = 〈p, f(x, u)〉, et tel que

p(T ) − p0∇g(x(T )) ⊥ Tx(T )M1, et p(0) ⊥ Tx(0)M0.

Ensuite, considérons le problème de contrôle optimal non autonome

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), min

∫ T

0

f0(t, x(t), u(t)),

où x(0) ∈ M0 et x(T ) ∈ M1. On se ramène au cas autonome en posant
x̂ = (t, x), et alors

˙̂x(t) = (f(x̂(t), u(t)), 1),

avec un coût de la forme

∫ T

0

f0(x̂(t), u(t))dt.

En posant p̂ = (p, pt), le Hamiltonien de ce nouveau système est

Ĥ(x̂, p̂, p0, u) = 〈p, f(x̂, u)〉 + pt + p0f0(x̂, u),

lié au Hamiltonien initial par la relation Ĥ(x̂, p̂, p0, u) = H(x, p, p0, u) + pt.
L’application du principe du maximum conduit à la condition de maximisation
presque partout

Ĥ(x̂(t), p̂(t), p0, u(t)) = M̂((x̂(t), p̂(t), p0)),

et M̂((x̂(t), p̂(t), p0)) est constant sur [0, T ]. Notons que M̂((x̂, p̂, p0)) =
M(x, p, p0) + pt.

Si de plus le temps final T est libre, alors M̂((x̂(t), p̂(t), p0)) = 0 sur
[0, T ]. Par ailleurs, on a aussi la condition de transversalité pt(T ) = 0, d’où la
condition au temps final

M(x(T ), p(T ), p0) = 0.

Notons que, lorsque le système n’est pas autonome, la fonction M(x(t), p(t), p0)
n’est pas constante sur [0, T ].

En mixant les deux arguments précédents, on peut énoncer la généralisation
suivante du principe du maximum.

7 Principe du maximum de P n ria uineo t g
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Théorème 43. On considère le système de contrôle dans Rn

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), (7.17)

où f : R × Rn × Rm −→ Rn est de classe C1 et où les contrôles sont des
applications mesurables et bornées définies sur un intervalle [0, te(u)[ de R+

et à valeurs dans Ω ⊂ Rm. Soient M0 et M1 deux sous-ensembles de Rn. On
note U l’ensemble des contrôles admissibles u dont les trajectoires associées
relient un point initial de M0 à un point final de M1 en temps t(u) < te(u).
Par ailleurs on définit le coût d’un contrôle u sur [0, t]

C(t, u) =

∫ t

0

f0(s, x(s), u(s))ds + g(t, x(t)),

où f0 : R×Rn×Rm −→ R et g : R×Rn → R sont C1, et x(·) est la trajectoire
solution de (7.17) associée au contrôle u.

On considère le problème de contrôle optimal suivant : déterminer une
trajectoire reliant M0 à M1 et minimisant le coût. Le temps final peut être
fixé ou non.

Si le contrôle u ∈ U associé à la trajectoire x(·) est optimal sur [0, T ], alors
il existe une application p(·) : [0, T ] −→ Rn × R absolument continue appelée
vecteur adjoint, et un réel p0 � 0, tels que le couple (p(·), p0) est non trivial,
et tels que, pour presque tout t ∈ [0, T ],

ẋ(t) =
∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

ṗ(t) = −∂H

∂x
(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

(7.18)

où H(t, x, p, p0, u) = 〈p, f(t, x, u)〉+p0f0(t, x, u) est le Hamiltonien du système,
et on a la condition de maximisation presque partout sur [0, T ]

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = max
v∈Ω

H(t, x(t), p(t), p0, v). (7.19)

Si de plus le temps final pour joindre la cible M1 n’est pas fixé, on a la
condition au temps final T

max
v∈Ω

H(T, x(T ), p(T ), p0, v) = −p0 ∂g

∂t
(T, x(T )). (7.20)

Si de plus M0 et M1 (ou juste l’un des deux ensembles) sont des variétés
de Rn ayant des espaces tangents en x(0) ∈ M0 et x(T ) ∈ M1, alors le vecteur
adjoint peut être construit de manière à vérifier les conditions de transversalité
deux extrémités (ou juste l’une des deux)

p(0) ⊥ Tx(0)M0 (7.21)

et

p(T ) − p0 ∂g

∂x
(T, x(T )) ⊥ Tx(T )M1. (7.22)
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Remarque 23. Dans les conditions du théorème, on a de plus pour presque
tout t ∈ [0, T ]

d

dt
H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) =

∂H

∂t
(t, x(t), p(t), p0, u(t)). (7.23)

En particulier si le système augmenté est autonome, i.e. si f et f 0 ne
dépendent pas de t, alors H ne dépend pas de t, et on retrouve le fait que

∀t ∈ [0, T ] max
v∈Ω

H(x(t), p(t), p0, v) = Cste.

Notons que cette égalité est alors valable partout sur [0, T ] (en effet cette
fonction de t est lipschitzienne).

Conditions aux frontières mélangées

Considérons le problème de contrôle optimal

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), min

∫ T

0

f0(x(t), u(t))dt,

avec les conditions frontières mélangées

(x(0), x(T )) ∈ N,

où N est une sous-variété de Rn × Rn.
Pour se ramener à des conditions non mélangées, on introduit une nouvelle

variable y ∈ Rn, et on considère le système auxiliaire

ẏ(t) = 0,

ẋ(t) = f(x(t), u(t)).

Alors les conditions frontières précédentes sont équivalentes aux conditions

y(0) = x(0) ∈ Rn, (y(T ), x(T )) ∈ N.

Le Hamiltonien de ce nouveau système est le même que le Hamiltonien initial.
L’application du principe du maximum à ce problème auxiliaire conduit à
l’existence d’un vecteur adjoint (p(t), py(t), p0), où (x(t), p(t), p0, u(t)) vérifie

y(t) = 0, et les
conditions de transversalité sur le vecteur adjoint donnent

py(0) = −p(0), (py(T ), p(T )) ⊥ T(y(T ),x(T ))N,

d’où (−p(0), p(T )) ⊥ T(x(0),x(T ))N . On a obtenu le résultat suivant.

Théorème 44. Dans les conditions du théorème 42, avec les conditions
frontières (x(0), x(T )) ∈ N , où N est une sous-variété de Rn ×Rn, le vecteur
adjoint vérifie la condition de transversalité

(−p(0), p(T )) ⊥ T(x(0),x(T ))N.

ṗ(7.3) et la condition de maximum (7.4). Par ailleurs,
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Remarque 24. Un cas important de conditions mélangées est le cas des tra-
jectoires périodiques, i.e. x(0) = x(T ) non fixé. Dans ce cas, la condition de
transversalité donne p(0) = p(T ). Autrement dit, toute trajectoire optimale
périodique admet un relèvement extrémal périodique.

Remarque 25. L’astuce de considérer une variable auxiliaire, déjà utilisée
précédemment, permet d’obtenir de nombreuses généralisations du principe du
maximum. Ici, le rôle de la variable était de découpler les conditions frontières,
et de réexprimer une condition initiale en une condition finale.

Remarque 26. Pour conclure cette section, notons qu’il existe des versions plus
générales du principe du maximum, pour des dynamiques non lisses ou hy-
brides (voir par exemple [23, 68, 69] et leurs références, voir aussi plus loin
dans cet ouvrage pour le principe du maximum avec contraintes sur l’état).

7.2 Principe du maximum avec contraintes sur l’état

7.2.1 Les travaux de Weierstrass (1879)

On considère le problème de minimiser un critère de la forme
∫ t1

t0
F (x, y, ẋ, ẏ)dt,

où q = (x, y) ∈ R2, avec une contrainte sur l’état, et en particulier dans le cas
Riemannien. On suppose donc que F vérifie la condition d’homogénéité

F (x, y, kẋ, kẏ) = kF (x, y, ẋ, ẏ), (7.24)

pour tout k > 0, et le coût ne dépend pas de la paramétrisation des courbes.

0 0 1

= q1.

Formules préliminaires

Etablissons quelques formules. En dérivant (7.24) par rapport à k et en
évaluant pour k = 1, on obtient

ẋFẋ + ẏFẏ = F, (7.25)

où Fẋ et Fẏ désignent les dérivées partielles. Posons J =
∫ t1

t0
F (x, y, ẋ, ẏ)dt, il

vient

δJ =

∫ t1

t0

(

(Fxξ + Fyη) +
(

Fẋξ̇ + Fẏ η̇
))

dt,

soit en intégrant par parties

δJ =

∫ t1

t0

(

Fx − d

dt
Fẋ

)

ξdt +

∫ t1

t0

(

Fy − d

dt
Fẏ

)

ηdt,

On suppose que les conditions intiales et finales sont fixées, q(t ) = q , q(t )
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où ξ et η sont les variations. Comme elles sont indépendantes, on déduit de
δJ = 0 à l’extrémum les équations d’Euler

Fx − d

dt
Fẋ = 0, Fy − d

dt
Fẏ = 0.

Ces deux équations ne sont pas indépendantes du fait de la relation (7.25).
En effet, en dérivant cette équation en x et y, il vient

Fx = ẋFẋx + ẏFẏx, Fy = ẋFẋy + ẏFẏy, (7.26)

et en dérivant (7.25) en ẋ et ẏ, il vient

Fẋ = ẋFẋẋ + Fẋ + ẏFẏẋ, Fẏ = ẋFẋẏ + Fẏ + ẏFẏẏ,

soit

0 = ẋFẋẋ + ẏFẏẋ, 0 = ẋFẋẏ + ẏFẏẏ, (7.27)

donc

Fẋẋ

Fẏẋ
= − ẏ

ẋ
=

Fẋẏ

Fẏẏ
.

On pose

Fẋẏ = −ẋẏF1, (7.28)

et on obtient

Fẏẏ = ẋ2F1 et Fẋẋ = ẏ2F1, (7.29)

la fonction F1 étant définie dans le domaine où (ẋ, ẏ) �= 0. On obtient alors

Fx − d

dt
Fẋ = Fx − (ẋFẋx + ẏFẋy + ẍFẋẋ + ÿFẋẏ),

et avec (7.26) et (7.29), cela se simplifie en

Fx − d

dt
Fẋ = ẏ(Fẏx − Fẋy) − (ẍFẋẋ + ÿFẋẏ),

= ẏ(Fẏx − Fẋy) − ẏ(ẏẍ − ẋÿ)F1.

Posons

T = (Fẏx − Fẋy) + F1(ẋÿ − ẏẍ).

On obtient

Fx − d

dt
Fẋ = ẏT, (7.30)

et de même en changeant x en y il vient

Fy − d

dt
Fẏ = −ẋT. (7.31)

Avec la condition de régularité (ẋ, ẏ) �= 0, l’équation d’Euler équivaut à T = 0.
C’est l’équation d’Euler sous la forme de Weierstrass.
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Application au problème avec contraintes

On se donne un domaine D du plan, dont le bord est lisse. Soit x̃ = ϕ̃(s),
ỹ = ψ̃(s) un arc frontière joignant les points 2 et 3 avec s ∈ [s2, s3]. En un
point (x̃, ỹ) de l’arc frontière, on construit un vecteur u de longueur u orienté
vers l’intérieur du domaine. Les coordonnées de l’extrémité sont

x̄ = x̃ + ξ, ȳ = ỹ + η,

avec

ξ = − u ˙̃y
√

˙̃x2 + ˙̃y2
, η =

u ˙̃x
√

˙̃x2 + ˙̃y2
.

Soit ε > 0 et p(t) une fonction positive, nulle lorsque s = s2, s3 et u =
εp(s). On a ξ = η = 0 aux extrémités et la variation de J associée est

δJ =

∫ s3

s2

[(

Fx − d

dt
Fẋ

)

ξ +

(

Fy − d

dt
Fẏ

)

η

]

ds,

et avec nos formules précé entes,

δJ = −ε

∫ s3

s2

T̃ p(s)

√

˙̃x2 + ˙̃y2ds,

soit la condition suivante.

Lemme 47. Dans le cas où l’arc frontière est minimisant, on a la condition
nécessaire T̃ � 0, le long de l’arc frontière.

Si F1 > 0, le long de l’arc frontière il vient

Fxẏ − Fẋy

F1
� −(ẋÿ − ẍẏ). (7.32)

Introduisons la courbure pour la métrique usuelle

1

r
=

ẋÿ − ẍẏ
(

√

ẋ2 + ẏ2
)3 . (7.33)

La relation (7.32) s’écrit

Fxẏ − Fẋy

F1

(

√

ẋ2 + ẏ2
)3 � − (ẋÿ − ẍẏ)

(

√

ẋ2 + ẏ2
)3 . (7.34)

Or une extrémale pour le problème non contraint vérifie T = 0, soit

− Fxẏ − Fẋy

F1

(

√

ẋ2 + ẏ2
)3 =

(ẋÿ − ẍẏ)
(

√

ẋ2 + ẏ2
)3 =

1

r
.

d
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Soit donc P un point de l’arc frontière et t → γ(t) l’extrémale issue de P et
tangente à la frontière. Le membre de gauche de (7.34) est alors l’opposé −1/r
de la courbure de l’extrémale et l’on obtient la relation géométrique

1

r
�

1

r̃
. (7.35)

Lemme 48. Une condition nécessaire d’optimalité est 1/r � 1/r̃ où 1/r̃ est
la courbure de l’arc frontière en P et 1/r la courbure de l’extrémale tangente
en P à la frontière.

Corollaire 19. Si F =
√

ẋ2 + ẏ2 est la métrique usuelle, l’arc frontière est
optimal si le domaine de contrainte est convexe, et non optimal s’il est con-
cave.

Conditions de jonction

En introduisant d’autres variations on obtient des conditions nécessaires à
vérifier lors de l’entrée et de la sortie de l’arc frontière 23. Traitons le cas de
l’entrée. Soient O un point à l’extérieur de la frontière du domaine contraint
et 4 un point d’entrée entre 2 et 3. On fait l’hypothèse que le coût le long de
l’arc 024 est moindre que le long de l’arc 04. Introduisons

• γ(t), l’arc 02 pour t ∈ [t1, t2] ;
• (x̃(s), ỹ(s)), l’arc frontière 24, s ∈ [s2, s2 + h], h > 0 ;
• γ(s) + ν(s), l’arc 04, s ∈ [t1, t2].

Utilisons la formule fondamentale du calcul des variations avec l’hypothèse
que γ est extrémale,

δJ = J04 − (J02 + J24)

=

∫ t2

t1

(F (γ + ν) − F (γ))dt −
∫ s2+h

s2

Fds

∽ [Fẋξ + Fẏη]
t2
t1
− F (x̃2, ỹ2, ˙̃x2, ˙̃y2)h

et ξ(t1) = η(t1) = 0 car l’extrémité 0 est fixée. En t2, la variation du point
est ξ = ˙̃xh, η = ˙̃yh. Donc

δJ = h
(

˙̃xFẋ + ˙̃yFẏ − F
)

= −hE,

où E est la fonction de Weierstrass

E(x, y, ẋ, ẏ, ˙̃x, ˙̃y) = F (x̃, ỹ, ˙̃x, ˙̃y) −
(

˙̃xFẋ(x, y, ẋ, ẏ) + ˙̃yFẏ(x, y, ẋ, ẏ)
)

,

et où l’on doit évaluer en

x = x(s2), y = y(s2),
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et ẋ, ẏ dérivée de γ au point d’entrée 2, et ˙̃x, ˙̃y dérivée de l’arc frontière au
point 2.

On fait un calcul identique sur un arc 052 où 5 est un point d’entrée

”

à
gauche” de 2, et on obtient, finalement, la condition

E(x2, y2, ẋ2, ẏ2, ˙̃x2, ˙̃y2) = 0.

Par ailleurs, par homogénéité on a

E(x, y, kẋ, kẏ, k̃ ˙̃x, k̃ ˙̃y) = k̃E(x, y, ẋ, ẏ, ˙̃x, ˙̃y) ∀k, k̃ > 0.

Introduisons alors

p =
ẋ

√

ẋ2 + ẏ2
= cos θ, q =

ẏ
√

ẋ2 + ẏ2
= sin θ,

p̃ =
˙̃x

√

˙̃x2 + ˙̃y2
= cos θ̃, p̃ =

˙̃y
√

˙̃x2 + ˙̃y2
= sin θ̃,

et donc

E(x, y, ẋ, ẏ, ˙̃x, ˙̃y) =

√

˙̃x2 + ˙̃y2E(x, y, p, q, p̃, q̃).

Le lemme suivant résulte de la première formule de la moyenne.

Lemme 49. Il existe θ⋆ ∈ [θ, θ̃] tel que

E(x, y, cos θ, sin θ, cos θ̃, sin θ̃) = (1 − cos(θ̃ − θ))F1(x, y, cos θ⋆, sin θ⋆).

Définition 82. Le problème est dit régulier sur l’ouvert U si pour tout γ ∈ U ,
F1(x, y, cos γ, sin γ) �= 0.

Corollaire 20. Dans le cas régulier, la condition E = 0 donne θ = θ̃, et donc
une jonction ou un départ d’un arc frontière doit se faire de façon tangentielle.

Conditions de réflexion

Considérons le cas où la courbe minimisante 021 admet comme seul point
en commun avec la frontière le point 2 : x(s2), y(s2). Alors les arcs 02 et 21
doivent être extrémaux. Soit 3 un point de la frontière associé à la variation

s = s2 + h, h > 0.

La courbe 031 est une variation de 021 et la variation du coût est

δJ = (J03 + J31) − (J02 + J21)

= (J03 − (J02 + J23)) − (J21 − (J23 + J31)).

En calculant avec la formule fondamentale, il vient
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δJ = h
[

E(x2, y2, p
−
2 , q−2 , p̃2, q̃2) − E(x2, y2, p

+
2 , q+

2 , p̃2, q̃2)
]

+ o(h),

où (p−2 , q−2 ), (p+
2 , q+

2 ) et (p̃2, q̃2) correspondent aux pentes associées respec-
tivement à 02, 21 et 23.

On fait le même calcul avec un point 4 de la frontière associée à s = s2−h
et l’on obtient la condition suivante.

Lemme 50. En un point de réflexion avec la frontière, la fonction de Weier-
strass doit vérifier

E(x2, y2, p
−
2 , q−2 , p̃2, q̃2) = E(x2, y2, p

+
2 , q+

2 , p̃2, q̃2),

où (p−2 , q−2 ), (p+
2 , q+

2 ) et (p̃2, q̃2) sont les tangentes respectives à l’arc d’arrivée,
de départ et de la frontière au point de contact.

Corollaire 21. On suppose que F =
√

ẋ2 + ẏ2 est la métrique usuelle. Alors
en un point de contact avec la frontière les droites extrémales doivent avoir
des angles égaux avec la tangente à la frontière.

Preuve. Le calcul montre que F1 = 1 et E(x, y, cos θ, sin θ, cos θ̃, sin θ̃) = (1 −
cos(θ̃ − θ)), soit la condition

cos(θ̃2 − θ−2 ) = cos(θ̃2 − θ+
2 )

au point de contact. D’où le résultat.

Conclusion

Des variations spéciales et des estimées élémentaires utilisant la formule
fondamentale du calcul des variations permettent d’obtenir des conditions
nécessaires d’optimalité géométriquement simples et de calculer les trajec-
toires optimales.

7.2.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange et théorème
de Kuhn-Tucker

Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Rappelons la technique des multiplicateurs de Lagrange (1788) en dimension
finie.

Théorème 45. Soient U un ouvert de Rn et f0, f1, . . . , fm, des fonctions
définies et C1 sur U et à valeurs dans R. Notons L =

∑m
k=0 pkfk la fonction

de Lagrange où les pi sont les multiplicateurs de Lagrange. Alors si x̂ est une
solution locale du problème min f0, sous les contraintes f1 = . . . = fm, il existe

p̂ = (p̂0, p̂1, . . . , p̂m) non nul tel que
∂L

∂x
= 0 en (x̂, p̂).
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Preuve. Considérons les vecteurs
∂fi

∂x
(x̂), supposons qu’ils sont linéairement

indépendants et montrons que x̂ n’est pas un minimum local. Notons

Φ(x) = (f0(x) − f0(x̂), f1(x), . . . , fm(x)).

Comme les
∂fi

∂x
(x̂) sont indépendants, la matrice

A =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

∂f0

∂x1
(x̂) . . .

∂f0

∂xn
(x̂)

...
...

...
∂fm

∂x1
(x̂)

∂fm

∂xn
(x̂)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

est de rang (m + 1) et quitte à réordonner les indices, on peut supposer

det

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

∂f0

∂x1
(x̂) . . .

∂f0

∂xm+1
(x̂)

...
...

...
∂fm

∂x1
(x̂)

∂fm

∂xm+1
(x̂)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

�= 0.

D’après le théorème des fonctions implicites, pour ε > 0 assez petit, il existe
des points x1(ε), . . . , xm+1(ε) tels que

f0(x1(ε), . . . , xm+1(ε), x̂m+2, . . . , x̂n) − f0(x̂) = ε,

f1(x1(ε), . . . , xm+1(ε), x̂m+2, . . . , x̂n) = 0,

. . . = 0,

fm(x1(ε), . . . , xm+1(ε), x̂m+2, . . . , x̂n) = 0,

et xi(ε) → x̂i(ε) quand ε → 0. Cela contredit le fait que x̂ est un minimum
local.

Remarque 27. • Si les vecteurs
∂fi

∂x1
(x̂), i = 1, . . . , m, sont indépendants,

alors p̂0 �= 0.
• Pour déterminer les n + (m + 1) inconnues, (x̂, p̂), on a n + m équations

fi = 0, i = 1, . . . m,
∂L

∂xj
j = 1, . . . , m.

Elles sont homogènes en p. En normalisant une des composantes de p à 1,
on a donc un nombre égal d’inconnues et d’équations.

Le théorème de Kuhn-Tucker démontré en 1951 exploite au maximum les
idées de Lagrange.
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Théorème 46. Soit X un espace vectoriel réel (non nécessairement de di-
mension finie), A un sous-ensemble convexe de X et fi : X → R, i =
0, 1, . . . ,m, des fonctions convexes. Considérons le problème min f0, fi � 0,
i = 1, . . . , m, où x ∈ A. Si x̂ est une solution du problème, alors il existe des
multiplicateurs de Lagrange (p̂0, p̂) tels que, si l’on définit le Lagrangien par
L(x, p, p0) =

∑m
k=0 pkfk(x),

1. les conditions suivantes soient vérifiées :

a) minx∈A L(x, p̂, p̂0) = L(x̂, p̂, p̂0) (principe du minimum) ;
b) p̂i � 0, i = 0, 1, . . . ,m ;
c) p̂ifi(x̂) = 0, i = 1, 2, . . . ,m.

2. Si p̂0 �= 0, les conditions a),b) et c) sont suffisantes pour qu’un point
admissible soit solution du problème.

3. Pour avoir p̂0 �= 0, il suffit qu’il existe un point x̄ ∈ A vérifiant la condition
de Slater fi(x̄) < 0, i = 1, . . . , m, et on peut alors supposer p̂0 = 1.

Preuve. Soit x̂ une solution. Sans nuire à la généralité, on peut supposer
f0(x̂) = 0. On introduit l’ensemble

C = {µ = (µ0, . . . , µm) ∈ Rm+1 | ∃x ∈ A, f0 < µ0, fi � µi, i = 1, . . . , m}.

L’ensemble C a les propriétés suivantes :

• C �= ∅ car avec x = x̂, f0(x̂) = 0, fi(x̂) � 0. Donc µ tel que µ0 > 0 et
µi > 0 appartient à C.

• 0 /∈ C, sinon il existe x̄ tel que f0(x̄) < 0 et fi(x̄) � 0, et cela contredit
l’optimalité de x̂.

Puisque C est un ensemble convexe de Rm+1 et 0 /∈ C, on peut lui appli-
quer le théorème de séparation, et il existe des nombres p̂0, . . . , p̂m, non tous
nuls tels que

m
∑

i=0

p̂iµi � 0, ∀µ ∈ C. (7.36)

Montrons alors les assertions :

• p̂i0 � 0, i0 = 1, . . . , m : on a vu que µi > 0, i = 0, . . . , m ∈ C. En
particulier, soit ε > 0 et (ε, . . . , ε, 1, ε, . . . , ε) le vecteur de C où 1 est à la
i0ème place. On déduit de (7.36) que

p̂i0 + ε
∑

i�=i0

p̂i � 0, ∀ε > 0,

soit p̂i0 � −ε
∑

i�=i0
p̂i, et comme ε est arbitraire, on a bien p̂i0 � 0.

7 Principe du maximum de P n ria uineo t g



7.2 Principe du maximum avec contraintes sur l’état 177

• p̂i0fi0(x̂) = 0, i0 = 1, . . . , m : en effet si fi0(x̂) = 0, le résultat est vrai. Sup-
posons que fi0(x̂) < 0. Alors si δ > 0, le vecteur (δ, 0, . . . , 0, fi0(x̂), 0, . . . , 0),
où fi0 est à la (i0 +1)ème place, est dans C. En utilisant (7.36), on obtient
donc

δp̂0 + p̂i0fi0(x̂) � 0, ∀δ > 0,

soit p̂i0fi0(x̂) � −δp̂0, ∀δ > 0. On en déduit que p̂i0 � 0. Or p̂i0 � 0, donc
p̂i0 = 0.

• principe du minimum : soit x ∈ A, alors par définition de C, pour tout
δ > 0, le point (f0(x) + δ, f1(x), . . . , fm(x)) ∈ C, et d’après (7.36),

p̂0(f0(x) + δ) +

m
∑

i=1

p̂ifi(x) � 0.

On obtient donc

p̂0f0(x) +
m
∑

i=1

p̂ifi(x) � −δp̂0, ∀δ > 0,

et comme δ > 0 est arbitraire, on obtient la condition

m
∑

i=0

p̂ifi(x) � 0, ∀x ∈ A.

Or f0(x̂) = 0 et p̂ifi(x̂) = 0 pour i = 1, . . . , m. Donc

m
∑

i=0

p̂ifi(x) � 0 =

m
∑

i=0

p̂ifi(x̂)

et le résultat est prouvé.

Prouvons l’assertion 2). Si p̂0 �= 0 on peut supposer p̂0 = 1 et donc

f0(x) � f0(x) +

m
∑

i=1

p̂ifi(x)

car fi(x) � 0, i = 1, . . . , m, et p̂i � 0, et avec a),

f0(x) � f0(x̂) +

m
∑

i=1

p̂ifi(x̂).

Enfin, d’après c), f0(x) � f0(x̂), d’où le résultat.
Montrons l’assertion 3). Supposons qu’il existe x̄ tel que fi(x̄) < 0, i =

1, . . . , m. Supposons néanmoins que p̂0 = 0. Alors comme les p̂i ne sont pas
tous nuls, on a
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0 +

m
∑

i=1

p̂ifi(x̄) < 0 = 0 +

m
∑

i=1

p̂ifi(x̂),

et le principe du minimum implique

0 +

m
∑

i=1

p̂ifi(x̄) � 0 +

m
∑

i=1

p̂ifi(x̂),

d’où la contradiction.

Le théorème de Kuhn-Tucker en dimension infinie
et des conditions nécessaires d’optimalité pour des systèmes
avec contraintes sur l’état

L’objectif est de présenter des conditions nécessaires d’optimalité applicables
pour analyser le problème de rentrée atmosphérique. Ces résultats sont ex-
traits de [39].

Préliminaires

Le problème que l’on étudie est de minimiser Φ(x(T )) pour les trajectoires du
système

ẋ(t) = f(x(t), u(t)),

où x ∈ Rn, x(0) = x0, T est fixé, u ∈ R (contrôle scalaire), sous la contrainte
scalaire sur l’état

c(x(t)) � 0, t ∈ [0, T ].

Définition 83. On appelle arc frontière un arc γb tel que c(γb(t)) ≡ 0, et on
note ub un contrôle frontière associé.

On fait les hypothèses suivantes :

1. f , Φ et c sont des applications lisses.
2. L’ensemble U des contrôles admissibles est l’ensemble des applications u

définies et continues par morceaux sur [0, T ].

Définition 84. L’ordre m de la contrainte pour le système est le plus
grand entier tel que c(k)(x(t), u(t)), k = 1, . . . , m − 1 ne dépende pas ex-
plicitement de u.

3. Le long d’un arc frontière, le contrôle est lisse. La trajectoire et le contrôle
sont également lisses par morceaux sur [0, T ].

4. Le long d’un arc frontière, est vérifiée la condition générique

∂

∂u
(c(p))(γb(t)) �= 0, t ∈ [0, T ].
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Le théorème de Kuhn-Tucker en dimension infinie

Dans cette section on considère le problème

min Φ(u), u ∈ U,

sous la contrainte S(u) � 0, où S est une application de U dans C0([0, T ]), 0
désignant le vecteur nul de cet espace.

Théorème 47. On suppose que Φ est une fonction numérique dérivable (au
sens de Fréchet) sur U , et S : U �→ C0([0, T ]) est dérivable. Si u⋆ ∈ U min-
imise Φ sous la contrainte S(u⋆) � 0, alors il existe r0 � 0, η⋆ ∈ C0([0, T ])⋆

avec η⋆ � 0 et croissant, tels que le Lagrangien

L = r0Φ(u) + 〈η⋆, S(u)〉

est stationnaire en u⋆. De plus

〈η⋆, S(u⋆)〉 = 0.

Preuve. On introduit les ensembles suivants dans W = R×C0([0, T ]) :

• A = {(r, z) | r � δΦ(u⋆, δu), z � S(u⋆) + δS(u⋆, δu) pour une variation
δu ∈ U} où δ désigne la dérivée de Fréchet.

• B = {(r, z) | r � 0, z � 0}.

Preuve. Les ensembles A et B sont convexes et Int(B) �= ∅. Prouvons que
A ∩ Int(B) = ∅. Supposons en effet le contraire, il existe donc r < 0 et z < 0
tels que pour une variation δu

r � δΦ(u⋆, δu), z � S(u⋆) + δS(u⋆, δu).

On a alors

y = S(u⋆) + δS(u⋆, δu) < 0.

Il existe alors ρ > 0 tel que la boule B(y, ρ) soit contenue dans le cône N =
{x < 0} de C0([0, T ]). Soit 0 < α < 1, alors αy est le centre de la sphère
ouverte de rayon αρ contenue dans N . Or S(u⋆) � 0, donc (1−α)S(u⋆) + αy
est aussi le centre d’une sphère de rayon αy contenue dans N . Par ailleurs

(1 − α)S(u⋆) + αy = S(u⋆) + αδS(u⋆, δu).

Or

S(u⋆ + αδu) = S(u⋆) + αδS(u⋆, δu) + o(α).

Donc pour α assez petit S(u⋆ + αδu) < 0.



180

On montre de même que pour α assez petit Φ(u⋆ + αδu) < Φ(u⋆). D’où la
contradiction car u⋆ est optimal.

Il existe donc un hyperplan fermé H séparant A et B, c’est à dire qu’il
existe r0, η⋆ et δ ∈ R tels que

r0r + 〈z, η⋆〉 � δ, ∀r, z ∈ A,

r0r + 〈z, η⋆〉 � δ, ∀r, z ∈ B.

Comme (0, 0) ∈ A ∩ B on a δ = 0. Donc

r0r + 〈z, η⋆〉 � 0, ∀r, z � 0,

et donc r0 � 0, η⋆ � 0 (i.e. 〈z, η⋆〉 � 0, ∀z � 0). On a

r0δΦ(u⋆, δu) + 〈S(u⋆) + δS(u⋆, δu), η⋆〉 � 0, ∀δu. (7.37)

En effet sinon il existe δu tel que le membre de gauche de (7.37) soit stricte-
ment négatif. Avec r = δΦ(u⋆, δu) et z = S(u⋆) + δS(u⋆, δu), (r, z) ∈ A et
r0r + 〈z, η⋆〉 < 0. D’où la contradiction.

En utilisant (7.37) avec δu = 0, il vient

〈S(u⋆), η⋆〉 � 0.

Or S(u⋆) � 0 et η⋆ � 0 donc on a aussi

〈S(u⋆), η⋆〉 � 0,

soit la relation

〈S(u⋆), η⋆〉 = 0.

Le relation (7.37) implique alors la condition de stationnarité

r0δΦ(u⋆, δu) + 〈δS(u⋆, δu), η⋆〉 � 0.

En utilisant le théorème de Riesz sur le dual de C0([0, T ]), il existe une
fonction ν⋆ à variation bornée telle que

〈S(u⋆), η⋆〉 =

∫ T

0

S(u⋆)dν⋆,

où l’intégrale est prise au sens de Stieljès.
Par ailleurs

r0r + 〈z, η⋆〉 � 0, ∀r, z � 0,

et r0 � 0 donc 〈z, η⋆〉 � 0, pour tout z � 0, soit

〈z, η⋆〉 =

∫ T

0

zdν⋆
� 0, ∀z � 0,

et donc dν⋆ � 0 sur [0, T ], i.e. η⋆ � 0.

- -
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Applications des conditions précédentes au système

Une contrainte de la forme ẋ = f(x, u) peut être incluse dans le problème
précédent et le Lagrangien s’écrit

L = r0Φ(x(T )) +

∫ T

0

p(f − ẋ)dt +

∫ T

0

c(x)dν⋆,

où p est un vecteur ligne et où p, ν⋆ sont des fonctions à variations bornées.
Chaque fonction à variations bornées peut être écrite comme la somme d’une
fonction absolument continue pour la mesure de Lebesgue, d’une fonction
saut et d’une fonction singulière. En supposant la partie singulière nulle et en
intégrant par parties, on obtient

L = (r0Φ(x(T )) + p(T )x(T )) +

∫ T

0

(pfdt + xdp) +

∫ T

0

c(x)dν⋆

+
∑

(p(t+i ) − p(ti))x(ti),

et en considérant des variations en x et en u, on obtient

δL =

(

r0
∂Φ

∂x
− p(T )

)

δx(T )+

(

∫ T

0

(

p
∂f

∂x
dt + dp +

∂c

∂x
dν⋆

)

)

δx

+

(

∫ T

0

p
∂f

∂u
dt

)

δu.

Cela conduit à choisir formellement p pour annuler les termes en δx et l’on
obtient

p(T ) = r0
∂Φ

∂x
(x(T )), (7.38)

et

dp = −p
∂f

∂x
dt − ∂c

∂x
dν⋆. (7.39)

La condition de stationnarité donne

p
∂f

∂u
= 0 p.p. sur [0, T ]. (7.40)

Considérons la condition
∫ T

0

c(x(t))dν⋆(t) = 0, (7.41)

où x(t) est un arc optimal. Sans nuire à la généralité, on peut supposer que
x est formé de 2 arcs intérieurs au domaine et un arc frontière, où les temps
d’entrée et de sortie sont notés respectivement t1 et t2. Alors
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∫ t1

0

cdν⋆ +

∫ t2

t1

cdν⋆ +

∫ T

t2

cdν⋆ = 0

où c = 0 sur le bord et c < 0 à l’intérieur. Par ailleurs dν⋆ � 0. On en déduit
que ν⋆ est constant sur [0, t1] et [t2, T ].

Lemme 51. Sous nos conditions de régularité, on a, formellement, le long
d’un arc frontière

dν⋆

dt
=

p(t)ψ(t)
(

c(p)
)

u

,

où ψ(t) est une fonction lisse.

Preuve. On a pfu = 0 et en dérivant formellement, il vient

d

dt
(pfu) = pḟu + ṗfu = 0,

où ṗ = −pfx − dν⋆

dt
cx , soit

pḟu − pfxfu − dν⋆

dt
cxfu = 0.

Or ċ = cxf et si la contrainte est d’ordre 1 on a (ċ) = cxfu �= 0 le long de
l’arc frontière. Sous nos hypothèses, on a donc

dν⋆

dt
=

p(t)ψ(t)

(ċ)u

.

Le cas d’ordre supérieur se traite de façon similaire, d’où le résultat.

On peut donc poser η =
dν⋆

dt
où η est nulle à l’intérieur du domaine et

continue sur le bord.
Par ailleurs on peut calculer le saut lors de la jonction avec l’arc frontière

ou le départ de l’arc frontière,

dp = pfxdt − dν⋆cx,

et en t1

p(t+1 ) − p(t−1 ) = −
∫ t+1

t−1

dν⋆cx

= −(η(t+1 ) − η(t−1 ))cx(t1).

Posons ν(t1) = η(t+1 ) − η(t−1 ) � 0. Il vient

p(t+1 ) = p(t−1 ) − ν(t1)cx(t1). (7.42)

On peut aussi montrer la condition

p(t+1 )f = p(t−1 )f. (7.43)

On a donc montré les conditions nécessaires de [39].
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Théorème 48. Les conditions nécessaires d’optimalité sont

ṗ = −pfx − ηcx, p(T ) = Φx(T ), pfu = 0,

où η(t) est une fonction nulle si c < 0 et continue, positive sur un arc frontière.
De plus, on a les conditions de saut

p(t+i ) = p(t−i ) − ν(ti)cx(ti),

où ν(ti) � 0 lors de l’entrée ou la sortie avec l’arc frontière, la fonction pf
restant continue.

Remarque 28. 1. On a montré formellement les conditions. Le problème tech-
nique, dans la pratique, est de justifier rigoureusement l’existence d’une
mesure dν⋆ dont la composante singulière est nulle.

2. On peut aussi montrer des conditions nécessaires analogues avec des con-
ditions finales imposées.

7.2.3 Le cas affine et le principe du maximum de Maurer

Préliminaires

Dans cette section on se propose de calculer un contrôle u(t) scalaire et continu
par morceaux qui minimise un coût de la forme

J(u) = Φ(x(T )),

sous les conditions

ẋ = f(x, u) = X(x) + uY (x), x(0) = x0, ψ(x(T )) = 0,

avec une contrainte sur le contrôle |u(t)| � 1, une contrainte scalaire sur l’état
c(x) � 0, et où tous les objets sont supposés lisses. L’ordre de la contrainte est
le premier entier m tel que u apparaisse explicitement dans la mème dérivée.
Les contraintes

ċ = . . . = c(m−1) = 0

sont dites secondaires, et on a

c(m)(x) = a(x) + ub(x), b �= 0.

Soit γb un arc frontière non réduit à un point, et soit ub le contrôle frontière
associé

ub = −a(x)

b(x)
.

Hypothèses. Soit t → γb(t), t ∈ [0, T̄ ], un arc frontière associé à ub. On
introduit les hypothèses suivantes :
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• (C1) Le long de γb, b|γb
= LY Lm−1

X c|γb
�= 0 où m est l’ordre de la con-

trainte.
• (C2) |ub| � 1 sur [0, T̄ ], i.e. le contrôle frontière est admissible.
• (C3) |ub| < 1 sur [0, T̄ ], i.e. le contrôle frontière est admissible et non

saturant.

Formulation des conditions nécessaires

Supposons que t �→ x(t), t ∈ [0, T ], est une solution optimale lisse par
morceaux qui entre en contact avec la frontière c = 0 aux instants t2i−1,
i = 1, . . . , M , et qui quitte la frontière aux instants t2i, i = 1, . . . , M . Sup-
posons de plus que le long d’un arc frontière les hypothèses (C1) et (C2) sont
satisfaites en un point de contact ou de jonction. Introduisons le Hamiltonien

H(x, p, u, η) = 〈p,X + uY 〉 + ηc,

où p est le vecteur adjoint et η le multiplicateur de Lagrange de la contrainte.
Les conditions nécessaires sont les suivantes.

1. Il existe t �→ η(t) et des réels η0 � 0, τ ∈ Rn, tels que le vecteur adjoint
vérifie

ṗ = −p

(

∂X

∂x
+ u

∂Y

∂x

)

− η
∂c

∂q
p.p., (7.44)

p(T ) = η0

∂Φ

∂x
(x(T )) + τ

∂Ψ

∂x
(x(T )). (7.45)

2. L’application t → η(t) est continue à l’intérieur d’un arc frontière et vérifie

η(t)c(x(t)) = 0, ∀t ∈ [0, T ].

3. Lors d’un contact ou d’une jonction au temps ti avec la frontière on a

H(t+i ) = H(t−i ),

p(t+i ) = p(t−i ) − νi
∂c

∂x
(x(ti)), νi � 0.

4. Le contrôle optimal u(t) minimise presque partout le Hamiltonien

H(x(t), p(t), u(t), η(t)) = min
|v|�1

H(x(t), p(t), v, η(t)).

Application au problème du temps minimal

Dans le problème du temps minimal, le temps de transfert T n’est pas fixé.
On reparamètrise les trajectoires sur [0, 1] en posant s = t/T et z = T . Le
problème est alors de minimiser t(1) pour le système étendu
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dx

ds
= (X + uY )z,

dt

ds
= z,

dz

ds
= 0.

Les conditions de transversalité impliquent

pt � 0 pour s = 1 et pz = 0 pour s = 0, 1,

et le système adjoint se décompose en

dp

ds
= −p

(

∂X

∂x
+ u

∂Y

∂x

)

− η
∂c

∂x
,

dpt

ds
= 0,

dpz

ds
= −p(X + uY ) − pt,

et de plus

M = min
|v|�1

H = 0.

En reparamétrisant par t et en remplaçant M par M/z on obtient le résultat
suivant.

Proposition 74. Les conditions nécessaires d’optimalité pour le problème du
temps minimal sont

ẋ = X + uY p.p.,

ṗ = −p

(

∂X

∂x
+ u

∂Y

∂x

)

− η
∂c

∂x
p.p.,

u〈p, Y 〉 = min
|v|�1

〈p,X + uY 〉 + pt = 0 p.p., p �= 0.

Lors d’un contact ou d’une jonction avec la frontière, on a

p(t+i ) = p(t−i ) − νi
∂c

∂x
, νi � 0,

et pt � 0, η � 0, η = 0, quand c < 0 et η est C0 sur le bord c = 0.

Définition 85. Une extrémale est une solution des conditions nécessaires
précédentes. elle est dite exceptionnelle si pt = 0. dans le cas non exception-
nelle, on peut normaliser pt à 1/2. Une extrémale est dite bang-bang si elle cor-
respond à un contrôle continu par morceaux u(t) = −signe〈p(t), Y (x(t))〉. Une
extrémale du problème non contraint est dite singulière si 〈p(t), Y (x(t))〉 = 0.
On note Φ(t) = 〈p(t), Y (x(t))〉 la fonction de commutation. La surface de

continu.

Calcul des multiplicateurs

On peut calculer les multiplicateurs associés à la contrainte. On présente ces
conditions quand les ordres sont m = 1, 2, le calcul étant lié à l’action de
l’algèbre de Lie engendrée par (X,Y ) agissant sur la fonction de contrainte c.

commutation est le lieu Σ formé des points où le contrôle optimal est dis
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Lemme 52. Supposons que l’ordre de la contrainte est m = 1.

1. Le long de la frontière, on a

η =
〈p, [Y, X](x)〉

(Y.c)(x)
.

2. Supposons le contrôle discontinu lors du contact ou de l’entrée d’un arc
bang-bang avec la frontière. Alors le multiplicateur associé vérifie ν i = 0,
le vecteur adjoint restant continu.

Preuve. A l’intérieur de la frontière, on a |ub| < 1, et la condition de maximi-
sation de H impose Φ = 〈p, Y 〉 = 0. En dérivant, on obtient

0 = Φ̇ = 〈p, [Y, X](x)〉 − η(Y.c)(x),

et LY c �= 0 car l’arc frontière est d’ordre 1. D’où 1).
Prouvons 2). Posons a = LXc et b = LY c. On a ċ = a+ub. Soit Q le point

de contact d’un arc bang t �→ x(t) avec la frontière au temps ti. Soit ε > 0
petit. On a

c(x(ti − ε)) < 0, c(x(ti − ε)) < 0.

En passant à la limite avec ε → 0, on obtient

(a + bu)(t−i ) � 0, (a + bu)(t+i ) � 0.

En faisant la différence, il vient

b(x(ti))(u(t−i ) − u(t+i )) � 0.

Supposons par exemple que b(x(ti)) > 0. Donc u(t−i ) − u(t+i ) > 0 car le
contrôle est discontinu. D’après le principe du maximum on doit avoir

Φ(t+i ) = Φ(t−i ) − νib(x(ti)),

et l’on en déduit νib(x(ti)) � 0. Par ailleurs on doit avoir νi � 0. Donc
si νi > 0 on doit avoir b(x(ti)) � 0, ce qui contredit l’hypothèse. Le cas
b(x(ti)) < 0 est semblable.
La discussion est similaire lors de la jonction avec un arc frontière.

Lemme 53. Supposons que l’ordre de la contrainte est m = 2.

1. Le long d’un arc frontière, on a

η =
〈p, [[Y, X], X](x)〉 + ub〈p, [[Y, X], Y ](x)〉

([Y, X].c)(x)
.

2. En un point de contact, d’entrée, ou de sortie, on a

Φ(t+i ) = Φ(t−i ).
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3. En un point d’entrée, on a

νi =
Φ̇(t−i )

([Y, X].c)(x(ti))
,

et en un point de sortie,

νi = − Φ̇(t+i )

([Y, X].c)(x(ti))
.

Preuve. Prouvons 1). Le long de la frontière, on a Φ = 〈p, Y 〉 = 0, et en
dérivant, il vient

0 = Φ̇ = 〈p, [Y, X](x)〉,
0 = Φ̈ = 〈p, [[Y, X], X](x)〉 + ub〈p, [[Y, X], Y ](x)〉 − η([Y, X].)c(x).

Prouvons 2). On a

Φ(t+i ) = Φ(t−i ) − νi(Y.c)(x),

et Y.c = 0. D’où le résultat.
Prouvons 3). Lors de la jonction avec la frontière on a

0 = Φ̇(t+i ) = 〈p(t+i ), [Y, X](x(ti))〉

= 〈p(t−i ) − νi
∂c

∂x
, [Y, X](x(ti))〉

= Φ̇(t+i ) − νi([Y, X].c)(x(ti))

et de même en un point de sortie.

7.2.4 Classification locale des synthèses temps minimales
pour les problèmes avec contraintes

L’objectif de cette section est de présenter les techniques et des résultats par-
tiels de classification des synthèses optimales pour des systèmes en dimension
2 et 3, avec contraintes sur l’état. Elles fournissent des conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalité, à comparer avec les conditions nécessaires du principe
du maximum.

Préliminaires

On considère un problème de la forme ẋ = X(x) + uY (x), |u| � 1, x(0) = x0

fixé et on note x(t, x0, u) la solution issue de x0 en t = 0. Soit A+(x0)
l’ensemble des états accessibles en temps petit, ∪t assez petitx(t, x0, u). Le
système étendu associé au problème du temps minimal est le système

ẋ = X + uY, ẋ0 = 1, x0(0) = 1.
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Notons x̃ = (x, x0) et Ã+(x̃0) l’ensemble des états accessibles en temps pe-
tit pour le système étendu, avec x̃0 = (x0, 0). On note B̃(x̃0) sa frontière,
qui contient à la fois les trajectoires temps minimales et temps maximales,
paramétrées par le principe du maximum. Soit T > 0, on note B(x0, T ) les
extrémités des trajectoires temps minimales à T fixé. Le lieu de coupure C(x0)
est le lieu des points x1 pour lesquels il existe deux trajectoires minimisantes
issues de x0. Considérons le système avec la contrainte c(x) � 0, on définit
de façon similaire les états accessibles, leurs frontières et le lieu de coupure.
Ils sont notés avec l’indice b. Un programme de recherche important est de
calculer Cb(x0) et de stratifier Bb(q0, T ). On se limite ici à quelques cas en
dimension 2 et 3, applicables à notre étude.

Le cas plan

Soit w = (x, y) ∈ R2. On note ω = pdw la forme horloge définie sur le lieu des
points où X et Y sont indépendants par ω(X) = 1, ω(Y ) = 0. Les trajectoires
singulières sont localisées sur le lieu

S = {w ∈ R2 | det(Y (w), [Y, X](w)) = 0},

et le contrôle singulier est solution de

〈p, [[Y, X], X](w)〉 + us〈p, [[Y, X], Y ](w)〉 = 0.

La 2-forme dω s’annule précisément sur S.
Soit w0 un point de la frontière c = 0, identifié à 0. Le problème est de

déterminer le statut d’optimalité locale d’un arc frontière t �→ γb(t) associé
à un contrôle ub et de calculer les synthèses optimales au voisinage de 0. La
première étape est de construire une forme normale en supposant la contrainte
d’ordre 1.

Lemme 54. Supposons que

1. X(w0), Y (w0) soient indépendants ;
2. la contrainte soit d’ordre 1, c’est-à-dire Y c(w0) �= 0.

Alors, en changeant si nécessaire u en −u, il existe un difféomorphisme
local préservant w0 = 0 tel que le système contraint s’écrive

ẋ = 1 + ya(w),

ẏ = b(w) + u, y � 0.

Preuve. En utilisant un système de coordonnées locales préservant 0, on peut
identifier Y à ∂

∂y et l’arc frontière γb à t �→ (t, 0). Le domaine admissible est
soit y � 0, soit y � 0. En changeant si nécessaire u en −u, on peut l’identifier
à y � 0.
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Le cas générique A1

Faisons de plus les hypothèses suivantes :

1. Y (0) et [X,Y ](0) sont indépendants ;
2. l’arc frontière est admisible et non saturant en 0.

Avec ces hypothèses, dans la forme normale on a a(0) �= 0, |b(0)| < 1. Pour
analyser la synthèse optimale au voisinage de 0, on pose a = a(0), b = b(0),
et le modèle local est

ẋ = 1 + ay,

ẏ = b + u, y � 0.

La forme horloge est ω =
dx

1 + ay
et dω =

a

(1 + ay)2
dx ∧ dy.

Synthèses locales

Considérons tout d’abord le cas non contraint. Si a > 0, dω > 0 et chaque
trajectoire optimale est de la forme γ+γ−, une trajectoire de la forme γ−γ+

étant temps maximale, où γ+γ− désigne un arc γ+ associé à u = +1 suivi d’un
arc γ− associé à u = −1. Si a < 0, dω < 0 et chaque trajectoire optimale est
de la forme γ−γ+, une trajectoire de la forme γ+γ− étant temps maximale.

Pour le cas contraint, le même raisonnement utilisant ω montre que l’arc
frontière est temps minimal si et seulement si a > 0. On a donc prouvé le
résultat suivant.

Proposition 75. Dans le cas A1 :

1. pour le problème non contraint : si a > 0 un arc γ+γ− est temps minimal
et un arc γ−γ+ est temps maximal et inversement si a < 0 ;

2. pour le problème contraint, un arc frontière est optimal si et seulement si
a > 0 et dans ce cas une politique optimale est de la forme γ+γbγ−. Si
a < 0, chaque politique optimale est de la forme γ−γ+.

Lien avec le principe du minimum

Le long de la frontière, η =
〈p, [Y, X](w)〉

(Y.c)(w)
et 〈p, Y (w)〉 = 0. En notant p =

(px, py), on obtient η = −apx et px est orienté avec la convention 〈p,X +
uY 〉 + pt = 0, pt � 0. Donc px < 0 et signe(η) = signe(a), et la condition
nécessaire est violée si a < 0.
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Le cas singulier B1

Si Y et [X,Y ] sont dépendants en 0, alors a(0) = 0. Supposons que le lieu
S = {w ∈ R2 | det(Y (w), [X,Y ](w)) = 0} est une courbe simple. Avec nos
normalisations la pente de S en 0 est un invariant. En approchant S par une
droite les équations deviennent

ẋ = 1 + y(ay + bx),

ẏ = c + u, y � 0,

où S est identifiée à 2ay + bx = 0. On suppose a �= 0. Considérons tout
d’abord le système sans contrainte et u ∈ R. L’arc singulier peut être temps
minimal où temps maximal et les deux cas sont distingués par la condition de
Legendre-Clebsch :

• si a < 0 alors l’arc singulier est temps minimal ;
• si a > 0 alors l’arc singulier est temps maximal.

Le contrôle singulier est solution de b(1 + y(ay + bx)) + 2a(c + us) = 0
et sa valeur en 0 est us = −c − b/2a. La contrainte |us| � 1 impose donc la
condition |c + b/2a| � 1. La forme horloge est

ω =
dx

ay2 + bxy
, et dω =

2ay + bx

(ay2 + bxy)2
dx ∧ dy,

et signe(dω) = signe(2ay + bx). On suppose l’arc frontière admissible et non
saturant, |c| < 1. On a trois situations à distinguer pour le problème non con-
traint, correspondant au comportement des extrémales bang-bang, au voisi-
nage de la surface de commutation. En dérivant Φ = 〈p, Y (w)〉, on a en effet

Φ̇ = 〈p, [Y, X](w)〉,
Φ̈ = 〈p, [[Y, X], X](w)〉 + u〈p, [[Y, X], Y ](w)〉,

avec u = ±1, u(t) = −signe〈p, Y (w)〉, et p est orienté avec la convention
〈p,X + uY 〉 � 0. Les trois cas sont :

• Cas hyperbolique : Φ̈+ < 0, Φ̈− > 0 pour 〈p, Y 〉 = 〈p, [Y, X]〉 = 0 où Φ̈+ et
Φ̈− désignent les dérivées de Φ avec u = +1 et u = −1 respectivement.

• Cas elliptique : Φ̈+ > 0, Φ̈− < 0 pour 〈p, Y 〉 = 〈p, [Y, X]〉 = 0.
• Cas parabolique : Φ̈+ et Φ̈− ont le même signe pour 〈p, Y 〉 = 〈p, [Y, X]〉 = 0.

Dans le cas hyperbolique, l’arc singulier est admissible, non saturant et
temps minimal et la synthèse optimale est de la forme γ±γsγ±.

Dans le cas elliptique l’arc singulier est admissible, non saturant et la
synthèse optimale est bang-bang avec au plus une commutation.

Dans le cas parabolique l’arc singulier n’est pas admissible et la synthèse
optimale est bang-bang, avec au plus deux commutations.

On va analyser le cas contraint, en se limitant à la situation hyperbolique.
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Cas hyperbolique

a < 0, |c+b/2a| < 1, |c| < 1 et b �= 0. On a deux cas b > 0 et b < 0. Considérons
par exemple le premier cas. Pour le problème contraint, on utilise la forme
horloge et l’on en déduit que l’arc frontière est optimal si x � 0 et non optimal
si x < 0. Dans ce cas une trajectoire joignant deux points de la frontière est
de la forme γ−γsγb. Chaque courbe optimale, au voisinage de 0, a au plus 3
commutations et la synthèse optimale est de la forme γ±γsγbγ± .

Proposition 76. Sous nos hypothèses, dans le cas hyperbolique,

1. si b > 0, un arc frontière est optimal si et seulement si x � 0, et la
synthèse optimale est de la forme γ±γsγbγ± ;

2. si b < 0, un arc frontière est optimal si et seulement si x � 0, et la
synthèse optimale est de la forme γ±γbγsγ±.

Le cas de dimension 3

Supposons le système en dimension 3 et notons w = (x, y, z) les coordonnées.
Un premier résultat standard et important est le suivant.

Proposition 77. Supposons que X, Y et [Y, X] sont indépendants en w0,
alors l’ensemble des états accessibles A+(w0) en temps petit est homéomorphe
à un cône convexe d’intérieur non vide et dont la frontière est formée de
deux surfaces, S1 et S2 formées des extrémités respectives d’arcs de la forme
γ−γ+ et γ+γ−. De plus chaque point de l’intérieur est accessible avec un arc
γ−γ+γ+ et un arc γ+γ−γ+.

Pour construire la synthèse optimale on doit analyser la frontière de cet
ensemble d’état accessible, en considérant le système étendu. On considère
tout d’abord le cas non contraint. En dérivant la fonction de commutation
Φ(t) = 〈p(t), Y (w(t))〉, on obtient

Φ̇(t) = 〈p(t), [Y, X](w(t))〉,
Φ̈(t) = 〈p(t), [[Y, X], X + uY ](w(t))〉,

et si 〈p, [[Y, X], Y ](w)〉 ne s′annule pas on peut calculer le contrôle singulier
en résolvant Φ̈ = 0. On obtient

us = −〈p, [[Y, X], X](w)〉
〈p, [[Y, X], Y ](w)〉 .

Supposons Y et [X,Y ] indépendants. En utilisant l’homogénéité et les re-
lations 〈p, Y 〉 = 〈p, [Y, X]〉 = 0, on peut éliminer p . Introduisons D =
det(Y, [Y, X], [[Y, X], Y ]) et D′ = det(Y, [Y, X], [[Y, X], X]). Le contrôle sin-
gulier est donné par D′(w) + usD(w) = 0 et par chaque point générique
passe une direction singulière. La condition de Legendre-Clebsch permet de
distinguer entre les directions rapides et lentes. On a deux cas dans le cas non
exceptionnel où X, Y et [X,Y ] sont indépendants.
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• Cas 1 : si X, [[Y, X], Y ] pointent dans des directions opposées par rapport
au plan engendré par Y et [X,Y ], alors l’arc singulier est localement temps
minimal avec u ∈ R.

• Cas 2 : dans le cas contraire, l’arc singulier est localement temps maximal.

Prenons maintenant en compte la contrainte |us| � 1. L’arc singulier
est strictement admissible si |us| < 1, saturant si |us| = 1 en w0 et non
admissible si |us| > 1. On a trois cas génériques. Supposons X, Y et
[X,Y ] indépendants et p orienté ave la convention du principe du maximum
〈p,X+uY 〉 � 0. Soit t un instant de commutation d’une extrémale bang-bang,
Φ(t) = 〈p(t), Y (w(t))〉 = 0. Il est dit d’ordre 1 si Φ̇(t) = 〈p(t), [Y, X](w(t))〉 �= 0
et d’ordre 2 si Φ̇(t) = 0 mais Φ̈(t) = 〈p(t), [[Y, X], X + uY ](w(t))〉 �= 0 pour
u = ±1. La classification des extrémales au voisinage d’un point d’ordre 2 est
similaire au cas plan et on a 3 cas :

• Cas parabolique : Φ̈± ont le même signe.
• Cas elliptique : Φ̈+ > 0 et Φ̈− < 0.
• Cas hyperbolique : Φ̈+ < 0 et Φ̈− > 0.

Dans les cas parabolique et hyperbolique, la synthèse locale est déduite en
utilisant la classification des extrémales et la condition de Legendre-Clebsch.

Proposition 78. • Dans le cas hyperbolique, chaque politique optimale est
de la forme γ±γsγ±.

• Dans le cas parabolique, chaque politique optimale est bang-bang avec au
plus deux commutations, une politique parmi γ+γ−γ+ et γ−γ+γ− étant
temps minimale et l’autre temps maximale.

L’ensemble B(w0, T ) décrivant la synthèse optimale en un temps T est
homéomorphe à un disque fermé, dont la frontière est formée d’extrémités
d’arc γ−γ+ et γ+γ− dont l’intérieur est donné par les extrémités des extrémales
de la proposition précédente.

Dans le cas elliptique la situation est plus complexe. Chaque politique
optimale est bang-bang, avec au plus deux commutations, mais l’extrémalité
n’est pas suffisante pour construire la politique optimale car il existe un lieu
de coupure C(w0) formé de points où deux trajectoires γ+γ−γ+ et γ−γ+γ−

ayant le même temps se recoupent.
On va analyser le cas contraint. Si la contrainte est d’ordre 1, la situation

est semblable au cas plan. On va donc considérer le cas d’ordre 2 et pour des
raisons de simplicité et d’application au problème de rentrée atmosphérique,
on se restreint au cas parabolique.

Le cas parabolique contraint en dimension 3

Forme normale et synthèse optimale

Dans le cas parabolique, X, Y et [X,Y ] forment un repère et en introduisant
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[[Y, X], X ± Y ] = a±X + b±Y + c±[Y, X],

a± ont le même signe et la synthèse optimale pour le problème non contraint
ne dépend que de ce signe.

Si a± < 0, la politique temps minimale est γ−γ+γ− et la politique temps
maximale est γ+γ−γ+ et inversement si a± > 0. Pour construire la synthèse
optimale, on peut utiliser un modèle nilpotent où les crochets de Lie de
longueur supérieure à 4 sont nuls. De plus la direction singulière si elle ex-
iste n’est pas admissible et on peut donc la faire disparâıtre en supposant que
[[Y, X], Y ] = 0. On a alors a± = a et cela forme un modèle géométrique. On va
maintenant construire une forme normale, en prenant en compte la contrainte
sur l’état. Elle est supposée d’ordre 2 et on suppose que les conditions C1 et
C3 sont vérifiées : le long d’un arc frontière γb, [X,Y ].c �= 0, et le contrôle
frontière est admissible et non saturant.

Lemme 55. Sous nos hypothèses, un modèle local générique dans le cas
parabolique est

ẋ = a1x + a3z,

ẏ = 1 + b1x + b3z,

ż = c + u + c1x + c2y + c3z, |u| � 1,

où a3 > 0, la contrainte est x � 0 et l’arc frontière est identifié à γb : t �→
(0, t, 0). Il est admissible et non saturant si |c| � 1. De plus a = a3b1−a1b3 �= 0
et a3 = [X,Y ].c.

Preuve. Décrivons les normalisations.
Normalisation 1. Puisque Y (0) �= 0, on peut identifier localement Y à ∂

∂z . Les

difféomorphismes locaux ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) préservant 0 et Y vérifient
∂ϕ1

∂z
=

∂ϕ2

∂z
= 0 et

∂ϕ3

∂z
= 1. La contrainte étant d’ordre 2, Y c = 0 au voisinage de 0,

et le champ Y est tangent à toutes les surfaces c = α, α petit, donc
∂c

∂z
= 0.

Normalisation 2. Puisque c ne dépend pas de z, en utilisant un difféomorphisme
local préservant 0 et Y , on peut identifier la contrainte à c = x. Le système
se décompose en ẋ = X1(w), ẏ = X2(w), ż = X3(w) + u et x � 0. La con-
trainte ċ = 0 est ẋ = 0 et par hypothèse un arc frontière γb est contenu dans
x = ẋ = 0 et passe par 0. Dans le cas parabolique, l’approximation affine est
sufisante pour l’analyse et le modèle géométrique est

ẋ = a1x + a2y + a3z,

ẏ = b0 + b1x + b2y + b3z,

ż = c0 + c1x + c2y + c3z + u.

Normalisation 3. La normalisation finale concerne l’arc frontière. Dans le plan
x = 0, en faisant une transformation z = αy + z, on peut normaliser l’arc
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frontière à x = z = 0. Avec un difféomorphisme y′ = ϕ(y) on peut identifier
γb à t �→ (0, t, 0).

On en déduit la forme normale en changeant éventuellement u en −u, ce
qui a pour effet de permuter les arcs γ+ et γ−.

Cette forme normale est utile pour calculer la synthèse optimale locale.

Théorème 49. Considérons le problème du temps minimal pour un système
de la forme ẇ = X(w)+uY (w), w ∈ R3, |u| � 1, avec la contrainte c(w) � 0.
Soit w0 un point du bord c = 0. Supposons que les hypothèses suivantes soient
vérifiées :

1. X, Y et [X,Y ] sont indépendants en w0 et [[Y, X],X±Y ](w0) = a±X(w0)+
b±Y (w0) + c±[Y, X](w0) avec a± < 0.

2. Les contraintes sont d’ordre 2 et les hypothèses C1 et C3 sont satisfaites
en w0.

Alors l’arc frontière passant par w0 est localement temps minimal si et
seulement si l’arc γ− passant par w0 est contenu dans le domaine non admis-
sible c > 0. Dans ce cas la synthèse temps optimale avec arc frontière est de
la forme γ−γ⊤

+γbγ
⊤
+γ−, où γ⊤

+ sont des arcs tangents à la frontière.

Preuve. Suppsons le système normalisé, alors w0 = 0 et l’arc frontière γb

est identifié à t �→ (0, t, 0) et puisque a3 > 0, les arcs associés à u = ±1 et
tangents à γb sont contenus dans le domaine c � 0 si u = −1 et le domaine
c � 0 si u = +1. Soit B un point de l’arc frontière voisin de 0, B = (0, y0, 0).
Si u = ±1, les arcs associés issues de B sont approchés par

x(t) = a3(c0 + c2y0 + u)t2/2 + o(t2),

z(t) = (c0 + c2y0 + u)t + o(t).

Les projections dans le plan (x, z) des arcs γ−γ+γ− et γ+γ−γ+ joignant 0 à
B sont des boucles notées γ̃−γ̃+γ̃− et γ̃+γ̃−γ̃+. Puisque a3 > 0, les boucles
γ̃−γ̃+γ̃− et γ̃+γ̃−γ̃+ sont respectivement contenues dans x � 0 et x � 0.

Revenons au système d’origine. L’arc γ−γ+γ− joignant 0 à B est temps
minimal pour le système non contraint et s’il est contenu dans c � 0, il est
optimal pour le problème contraint. A l’opposé on peut joindre 0 à B par un
arc γ+γ−γ+ dans c � 0, mais cet arc est temps maximal. Dans ce cas l’arc
frontière est optimal. On en déduit alors aisément la synthèse optimale.

Lien avec le principe du maximum et interprétation géométrique

Supposons le système normalisé. Alors

η =
〈p, [[Y, X], X + ubY ](w)〉

[Y, X]c(w)
=

〈p, [[Y, X], X](w)〉
[Y, X]c(w)

,

et [Y, X](w) = −a3 < 0. Par ailleurs par extrémalité 〈p,X〉 < 0. La condition
nécessaire η � 0 impose a � 0. Dans ce cas γ+γ−γ+ est la politique optimale

7 Principe du maximum de P n ria uineo t g
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du problème non contraint et elle est contenue dans c � 0. Donc la condition
η � 0 est violée si a < 0 et c’est le cas où l’arc frontière est non optimal.

Si on note B1 et B2 respectivement les points d’entrée et de sortie avec la
frontière, les sauts ν1 et ν2 sont calculés avec les arcs joignant la frontière et
quittant la frontière.

Pour calculer la politique optimale joignant deux points P et Q de c < 0,
on doit ajuster les commutations pour arriver sur la frontière et partir de
la frontière avec la contrainte 〈p, Y 〉 = 0. D’un point de vue pratique, pour
calculer l’arc frontière on doit à partir de P viser la frontière, et au départ de la
frontière viser Q, en ajustant la commutation avant d’atteindre la frontière et
en partant de la frontière. Cela permet de calculer précisément la trajectoire
optimale avec un algorithme de tir où les paramètres sont les instants de
commutation, le vecteur adjoint étant éliminé.

Connexion de deux contraintes d’ordre 2 dans le cas parabolique

Dans notre application au problème de rentrée, on va devoir analyser le cas
où l’on doit connecter deux contraintes d’ordre 2, dans le cas parabolique.

Proposition 79. Considérons un système ẇ = X+uY , |u| � 1, w ∈ R3, avec
deux contraintes distinctes, ci(w) � 0, i = 1, 2. On suppose que les hypothèses
du théorème précédent sont vérifiées. Supposons de plus que les arcs frontières
sont optimaux. Soit U un voisinage w0 contenant des arcs frontières γ1

b et γ2
b

et supposons que l’arc γ1
b traverse la frontière c2 = 0. Alors il existe un modèle

géométrique de la forme

ẋ = a1x + a3z,

ẏ = 1 + b1x + b3z,

ż = c + u + c′1x + c′2y + c′3z,

où les arcs contraints sont identifiés à c1(w) = x, c2(w) = x + εy, ε > 0
petit. De plus la politique optimale locale avec arc frontière est de la forme
γ+γ⊤

−γ1
bγ

⊤
−γ2

bγ
⊤
−γ+, où l’arc intermédiaire γ⊤

− est le seul arc tangent aux deux
contraintes.

Preuve. La preuve est aisée. On normalise le système au voisinage de la
première contrainte et on normalise ensuite c2. La situation est claire car
géométriquement il existe un seul arc γ⊤

− tangent aux deux contraintes et qui
forme un pont entre les frontières.

7.3 Notes et sources

ski, R. Gamkrelidze, et E. Michtchenko, dans les années 50. Leur livre [60]
contient une preuve complète. L’approche utilisée est de construire un cône de

Le principe du maximum classique a été prouvé par L. Pontriaguine, V. Boltian-
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perturbation, comme dans [46], contrairement à l’approche utilisée par [38],
qui est plus fonctionnelle. La preuve présentée dans ce chapitre est principale-
ment inspirée de [1, 46]. Le lemme fondamental 46, qui est un théorème de
point fixe, est tiré de [1].

Les travaux de Weierstrass présentés dans ce chapitre sont extraits de
l’ouvrage de Bolza [6]. Pour les principes du maximum avec contraintes sur
l’état, voir le survey de [34]. Les conditions utilisées dans cette section sont
heuristiquement dues à Bryson et Ho [15] et prouvées formellement dans
l’article de Jacobson [39] pour le cas d’un système général. La version concer-
nant le cas affine est due à Maurer [49]. Pour un principe du maximum général
pour lequel la mesure sur le bord n’est pas décrite, voir [38]. L’approche dite
indirecte a été suggérée par Pontriaguine [60] où la dérivée de la contrainte
est pénalisée. Des conditions nécessaires rigoureuses sont établies sous des
conditions de régularité et la mesure est alors non singulière. Pour la classi-
fication des synthèses en petite dimension, voir [10] et pour le problème avec
contraintes sur l’état, voir [11].

7 Principe du maximum de P n ria uineo t g
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Le contrôle de l’arc atmosphérique

Dans ce chapitre, on s’intéresse au problème de contrôle optimal d’une navette
spatiale en phase de rentrée atmosphérique, où le contrôle est l’angle de ĝıte, et
le coût est le flux thermique total (facteur d’usure de la navette). L’objectif est
de déterminer une trajectoire optimale jusqu’à une cible donnée, de stabiliser
le système autour de cette trajectoire nominale, en tenant compte du fait que
l’engin est de plus soumis à des contraintes sur l’état. Ce problème a été défini
et résolu dans une série d’articles [12, 11, 14], en tenant compte des conditions
limites du cahier des charges du CNES.

8.1 Modélisation du problème de rentrée atmosphérique

8.1.1 Présentation du projet

Ce projet a été posé par le CNES, et est motivé par l’importance crois-
sante de la théorie du contrôle, et du contrôle optimal, dans les techniques
d’aérocapture :

• problèmes de guidage, transferts d’orbites aéroassistés,
• développement de lanceurs de satellites récupérables (où l’enjeu financier

est très important),
• problèmes de rentrée atmosphérique : c’est l’objet du fameux projet Mars

Sample Return développé par le CNES, qui consiste à envoyer une navette
spatiale habitée vers la planète Mars, dans le but de ramener sur Terre
des échantillons martiens.

Le rôle de l’arc atmosphérique est

• de réduire suffisamment l’énergie cinétique, par les forces de frottement
dans l’atmosphère,

• d’amener l’engin spatial d’une position initiale précise à une cible donnée,
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• de plus, il faut prendre en compte certaines contraintes sur l’état :
contrainte sur le flux thermique (non destruction de la navette), sur
l’accélération normale (présence humaine dans la navette), et sur la pres-
sion dynamique (contrainte structurelle),

• enfin, on cherche de plus à minimiser un critère d’optimisation : le flux
thermique total de la navette, représentant un facteur d’usure.

Une trajectoire optimale étant ainsi déterminée, on peut également se
poser le problème de stabiliser la navette autour de cette trajectoire, de façon
à prendre en compte de possibles perturbations.

Le contrôle est la configuration aérodynamique de la navette. La première
question qui se pose est la suivante : les forces aérodynamiques peuvent-elles
contribuer à freiner la navette de manière adéquate ? En fait si l’altitude
est trop élevée (supérieure à 120 km), alors la densité atmosphérique est trop
faible, et il est physiquement impossible de générer des forces aérodynamiques
suffisammanent intenses. Au contraire, si l’altitude est trop basse (moins
de 20 km), la densité atmosphérique est trop grande, et le seul emploi des
forces aérodynamiques conduirait à un dépassement du seuil autorisé pour le
flux thermique ou la pression dynamique. En effet la rentrée atmosphérique
s’effectue à des vitesses très élevées. En revanche si l’altitude est comprise
entre 20 et 120 km, on peut trouver un compromis. C’est ce qu’on appelle la
phase atmosphérique.

Durant cette phase atmosphérique, la navette se comporte comme un pla-
neur, les moteurs sont coupés : il n’y a pas de force de poussée. L’engin est donc
soumis uniquement à la gravité et aux forces aérodynamiques. Le contrôle est
l’angle de ĝıte cinématique qui représente l’angle entre les ailes et un plan
perpendiculaire à la vitesse. Enfin, on choisit comme critère d’optimisation le
flux thermique total de la navette.

La modélisation précise du problème a été effectuée dans [14]. Nous la
rappelons maintenant.

8.1.2 Modélisation du problème

Pour le problème de rentrée, la planète peut être la Terre ou Mars pour le
programme d’exploration. Dans les deux cas les équations sont les mêmes
sauf pour les paramètres spécifiques à chaque planète (rayon, masse, vitesse
de rotation, densité de l’atmosphère, etc). Dans nos calculs on va supposer
que la planète est la Terre. Pour modéliser le problème, on utilise les lois de
la mécanique classique, un modèle de densité atmosphérique et un modèle
pour les forces s’exerçant sur la navette, la force gravitationnelle et la force
aérodynamique qui se décompose en une composante dite de trâınée et une
composante dite de portance. Le contrôle est la ĝıte cinématique (l’angle
d’attaque est fixé).

On donne un modèle général tenant compte de la rotation (uniforme) de
la Terre autour le l’axe K = NS, à vitesse angulaire de module Ω. On note
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E = (e1, e2, e3) un repère galiléen dont l’origine est le centre O de la Terre,
R1 = (I, J, K) un repère d’origine O en rotation à la vitesse Ω autour de l’axe
K, et I l’intersection avec le méridien de Greenwich.

Soit R le rayon de la Terre et G le centre de masse de la navette. On note
R′

1 = (er, el, eL) le repère associé aux coordonnées sphériques de G = (r, l, L),
r � R étant la distance OG, l la longitude et L la latitude, voir figure 8.1, (i).

�

�

�
I

J

K

�� �

�L

er

eL el

G

(i)

�

�

�

v

		

er

eL

el

γ< 0 χ< 0

(ii)
Fig. 8.1.

Le système de coordonnées sphériques présente une singularité au pôle
Nord et au pôle Sud. Pour écrire la dynamique sous forme plus simple on
introduit le repère mobile R2 = (i, j, k) dont l’origine est G de la manière
suivante. Soit ζ : t �→ (x(t), y(t), z(t)) la trajectoire de G mesurée dans le
repère R1 et v la vitesse relative v = ẋI + ẏJ + żK. Pour définir i on pose :
v = |v|i. Le vecteur j est un vecteur unitaire du plan (i, er) perpendiculaire
à i et orienté par j.er > 0. On pose k = i ∧ j. La direction de la vitesse est
paramétrisée dans le repère R′

1 = (er, el, eL) par deux angles, voir figure 8.1,
(ii) :

• la pente γ, aussi appelée angle de vol, qui représente l’angle entre le plan
horizontal et un plan contenant le vecteur vitesse,

• l’azimut χ, qui est l’angle entre la projection de v dans un plan horizontal
et le vecteur eL, voir g 8.1.

L’équation fondamentale de la mécanique, qui est une équation différentielle
du second ordre sur R3, se traduit par un système dans les coordonnées
(r, l, L, v, γ, χ).

Par ailleurs on fait les hypothèses suivantes, le long de l’arc atmosphérique :

Hypothèse 1 : la navette est un planeur, c’est-à-dire que la poussée de la
navette est nulle.

iF .
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Hypothèse 2 : on suppose que la vitesse de l’atmosphère est la vitesse de
la Terre. La vitesse relative de la navette par rapport à la Terre est donc la
vitesse relative v.

8.1.3 Les forces

Les forces agissant sur la navette sont de deux types :

• force de gravité : pour simplifier on suppose que la Terre est sphérique et
que la force de gravité est orientée selon er. Dans le repère R2 elle s’écrit :

P = −mg(i sin γ + j cos γ),

où g = g0/r
2.

• force aérodynamique : la force fluide due à l’atmosphère est une force
F qui se décompose en :
– une composante dite de trâınée opposée à la vitesse de la forme :

D =(1

2
ρSCDv2)i, (8.1)

– une force dite de portance perpendiculaire à v donnée par :

L =
1

2
ρSCLv2(j cos µ + k sin µ), (8.2)

où µ est l’angle de ĝıte cinématique, ρ = ρ(r) est la densité de
l’atmosphère, et CD, CL sont respectivement les coefficients de trâınée
et de portance.

Hypothèse 3 : les coefficients CD et CL dépendent de l’angle d’attaque α
qui est l’angle entre l’axe du planeur et le vecteur vitesse. C’est a priori un
contrôle mais on suppose que durant l’arc atmosphérique il est fixé.

Notre seul contrôle est donc l’angle de ĝıte µ dont l’effet est double :
modifier l’altitude mais aussi tourner à droite ou à gauche.

On choisit pour la densité atmosphérique un modèle exponentiel :

ρ(r) = ρ0e
−βr, (8.3)

et par ailleurs on suppose que

g(r) =
g0

r2
. (8.4)

Le repère n’étant pas absolu, la navette est également soumise à la force

de Coriolis 2m
−→
Ω ∧ q̇ et à la force d’entrâınement m

−→
Ω ∧ (

−→
Ω ∧ q).
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8.1.4 Les équations du système

Finalement, l’arc atmosphérique est décrit par le système suivant :

dr

dt
= v sin γ

dv

dt
= −g sin γ − 1

2
ρ
SCD

m
v2 + Ω2r cos L(sin γ cos L − cos γ sin L cos χ)

dγ

dt
= cos γ(−g

v
+

v

r
)+

1

2
ρ
SCL

m
v cos µ + 2Ω cos L sin χ

+ Ω2 r

v
cos L(cos γ cos L + sin γ sin L cos χ)

dL

dt
=

v

r
cos γ cos χ

dl

dt
=

v

r

cos γ sin χ

cos L
dχ

dt
=

1

2
ρ
SCL

m

v

cos γ
sin µ +

v

r
cos γ tan L sin χ

+ 2Ω(sin L − tan γ cos L cos χ) + Ω2 r

v

sin L cos L sin χ

cos γ

(8.5)

où l’état est q = (r, v, γ, l, L, χ) et le contrôle est l’angle de ĝıte µ.
Dans la suite on pose r = rT + h, où rT est le rayon de la Terre, et h est

l’altitude de la navette.

8.1.5 Coordonnées Kepleriennes

En supposant la Terre fixe (i.e. Ω = 0) et que le système n’est soumis qu’à la
force de gravitation, les trajectoires ont les propriétés suivantes :

Propriété 1 : Elles sont planes.
Propriété 2 : Si l’énergie est strictement négative, ce sont des ellipses dont le

centre de la Terre est un foyer.

Ces propriétés sont la conséquence de l’existence d’intégrales premières qui
sont :

• le moment cinétique M = mx ∧ ẋ, où x est la position et ẋ la vitesse, la
conservation du moment cinétique impliquant que le mouvement est dans
un plan normal à M .

• l’énergie totale E = mẋ2

2 − g0

r .
• l’intégrale de Laplace, due à la nature spécifique du potentiel, L = ẋ ∧

M − g0er.
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Le mouvement Keplerien est donc caractérisé par la normale au plan de
l’ellipse x∧ẋ

|x∧ẋ| , l’angle ω du péricentre, la longueur du grand axe et l’excentricité

de l’ellipse, voir figure 8.2, (i).
La position du satellite sur l’ellipse est caractérisée par un angle θ que l’on

remplace en général par l’anomalie excentrique ϕ, voir figure 8.2, (ii).
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ϕ
θ − ω

O

(ii)
Fig. 8.2.

On rappelle les relations

a =
g0

2|E| , e =

√

1 + 2
EM2

mg2
0

.

L’angle ω caractérisant le péricentre est plus complexe à calculer. Pour un
mouvement général dans un champ central l’angle entre deux passages par un
péricentre n’est pas en général constant et dans le problème de Kepler on doit
pour le caractériser utiliser l’intégrale première de Laplace.

Notons r0 = |
−→

OG0| la position initiale, v0 la vitesse initiale, α0 l’angle

entre
−→

OG0 et v0, soit C = r0v0 sin α0, j0 vecteur unité perpendiculaire à
−→

OP0

dans le plan du mouvement, et H le vecteur défini par l’égalité

v0 = −g0

C
(j0 + H).

L’angle ω est défini par la propriété que l’angle entre H et
−→

OP est égal à π/2.
L’évolution sur la trajectoire elliptique est donnée par l’équation de Kepler

ϕ − e sin ϕ =
2π

T
(t − tP ),

où tP est l’instant de passage au péricentre, et T = 2πa3/2
√

m
g0

est la période

de révolution. Définissons
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ψ = (ϕ − e sin ϕ)
T

2π
.

Alors ψ̇ = 1, et on obtient la proposition suivante.

Proposition 80. Dans les coordonnées q = ( M
|M | , a, e, ω, ψ), l’équation de

Kepler est linéaire, K = ∂
∂ψ .

La dérive du système décrivant la navette est donc linéarisée dans un tel
système de coordonnées. On appelle ellipse osculatrice à une trajectoire du
système en un point q1 l’ellipse du système libre passant par q1. Le système de
coordonnées Keplerien est bien adapté pour étudier l’action de la trâınée qui
est colinéaire à v et le plan contenant l’ellipse osculatrice est dans ce cas fixe
et cöıncide avec le plan osculateur contenant la vitesse et l’accélération. Par
contre la force de portance est perpendiculaire à v. Un choix de coordonnées
canoniques pour étudier le système est délicat.

8.1.6 Le problème de contrôle optimal

Le problème est d’amener l’engin spatial d’une variété initiale M0 à une variété
finale M1, où le temps terminal tf est libre, et les conditions aux limites sont
données dans l table 8.1.

Conditions initiales Conditions finales

altitude (h) 119.82 km 15 km

vitesse (v) 7404.95 m/s 445 m/s

angle de vol (γ) 1.84 deg libre

latitude (L) 0 10.99 deg

longitude (l) libre ou fixée à 116.59 deg 166.48 deg

azimut (χ) libre libre

Tableau 8.1. Conditions aux limites

La navette est, au cours de la phase de rentrée atmosphérique, soumise à
trois contraintes :

• Contrainte sur le flux thermique

ϕ = Cq
√

ρv3
� ϕmax, (8.6)

• Contrainte sur l’accélération normale

γn = γn0(α)ρv2
� γmax

n , (8.7)

• Contrainte sur la pression dynamique

1

2
ρv2

� Pmax. (8.8)

e au

−
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acc l ration normale
pression
dynamique

flux thermique

v

d

Fig. 8.3. Contraintes sur l’état, et stratégie de Harpold/Graves

8.1.7 Stratégie d’Harpold et Graves

Si on fait l’approximation v̇ ≃ −d, le coût peut être écrit

C(µ) = K

∫ vf

v0

v2

√
d
dv, K > 0,

et la stratégie optimale consiste alors à maximiser l’accélération d pendant
toute la durée du vol. C’est la politique décrite dans [33], qui réduit le problème
à trouver une trajectoire suivant le bord du domaine d’états autorisés, dans
l’ordre suivant : flux thermique maximal, puis accélération normale maximale,
puis pression dynamique maximale, voir 8.3.

Cependant cette méthode n’est pas optimale pour notre critère, et notre
but est tout d’abord de chercher une trajectoire optimale, puis de la stabiliser.

8.1.8 Données numériques

• Données générales :

Elles sont représentées sur la figure 8.3 dans le domaine de vol, en fonction
de l’accélération d = 1

2
SCD

m ρv2 et de v.
Le problème de contrôle optimal est de minimiser le flux thermique total

C(µ) =

∫ tf

0

Cq
√

ρv3dt. (8.9)

Remarque 29. Concernant ce critère d’optimisation, plusieurs choix sont en
fait possibles et les critères à prendre en compte sont le facteur d’usure
lié à l’intégrale du flux thermique et le confort de vol lié à l’intégrale de
l’accélération normale. On choisit le premier critère, le temps final tf étant
libre.

giF .

é é
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Rayon de la Terre : rT = 6378139 m.
Vitesse de rotation de la Terre : Ω = 7.292115853608596.10−5 rad.s−1.

Modèle de gravité : g(r) =
g0

r2
avec g0 = 3.9800047.1014 m3.s−2.

• Modèle de densité atmosphérique :

ρ(r) = ρ0exp
(

− 1

hs
(r − rT )

)

avec ρ0 = 1.225 kg.m−3 et hs = 7143 m.

• Modèle de vitesse du son : vson(r) =
5
∑

i=0

air
i, avec

a5 = −1.880235969632294.10−22, a4 = 6.074073670669046.10−15,

a3 = −7.848681398343154.10−8, a2 = 5.070751841994340.10−1,

a1 = −1.637974278710277.106, a0 = 2.116366606415128.1012.

• Nombre de Mach : Mach(v, r) = v/vson(r).
• Données sur la navette :

Masse: m = 7169.602 kg.
Surface de référence : S = 15.05 m2.

Coefficient de trâınée : k =
1

2

SCD

m
.

Coefficient de portance : k′ =
1

2

SCL

m
.

• Coefficients aérodynamiques :

Table de CD(Mach, incidence)
0.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00 deg

0.00 0.231 0.231 0.269 0.326 0.404 0.500 0.613 0.738 0.868 0.994 1.245

2.00 0.231 0.231 0.269 0.326 0.404 0.500 0.613 0.738 0.868 0.994 1.245

2.30 0.199 0.199 0.236 0.292 0.366 0.458 0.566 0.688 0.818 0.948 1.220

2.96 0.159 0.159 0.195 0.248 0.318 0.405 0.509 0.628 0.757 0.892 1.019

3.95 0.133 0.133 0.169 0.220 0.288 0.373 0.475 0.592 0.721 0.857 0.990

4.62 0.125 0.125 0.160 0.211 0.279 0.363 0.465 0.581 0.710 0.846 0.981

10.00 0.105 0.105 0.148 0.200 0.269 0.355 0.458 0.576 0.704 0.838 0.968

20.00 0.101 0.101 0.144 0.205 0.275 0.363 0.467 0.586 0.714 0.846 0.970

30.00 0.101 0.101 0.144 0.208 0.278 0.367 0.472 0.591 0.719 0.849 0.972

50.00 0.101 0.101 0.144 0.208 0.278 0.367 0.472 0.591 0.719 0.849 0.972

Mach

Table de CL(Mach, incidence)

0.00 0.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00 deg

0.00 0.000 0.185 0.291 0.394 0.491 0.578 0.649 0.700 0.729 0.734 0.756

2.00 0.000 0.185 0.291 0.394 0.491 0.578 0.649 0.700 0.729 0.734 0.756

2.30 0.000 0.172 0.269 0.363 0.454 0.535 0.604 0.657 0.689 0.698 0.723

2.96 0.000 0.154 0.238 0.322 0.404 0.481 0.549 0.603 0.639 0.655 0.649

3.95 0.000 0.139 0.215 0.292 0.370 0.445 0.513 0.569 0.609 0.628 0.626

4.62 0.000 0.133 0.206 0.281 0.358 0.433 0.502 0.559 0.600 0.620 0.618

10.00 0.000 0.103 0.184 0.259 0.337 0.414 0.487 0.547 0.591 0.612 0.609

20.00 0.000 0.091 0.172 0.257 0.336 0.416 0.490 0.552 0.596 0.616 0.612

30.00 0.000 0.087 0.169 0.258 0.338 0.418 0.493 0.555 0.598 0.619 0.613

50.00 0.000 0.087 0.169 0.258 0.338 0.418 0.493 0.555 0.598 0.619 0.613

Mach

• Profil d’incidence imposé : Si le nombre de Mach est plus grand que 10
alors l’incidence est égale à 40. Si le nombre de Mach est compris entre 2 et
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10 alors l’incidence est une fonction linéaire du nombre de Mach, entre les
valeurs 12 et 40. Si le nombre de Mach est plus petit que 2 alors l’incidence
est égale à 12 (voir figure 8.4).

incidence

2 10

40

12

Fig. 8.4. Profil d’incidence imposé en fonction du nombre de Mach

• Contraintes sur l’état :
Contrainte sur le flux thermique ϕ = Cq

√
ρv3 � ϕmax, où

Cq = 1.705.10−4 S.I. et ϕmax = 717300 W.m−2.

Contrainte sur l’accélération normale

γn =
S

2m
ρv2CD

√

1 +

(

CL

CD

)2

� γmax
n = 29.34 m.s−2.

Contrainte sur la pression dynamique P =
1

2
ρv2

� Pmax = 25000 kPa.

• Conditions initiale et terminale : voir table 8.1.

8.1.9 La notion de trajectoire équilibrée

C’est un concept important dans la littérature spatiale que l’on peut traduire
ainsi. Considérons l’équation d’évolution de la pente, où le terme en Ω est
négligé,

dγ

dt
= cos γ(−g

v
+

v

r
)+

1

2
ρ
SCL

m
v cos µ.

Le domaine de vol équilibré est l’ensemble des conditions initiales tel que
0 ∈ [γ̇u1=−1, γ̇u1=+1] avec u1 = cos µ. Avec cos γ ∼ 1 et en négligeant le terme
en v

r on obtient la condition

1

2
ρ
SCL

m
>

g

v2
(8.10)

au

(voir figure 8.5).

nombre de Mach
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4000

contrainte sur la pression dynamique
équilibre

contrainte sur le
flux thermique

Fig. 8.5.

Cette condition n’est pas toujours réalisée, en particulier en début de tra-
jectoire, car il faut que la vitesse soit assez petite pour que la trajectoire soit
elliptique : E = 1

2mv2− g0

r < 0. Par ailleurs le domaine de vol équilibré dépend
de la densité de l’atmosphère (faible en début de trajectoire) et inversement
proportionnelle à la masse. C’est une condition de contrôlabilité cruciale qui
signifie que la portance peut équilibrer le terme de gravité.

On peut observer que pour µ = kπ la portance est contenue dans le plan
de l’ellipse osculatrice et le mouvement est plan.

8.1.10 Réduction du problème, modèle simplifié en dimension trois

Remarquons que le système (8.5) décrivant l’arc atmosphérique est de la forme

q̇ = X(q) + u1Y1(q) + u2Y2(q),

avec u1 = cosµ, u2 = sinµ et q = (r, v, γ, L, l, χ). Posons q1 = (r, v, γ) et
q2 = (L, l, χ). Alors on peut décomposer le système de la manière suivante :

q̇1 = f1(q1, u1) + O(Ω), q̇2 = f2(q, u2).

Plus précisément, le premier sous-système, qui représente le mouvement lon-
gitudinal de la navette, s’écrit

ṙ = v sin γ,

v̇ = −g sin γ − kρv2 + o(Ω),

γ̇ = cos γ
(

−g

v
+

v

r

)

+ k′ρvu1 + O(Ω),

(8.11)

et le second sous-système, qui représente le mouvement latéral , est
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L̇ =
v

r
cos γ cos χ,

l̇ =
v

r

cos γ sin χ

cos L
,

χ̇ =
k′ρv

cos γ
u2 +

v

r
cos γ tanL sin χ + O(Ω),

(8.12)

avec

k =
1

2

SCD

m
, k′ =

1

2

SCL

m
.

De plus, pour le contrôle de l’arc atmosphérique, le problème majeur au cours
du vol est de respecter la contrainte sur le flux thermique, et ceci requiert une
analyse fine du mouvement longitudinal de l’engin.

Ces remarques nous amènent à construire un modèle simplifié en dimension
3 du problème de rentrée atmosphérique. En effet, en négligeant la vitesse de
rotation de la planète, ou bien en supposant la force de Coriolis constante, le
système décrivant l’évolution de la navette se décompose en

q̇1 = f1(q1, u1), q̇2 = f2(q, u2).

Dans les coordonnées q1 = (r, v, γ), où le contrôle est u1 = cos µ, et où on
suppose la force de Coriolis constante, ce modèle simplifié s’écrit

ṙ = v sin γ,

v̇ = −g sin γ − kρv2,

γ̇ = cos γ(−g

v
+

v

r
)+ k′ρvu1 + 2Ω,

(8.13)

où le contrôle u1 vérifie la contrainte |u1| � 1. Pour ce modèle simplifié, on
ne prend en compte que la contrainte sur le flux thermique

ϕ = Cq
√

ρv3
� ϕmax.

Dans la section suivante, nous analysons en détails ce sous-problème.

8.2 Contrôle optimal et stabilisation sur le modèle

simplifié en dimension trois

Dans cette section on résout théoriquement puis numériquement le problème
de contrôle optimal pour le système simplifié en dimension trois, d’abord en
ne tenant pas compte de la contrainte sur le flux thermique, puis en la prenant
en compte.
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8.2.1 Le problème sans contrainte

Rappels sur le principe du maximum

Rappelons un énoncé de ce théorème fondamental adapté à notre problème.

Théorème 50. Considérons le système de contrôle dans Rn

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (8.14)

où f : Rn×Rm −→ Rn est de classe C1 et où les contrôles sont des applications
mesurables et bornées définies sur des intervalles [0, t(u)] de R+ et à valeurs
dans U ⊂ Rm. Soient M0 et M1 deux sous-ensembles de Rn. On note U
l’ensemble des contrôles admissibles dont les trajectoires associées relient un
point initial de M0 à un point final de M1. Pour un tel contrôle on définit le
coût

C(u) =

∫ t(u)

0

f0(x(t), u(t))dt,

où f0 : Rn × Rm −→ R est lisse et x(·) est la trajectoire solution de (8.14)
associée au contrôle u (problème de contrôle optimal à temps final non fixé).

Si le contrôle u ∈ U est optimal sur [0, t∗], alors il existe une application
non triviale (p(·), p0) : [0, t∗] −→ Rn ×R absolument continue appelée vecteur
adjoint, où p0 est une constante négative ou nulle, telle que la trajectoire
optimale x associée au contrôle u vérifie presque partout sur [0, t∗] le système

ẋ =
∂H

∂p
(x, p, p0, u), ṗ = −∂H

∂x
(x, p, p0, u), (8.15)

où H(x, p, p0, u) = 〈p, f(x, u)〉 + p0f0(x, u) est le Hamiltonien du système, et
on a la condition de maximisation presque partout sur [0, t∗]

H(x(t), p(t), p0, u(t)) = M(x(t), p(t), p0) (8.16)

où M(x(t), p(t), p0) = maxu∈U H(x(t), p(t), p0, u). De plus on a, pour tout
t ∈ [0, t∗],

M(x(t), p(t), p0, u(t)) = 0. (8.17)

Si M0 et M1 (ou juste l’un des deux ensembles) sont des variétés de Rn ayant
des espaces tangents en x(0) ∈ M0 et x(t∗) ∈ M1, alors le vecteur adjoint peut
être choisi de manière à satisfaire les conditions de transversalité aux deux
extrémités

p(0)⊥Tx(0)M0 et p(t∗)⊥Tx(t∗)M1.

Remarque 30. L’application du principe du maximum permet de ramener un
problème de contrôle optimal à un problème aux valeurs limites, qui se résout
ensuite numériquement avec une méthode de tir (cf [66]), ce que nous ferons
plus loin.
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Application au problème de la navette

Le système simplifié (8.13) en dimension trois peut s’écrire comme un système
de contrôle affine mono-entrée

ẋ(t) = X(x(t)) + u(t)Y (x(t)), |u(t)| � 1, (8.18)

où x = (r, v, γ), et

X = v sin γ
∂

∂r
− (g sin γ + kρv2)

∂

∂v
+ cos γ(−g

v
+

v

r
) ∂

∂γ
,

Y = k′ρv
∂

∂γ
,

Le coût est le flux thermique total

C(u) =

∫ tf

0

ϕdt,

avec ϕ = Cq

√

ρ(r)v3. On suppose de plus que g est constant.

Proposition 81. Toute trajectoire optimale est bang-bang, i.e. est une suc-
cession d’arcs associés au contrôle u = ±1.

Preuve. Dans notre cas le Hamiltonien s’écrit

H(x, p, p0, u) = 〈p,X(x) + uY (x)〉 + p0ϕ(x),

et la condition de maximisation implique que u = signe(〈p, Y 〉) si 〈p, Y 〉 �= 0. Il
suffit donc de montrer que la fonction t �→ 〈p(t), Y (x(t))〉, appelée fonction de
commutation, ne s’annule sur aucun sous-intervalle, le long d’une extrémale.
Supposons le contraire, i.e.

〈p(t), Y (x(t))〉 = 0,

sur un intervalle I. En dérivant deux fois par rapport à t il vient

〈p(t), [X,Y ](x(t))〉 = 0,

〈p(t), [X, [X,Y ]](x(t))〉 + u(t)〈p(t), [Y, [X,Y ]](x(t))〉 = 0,

où [., .] est le crochet de Lie de champs de vecteurs. Par conséquent sur
l’intervalle I le vecteur p(t) est orthogonal aux vecteurs Y (x(t)), [X,Y ](x(t)),
et [X, [X,Y ]](x(t)) + u(t)[Y, [X,Y ]](x(t)). Or on a le lemme suivant.

Lemme 56. Pour tout u tel que |u| � 1, on a

det (Y (x), [X,Y ](x), [X, [X,Y ]](x) + u[Y, [X,Y ]](x)) �= 0.
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Preuve (Preuve du lemme.). Le calcul donne

[X,Y ] = v cos γ
∂

∂r
− g cos γ

∂

∂v

[Y, [X,Y ]] = v sin γ
∂

∂r
− g sin γ

∂

∂v

et donc [Y, [X,Y ]] ∈ Vect(Y, [X,Y ]). Par ailleurs, det (Y, [X,Y ], [X, [X,Y ]])
n’est jamais nul dans le domaine de vol (où cos γ �= 0).

Il s’ensuit que p(t) = 0 sur I. Par ailleurs le Hamiltonien est identiquement
nul le long de l’extrémale, et par conséquent, p0ϕ(x(t)) = 0 sur I. Comme
ϕ �= 0, on en déduit p0 = 0. Donc le couple (p(·), p0) est nul sur I, ce qui est
exclu par le principe du maximum.

Le contrôle optimal u(t) est donc bang-bang, i.e. c’est une succession d’arcs
u = ±1. Nous avons le résultat suivant, qui découle d’une étude géométrique
détaillée dans [11, 14].

Proposition 82. La trajectoire optimale satisfaisant les conditions initiale et
finale (voir table 8.1) est constituée des deux arcs consécutifs u = −1 puis
u = +1.

Pour expliquer ce résultat suffit d’appliquer la proposition 78 du hap 7,
qui décrit la synthèse temps-minimale locale en dimension 3. Pour cela il
faut reparamétriser notre système par le flux, de manière à se ramener à un
problème de temps minimal.

On introduit un nouveau paramétrage s du système (8.18) en posant

ds = ϕ(q(t))dt. (8.19)

En notant ′ la dérivée par rapport à s, le système (8.18) s’écrit

x′ = X̄(x) + ux̄(q), |u| � 1 (8.20)

où X̄ = ψX, Ȳ = ψY , et ψ = 1
ϕ . Le problème de contrôle optimal équivaut

alors à un problème de temps minimal. On établit le lemme suivant à l’aide
de Maple.

Lemme 57. Dans le domaine de vol où cos γ �= 0, on a :

1. X̄, Ȳ , [X̄, Ȳ ] sont linéairement indépendants.
2. [Ȳ , [X̄, Ȳ ]] ∈ Vect {Ȳ , [X̄, Ȳ ]}.
3. [X̄, [X̄, Ȳ ]](x) = a(x)X̄(x) + b(x)Ȳ (x) + c(x)[X̄, Ȳ ](x) avec a < 0.

Avec les résultats du 8, la proposition s’ensuit.

au

C .

hapC .
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Simulations numériques

La trajectoire optimale est donc de la forme γ−γ+, où γ− (resp. γ+) représente
un arc solution du système (8.13) associé au contrôle u = −1 (resp. u = +1).
Il s’agit donc de déterminer numériquement le temps de commutation tc, i.e.
le temps auquel le contrôle u(t) passe de la valeur −1 à la valeur +1. Pour
cela, on peut procéder par dichotomie, de la manière suivante. Etant donné
un temps de commutation tc, on intègre le système en (r, v, γ), jusqu’à ce que
la vitesse v atteigne la valeur requise, soit 445 m/s. On effectue alors une
dichotomie sur tc de manière à ajuster l’altitude finale r(tf ) = rT +h(tf ) à la
valeur souhaitée, soit 15 km.

Remarque 31. Il s’agit d’un cas particulier de méthode de tir, qui se ramène
ici pour le problème simplifié à une dichotomie. Dans le cas général traité plus
loin, la mise en oeuvre d’une méthode de tir (multiple) est nécessaire.

Les résultats obtenus sont tracés sur les figures 8.6 et 8.7. On se rend
compte que cette stratégie ne permet pas de respecter la contrainte sur le
flux thermique, et n’est donc pas adaptée au problème. La prise en compte de
cette contrainte sur l’état est donc bien indispensable.
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Fig. 8.6. Coordonnées d’état pour le problème sans contrainte
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Fig. 8.7. Flux thermique, et angle de ĝıte (contrôle), pour le problème sans
contrainte

8.2.2 Le problème avec contrainte sur l’état

On tient maintenant compte de la contrainte sur le flux thermique.

Lemme 58. En supposant que CD et CL sont constants, la contrainte sur le
flux thermique est d’ordre deux, et l’hypothèse C1, à savoir

”

Y Xc ne s’annule
pas sur la frontière”(voir hap 8), est satisfaite dans le domaine de vol.

Dans la partie du domaine de vol où l’arc frontière est admissible et
non saturant (hypothèse C3), l’arc γ− viole la contrainte au voisinage
de la frontière. On déduit donc du théorème 49 du 7 le résultat suivant.

Proposition 83. [12, 11] La trajectoire optimale satisfaisant les conditions
initiale et finale requises est de la forme γ−γT

+γbγ
T
+, i.e. elle est constituée

des quatre arcs consécutifs : u = −1, u = +1, un arc frontière correspondant
à un flux thermique maximal, puis u = +1.

Comme pour le problème sans contrainte, on a trois temps de commutation
à calculer numériquement :

• le temps de commutation t1 de −1 à +1,
• le temps de commutation t2 de +1 à us, où us est l’expression du contrôle

permettant un flux thermique maximal,
• le temps de commutation t3 de us à +1.

Calcul du contrôle iso-flux us

Le long d’un arc frontière restant à flux thermique maximal, on doit avoir
ϕ = ϕmax. Par dérivation, on obtient

ϕ̇ = ϕ(−1

2

v

hs
sin γ − 3g0

r2v
sin γ − 3kρv),

ϕ̈ = A + Bu,

C .

hapC .

Flux thermique (W m2)/ î
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où les coefficients A et B sont calculés à l’aide de Maple. Le long de l’arc
frontière iso-flux, on doit avoir

ϕ(t) = ϕmax, ϕ̇(t) = ϕ̈(t) = 0,

d’où l’on déduit

us(t) = −A(t)

B(t)
.

L’expression obtenue pour us(t) est

us =
(

g0r
2v2 + 7kρv4r4sinγ − r3v4 cos2 γ − 2Ωr4v3 cos γ

− 18g0hsrv
2 cos2 γ − 6g2

0hs + 12g2
0hs cos2 γ + 12g0hsrv

2

− 12Ωg0hsr
2v cos γ + 6k2hsρ

2r4v4
)

/

(k′r2v2ρ(r2v2 + 6g0hs) cos γ).

Remarque 32. Les simulations à venir nous permettront de vérifier a posteri-
ori que ce contrôle us est bien admissible, i.e. vérifie la contrainte |us| � 1,
pendant la phase iso-flux.

Simulations numériques

Le temps de commutation t1 est calculé de la manière suivante. On intègre
le système (8.13) jusqu’à ce que ϕ̇ = 0. On calcule alors t1 par dichotomie
de façon à ajuster ϕ à sa valeur maximale ϕmax en ce temps d’arrêt. On
détermine ainsi numériquement le premier temps de commutation t1 = 153.5.
Le temps de sortie de la phase iso-flux est déterminé de manière complètement
analogue. Finalement, on arrive aux résultats représentés sur les figures 8.8
et 8.9.

On a donc ainsi déterminé numériquement une trajectoire optimale satis-
faisant les conditions aux limites souhaitées, et respectant la contrainte sur le
flux thermique.

Remarque 33. Pour le modèle non simplifié en dimension 6, ce n’est pas le
cas : les contraintes sur le facteur de charge et sur la pression dynamique ne
sont pas respectées, et il faut envisager une phase iso-accélération normale,
voir section suivante.

8.2.3 Stabilisation autour de la trajectoire nominale

On se propose maintenant de stabiliser le système simplifié autour de la trajec-
toire construite dans le paragraphe précédent, de façon à prendre en compte
d’éventuelles perturbations, dues aux erreurs de modèles, aux perturbations
atmosphériques, etc. Pour cela, on utilise la théorie linéaire-quadratique, qui
permet d’exprimer le contrôle sous forme de boucle fermée, au voisinage de la
trajectoire nomimale, de façon à la rendre stable.
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Fig. 8.8. Coordonnées d’état pour le problème avec contrainte
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Fig. 8.9. Flux thermique, et angle de ĝıte (contrôle), pour le problème avec
contrainte

Rappels sur l’équation de Riccati et sur les problèmes
de régulateurs

Soit T > 0 fixé, et soit x ∈ Rn. Considérons le problème LQ de trouver une
trajectoire solution de

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(0) = x, (8.21)

minimisant le coût quadratique

CT (u) = tx(T )Qx(T ) +

∫ T

0

(

tx(t)W (t)x(t) + tu(t)U(t)u(t)
)

dt, (8.22)

Angle de  g te (rad)îFlux  thermique (W m2)/
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où, pour tout t ∈ [0, T ], U(t) ∈ Mm(R) est symétrique définie positive, W (t) ∈
Mn(R) est symétrique positive, et Q ∈ Mn(R) est une matrice symétrique
positive. On suppose que la dépendance en t de A, B, W et U est L∞ sur
[0, T ]. Par ailleurs le coût étant quadratique, l’espace naturel des contrôles est
L2([0, T ], Rm).

La fonction valeur ST au point x est la borne inférieure des coûts pour le
problème LQ. Autrement dit,

ST (x) = inf{CT (u) | xu(0) = x}.

On fait l’hypothèse suivante sur U :

∃α > 0, ∀u ∈ L2([0, T ], Rm)

∫ T

0

tu(t)U(t)u(t)dt � α

∫ T

0

tu(t)u(t)dt.

(8.23)

Par exemple cette hypothèse est satisfaite si l’application t �→ U(t) est con-
tinue sur [0, T ] et T < +∞, ou encore s’il existe une constante c > 0 telle que
pour tout t ∈ [0, T ] et pour tout vecteur v ∈ Rm on ait tvU(t)v � ctvv.

Théorème 51. Sous l’hypothèse (8.23), pour tout x ∈ Rn il existe une unique
trajectoire optimale x associée au contrôle u pour le problème (8.21), (8.22).
Le contrôle optimal se met sous forme de boucle fermée

u(t) = U(t)−1 tB(t)E(t)x(t), (8.24)

où E(t) ∈ Mn(R) est solution sur [0, T ] de l’équation matricielle de Riccati

Ė(t) = W (t) − tA(t)E(t) − E(t)A(t) − E(t)B(t)U(t)−1 tB(t)E(t),

E(T ) = −Q.
(8.25)

De plus pour tout t ∈ [0, T ] la matrice E(t) est symétrique, et

ST (x) = −txE(0)x. (8.26)

Remarque 34. En particulier le théorème affirme que le contrôle optimal u se
met sous forme de boucle fermée

u(t) = K(t)x(t),

où K(t) = U(t)−1 tB(t)E(t). Cette forme se prête bien aux problèmes de
stabilisation, comme nous le verrons plus loin.

Remarque 35. Il est clair d’après l’expression (8.26) du coût minimal que la
matrice E(0) est symétrique négative. Si la matrice Q est symétrique définie
positive, ou bien si pour tout t ∈ [0, T ] la matrice W (t) est symétrique
définie positive, on montre que la matrice E(0) est de plus symétrique définie
négative.
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Remarque 36. Pour l’implémentation numérique de l’équation de Riccati, on
utilise une représentation linéaire de cette équation de Riccati, voir par ex-
emple [43].

Appliquons maintenant la théorie LQ précédente au problème du régulateur
d’état (ou

”

problème d’asservissement”, ou

”

problème de poursuite”, en
anglais

”

tracking problem”). Considérons le système de contrôle linéaire per-
turbé

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0, (8.27)

et soit ξ(t) une certaine trajectoire de Rn sur [0, T ], partant d’un point ξ0 (et
qui n’est pas forcément solution du système (8.27)). Le but est de déterminer
un contrôle tel que la trajectoire associée, solution de (8.27), suive le mieux
possible la trajectoire de référence ξ(t). La théorie LQ permet d’établir le
résultat suivant.

Proposition 84. Soit ξ une trajectoire de Rn sur [0, T ], et considérons le
problème de poursuite pour le système de contrôle

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0,

où l’on veut minimiser le coût

C(u) =t(x(T ) − ξ(T ))Q(x(T ) − ξ(T ))+
∫ T

0

(

tx(t) − ξ(t)W (t)(x(t) − ξ(t)) + tu(t)U(t)u(t)
)

dt.

Alors il existe un unique contrôle optimal, qui s’écrit

u(t) = U(t)−1 tB(t)E(t)(x(t) − ξ(t)) + U(t)−1 tB(t)h(t),

où E(t) ∈ Mn(R) et h(t) ∈ Rn sont solutions sur [0, T ] de

Ė = W − tAE − EA − EBU−1 tBE, E(T ) = −Q,

ḣ = −tAh − E(Aξ − ξ̇ + r) − EBU−1 tBh, h(T ) = 0,

et de plus E(t) est symétrique. Par ailleurs le coût minimal est alors égal à

− t(x(0) − ξ(0))E(0)(x(0) − ξ(0)) − 2th(0)(x(0) − ξ(0))

−
∫ T

0

(

2t(A(t)ξ(t) − ξ̇(t) + r(t))h(t) + th(t)B(t)U(t)−1 tB(t)h(t)
)

dt.

Remarque 37. Notons que le contrôle optimal s’écrit bien sous forme de boucle
fermée

u(t) = K(t)(x(t) − ξ(t)) + H(t).
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Considérons maintenant le système de contrôle non linéaire dans Rn

ẋ(t) = f(x(t), u(t)),

où f : Rn × Rm → Rn est C1, et les contrôles admissibles u sont à valeurs
dans Ω ⊂ Rm. Soit (xe(·), ue(·)) une trajectoire solution sur [0, T ], telle que

pour tout t ∈ [0, T ] on ait u(t) ∈
o

Ω.
Supposons maintenant que le système soit légèrement perturbé, ou bien

que l’on parte d’une condition initiale proche de xe(0), et que l’on veuille suivre
le plus possible la trajectoire nominale xe(·). Posons alors y(·) = x(·) − xe(·)
et v(·) = u(·)− ue(·). Au premier ordre, y(·) est solution du système linéarisé

ẏ(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t),

où

A(t) =
∂f

∂x
(xe(t), ue(t)), B(t) =

∂f

∂u
(xe(t), ue(t)).

Le but est alors de rendre l’erreur y(·) la plus petite possible, ce qui nous amène
à considérer, pour ce système linéaire, un coût quadratique du type précédent,
où les matrices de pondération Q,W,U sont à choisir en fonction des données
du problème. Il s’agit, au premier ordre, d’un problème de poursuite avec
ξ = xe. En particulier on a h = 0 pour ce problème.

C’est cette stratégie que l’on adopte pour stabiliser la navette vers sa
trajectoire de référence.

Application au problème de stabilisation de la navette

Pour tenir compte de la contrainte sur le contrôle, il faut d’abord modifier la
trajectoire nominale xe(·) obtenue précédemment de façon à ce qu’elle respecte
la nouvelle contrainte sur le contrôle |ue| � 1−ε, où ε est un petit paramètre.
On choisit par exemple ε = 0.05. On trouve alors de nouveaux temps de
commutation, qui sont

t1 = 143.59, t2 = 272.05, t3 = 613.37.

Les simulations sont effectuées en prenant des conditions initiales proches,
mais différentes,de celles d table 8.1. Le choix des poids est important. On
obtient des poids adaptés par tâtonnements, et en tenant compte de l’ordre
respectif des variables du système. Ici on a pris

W =

⎛

⎝

10−6 0 0
0 10−2 0
0 0 10

⎞

⎠ , Q =

⎛

⎝

10−6 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞

⎠ et U = 1010.

Bien entendu d’autres choix sont possibles. Ici notre choix de Q force l’altitude
finale à être proche de l’altitude souhaitée. En revanche on laisse plus de liberté
à la vitesse finale et à l’angle de vol final.

La trajectoire x(·) part d’un point x(0) différent de xe(0). On a pris les
données numériques suivantes :

u au
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• écart sur l’altitude initiale : 1500 m,
• écart sur la vitesse initiale : 40 m/s,
• écart sur l’angle de vol initial : 0.004 rad, soit 0.2292 deg.

Les résultats numériques obtenus sont assez satisfaisants : l’altitude finale
obtenue est 15359 km, et la vitesse finale est 458 m/s. L’écart par rapport aux
données souhaitées (altitude 15 km, vitesse 440 m/s) est donc assez faible.

Notons que l’écart sur l’angle de vol initial que nous avons pris ici est assez
important. Cette pente initiale est en effet un paramètre très sensible dans
les équations : si à l’entrée de la phase atmosphérique l’angle de vol est trop
faible, alors la navette va rebondir sur l’atmosphère (phénomène bien connu,
dit de rebond), et si au contraire il est trop important il sera impossible de
redresser l’engin, qui va s’écraser au sol.

Les figures suivantes sont le résultat des simulations numériques. La figure
8.10 représente l’écart entre l’état nominal et l’état réel, et la figure 8.11
l’écart entre le contrôle nominal et le contrôle réel (contrôle bouclé, ou contrôle
feedback). La figure 8.12 représente l’état, et la figure 8.13 le flux thermique.
On constate que la contrainte sur le flux thermique est à peu près respectée. On
peut conclure que la procédure de stabilisation ainsi réalisée est satisfaisante.

Fig. 8.10. Ecart entre l’état nominal et l’état réel
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Fig. 8.11. Contrôle bouclé, et correction par rapport au contrôle nominal

Fig. 8.12. Etat avec le contrôle feedback

8.3 Contrôle optimal du problème complet

Dans cette section nous effectuons le contrôle optimal de l’arc atmosphérique
du système complet (8.5), en dimension six, soumis aux trois contraintes sur
l’état : flux thermique, accélération normale, et pression dynamique.

8.3.1 Extrémales du problème non contraint

Considérons tout d’abord le problème sans contrainte sur l’état. Le Hamil-
tonien du système s’écrit
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Fig. 8.13. Flux thermique avec le contrôle feedback

H(q, p, u) = 〈p,X(q)〉 + u1 〈p, Y1(q)〉 + u2 〈p, Y2(q)〉 + p0ϕ,

où u = (u1, u2), u1 = cos µ, u2 = sinµ et p = (pr, pv, pγ , pL, pl, pχ) est le
vecteur adjoint.

En paramétrisant les trajectoires par ds = ϕ(q)dt, on se ramène à un
problème de temps minimal. Les contrôles vérifient la contrainte non con-
vexe u2

1 + u2
2 = 1, que l’on convexifie selon u2

1 + u2
2 � 1 de manière à as-

surer l’existence de solutions optimales. D’après le principe du maximum,
les contrôles extrémaux sont donnés, en dehors de la surface Σ : 〈p, Y1〉 =
〈p, Y2〉 = 0, par

u1 = cos µ =
〈p, Y1〉

√

〈p, Y1〉2 + 〈p, Y2〉2
=

cos γ pγ
√

cos2 γ p2
γ + p2

χ

,

u2 = sin µ =
〈p, Y2〉

√

〈p, Y1〉2 + 〈p, Y2〉2
=

pχ
√

cos2 γ p2
γ + p2

χ

(8.28)

Les extrémales correspondantes sont dites régulières, et celles qui sont con-
tenues dans la surface Σ sont dites singulières.

Remarque 38. Supposons que Ω soit négligeable. Si on impose u2 = 0, on
obtient un système de contrôle affine mono-entrée étudié dont la projection
sur l’espace (r, v, γ) a été étudiée dans la section précédente. Dans ce cas, la
force de portance est tangente au plan de la trajectoire du système libre, et
l’algèbre de Lie engendrée par X,Y1 est de dimension � 4. Les relations

dχ

dt
=

v

r
cos γ sin χ tan L,

dL

dt
=

v

r
cos γ cos χ,

conduisent à la réduction cruciale

Flux thermique (W m2)/



222 8 Le contrôle de l’arc atmosphérique

dχ

dL
= tanχ tan L,

et la relation
∫ χ

χ(0)

dχ

tan χ
=

∫ L

L(0)

tan L dL.

En particulier l’évolution L �→ χ(L) ne dépend pas du contrôle.

Calcul des extrémales singulières

Calculons les extrémales contenues dans la surface Σ, i.e. telles que pγ =
pχ = 0. Elles se projettent sur les trajectoires singulières du système affine
q̇ = X(q) + u1Y1(q) + u2Y2(q). Les trajectoires singulières (singularités de
l’application entrée-sortie) étant feedback invariantes (voir [10]), on peut rem-
placer Y1 par le champ de vecteurs constant ∂/∂γ, et Y2 par ∂/∂χ. Dans ce
cas, [Y1, Y2] = 0, et on peut considérer γ et χ comme des contrôles. Des calculs
formels sur les crochets de Lie conduisent au résultat suivant (pour plus de
détails, voir [14]).

Lemme 59. Les trajectoires singulières du système bi-entrée q̇ = X(q) +
u1Y1(q) + u2Y2(q) vérifient χ = kπ, k ∈ Z.

Les simulations numériques montrent que cette situation n’arrive jamais,
en fait on verra que χ(t) ∈]0, π/2] dans le domaine de vol.

Calcul des extrémales régulières

Les contrôles extrémaux sont alors donnés par les formules (8.28). Le calcul
du système extrémal est compliqué en raison du nombre de termes, et a été
réalisé avec Maple. Le Hamiltonien est H = 〈p,X + u1Y1 + u2Y2〉 + p0ϕ où
p0 � 0.

dr

dt
= v sin γ

dv

dt
= −g0 sin γ

r2
− k ρ v2 + Ω2 r cos L (sin γ cos L − cos γ sin L cos χ)

dγ

dt
=

(

− g0

r2 v
+

v

r

)

cos γ + k′ ρ v cos µ + 2Ω cos L sin χ

+
Ω2 r

v
cos L (cos γ cos L + sin γ sin L cos χ)

dL

dt
=

v

r
cos γ cos χ

dl

dt
=

v

r

cos γ sin χ

cos L
dχ

dt
=

k′ ρ v

cos γ
sin µ +

v

r
cos γ tan L sin χ + 2Ω (sin L − tan γ cos L cos χ)

+ Ω2 r

v

sin L cos L sin χ

cos γ
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dpr

dt
= − pv

(

2
g0 sin γ

r3
+

k ρ v2

hs
+ Ω2 cos L (sin γ cos L

− cos γ sin L cos χ)
)

− pγ

(

(

2
g0

r3 v
− v

r2

)

cos γ − k′ ρ v

hs
cos µ

+
Ω2

v
cos L (cos γ cos L + sin γ sin L cos χ)

)

+ pL
v

r2
cos γ cos χ + pl

v

r2

cos γ sin χ

cos L

− pχ

(

− k′ ρ v

hs cos γ
sin µ − v

r2
cos γ tan L sin χ

+
Ω2

v

sin L cos L sin χ

cos γ

)

+ p0 Cq
√

ρ v3

2hs

dpv

dt
= − pr sin γ + 2 pv k ρ v − pγ

(

( g0

r2 v2
+

1

r

)

cos γ + k′ ρ cos µ

− Ω2 r

v2
cos L (cos γ cos L + sin γ sin L cos χ)

)

− pL
cos γ cos χ

r

− pl
cos γ sin χ

r cos L

− pχ

( k′ ρ

cos γ
sin µ +

cos γ tanL sin χ

r
− Ω2 r

v2

sin L cos L sin χ

cos γ

)

− 3 p0 Cq
√

ρ v2

dpγ

dt
= − pr v cos γ − pv

(

− g0

r2
cos γ + Ω2 r cos L (cos γ cos L

+ sin γ sin L cos χ)
)

− pγ

(

( g0

r2 v
− v

r

)

sin γ +
Ω2 r

v
cos L (− sin γ cos L

+ cos γ sin L cos χ)
)

+ pL
v

r
sin γ cos χ + pl

v

r

sin γ sin χ

cos L

− pχ

(

k′ ρ v
sin γ

cos2 γ
sin µ − v

r
sin γ tan L sin χ

− 2Ω (1 + tan2 γ) cos L cos χ +
Ω2 r

v

sin L cos L sin χ sin γ

cos2 γ

)
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dpL

dt
= − pv

(

− Ω2 r sin L (sin γ cos L − cos γ sin L cos χ)

+ Ω2 r cos L (− sin γ sin L − cos γ cos L cos χ)
)

− pγ

(

− 2Ω sin L sin χ − Ω2 r

v
sin L (cos γ cos L

+ sin γ sin L cos χ)

+
Ω2 r

v
cos L (− cos γ sin L + sin γ cos L cos χ)

)

− pl
v

r

cos γ sin χ sin L

cos2 L

− pχ

(v

r
cos γ (1 + tan2 L) sin χ + 2Ω (cos L + tan γ sin L cos χ)

+
Ω2 r

v

cos2 L sin χ

cos γ
− Ω2 r

v

sin2 L sin χ

cos γ

)

dpl

dt
= 0

dpχ

dt
= − pv Ω2 r cos L cos γ sin L sin χ

− pγ

(

2Ω cos L cos χ − Ω2 r

v
cos L sin L sin γ sin χ

)

+ pL
v

r
cos γ sin χ − pl

v

r

cos γ cos χ

cos L

− pχ

(v

r
cos γ tanL cos χ + 2Ω tan γ cos L sin χ

+
Ω2 r

v

sin L cos L cos χ

cos γ

)

Remarque 39. L’analyse du flot extrémal, initialisée dans [14], est complexe.
Ceci est dû d’une part aux singularités méromorphes en pγ = pχ = 0,
d’autre part à l’existence d’extrémales singulières. Heureusement, dans notre
problème, on n’a pas besoin de connâıtre une classification des extrémales,
car les conditions limites conduisent via les conditions de transversalité à des
simplifications et réductions notables.

8.3.2 Construction d’une trajectoire quasi-optimale

On prend maintenant en compte les trois contraintes sur l’état. Les sim-
ulations numériques montrent que la contrainte sur le flux thermique con-
cerne les vitesses élevées, celle sur l’accélération normale concerne les vitesses
moyennes, et celle sur la pression dynamique concerne les basses vitesses.
Donc, si la trajectoire contient des arcs frontières, cela doit être dans l’ordre
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suivant : flux thermique, accélération normale, pression dynamique. Par
ailleurs l’étude faite sur le système simplifié en dimension trois montre qu’un
arc frontière iso-flux est inévitable ; en fait cet arc représente le moment
stratégique du vol, et aussi le plus dangereux.

Début de la trajectoire

Pour construire le début de la trajectoire, faisons deux remarques préliminaires.

1. Observation numérique : la force de Coriolis. Selon les données numériques
8.1, les valeurs initiale et finale r(0), v(0), γ(0), L(0), r(tf ), v(tf ),

L(tf ), l(tf ) sont fixées, et par ailleurs l(0) est libre ou fixée, et χ(0), γ(tf ),
χ(tf ) sont libres.

Numériquement on observe le phénomène suivant. Si Ω = 0, alors pour
tout contrôle µ(t), la trajectoire associée partant de (r(0), v(0), γ(0)) viole la
contrainte sur le flux thermique en un temps tf tel que r(tf ) � rT + 40000.

Par conséquent, la force de Coriolis ne peut pas être négligée au début de
la trajectoire. Elle est en fait utilisée pour permettre à la navette de joindre
un arc frontière iso-flux. Cela peut se comprendre en analysant l’équation

γ̇ =
(

−g

v
+

v

r

)

cos γ + k′ρv cos µ + Fc + Fe,

où
Fc = 2Ω cos L sin χ

est la composante de Coriolis, et

Fe = Ω2 r

v
cos L(cos γ cos L + sin γ sin L cos χ)

est la composante centripète. Au début de la phase de rentrée atmosphérique,
la force de portance est très peu intense, et Fc compense le terme gravitation-
nel −g/v. En particulier, au début de la trajectoire il faut que Fc + Fe > 0.
Concrètement, la force de Coriolis aide la navette à se redresser de manière à
respecter la contrainte sur le flux thermique. Par ailleurs il est facile de voir
que Fc est maximale lorsque L = 0 et χ = π/2. Ceci est confirmé par les simu-
lations numériques, qui montrent que les trajectoires respectant la contrainte
sur le flux thermique doivent être telles que χ(0) est proche de π/2 (notons
par ailleurs que la donnée L(0) = 0 est imposée).

2. Une extrémale particulière. Sans avoir à négliger Ω, on observe que les
trajectoires telles que χ(0) = ±π/2 et L(0) = 0, associées à un contrôle tel
que sinµ = 0, vérifient χ(t) = ±π/2 et L(t) = 0 pour tout t. En fait on
peut montrer que ces trajectoires sont des projections d’extrémales pour le
problème (auxiliaire) de maximiser la longitude finale (voir [12]).

Ces deux remarques préliminaires montrent que, au début de la phase at-
mosphérique, on peut considérer avec une bonne approximation que la trajec-
toire se projette sur la trajectoire optimale du système simplifié en dimension

d tableu au
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trois, étudié à la section précédente. On est donc amené à choisir le contrôle
µ = π, puis µ = 0, l’instant de commutation étant un paramètre permettant
de régler l’entrée dans l’arc iso-flux.

Seconde partie de la trajectoire

En fait la rotation de la Terre n’est non-négligeable qu’au début de la trajec-
toire, mais à partir du moment où on a rejoint la phase iso-flux on constate
numériquement que les forces de Coriolis et centripète sont négligeables par
rapport aux forces de frottement et de gravitation. On peut donc désormais
supposer que Ω = 0. L’avantage est que le sous-système longitudinal étudié
précédemment est autonome.

Concernant les contraintes sur l’état, on vérifie numériquement que les
deux contraintes sur le flux thermique et sur l’accélération normale sont ac-
tives, mais que si on cherche à saturer la contrainte sur la pression dynamique
alors le point final désiré n’est plus accessible. Ainsi, les conditions aux lim-
ites impliquent que la contrainte sur la pression dynamique n’est pas active
au cours vu vol.

Par ailleurs, d’après la proposition 79 du 7 on a le résultat suivant.

Lemme 60. Considérons le système ẋ = X + uY , où x ∈ R3 et |u| � 1
décrivant le mouvement longitudinal soumis aux deux contraintes ci(x) �

0, i = 1, 2, sur le flux thermique et l’accélération normale. Soit x0 un point
tel que c1(x0) = c2(x0) = 0. Alors, dans un voisinage de x0, la politique op-
timale est de la forme γ−γT

+γfluxγB
+γaccγ

T
+γ−, où γflux, γacc sont des arcs

frontières, et γB
+ est le seul arc intermédiaire entre les deux contraintes, tan-

gent aux deux surfaces c1 = 0 et c2 = 0.

A ce point de l’étude, il faut distinguer deux problèmes, car dans les con-
ditions limites la longitude initiale peut être fixée ou non.

Problème 1 : longitude initiale libre

Dans ce cas, la longitude l n’apparaissant pas dans le second membre du
système, on se ramène à un système de dimension 5. Le lemme précédent
décrit la politique optimale locale du sous-système cinématique (mouvement
longitudinal) pour des conditions aux limites fixées sur (r, v, γ). L’angle final
γ(tf ) étant libre, on en déduit (condition de transversalité) pγ(tf ) = 0, et
il faut retirer une commutation dans la politique précédente. Autrement dit,
la politique optimale locale est dans ce cas de la forme γ−γT

+γfluxγB
+γaccγ

T
+.

Ceci est en fait valable pour le système entier puisque d’après la remarque
38, le paramètre χ(0) (proche de π/2) permet d’ajuster la valeur finale L(tf )
de la latitude. De plus ce résultat est global, car on vérifie numériquement
que cette extrémale ainsi construite est la seule à satisfaire les conditions aux
limites désirées.

hapC .
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Problème 2 : longitude initiale fixée

Remarquons tout d’abord que, dans le problème 1, on obtient numériquement
l(tf )− l(0) ≃ 40 deg. Pour le problème 2 où la longitude initiale est imposée,
cette différence doit être de l’ordre de 50 deg. Par conséquent la stratégie
consiste, par rapport au problème précédent, à augmenter la longitude initiale
dont l’évolution est décrite par

l̇ =
v

r

cos γ sin χ

cos L
,

avec L proche de 0. On peut alors vérifier que l(t) est forcément, pour ces
conditions aux limites, une fonction strictement croissante (cela est dû au fait
que χ(t) ∈]0, π/2[ au cours du vol). On peut donc reparamétriser le système
par la longitude :

dr

dl
= r

tan γ cos L

sin χ

dv

dl
= −kρ r

v

cos γ

cos L

sin χ
− gr cos L tan γ

v sin χ

dL

dl
=

cos L

tanχ

dχ

dl
=

k′ρ r

cos2 γ

cos L

sin χ
sin µ + sinL

On a de plus déjà remarqué que si sin µ = 0 alors tanχ tanLdL = dχ. Par
conséquent on s’est ramené au problème d’atteindre de manière optimale le
point (r(lf ), v(lf ), L(lf )), où lf est fixé. Comme précédemment, χ(0) permet
de régler L(lf ). Un arc final γ− est donc requis pour atteindre le point termi-
nal.

Par ailleurs numériquement on constate que dans ce cas la contrainte sur
l’accélération normale n’est plus active. On en déduit que dans ce cas la poli-
tique optimale est donnée, en approximation, par γ−γT

+γfluxγT
+γ−.

Résumons ces résultats dans une proposition.

Proposition 85. La trajectoire optimale de l’arc atmosphérique satisfaisant
les conditions aux limites d table 8.1 est, en approximation, de la forme :

• γ−γ+γfluxγ+γaccγ
T
+ pour le problème 1 (longitude initiale libre),

• γ−γ+γfluxγ+γ− pour le problème 2 (longitude initiale fixée),

où γ+ (resp. γ−) est un arc associé au contrôle µ = 0 (resp. µ = π), et γflux

(resp. γacc) est un arc frontière pour la contrainte sur le flux thermique (resp.
sur l’accélération normale), voir figures 8.14 et 8.15.

Ce résultat est une approximation qui consiste à écrire sin µ ≈ 0 en dehors
des arcs frontières. Or, une simulation numérique du flot extrémal complet

auu
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pression
dynamique

flux thermique

γ−

γ+

γflux

γacc γ+

γ+

Fig. 8.14. Trajectoire quasi-optimale du problème 1

pression
dynamique

flux thermique

γ−

γ+

γfluxγ+

γ−

accélération normale

Fig. 8.15. Trajectoire quasi-optimale du problème 2

montre que cette approximation est très bonne, car |pχ/pγ | reste très petit
(de l’ordre de 10−3) sauf pendant des temps très courts (lorque pγ s’annule).

L’expression des contrôles frontières est calculée, comme dans la section
précédente, à l’aide de Maple (pour le détail des calculs, voir [12]). Les sim-
ulations numériques sont effectuées dans le chapitre suivant, à l’aide d’une
méthode de tir multiple.

8.4 Notes et sources

Pour le modèle, voir [24]. Les résultats de nos recherches sont présentés dans
[14, 11, 12].

accélération normale
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Méthodes numériques en contrôle optimal

9.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter des méthodes numériques indirectes
en contrôle optimal, utilisées dans nos études pour calculer numériquement
les solutions optimales. Par opposition aux méthodes directes, qui consistent
à discrétiser totalement le problème de contrôle optimal et se ramènent à un
problème d’optimisation non linéaire avec contraintes, les méthodes indirectes
sont fondées sur le principe du maximum, et nécessitent une étude théorique
préalable, à savoir une analyse géométrique préliminaire du flot extrémal.
L’application du principe du maximum réduit le problème à un problème
aux valeurs limites, que l’on résout numériquement avec une méthode de tir
(fondée sur une méthode de Newton).

Etant donné le contexte de cet ouvrage, on se limite aux méthodes indi-
rectes. L’objectif est de fournir des algorithmes facilement implémentables, qui
permettent de calculer des trajectoires optimales pour la topologie C0, sous
des conditions génériques, qui intègrent le calcul des extrémales solutions du
principe du maximum et la vérification des conditions suffisantes d’optimalité
du second ordre.

L’organisation de ce chapitre est la suivante.
Nous rappelons tout d’abord une version générale du principe du maxi-

mum, puis expliquons le principe de la méthode de tir simple et de tir multiple.
Ces méthodes sont illustrées par deux applications non triviales : le transfert
orbital, et le problème de rentrée atmosphérique. Nous expliquons ensuite la
méthode de continuation, essentielle lors de la mise en oeuvre de la méthode
de tir.

La section suivante est consacrée aux méthodes du second ordre. Le
principe du maximum donne en effet une condition nécessaire d’optimalité
du premier ordre, mais réciproquement la projection d’une extrémale n’est
pas nécessairement optimale. Nous rappelons la théorie des points conjugués,
et donnons des algorithmes de calculs.
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9.2 Méthodes du premier ordre : tir simple, tir multiple

9.2.1 Préliminaires

Rappelons le principe du maximum, le temps final étant libre.

Principe du maximum sans contrainte sur l’état

Considérons le système de contrôle dans Rn

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (9.1)

où f : Rn × Rm −→ Rn est lisse et où les contrôles sont des applications
mesurables et bornées définies sur des intervalles [0, t(u)] de R+ et à valeurs
dans U ⊂ Rm. Soient M0 et M1 deux sous-ensembles de Rn. On note U
l’ensemble des contrôles admissibles dont les trajectoires associées relient un
point initial de M0 à un point final de M1. Pour un tel contrôle on définit le
coût

C(u) =

∫ t(u)

0

f0(x(t), u(t))dt,

où f0 : Rn × Rm −→ R est C1 et x(·) est la trajectoire solution de (9.1)
associée au contrôle u (problème de contrôle optimal à temps final non fixé).

Si le contrôle u ∈ U est optimal sur [0, t∗], alors il existe une application
non triviale (p(·), p0) : [0, t∗] −→ Rn ×R absolument continue appelée vecteur
adjoint, où p0 est une constante négative ou nulle, telle que la trajectoire
optimale x associée au contrôle u vérifie presque partout sur [0, t∗] le système

ẋ =
∂H

∂p
(x, p, p0, u), ṗ = −∂H

∂x
(x, p, p0, u), (9.2)

où H(x, p, p0, u) = 〈p, f(x, u)〉 + p0f0(x, u) est le Hamiltonien du système, et
on a la condition de maximisation presque partout sur [0, t∗]

H(x(t), p(t), p0, u(t)) = M(x(t), p(t), p0), (9.3)

où M(x(t), p(t), p0) = maxv∈U H(x(t), p(t), p0, v). De plus on a pour tout
t ∈ [0, t∗]

M(x(t), p(t), p0) = 0. (9.4)

Si M0 et M1 (ou juste l’un des deux ensembles) sont des sous-variétés régulières
de Rn ayant des espaces tangents en x(0) ∈ M0 et x(t∗) ∈ M1, alors le vecteur
adjoint peut être choisi de manière à satisfaire les conditions de transversalité
aux deux extrémités

p(0)⊥Tx(0)M0 et p(t∗)⊥Tx(t∗)M1.

Définition 86. On appelle extrémale un quadruplet (x(·), p(·), p0, u(·)) solu-
sont

satisfaites, on dit que l’extrémale est une BC-extrémale.
tion de (9.2) et (9.3). Si de plus les conditions de transversalité
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Principe du maximum avec contraintes sur l’état

Considérons le cas plus général où il existe des contraintes sur l’état de la
forme ci(x) � 0, i = 1, . . . , k, et où les ci : Rn → R sont lisses. Alors le
vecteur adjoint p(·) n’est pas nécessairement continu, et p(·) est solution de
l’équation intégrale

p(t) = p(t∗) +

∫ t∗

t

∂H

∂x
dt −

k
∑

i=1

∫ t∗

t

∂ci

∂x
dµi,

où les µi sont des mesures positives ou nulles dont le support est contenu dans
{t ∈ [0, t∗] | ci(x(t)) = 0}.

9.2.2 Méthode de tir simple

Le principe du maximum donne une condition nécessaire d’optimalité et af-
firme que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. Si l’on
est capable, à partir de la condition de maximum, d’exprimer le contrôle
extrémal en fonction de (x(t), p(t)), alors le système extrémal est un système
différentiel de la forme ż(t) = F (t, z(t)), où z(t) = (x(t), p(t)), et les conditions
initiales, finales, et les conditions de transversalité, se mettent sous la forme
R(z(0), z(t∗)) = 0. Finalement, on obtient le problème aux valeurs limites

{

ż(t) = F (t, z(t)),

R(z(0), z(t∗)) = 0.
(9.5)

Remarque 40. Dans le cas non contraint, ce problème est bien posé car le
nombre d’équations est égal au nombre d’inconnues. En revanche, dans le cas
contraint, il existe une indétermination due à l’existence d’une mesure. Par
ailleurs, si le temps final est libre, l’annulation du Hamiltonien fournit une
équation supplémentaire.

Définition 87. Notons z(t, z0) la solution du problème de Cauchy

ż(t) = F (t, z(t)), z(0) = z0,

et définissons la fonction de tir

G(t∗, z0) = R(z0, z(t∗, z0)). (9.6)

Le problème (9.5) aux valeurs limites est alors équivalent à

G(t∗, z0) = 0,

i.e. il s’agit de déterminer un zéro de la fonction de tir G.
Ceci peut se résoudre par une méthode de Newton.
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Remarque 41. Si la condition de maximisation (9.3) permet de déterminer
localement le contrôle comme une fonction u(x, p) lisse, alors la fonction de
tir G est lisse, ce qui assure la validité de la méthode. De plus, pour appliquer
une méthode de Newton il faut que G soit localement une immersion, ce qui
est lié à l’existence de temps conjugués, voir plus loin.

Remarque 42. Rappelons brièvement le principe des méthodes de Newton. Il
s’agit de résoudre numériquement G(z) = 0, où G : Rp → Rp est une fonction
de classe C1. L’idée de base est la suivante. Si zk est proche d’un zéro z de G,
alors

0 = G(z) = G(zk) + dG(zk).(z − zk) + o(z − zk).

On est alors amené à considérer la suite définie par récurrence

zk+1 = zk − (dG(zk))−1.G(zk),

un point initial z0 ∈ Rp étant choisi, et on espère que zk converge vers le zéro
z. Ceci suppose donc le calcul de l’inverse de la matrice jacobienne de G, ce
qui doit être évité numériquement. Il s’agit alors, à chaque étape, de résoudre
l’équation

G(zk) + dG(zk).dk = 0,

où dk est appelé direction de descente, et on pose zk+1 = zk + dk.
Si la fonction est de classe C2, l’algorithme de Newton converge, et la

convergence est quadratique, voir par exemple [66]. Il existe de nombreuses
variantes de la méthode Newton : méthode de descente, de quasi-Newton,
de Newton quadratique, de Broyden, ... Cette méthode permet, en général,
une détermination très précise d’un zéro. Son inconvénient principal est la
petitesse du domaine de convergence. Pour faire converger la méthode, il faut
que le point initial z0 soit suffisamment proche de la solution recherchée z.
Ceci suppose donc que pour déterminer le zéro z il faut avoir au préalable une
idée approximative de la valeur de z.

Du point de vue du contrôle optimal, cela signifie que, pour appliquer
une méthode de tir, il faut avoir une idée a priori de la trajectoire optimale
cherchée. Ceci peut sembler paradoxal, mais il existe des moyens de se donner
une approximation, même grossière, de cette trajectoire optimale. Il s’agit là
en tout cas d’une caractéristique majeure des méthodes de tir : elles sont très
précises mais requièrent une connaissance a priori (plus ou moins grossière)
de la trajectoire optimale cherchée.

9.2.3 Méthode de tir multiple

Dans le cas du contrôle optimal, le système extrémal, qui est Hamiltonien,
est toujours instable, ce qui peut créer des problèmes numériques dans
l’application de la méthode de tir simple si le temps d’intégration est grand.
Ceci justifie l’introduction de la méthode de tir multiple.
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Par rapport à la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple découpe
l’intervalle [0, tf ] en N intervalles [ti, ti+1], et se donne comme inconnues les
valeurs z(ti) au début de chaque sous-intervalle. Il faut prendre en compte
des conditions de recollement en chaque temps ti (conditions de continuité).
L’intérêt est d’améliorer la stabilité de la méthode. Une référence classique
pour l’algorithme de tir multiple est [66].

De manière plus précise, considérons un problème de contrôle optimal
général. L’application du principe du maximum réduit le problème à un
problème aux valeurs limites du type

ż(t) = F (t, z(t)) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

F0(t, z(t)) si t0 � t < t1

F1(t, z(t)) si t1 � t < t2

...

Fs(t, z(t)) si ts � t � tf

(9.7)

où z = (x, p) ∈ R2n (p est le vecteur adjoint), et t1, t2, . . . , ts ∈ [t0, tf ] peuvent
être des temps de commutation; dans le cas où le problème inclut des con-
traintes sur l’état, ils peuvent être des temps de jonction avec un arc frontière,
ou bien des temps de contact avec la frontière. On a de plus des conditions de
continuité sur l’état et le vecteur adjoint aux points de commutation. Dans
le cas de contraintes sur l’état, on a des conditions de saut sur le vecteur
adjoint, et des conditions sur la contrainte c en des points de jonction ou de
contact, voir à ce sujet [39, 49, 15, 51, 11, 12]. De plus on a des conditions
aux limites sur l’état, le vecteur adjoint (conditions de transversalité), et sur
le Hamiltonien si le temps final est libre.

Remarque 43. A priori le temps final tf est inconnu. Par ailleurs dans la
méthode de tir multiple le nombre s de commutations doit être fixé ; on
le détermine lorsque c’est possible par une analyse géométrique du problème.

La méthode de tir multiple consiste à subdiviser l’intervalle [t0, tf ] en N
sous-intervalles, la valeur de z(t) au début de chaque sous-intervalle étant
inconnue. Plus précisément, soit t0 < σ1 < · · · < σk < tf une subdivision
fixée de l’intervalle [t0, tf ]. En tout point σj la fonction z est continue. On
peut considérer σj comme un point de commutation fixe, en lequel on a

{

z(σ+
j ) = z(σ−

j ),

σj = σ∗
j fixé.

On définit maintenant les n uds

{τ1, . . . , τm} = {t0, tf} ∪ {σ1, . . . , σk} ∪ {t1, . . . , ts}. (9.8)

Finalement on est conduit au problème aux valeurs limites

œ
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• ż(t) = F (t, z(t)) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

F1(t, z(t)) si τ1 � t < τ2

F2(t, z(t)) si τ2 � t < τ3

...

Fm−1(t, z(t)) si τm−1 � t � τm

• ∀j ∈ {2, . . . , m − 1} rj(τ j , z(τ−
j ), z(τ+

j )) = 0

• rm(τm, z(τ1), z(τm)) = 0

(9.9)

où τ1 = t0 est fixé, τm = tf , et les rj représentent les conditions intérieures
ou limites précédentes.

Remarque 44. On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le nombre
de noeuds. C’est là en effet le principe de la méthode de tir multiple, par
opposition à la méthode de tir simple où les erreurs par rapport à la condition
initiale évoluent exponentiellement en fonction de tf -t0, voir [66]. Bien sûr
dans la méthode de tir multiple il y a beaucoup plus d’inconnues que dans
la méthode de tir simple, mais éventuellement l’intégration du système (9.7)
peut se paralléliser.

Posons z+
j = z(τ+

j ), et soit z(t, τ j−1, z
+
j−1) la solution du problème de

Cauchy
ż(t) = F (t, z(t)), z(τ j−1) = z+

j−1.

On a
z(τ−

j ) = z(τ−
j , τ j−1, z

+
j−1).

Les conditions intérieures et frontières s’écrivent

∀j ∈ {2, . . . , m − 1} rj(τ j , z(τ−
j , τ j−1, z

+
j−1), z

+
j ) = 0,

rm(τm, z+
1 , z(τ−

m, τm−1, z
+
m−1)) = 0.

(9.10)

Posons maintenant

Z = (z+
1 , τm, z+

2 , τ2, . . . , z
+
m−1, τm−1)

T ∈ R(2n+1)(m−1)

(où z ∈ R2n). Alors les conditions (9.10) sont vérifiées si

G(Z) =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

rm(τm, z+
1 , z(τ−

m, τm−1, z
+
m−1))

r2(τ2, z(τ−
2 , τ1, z

+
1 ), z+

2 )
...

rm−1(τm, z(τ−
m−1, τm−2, z

+
m−2), z

+
m−1)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

= 0. (9.11)

On s’est donc ramené à déterminer un zéro de la fonction G, qui est définie
sur un espace vectoriel dont la dimension est proportionnelle au nombre de
points de commutation et de points de la subdivision. L’équation G = 0 peut
alors être résolue itérativement par une méthode de type Newton.
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9.2.4 Quelques remarques

Si la dynamique du système de contrôle est compliquée, le calcul du système
extrémal, notamment des équations adjointes, peut être effectué avec un logi-
ciel de calcul formel comme Maple, et donc ne pose pas de problème partic-
ulier.

Les méthodes indirectes fournissent une extrême précision numérique. De
plus, la méthode de tir multiple est, par construction, parallélisable, et son
implémentation peut donc être envisagée sur un réseau d’ordinateurs montés
en parallèle.

En revanche,

• les méthodes indirectes calculent les contrôles optimaux sous forme de
boucle ouverte ;

• elles sont fondées sur le principe du maximum qui est une condition
nécessaire d’optimalité seulement, et donc il faut être capable de vérifier
a posteriori l’optimalité de la trajectoire calculée ;

• la structure des commutations doit être connue à l’avance (par exemple
par une étude géométrique du problème). De même, il n’est pas facile
d’introduire des contraintes sur l’état.

• Deuxièmement, il faut être capable de deviner de bonnes conditions ini-
tiales pour l’état et le vecteur adjoint, pour espérer faire converger la
méthode de tir. En effet le domaine de convergence de la méthode de
Newton peut être assez petit en fonction du problème de contrôle optimal.

Il faut être capable de vérifier, a posteriori, que l’on a bien obtenu la
trajectoire optimale. Les méthodes indirectes sont fondées sur le principe du
maximum qui donne une condition nécessaire d’optimalité locale. Une fois
ces trajectoires déterminées, la théorie des points conjugués (voir plus loin)
permet d’établir qu’une extrémale est localement optimale avant son premier
temps conjugué. L’optimalité globale est beaucoup plus difficile à établir en
général, et sur des exemples spécifiques on l’établit numériquement.

Pour pallier l’inconvénient majeur des méthodes indirectes, à savoir la
sensibilité extrême par rapport à la condition initiale, on propose plusieurs
solutions.

Une première solution raisonnable consiste à combiner les deux approches :
méthodes directes et indirectes. Quand on aborde un problème de contrôle op-
timal, on peut d’abord essayer de mettre en oeuvre une méthode directe. On
peut ainsi espérer obtenir une idée assez précise de la structure des commu-
tations, ainsi qu’une bonne approximation de la trajectoire optimale, et du
vecteur adjoint associé. Si on souhaite plus de précision numérique, on met
alors en oeuvre une méthode de tir, en espérant que le résultat fourni par
la méthode directe donne une approximation suffisante de la trajectoire opti-
male cherchée, fournissant ainsi un point de départ appartenant au domaine
de convergence de la méthode de tir. En combinant ainsi les deux approches
(méthodes directes puis indirectes), on peut bénéficier de l’excellente précision
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numérique fournie par la méthode de tir tout en réduisant considérablement
le désavantage dû à la petitesse de son domaine de convergence.

En appliquant d’abord une méthode directe, on peut obtenir une approx-
imation de l’état adjoint. En effet, on a vu qu’une méthode directe consiste
à résoudre numériquement un problème de programmation non linéaire avec
contraintes. Les multiplicateurs de Lagrange associés au Lagrangien de ce
problème de programmation non linéaire donnent une approximation de l’état
adjoint (on a déjà vu que le vecteur adjoint n’est rien d’autre qu’un multipli-
cateur de Lagrange). A ce sujet, voir [15, 70, 28].

Une deuxième solution consiste à utiliser une méthode d’homotopie (ou
méthode de continuation).

9.2.5 Méthode de continuation

Le principe de la méthode

Il s’agit de construire une famille de problèmes de contrôle optimal (Pα)α∈[0,1]

dépendant d’un paramètre α ∈ [0, 1], où le problème initial correspond à P0.
On doit s’arranger pour que le problème P1 soit plus simple à résoudre que P0.
Une telle famille ne peut être construite que si l’on possède une bonne intuition
et une bonne connaissance de la physique du problème. Par la méthode de tir,
chaque problème de contrôle optimal Pα se ramène à la détermination d’un
zéro d’une fonction. On obtient donc une famille à un paramètre d’équations
non linéaires

Gα(Z) = 0, α ∈ [0, 1].

Supposons avoir résolu numériquement le problème P1, et considérons une
subdivision 0 = α0 < α1 < · · · < αp = 1 de l’intervalle [0, 1]. La solution de P1

peut alors être utilisée comme point de départ de la méthode de tir appliquée
au problème Pαp−1

. Puis, par une procédure inductive finie, la solution du
problème Pαi+1

constitue une condition initiale pour appliquer la méthode de
tir au problème Pαi

. Bien entendu il faut choisir judicieusement la subdivision
(αi), et éventuellement la raffiner.

Pour faciliter l’intuition, il est important que le paramètre α soit un
paramètre naturel du problème. Par exemple si le problème de contrôle opti-
mal comporte une contrainte forte sur l’état, du type c(x) � 1, une méthode
d’homotopie peut consister à relaxer cette contrainte, en résolvant d’abord des
problèmes où c(x) � A, avec A > 0 grand. Cela revient donc à résoudre une
série de problèmes de contrôle optimal où l’on introduit petit à petit la con-
trainte sur l’état. Mathématiquement, pour pouvoir espérer la convergence de
la méthode en passant d’un pas à un autre, il faut que la châıne de problèmes
de contrôle optimal introduite dépende continûment du paramètre α.

On peut généraliser cette approche par homotopie :

• chaque problème Pα peut lui-même être résolu par homotopie, i.e. par la
résolution de sous-problèmes (ce peut être le cas si par exemple le problème
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de contrôle optimal initial comporte plusieurs contraintes sur l’état forte-
ment actives) ;

• la classe de problèmes considérés peut dépendre de plusieurs paramètres.
dans ce cas il faut choisir un chemin dans l’espace des paramètres, reliant
le problème initial au problème plus simple à résoudre.

Validité de la méthode

La justification de la méthode repose sur le résultat suivant, voir [71].

Théorème 52. Soit B la boule unité de Rn, et soit F : B → B une ap-
plication de classe C2. Pour a ∈ B et λ ∈ [0, 1], on pose ρa(λ, x) =
λ(x − F (x)) + (1 − λ)(x − a). Supposons que pour chaque point fixe de F ,
la matrice Jacobienne de l’application x �→ x−F (x) est non singulière. Alors
pour presque tout point a appartenant à l’intérieur de B, l’ensemble des zéros
de ρa consiste en un nombre fini de courbes C1, disjointes et de longueur finie,
de la forme :

1. une courbe fermée de [0, 1] × B ;
2. un arc d’extrémités appartenant à {1} × B ;
3. une courbe joignant (0, a) à (1, x̄), où x̄ ∈ B est un point fixe de F (voir

figure 9.1).

(0, a)

(1, x̄)

0 1

λ

Fig. 9.1.

L’algorithme consiste donc à suivre la courbe de zéros de ρa, en appliquant
une méthode de Newton. Une approche plus fine consiste à paramétrer la
courbe des zéros par la longueur d’arc, s �→ ρa(λ(s), ρ(s)), ce qui revient à
résoudre le problème de Cauchy



238 9 Méthodes numériques en contrôle optimal

d

ds
ρa(λ(s), x(s)) = 0, x(0) = a, λ(0) = 0,

avec λ̇(s)2 + ẋ(s)2 = 1.
La difficulté de l’utilisation de cette méthode est liée à la complexité du

lieu des zéros en fonction du point initial a. Une analyse préliminaire du flot
extrémal du problème de contrôle optimal est donc nécessaire pour estimer
cette complexité.

Description algorithmique

Considérons la famille de problèmes Pα, α ∈ [0, 1],

(Pα) y′ = f(x, y, α), r(y(a), y(b), α) = 0.

Le problème consiste à déterminer la solution y(α, x), pour α = 1, en sup-
posant que la solution pour α = 0 soit simple à déterminer.

Considérons une subdivision de l’intervalle [0, 1]

0 = α0 < α1 < · · · < αn = 1,

et notons y(αi, x) la solution obtenue pour chaque αi. Au rang i, la solution
y(αi, x) sert de donnée initiale dans la méthode de Newton pour déterminer
au rang i + 1 la solution y(αi+1, x) (voir figure 9.2).

Méthode

de Newton
Résultat numérique

y0(x) y(α0, x)

y(α0, x) y(α1, x)

y(αn−1, x)

y(αn−1, x) y(αn, x)

Donnée initiale

y(αn−2, x)

Fig. 9.2.

Finalement, y(αn, x) constitue la solution désirée, du problème de départ.

Remarque 45. Pour que la méthode fonctionne, il faut que les pas de la sub-
division αi+1 − αi soient assez petits.
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Remarque 46. L’introduction de paramètres artificiels, sans rapport avec la
physique du problème, du type

f(x, y, α) = αf(x, y) + (1 − α)g(x, y),

où f(x, y) est la dynamique du système de départ, et g(x, y) est une dynamique
simple” choisie au hasard, ne marche pas en général, voir [26] pour plus de

détails et d’autres commentaires.

9.2.6 Application au problème du transfert orbital plan

d’ordre 0, évitant ainsi la Π-singularité (néanmoins, une méthode à pas
adaptatifs permet de gérer ce problème). Les extrémales sont donc solutions
d’un champ lisse H0. Dans ce problème de transfert orbital plan, l’utilisation
d’une méthode de tir simple, couplée à une méthode de continuation, s’avère
plus judicieuse qu’une méthode de tir multiple. Pratiquement, le paramètre
physique de continuation est la poussée maximale Fmax, dont le champ H0

dépend de façon lisse d’après le principe du maximum. L’homotopie choisie
permet d’initialiser facilement l’état adjoint à l’instant initial, l’application
Fmax �→ p(0, Fmax) étant suffisamment régulière. En revanche, elle ne per-
met pas cette initialisation à d’éventuels autres instants de tir ; en effet
lorsque Fmax diminue, le temps final tf augmente. Cela justifie la pertinence
de l’utilisation du tir simple. La méthode de continuation consiste à suivre
la solution optimale, d’une grande valeur de Fmax, jusqu’à une petite valeur,
correspondant à une poussée faible : par exemple, on passe de 60 N à 0.3 N,
sachant que dans le cas d’une poussée forte (60 N), la méthode de tir simple
converge sans difficulté.

Numériquement, on constate (voir [16]) que

tfFmax ≃ C Cste.

Cette information supplémentaire permet, dans l’application de la méthode
de continuation, de rester sur la branche du lieu des zéros qui conduit à la
solution optimale.

Notons que le choix des coordonnées est crucial. Ici, on travaille avec les
coordonnées orbitales, qui permettent de séparer les variables lentes de la
variable rapide l.

Les données initiales et terminales sont

P 0 = 11.625 km P f = 42.165 km

e0
1 = 0.75 ef

1 = 0

e0
2 = 0 ef

2 = 0

h0
1 = 0.0612 hf

1 = 0

h0
2 = 0 hf

2 = 0
l0 = 0 lf libre

m0 = 1500 kg µ0 = 5.1658620912 109 m3h−2

”

hapC .On reprend ici les notations du 6. On se restreint aux extrémales
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L’état et les contrôles obtenus pour les poussées successives

Fmax = 60, 9, 0.5, 0.3,

sont représentés sur les figures 9.3, 9.4, 9.5, et 9.6, voir aussi [16].
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Fig. 9.3. Poussée de 60 N

Algorithme

Ci-dessous, on décrit un algorithme pour les simulations numériques. La pro-
grammation peut être effectuée avec un logiciel de calcul numérique comme
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Fig. 9.4. Poussée de 9 N

Matlab qui contient de nombreuses routines standards. Par exemple, on peut
utiliser la routine d’intégration numérique d’équations différentielles ordinaires
ode113.m, qui met en uvre la méthode d’Adams-Moulton (méthode multi-
pas à ordre variable). Par ailleurs, une routine implémentant la méthode de
Newton est fsolve.m. Enfin, le système extrémal peut être calculé à l’aide d’un
logiciel de calcul formel comme Maple.

% Initialisation des variables :
m0 = 1500; µ0 = 5.1658620912e9;

% Initialisation des conditions initiales et finales :
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Fig. 9.5. Poussée de 0.5 N

P 0 = 11.625e6; e0
1 = 0.75; e0

2 = 0; h0
1 = 0.0612; h0

2 = 0; l0 = 0;
% Initialisation de la poussée à 60 N :

Fmax = 60;
% Initialisation du vecteur adjoint p(0) au temps 0 :

p0 = [ 1 1 1 1 1 1 ];

% Méthode d’homotopie : on diminue petit à petit la valeur de Fmax :
While Fmax > 0.3

Fmax = Fmax − step;
% Initialisation de tf :
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Fig. 9.6. Poussée de 0.3 N

tf = C/Fmax;
% Calcul du nouveau p0, correspondant à Fmax, et tel
% que les conditions finales soient vérifiées :

[p0, tf ] = Newton(F, [p0, tf ]);
% En cas d’échec, diminuer la valeur du pas :

If echec
step = step/2 ;
Fmax = Fmax + step;

end
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end

% Définition de la fonction F dont on cherche un zéro :
function y = F (p0, tf )

% Intégration numérique du système extrémal,
% avec une routine ode :

[t, x, p] = ode(systemeextremal, [0, tf ], [x0, p0]) ;
% Conditions finales souhaitées,
% et annulation du Hamiltonien au temps final :

y = [ P f − 42.165e6

ef
1

ef
2

hf
1

hf
2

Hamiltonien(tf ) ];

% Définition de la fonction systemeextremal :
function zdot = systemeextremal(t, z)
% Implémentation du système extrémal.

% Définition de la fonction ode :
function [t, z] = ode(systemediff, [0, T ], z0)
% Implémentation d’une méthode numérique d’intégration du
% système différentiel systemediff sur l’intervalle de temps
% [0, T ], avec la condition initiale z(0) = z0.

% Définition de la fonction Newton :
function z = Newton(f, z0)
% Implémentation d’une méthode de Newton, déterminant un
% zéro de la fonction f , en partant de la condition initiale z0.

Remarque 47. On a utilisé une méthode de tir simple car le temps de transfert
est assez court. Il n’y a pas de phénomène d’instabilité exponentielle.

En revanche, sur l’exemple suivant (rentrée atmosphérique), le système
est raide. Par exemple, la densité atmosphérique passe de 10−12 en début de
vol à 1 en fin de vol. Il y a donc, lors de l’intégration numérique, de fortes
instabilités exponentielles. Pour les compenser, l’emploi d’une méthode de tir
multiple est inévitable.

9.2.7 Application au problème de rentrée atmosphérique

problèmes : longitude initiale libre, et longitude initiale fixée.
hapC .On se replace dans le contexte du 8, et on distingue entre les deux
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Problème 1: longitude initiale libre

Les temps de commutation et les valeurs initiales de la longitude et de l’azimut
sont calculés avec la méthode de tir multiple. Plus précisément :

• Le premier temps de commutation, de γ− à γ+, permet d’ajuster l’entrée
dans la phase iso-flux, qui est caractérisée par ϕ = ϕmax, ϕ̇ = 0.

• Le troisième temps de commutation, de γflux à γ+, est utilisé pour régler
l’entrée dans la phase iso-accéleration normale.

• Le cinquième temps de commutation, de γacc à γ+, permet d’ajuster la
vitesse finale v(tf ).

• L’azimut initial χ(0) sert à régler la latitude finale L(tf ).

Par ailleurs le temps final est déterminé par l’altitude finale.
Les résultats numériques sont représentés sur les figures 9.7 et 9.8.

Fig. 9.7. Coordonnées d’état pour le problème 1

Problème 2: longitude initiale fixée

Les temps de commutation et la valeur initiale de l’azimut sont calculés avec
la méthode de tir multiple. Plus précisément :

• Le premier temps de commutation, de γ− à γ+, permet d’ajuster l’entrée
dans la phase iso-flux.

• Le troisième temps de commutation, de γflux à γ+, permet de régler la
vitesse finale v(tf ).

• Le quatrième temps de commutation, de γ+ à γ−, est utilisé pour régler
la longitude finale l(tf ).
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Fig. 9.8. Angle de ĝıte (contrôle), et contraintes sur l’état, pour le problème 1

• L’azimut initial χ(0) permet d’ajuster la latitude finale L(tf ).

Les résultats numériques sont sur les figures 9.9 et 9.10.

Fig. 9.9. Coordonnées d’état pour le problème 2
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Fig. 9.10. Angle de ĝıte (contrôle) et contraintes sur l’état pour le problème 2

9.3 Méthodes du second ordre : théorie des points

conjugués

9.3.1 Rappels sur les variétés Lagrangiennes - Equation de Jacobi

Définition 88. Soit (N,ω) une variété symplectique de dimension 2n. Une
sous-variété régulière L de N est dite isotrope si son espace tangent en tout
point est isotrope, i.e. la restriction de ω(x) à TxL× TxL est nulle, pour tout
x ∈ L. Si de plus L est de dimension n, alors L est dite Lagrangienne.

Exemple canonique

Soient (x, p) des coordonnées de Darboux sur N = R2n. Soit S : x �→ S(x)
une fonction lisse sur Rn, et soit

L =

{(

x, p =
∂S

∂x
(x)

)

| x ∈ Rn

}

.

Alors L est une sous-variété Lagrangienne de N . En effet,

n
∑

i=1

dpi ∧ dxi =
n
∑

i=1

d
∂S

∂xi
∧ dxi =

n
∑

i,j=1

∂2S

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi = 0.

Plus généralement, on a

Proposition 86. Soit L une variété Lagrangienne de dimension n. Alors il
existe des coordonnées canoniques (x, p) et une fonction lisse S(xI , pI), où
I = {1, . . . , m}, Ī = {m + 1, . . . , n}, telles que L est définie par les équations

pI =
∂S

∂xI
, xĪ = − ∂S

∂pI
.
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Définition 89. La fonction S s’appelle la fonction génératrice associée à L.

Lemme 61. Soit L une variété Lagrangienne, et ϕ un difféomorphisme sym-
plectique. Alors ϕ(L) est une sous-variété Lagrangienne. En particulier, si
H est un champ de vecteurs Hamiltonien, de groupe local à un paramètre
ϕt = exp(tH), alors (localement) Lt = ϕt(L) est une variété Lagrangienne.

A partir de maintenant, on suppose que N = T ∗M , où M est une variété
lisse de dimension n.

Définition 90. Si L est une sous-variété Lagrangienne de T ∗M , et si π :
(q, p) �→ q désigne la projection canonique, un vecteur tangent non trivial v
de L est dit vertical si dπ(v) = 0. On appelle caustique l’ensemble des points
x au-dessus desquels il existe au moins un champ vertical.

Lagrangienne en théorie du contrôle optimal.

Exemple 8. Soit x0 ∈ M . La fibre L0 = T ∗
x0

M est une variété Lagrangienne
linéaire de T ∗M dont tous les vecteurs tangents sont verticaux.
Plus généralement, soit M0 une sous-variété régulière de M . Alors, l’ensemble
M⊥

0 des éléments (x, p) de T ∗M vérifiant x ∈ M0 et p ⊥ Tx0
M est une

sous-variété Lagrangienne de T ∗M .

Définition 91. Soit H un champ de vecteurs Hamiltonien lisse sur T ∗M , et
soit z(t) = (x(t), p(t)) une trajectoire de H définie sur [0, T ]. L’équation aux
variations

δ̇z(t) =
∂H

∂z
(z(t))δz(t)

s’appelle l’équation de Jacobi. On appelle champ de Jacobi J(t) = (δx(t), δp(t))
une solution non triviale de l’équation de Jacobi. Il est dit vertical à l’instant
t si δx(t) = 0. Un temps tc est dit conjugué s’il existe un champ de Jacobi
vertical aux instants 0 et tc ; le point x(tc) est alors dit conjugué à x(0).

Définition 92. Pour tout (x0, p0) ∈ T ∗M , on note

z(t, x0, p0) = (x(t, x0, p0), p(t, x0, p0))

la trajectoire de H partant du point (x0, p0) au temps t = 0. On définit
l’application exponentielle par

expx0
(t, p0) = x(t, x0, p0).

Proposition 87. Soient x0 ∈ M , L0 = T ∗
x0

M , et Lt l’image de L0 par le
groupe local à un paramètre exp(tH). Alors Lt est une sous-variété Lagrangi-
enne de T ∗M , dont l’espace tangent est engendré par les champs de Jacobi par-
tant de L0, et x(tc) est un point conjugué à x0 si et seulement si l’application
expx0

(tc, ·) n’est pas une immersion au point p0.

Les exemples suivants montrent l’importance de la notion de variété
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La preuve de la proposition résulte facilement de l’interprétation géométrique
de l’équation aux variations.

Une généralisation du concept de point conjugué est la suivante.

Définition 93. Soit M1 une sous-variété régulière de M , et

M⊥
1 = {(x, p) | x ∈ M1, p ⊥ TxM1}.

On dit que T est un temps focal, et que q(T ) est un point focal, s’il existe un
champ de Jacobi J(t) = (δx(t), δp(t)) tel que δx(0) = 0 et J(T ) est tangent

à M⊥
1 .

9.3.2 Méthodes de calcul des temps conjugués

Test de verticalité

Soit z(t) = (x(t), p(t)) une trajectoire de H de référence, et x0 = x(0). Con-
sidérons une base (e1, . . . , en) de T ∗

x0
M , et notons Ji(t) = (δxi(t), δpi(t)),

i = 1, . . . , n, les champs de Jacobi correspondants, vérifiant δxi(0) = 0 et
δpi(0) = ei. Alors le temps tc est conjugué si et seulement si le rang de

dπ(z(tc)).(J1(tc), . . . , Jn(tc)) = (δx1(tc), . . . , δxn(tc))

est strictement inférieur à n.
Pour tester un point focal, on procède similairement, mais il faut intégrer

le système variationnel en remontant le temps à partir de la variété terminale.
Plus précisément, soit z(t) = (x(t), p(t)) une trajectoire de H de référence,
définie sur [−T, 0], et soit x0 = x(0). Considérons une base (f1, . . . , fn) de
T(x0,p0)M

⊥
1 , et notons J̄i(t) = (δxi(t), δpi(t)), i = 1, . . . , n, les champs de

Jacobi correspondants, définis sur [−T, 0], vérifiant J̄i(0) = fi. Alors le temps
tc est focal si et seulement si le rang de

dπ(z(−tc)).(J̄1(−tc), . . . , J̄n(−tc)) = (δx1(−tc), . . . , δxn(−tc))

est strictement inférieur à n.

Equation de Riccati

L’équation aux variations est un système linéaire de dimension 2n, de la forme
Ż(t) = A(t)Z(t), où Z est le vecteur colonne (δx, δp), et la matrice A(t) est
Hamiltonienne. On définit la résolvante Φ(t) du système par Φ̇(t) = A(t)Φ(t),
Φ(0) = Id. En décomposant

Φ(t) =

(

Φ1(t) Φ2(t)
Φ3(t) Φ4(t)

)

,
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l’existence d’un champ de Jacobi vérifiant δx(0) = δx(tc) = 0 équivaut à la
condition

rang Φ2(tc) < n.

En introduisant les coordonnées projectives R(t) = Φ4(t)Φ2(t)
−1, le test

précédent équivaut donc à ‖R(t)‖ → +∞ lorsque t → tc. Cela revient à
considérer l’équation de Riccati. En effet, considérons un système linéaire
matriciel du type

d

dt

(

X(t)
Y (t)

)

=

(

C(t) A(t)
−D(t) −B(t)

)(

X(t)
Y (t)

)

,

où X(t) est un bloc n × k, et Y (t) est une matrice k × k inversible. Alors
W (t) = X(t)Y (t)−1 est solution de l’équation de type Riccati

Ẇ (t) = A(t) + W (t)B(t) + C(t)W (t) + W (t)D(t)W (t),

l’équation présentant des symétries dans le cadre Hamiltonien.

9.3.3 Temps conjugués en contrôle optimal

Le concept géométrique de point conjugué introduit précédemment est l’outil
de base pour obtenir des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’optimalité
du second ordre pour des problèmes de contrôle optimal.

Problème linéaire-quadratique

Soit T > 0 fixé, et soient x0, x1 ∈ Rn. Considérons le problème LQ de trouver
une trajectoire solution du système linéaire autonome contrôlable

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0, x(T ) = x1, (9.12)

minimisant le coût quadratique

CT (u) =

∫ T

0

(

tx(t)Wx(t) + tu(t)Uu(t)
)

dt, (9.13)

où U ∈ Mm(R) est symétrique définie positive, et W ∈ Mn(R) est symétrique.
D’après le principe du maximum, le contrôle extrémal est donné par

u(t) = U−1 tB tp(t),

où le vecteur adjoint p(t) satisfait

ṗ(t) = −p(t)A + tx(t)W.

Le résultat suivant est standard.
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Proposition 88. Les solutions du principe du maximum sont optimales avant
leur premier temps conjugué, donné par l’algorithme précédent.

Exemple 9. Considérons le système de contrôle ẋ = u, x(0) = 0, et le coût
quadratique

CT (u) =

∫ T

0

(u(t)2 − x(t)2)dt.

Le Hamiltonien est H = pxu − 1
2 (u2 − x2), et le contrôle extrémal s’écrit

u = px. Le premier temps conjugué pour la trajectoire x(t) = 0, correspondant
au contrôle u = 0, est tc = π.

Cas sous-Riemannien

Dans cette section, on montre comment appliquer la théorie des points con-
jugués vue précédemment au cas sous-Riemannien, modulo une réduction
standard. Considérons donc le problème de contrôle optimal

ẋ =

m
∑

i=1

uifi(x), min
u

∫ T

0
(

m
∑

i=1

u2
i)1/2dt,

le coût représentant la longueur d’une courbe tangente à la distribution D =
Vect(f1, . . . , fm), les champs fi étant choisis orthonormés et fixant ainsi la

métrique. La longueur l(x(·)) =
∫ T

0
(
∑m

i=1 u2
i )

1/2dt de la courbe x(·) ne dépend
pas de la paramétrisation. Le problème rentre dans la catégorie des problèmes
paramétriques du calcul des variations. On peut réduire le problème en fixant
la paramétrisation. Un choix est d’imposer

∑m
i=1 u2

i = 1, et alors l(x(·)) =
T . Le problème est alors de minimiser le temps. On procède ici autrement.
D’après le principe de Maupertuis, minimiser la longueur revient à minimiser

l’énergie E(x(·)) =
∫ T

0

∑m
i=1 u2

i dt, le problème étant alors à temps fixé T . Le
principe du maximum dans le cas normal consiste à introduire le Hamiltonien
H = 〈p,

∑m
i=1 uifi(x)〉 − 1

2

∑m
i=1 u2

i . La condition de maximisation ∂H
∂u = 0

conduit à ui = 〈p, fi(x)〉. Le Hamiltonien réduit dans le cas normal s’écrit
donc

Hr =
1

2

m
∑

i=1

u2
i =

1

2

m
∑

i=1

〈p, fi(x)〉2.

Le contrôle est linéaire en p, et en changeant p en λp, on obtient la trajec-
toire reparamétrisée. On peut donc normaliser les trajectoires sur le niveau
d’énergie Hr = 1/2. Les trajectoires extrémales sont solutions de

ẋ =
∂Hr

∂p
, ṗ = −∂Hr

∂x
. (9.14)

L’algorithme des points conjugués décrit précédemment s’applique. Notons
Ji(t) = (δxi(t), δpi(t)) le champ de Jacobi vérifiant δxi(0) = 0 et δpi(0) = ei,
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où (ei)1�i�n est la base canonique de Rn. Un temps conjugué correspond alors
à l’annulation du déterminant

D(t) = det(δx1(t), . . . , δxn(t)).

Réduction du calcul

On réduit dans le cas paramétrique le calcul, en observant que les extrémales
solutions de (9.14) vérifient les relations d’homogénéité

x(t, x0, λp0) = x(λt, x0, p0), p(t, x0, λp0) = λp(λt, x0, p0).

Un des champs de Jacobi est alors trivial. Plus précisément, en considérant
une courbe dans la fibre α(ε) = (x0, (1 + ε)p0), si J(t) désigne le champ de
Jacobi associé, alors dπ(J(t)) est colinéaire à ẋ(t).

L’algorithme de calcul des temps conjugués se réduit alors à tester le rang
de (δx1(t), . . . , δxn−1(t)), où Ji(t) = (δxi(t), δpi(t)) est le champ de Jacobi tel
que δxi(0) = 0, et δpi(0) ⊥ p0.

En fixant Hr = 1/2, on voit que le domaine de l’application exponentielle,
définie par

expx0
(t, p0) = x(t, x0, p0),

est le cylindre R× Sm−1 ×Rn−m. Le temps tc est conjugué si et seulement si
l’application expx0

(tc, ·) n’est pas une immersion en (tc, p0).

Lien avec l’optimalité

Rappelons qu’une extrémale z(t) = (x(t), p(t)) solution de (9.14) est dite
stricte sur [0, T ] si la trajectoire x(·) n’admet qu’un seul relèvement extrémal,
à scalaire près, sur [0, T ]. Le résultat suivant résulte de l’interprétation du
problème sous-Riemannien comme un problème de temps minimal, et de la
section suivante.

Proposition 89. Soit z(t) = (x(t), p(t)) une extrémale stricte sur tout in-
tervalle solution de (9.14). La trajectoire x(·) est localement (au sens de la
topologie L∞ sur le contrôle) optimale jusqu’au premier temps conjugué.

Exemple 10. Considérons le cas dit de Martinet, avec n = 3, m = 2, et

f1 =
∂

∂x
+

y2

2

∂

∂z
, f2 =

∂

∂y
.

Les simulations sont faites le long de l’extrémale partant du point

x(0) = y(0) = z(0) = 0, px(0) = −0.9, py(0) = 0.19, pz(0) = 100.

Sur la figure 9.11 sont représentés, d’une part, la projection sur le plan (xy) de
la trajectoire associée (c’est un élastique d’Euler), d’autre part, le déterminant
des champs de Jacobi, qui s’annule à tc = 1.112 environ.
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Fig. 9.11. Déterminant, cas de Martinet

Problème du temps minimal

Considérons le problème du temps minimal pour le système de contrôle

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0, (9.15)

où f : Rn × Rm → Rn est une application lisse, x0 ∈ Rn, et u(t) ∈ Rm (cas
sans contrainte sur le contrôle).

Tout contrôle u temps minimal sur [0, T ] est alors singulier, i.e. c’est une
singularité de l’application entrée-sortie ET en temps T . D’après le principe
du maximum, la trajectoire x(·) est projection d’une extrémale (x(·), p(·)),
solution des équations

ẋ =
∂H

∂p
(x, p, u), ṗ = −∂H

∂x
(x, p, u),

et
∂H

∂u
(x, p, u) = 0,

où
H(x, p, u) = 〈p, f(x, u)〉.

0 le long de l’extrémale.
Dans cette section, on fait les hypothèses suivantes.

D’après la condition de maximisation,on peut supposer que H(x(t), p(t), u(t)) �
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Hypothèses

1. H(x(t), p(t), u(t)) �= 0 le long de l’extrémale.
2. La Hessienne

∂2H

∂u2
(x, p, u)

est définie négative (hypothèse de Legendre stricte).
3. La singularité est de codimension un sur tout sous-intervalle (hypothèse

de régularité forte, cf [62]).

L’application du théorème des fonctions implicites conduit alors à définir
plusieurs familles de contrôles extrémaux u(x, p), chacun d’eux étant utilisés
pour construire une partie de la synthèse optimale, dans une direction donnée.
C’est l’aspect microlocal. Ainsi, localement, on calcule u(t) = u(x(t), p(t)). On
définit alors (localement) le Hamiltonien réduit

Hr(x, p) = H(x, p, u(x, p)).

Toute extrémale vérifie

ẋ =
∂Hr

∂p
(x, p), ṗ = −∂Hr

∂x
(x, p),

soit, en notant z = (x, p),

ż(t) = Hr(z(t)). (9.16)

Faisons l’observation suivante.

Lemme 62. Le contrôle u(x, p) est homogène en p de degré 0, i.e.

u(x, λp) = u(x, p),

et les solutions du système réduit vérifient la condition d’homogénéité

x(t, x0, λp0) = x(t, x0, p0), p(t, x0, λp0) = λp(t, x0, p0).

Définition 94. On définit l’application exponentielle par

expx0
(t, p0) = x(t, x0, p0),

où (x(t, x0, p0), p(t, x0, p0)) est la solution du système (9.16) partant du point
(x0, p0) en t = 0.

Précisons le domaine de cette application. Tout d’abord, le temps t varie
dans R+ (du moins, tant que la solution est bien définie). Ensuite, le vecteur
adjoint initial p0 est défini à scalaire multiplicatif près, sachant que l’on sup-
pose Hr(x0, p0) �= 0. On peut donc supposer que p0 ∈ Sn−1. Finalement,

expx0
: R+ × Sn−1 ∩ {p0 | Hr(x0, p0) �= 0} −→ Rn.

La contribution fondamentale de [2, 13, 62] est la suivante.
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Théorème 53. Sous les hypothèses précédentes, la trajectoire x(·) est locale-
ment (au sens de la topologie L∞ sur le contrôle) temps minimale jusqu’au
premier temps conjugué tc.

Preuve. La preuve de ce théorème repose sur le fait suivant que l’on va mon-
trer : l’application exponentielle n’est pas immersive au temps t si et seulement
si la dérivée seconde intrinsèque Qt de l’application entrée-sortie le long de
l’extrémale (x(·), p(·), u(·)) admet un noyau non trivial, où Qt est définie par

Qt(δu) = p(t).d2Et(u)| ker dEt(u)×ker dEt(u).(δu, δu) = 2p(t).δ2x(t),

et où δ1x(·), δ2x(·) sont solutions de

˙δ1x =
∂f

∂x
(x, u)δ1x +

∂f

∂u
(x, u)δu,

˙δ2x =
∂f

∂x
(x, u)δ2x +

1

2

∂2f

∂x2
(x, u).(δ1x, δ1x) +

∂2f

∂x∂u
(x, u).(δ1x, δu)

+
1

2

∂2f

∂u2
(x, u).(δu, δu),

avec δ1x(0) = δ2x(0) = 0. En effet, si la forme quadratique Qt est définie
positive, alors on peut montrer, par des arguments du type lemme de Morse,
que la trajectoire x(·) est localement isolée en topologie L∞ (voir [2]).

Montrons donc cette correspondance. On rappelle tout d’abord les no-
tations. La trajectoire x(·) est la projection de l’extrémale de référence
(x(·), p(·), u(·)) solution de

ẋ(t) =
∂Hr

∂p
(x(t), p(t)), ṗ(t) = −∂Hr

∂x
(x(t), p(t)),

où Hr(x, p) = H(x, p, u(x, p)), et u(x, p) est solution de

∂H

∂u
(x, p, u(x, p)) = 0. (9.17)

En particulier, on a les formules

∂u

∂x
= −

∂2H
∂x∂u
∂2H
∂u2

,
∂u

∂p
= −

∂2H
∂p∂u

∂2H
∂u2

. (9.18)

Rappelons aussi que expx0
(t, p0) = x(t, x0, p0), et que

∂expx0

∂p0
(t, p0).δp0 = δx(t),

où (δx(t), δp(t)) est solution du système variationnel
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˙δx =
∂2Hr

∂x∂p
(x, p).δx +

∂2Hr

∂p2
(x, p).δp, δx(0) = 0,

δ̇p = −∂2Hr

∂x2
(x, p).δx − ∂2Hr

∂x∂p
(x, p).δp, δp(0) = δp0.

(9.19)

Calculons les coefficients du système variationnel. Par dérivation, en tenant
compte des formules (9.17) et (9.18), on obtient

∂2Hr

∂p2
= −

(

∂2H
∂p∂u

)2

∂2H
∂u2

,

∂2Hr

∂x∂p
=

∂2H

∂x∂p
−

∂2H
∂p∂u

∂2H
∂x∂u

∂2H
∂u2

,

∂2Hr

∂x2
=

∂2H

∂x2
−

(

∂2H
∂x∂u

)2

∂2H
∂u2

.

Donc le système variationnel (9.19) s’écrit

˙δx =

(

∂2H
∂p∂u

∂2H
∂x∂u

∂2H
∂u2

)

δx −

⎛

⎜

⎝

(

∂2H
∂p∂u

)2

∂2H
∂u2

⎞

⎟

⎠
δp,

δ̇p = −

⎛

⎜

⎝

∂2H

∂x2
−

(

∂2H
∂x∂u

)2

∂2H
∂u2

⎞

⎟

⎠
δx −

(

∂2H

∂x∂p
−

∂2H
∂p∂u

∂2H
∂x∂u

∂2H
∂u2

)

δp.

(9.20)

avec δx(0) = 0 et δp(0) = δp0.
D’autre part, soit M(s), matrice n×n, la solution du problème de Cauchy

Ṁ(s) =
∂f

∂x
(x(s), u(s))M(s), M(0) = I.

Alors,

dEt(u).δu = δ1x(t) = M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)δu(s)ds,

et

d2Et(u).(δu, δu) = 2δ2x(t)

= M(t)

∫ t

0

M(s)−1
(∂2f

∂x2
.(δ1x, δ1x) + 2

∂2f

∂x∂u
.(δ1x, δu)

+
∂2f

∂u2
.(δu, δu)

)

ds

(9.21)

Soit P (s) la solution du problème de Cauchy

Ṗ = −P
∂f

∂x
− p

∂2f

∂x2
.(δ1x, ·) − p

∂2f

∂x∂u
.(·, δu), P (0) = δp0.
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Lemme 63. On a

Qt(δu) =

∫ t

0

d

(

∂H

∂u

)

(x(s), p(s), u(s)).(δ1x(s), P (s), δu(s)) δu(s) ds.

Preuve (Preuve du lemme). Par définition de P , on a

∂2f

∂x2
.(δ1x, δ1x) + 2

∂2f

∂x∂u
.(δ1x, δu) =

(

− Ṗ − P
∂f

∂x

)

δ1x + p
∂2f

∂x∂u
.(δ1x, δu).

En remplaçant dans (9.21) et en intégrant par parties, on obtient

p(t).d2Et(u).(δu, δu)

= −P (t).δ1x(t) +

∫ t

0

(

P.
∂f

∂u
δu + p.

∂2f

∂x∂u
.(δ1x, δu) + p.

∂2f

∂u2
.(δu, δu)ds

)

.

Or, d’une part, quand on se restreint à ker dEt(u), on a δ1x(t) = dEt(u).δu =
0. D’autre part, ∂H

∂u = p∂f
∂u (x, u), donc

d

(

∂H

∂u

)

= p.
∂2f

∂x∂u
dx +

∂f

∂u
dp + p.

∂2f

∂u2
du,

et on en déduit la formule du lemme.

On est maintenant en mesure de prouver le théorème.
Tout d’abord, si dexpx0

(tc, p0) n’est pas immersive, alors il existe une
solution (δx(·), δp(·)) du système variationnel telle que δx(tc) = 0. Un calcul
facile montre alors que

d

(

∂H

∂u

)

(x, p, u).(δx, δp, δu) = 0,

où δu = ∂u
∂xδx + ∂u

∂p δp, et donc, Qtc
a un noyau non trivial.

Réciproquement, si Qtc
a un noyau non trivial, alors

d

(

∂H

∂u

)

(x, p, u).(δ1x, P, δu) = 0.

On en déduit que

δu = −
∂2H
∂x∂u
∂2H
∂u2

δ1x −
∂2H
∂p∂u

∂2H
∂u2

P,

et en remplaçant dans les équations différentielles de δ1x et P , on obtient que le
couple (δ1x, P ) vérifie le même problème de Cauchy que le couple (δx, δp). On
en déduit que δx = δx1, et, en particulier, δx(tc) = δ1x(tc) = dEtc

(u).δu = 0.
Par conséquent, dexpx0

(tc, p0) n’est pas immersive. Le théorème est prouvé.
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Tests de calcul des temps conjugués

On a trois tests équivalents.

• Test 1. On se restreint à l’espace vectoriel de dimension n−1 des champs
de Jacobi Ji(t) = (δxi(t), δpi(t)), i = 1, . . . , n− 1, verticaux en 0, vérifiant

〈p0, δpi(0)〉 = 0. (9.22)

Il s’agit donc de calculer numériquement les champs de Jacobi correspon-
dants, et de déterminer à quel instant le rang

rang dπ(J1(t), . . . , Jn−1(t)) = rang (δx1(t), . . . , δxn−1(t)),

est inférieur ou égal à n − 2.
• Test 2. Une autre possibilité est de calculer numériquement les champs de

Jacobi Ji(t) = (δxi(t), δpi(t)), i = 1, . . . , n, correspondant aux conditions
initiales δpi(0) = ei, i = 1, . . . , n, où (ei)1�i�n représente la base canonique
de Rn, et calculer le rang

rang(δx1(t), . . . , δxn(t)),

celui-ci devant être égal à n − 1 en dehors d’un temps conjugué, et étant
inférieur ou égal à n − 2 en un temps conjugué.

• Test 3. Par ailleurs, la dérivée de l’application exponentielle par rap-
port à t est égale à la dynamique f du système. Pour tester les temps
conjugués, on peut donc également prendre une base (δp1, . . . , δpn−1)
vérifiant (9.22), calculer numériquement les champs de Jacobi correspon-
dants Ji(t) = (δxi(t), δpi(t)), i = 1, . . . , n − 1, et tester l’annulation du
determinant

det(δx1(t), . . . , δxn−1(t), f(x(t), u(x(t), p(t)))).

En effet, par hypothèse le Hamiltonien est non nul le long de l’extrémale,
et donc ẋ(t) est transverse à dπ(J1(t), . . . , Jn−1(t)).

Commentaires sur l’implémentation numérique

L’algorithme précédent est très simple à programmer : il suffit d’intégrer
numériquement une équation différentielle (de très nombreuses méthodes ef-
ficaces existent), puis de tester la nullité d’un déterminant, ou une chute de
rang. Pour calculer numériquement un déterminant ou un rang, de manière
efficace, il faut bien entendu passer par une décomposition LU, QR, ou SVD
de la matrice. La méthode la plus pratique pour calculer la chute de rang étant
la décomposition SVD de la matrice (décomposition aux valeurs singulières),
le rang chutant lorsque la dernière valeur singulière s’annule. Ces algorithmes
d’intégration numérique et de décomposition sont standards et sont intégrés
à des logiciels de calcul numérique comme Matlab.
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Par ailleurs, pour tester la nullité du déterminant, on peut se contenter
de programmer une simple dichotomie. Mais cela suppose que la solution
numérique de l’équation aux variations soit suffisamment lisse. En fait, si le
système est raide la solution peut numériquement se présenter sous forme
de fonction constante par morceaux, auquel cas la procédure de dichotomie
peut échouer. On peut alors affiner la méthode de discrétisation de l’équation
différentielle, en prenant par exemple un pas plus petit. Mais cela s’avère
coûteux et peu efficace. Une meilleure solution consiste à interpoler les points
de la solution discrétisée (méthode de collocation), ce qui consiste à lisser
la solution. Là encore, de telles routines sont standards (voir Matlab), par
exemple [63] a développé une formule de collocation dont le polynôme fournit
une approximation C1 de la solution, précise à l’ordre 4 sur l’intervalle en
question.

Cela a été implémenté dans le logiciel COTCOT (Conditions of Order
Two and COnjugate Times), disponible sur le web1 (voir aussi le rapport
technique [8]), dont le fichier principal est une routine matlab, cotcot.m. Le
calcul du système adjoint s’effectue par différentiation automatique, à l’aide
du software Adifor, disponible sur internet. Le code Fortran définissant le
Hamiltonien est généré de manière automatique, et des fichiers mex sont
créés pour Matlab. L’intégration numérique des équations différentielles et
la solution du problème de tir associé sont effectués avec des codes standards
Netlib, interfacés avec Matlab. Plus précisément, la routine Matlab utilisée
pour implémenter la méthode de Newton est hybrd.m, qui fait appel au code
Fortran hybrd.f de Netlib. Cette routine, fournie dans le package COTCOT,
est beaucoup plus fiable et robuste que les routines fournies dans la Toolbox
optim de Matlab.

Un exemple canonique

Considérons le système de contrôle dans R2

ẋ = u, ẏ = 1 − u2 + x2,

et la condition initiale x(0) = y(0) = 0. Le Hamiltonien est H = pxu+ py(1−
u2 + x2), et le contrôle extrémal s’écrit u = px/2py. On calcule facilement

exp(t, λ) =(λ sin t, t − λ2 sin 2t

2
),

et à l’aide de ce calcul explicite on trouve que le premier temps conjugué pour
la trajectoire (x(t) = 0, y(t) = 1), correspondant au contrôle u = 0, est tc = π.

Une simulation numérique permet de vérifier ceci. La figure 9.12 représente
la quantité det(δx1(t), δx2(t), f), où f est la dynamique du système. On ob-
serve bien que cette quantité s’annule pour la première fois en t = π.

1 http://www.n7.fr/apo/cotcot.zip
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Fig. 9.12. det(δx1(t), δx2(t), f)

9.3.4 Application au problème du transfert orbital

Dans le repère orthoradial, on a

ẋ = F0(x) +
1

m
(urFr(x) + uorFor(x) + ucFc(x)) (9.23)

ṁ = −δ|u|. (9.24)

Le Hamiltonien de ce système s’écrit

H = 〈p, F0(x) +
1

m
urFr(x) +

1

m
uorFor(x) +

1

m
ucFc(x)〉 − δpm|u|,

où |u| � umax. D’après le 6, en dehors des Π-singularités le contrôle
temps minimal s’écrit

u = umax
Φ

|Φ| ,

où Φ = (〈p, Fr(x)〉, 〈p, For(x)〉, 〈p, Fc(x)〉). On en déduit que m(t) = m0 −
δumaxt, et on doit donc tester un point conjugué pour le système (9.23).

Commentaires

r e atmosph rique, l’aide de Maple, ou par diff rentiation

optimalit avec un calcul de temps conjugu
On utilise les données numériques du hap 6. Pour une poussée max-

imale de 3 N, le temps minimal de transfert est d’environ 12 jours, ce qui
correspond à environ 15 orbites autour de la Terre. Sur la figure 9.13, on a
pris le temps final comme unité. On prolonge les extrémales sur 3.5 fois le
temps minimal. Le premier temps conjugué apparâıt environ à 3 fois le temps
minimal, et le deuxième à environ 3.5 fois le temps minimal.

C

hapC .

.
é é.

é
é étomatiquedans la routine COTCOT pr

D’un point de vue num rique, le syst me extr mal est calcul , comme pour leé é é

au sente préc demment.Pour dét.erminer
la

é éàè
è

probl me de rent

trajectoire optimale, on utilise une m thode de tir simple. On teste ensuite son
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Fig. 9.13. Transfert orbital

9.3.5 Temps conjugués pour des systèmes de contrôle affines

Préliminaires

Dans cette section, on considère le problème du temps minimal pour le système
de contrôle affine mono-entrée

ẋ(t) = F0(x(t)) + u(t)F1(x(t)), (9.25)

où F0 et F1 sont des champs de vecteurs lisses sur Rn, et u(t) ∈ R. Toute
trajectoire x(·) temps minimale est singulière, i.e. son contrôle associé u(·) est
une singularité de l’application entrée-sortie.

On fait les hypothèses suivantes.

(H0) La trajectoire x(·) est lisse et injective.

Pour simplifier la présentation, on peut supposer que u = 0.

(H1) L’ensemble {adkF0.F1(x(t)), k ∈ N} est de codimension un.
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Cette hypothèse implique que la singularité de l’application entrée-sortie
est de codimension un, ou encore que le premier cône de Pontryagin K(t) =
Im dEt(u) est le sous-espace de codimension un

K(t) = Vect {adkF0.F1(x(t)), k ∈ N},

où ad F0.F1 = [F0, F1].
Le vecteur adjoint p(·) associé est unique à scalaire près. On peut l’orienter

en utilisant la condition H � 0 du principe du maximum.

(H2) ad2F1.F0(x(t)) /∈ K(t) le long de la trajectoire.

On introduit les relèvements Hamiltoniens associés aux champs F0 et F1,

H0(x, p) = 〈p, F0(x)〉, H1(x, p) = 〈p, F1(x)〉.

Avec ces notations, et sous les hypothèses précédentes, l’extrémale est associée
au contrôle

u(x, p) = −{{H1,H0},H0}(x, p)

{{H1,H0},H1}(x, p)
,

vérifie les contraintes
H1 = {H0,H1} = 0,

et est solution de

ẋ =
∂Ĥ

∂p
, ṗ = −∂Ĥ

∂x
,

où
Ĥ(x, p) = H0(x, p) + u(x, p)H1(x, p).

Définition 95. 1. Si H0 > 0 :
a) si {{H1,H0},H1} > 0, on dit que la trajectoire est hyperbolique ;
b) si {{H1,H0},H1} < 0, on dit que la trajectoire est elliptique.

2. Si H0 = 0, on dit que la trajectoire est exceptionnelle.

Transformation intégrale

(H3) La champ F1 est transverse à la trajectoire x(·) de référence.

Dans un voisinage tubulaire de x(·), on identifie le champ F1 à

F1 =
∂

∂xn
.

Localement, le système se décompose en

˙̃x = f(x̃, xn), (9.26)

ẋn = g(x̃, xn) + u, (9.27)

où x̃ = (x1, . . . , xn−1).
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Définition 96. La transformation intégrale consiste à prendre comme nou-
veau contrôle le contrôle v = xn. On considère alors le système réduit (9.26),
qui s’écrit

˙̃x = f(x̃, v).

Le Hamiltonien de ce système est

H̃(x̃, p̃, v) = 〈p̃, f(x̃, v)〉.

Lemme 64. Le triplet (x, p, u) est une extrémale du système (9.25) si et
seulement si (x̃, p̃, xn) est une extrémale du système réduit (9.26). De plus,

∂

∂t

∂H

∂u
= − ∂H̃

∂xn
,

∂

∂u

∂2

∂t2
∂H

∂u
= −∂2H̃

∂x2
n

.

En particulier, la condition de Legendre stricte pour le système réduit équivaut
à la condition dite de Legendre-Clebsch pour le système affine initial.

Faisons l’hypothèse technique supplémentaire suivante.

(H4) Pour tout t ∈ [0, T ], les n− 1 premiers vecteurs adkF0.F1(x(t)),
k = 0, . . . , n − 2, sont linéairement indépendants le long de la trajec-
toire de référence. Dans le cas exceptionnel où F0(x(t)) ∈ K(t), on
suppose de plus que

F0(x(t)) /∈ Vect {adkF0.F1(x(t)), k = 0, . . . , n − 3}.

On rappelle le résultat suivant de [13].

Théorème 54. Sous les hypothèses précédentes, la trajectoire singulière de
référence x(·), définie sur [0, T ], est temps minimale dans les cas hyperbolique
et exceptionnel, et temps maximale dans le cas elliptique, jusqu’à un premier
temps t1c dit temps conjugué, parmi toutes les trajectoires du système con-
tenues dans un voisinage tubulaire de x(·).

L’enjeu est maintenant de donner des algorithmes de calcul des temps
conjugués.

Algorithmes dans les cas elliptique et hyperbolique

• Test 1. En utilisant la transformation intégrale, on se ramène au cadre de
la ect 9.3.3. On considère le système extrémal réduit

˙̃x =
∂H̃

∂p̃
, ˙̃p = −∂H̃

∂x̃
,

.S
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et on note J̃1(t), . . . , J̃n−2(t) les n − 2 champs de Jacobi verticaux en 0,
δp̃(0) vérifiant 〈δp̃(0), p̃(0)〉 = 0. Il s’agit alors de calculer numériquement
l’instant auquel le rang

rang dπ̃(J̃1(t), . . . , J̃n−2(t))

est inférieur ou égal à n − 3.

Remarque 48. Le test n’a de sens que pour n � 3. Pour n = 2, il n’y a pas
de temps conjugué sous les hypothèses précédentes.

• Test 2. Ce deuxième test est intrinsèque et n’utilise pas la transformation
intégrale. On considère les champs de Jacobi solutions de l’équation aux
variations associée au système initial (9.25) et des contraintes linéarisées

dH1 = d{H0,H1} = 0,

δp(0) vérifiant 〈δp(0), p(0)〉 = 0, et δx(0) ∈ RF1(x(0)). Autrement dit, on
considère une base (δx1(0), . . . , δxn(0), δp1(0), . . . , δpn(0)) satisfaisant

〈δpi(0), p(0)〉 = 0,

〈δpi(0), F1(x(0))〉 + 〈pi(0), dF1(x(0)).δxi(0)〉 = 0,

〈δpi(0), [F0, F1](x(0))〉 + 〈pi(0), d[F0, F1](x(0)).δxi(0)〉 = 0,

δxi(0) ∈ RF1(x(0)),

on calcule les n − 2 champs de Jacobi associés, et on détermine à quel
instant le rang

rang (dπ(J1(t), . . . , Jn−2(t)), F1(x(t)))

= rang (δx1(t), . . . , δxn−2(t), F1(x(t)))

est inférieur ou égal à n − 2.
Puisque le champ F0 est transverse au cône de Pontryagin le long de la
trajectoire, ceci est équivalent à tester l’annulation du déterminant

det(dπ(J1(t), . . . , Jn−2(t)), F1(x(t)), F0(x(t))).

Algorithme dans le cas exceptionnel

On considère la restriction des extrémales singulières sur le niveau d’énergie
H0 = 0. Le test, présenté sans passer par la transformation intégrale, est le
suivant. On considère les n − 3 champs de Jacobi solutions de l’équation aux
variations associée au système initial (9.25) et des contraintes linéarisées

dH1 = d{H0,H1} = dH0 = 0,

δp(0) vérifiant 〈δp(0), p(0)〉 = 0, et δx(0) ∈ RF1(x(0)), et on détermine
numériquement à quel instant le rang
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rang (dπ(J1(t), . . . , Jn−3(t)), F1(x(t)), F0(x(t)))

est inférieur ou égal à n − 2.
Puisque le champ ad2F1.F0 est transverse au cône de Pontryagin le long

de la trajectoire, ceci est équivalent à tester l’annulation du déterminant

det(dπ(J1(t), . . . , Jn−3(t)), F1(x(t)), F0(x(t)), ad2F1.F0(x(t))).

Remarque 49. Le test n’a de sens que si n � 4. Pour n = 3, sous les hypothèses
précédentes, il n’y a pas de temps conjugué.

Application au contrôle d’attitude

On rappelle que les équations d’Euler sont

Ω̇1 = a1Ω2Ω3 + b1u,

Ω̇2 = a2Ω1Ω3 + b2u,

Ω̇3 = a3Ω1Ω2 + b3u,

(9.28)

où

a1 =
I2 − I3

I1
, a2 =

I3 − I1

I2
, a3 =

I1 − I2

I3
,

voir
trinsèque vu en 9.3.5, avec les données suivantes :

I1 = 3, I2 = 2, I3 = 1,

et
b1 = 2, b2 = 1, b3 = 1.

On effectue le test avec les données initiales

Ω1 = 0.05, Ω2 = 0.05, Ω3 = 1.

La trajectoire associée est hyperbolique, et on obtient un premier temps con-
jugué à 1.37 environ, qui correspond à l’annulation de la norme de l’unique
champ de Jacobi, voir figure 9.14.

Les équations complètes du contrôle d’attitude consistent à ajouter aux
équations d’Euler les équations

Ṙ(t) = S(Ω(t))R(t), (9.29)

où

S(Ω) =

⎛

⎝

0 Ω3 −Ω2

−Ω3 0 Ω1

Ω2 −Ω1 0

⎞

⎠ .

ect.S

hapC . 5. On applique l’algorithme de calcul des temps conjugués in-
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Fig. 9.14. Résultats numériques sur les d’Euler

La matrice R(t) est une matrice de rotation dans R3, représentée par un
élément de R9.

Pour le calcul des temps conjugués, on choisit ici la méthode de trans-
formation intégrale décrite à la 9.3.5. Le champ F1 étant constant,
il s’agit juste d’un changement linéaire de coordonnées. Plus précisément, b3

étant différent de 0, on réalise la transformation intégrale en prenant comme
nouveau contrôle v = x3, et on définit les nouvelles coordonnées

x = Ω1 −
b1

b3
Ω3, y = Ω2 −

b2

b3
Ω3.

Le système réduit est de la forme

Ṙ(t) = S(x(t), y(t), v(t))R(t),

ẋ(t) = f1(x(t), y(t), v(t)),

ẏ(t) = f2(x(t), y(t), v(t)),

où f1 et f2 sont quadratiques.
Pour les simulations numériques, les données initiales sur l’état (qui est un

élément de R11) sont

R(0) = Id, x(0) = 0.05, y(0) = 0.05.

Cas hyperbolique

Si on choisit le vecteur adjoint initial

p(0) = (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ),

on est dans le cas hyperbolique. Pour calculer le rang de la matrice, on
utilise une décomposition aux valeurs singulières (SVD). On constate qu’en
dehors d’un temps conjugué le rang de cette matrice est égal à 4. La figure
9.15 représente les valeurs singulières 2, 3 et 4, le premier temps conjugué
correspondant à l’annulation de la quatrième valeur singulière. On obtient
t1c = 285.729 environ.

6

ect.S

équations
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Fig. 9.15. Résultats numériques sur les équations du contrôle d’attitude, cas
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Cas exceptionnel

Si on choisit le vecteur adjoint initial

p(0) = (1 1 0.99355412876393 1 1 1 1 1 1 1 1 ),

on est dans le cas exceptionnel. Pour calculer le rang de la matrice, on utilise
de même une décomposition aux valeurs singulières (SVD). En dehors d’un
temps conjugué le rang de cette matrice est égal à 3. La figure 9.16 représente

valeurs singulières 2 et 3, premier temps conjugué correspondant à

1c =108.1318 environ.
l’an

nulation de la troisième valeur singulière. On obtient t
les le -
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Gauthier-Villars, Paris (1967)

6. Bolza, O.: Calculus of variations, Chelsea Publishing Co., New York
(1973)
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Masson, Paris (1973)

62. Sarychev, A.V.: The index of second variation of a control system, Math.
USSR Sbornik 41, 338–401 (1982)

63. Shampine, L.F., Reichelt, M.W., Kierzenka, J.: Solving Boundary Value
Problems for Ordinary Differential Equations in MATLAB with bvp4c,
available at ftp://ftp.mathworks.com/pub/doc/papers/bvp/

64. Siegel, C.L., Moser, J.K.: Lectures on celestial mechanics, Classics in
Mathematics, Springer-Verlag, Berlin (1995)

65. Sternberg, S.: Celestial Mechanics, New York (1969)
66. Stoer, J., Bulirsch, R.: Introduction to numerical analysis, Springer-

Verlag, Berlin (1980)
67. Sussmann, H.J.: Orbits of families of vector fields and integrability of

distributions, Trans. Amer. Math. Soc. 317, 171–188 (1973)
68. Sussmann, H.J.: New theories of set-valued differentials and new ver-

sions of the maximum principle of optimal control theory, Nonlinear
Control in the Year 2000, A. Isidori, F. Lamnabhi-Lagarrigue and
W. Respondek Eds., Springer-Verlag, 487–526 (2000)

69. Sussmann, H.J.: A nonsmooth hybrid maximum principle, Stability
and stabilization of nonlinear systems (Ghent, 1999), 325–354, Lecture
Notes in Control and Inform. Sci. 246, Springer, London (1999)

70. von Stryk, O., Bulirsch, R.: Direct and indirect methods for trajectory
optimization, Annals of Operations Research 37, 357–373 (1992)

71. Watson, L.T.: A globally convergent algorithm for computing fixed
points of C2 maps, Applied Math. Comput. 5, 297–311 (1979)

72. Williamson, J.: On algebraic problem, concerning the normal forms of
linear dynamical systems, Amer. J. of Math. 1, 141–163 (1936)

73. Wintner, A.: The analytical foundation of celestial mechanics, Princeton
Univ. Press (1947)

74. Zarrouati, O.: Trajectoires spatiales, CNES-Cepadues, Toulouse, France
(1987)

R f rencesé é
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force aérodynamique de portance, 198
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paramètres orbitaux, 125
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139
problème circulaire restreint, 71
problème des petits dénominateurs, 43
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résonance, 41
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de Poincaré Dulac, 42
de Poinsot, 112
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de stabilité d’Arnold, 49
de Sundman, 78
de Tchetaev, 39
PMP faible, 20

trajectoire équilibrée, 206
trajectoire extrémale, 139
trajectoire périodique elliptique, 47
trajectoire périodique hyperbolique, 47
trajectoire périodique parabolique, 47
trajectoire périodique régulière, 80
trajectoire singulière, 19
trajectoires optimales, 139
trajectoires pseudo-périodiques, 93
transformation de Legendre, 16
transformation symplectique à poids, 25
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théorème



Déjà parus dans la même collection

1. T. CAZENAVE, A. HARAUX

Introduction aux problèmes d’évolution
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de Hamilton-Jacobi. 1994

18. Q. S. NGUYEN
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Modèles et algorithmes Markoviens.
2002

40. B. BONNARD, M. CHYBA

Singular Trajectories and their Role in
Control Theory. 2003

41. A. TSYBAKOV

Introdution à l’estimation
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