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Préface

L’origine de ce livre est double. D’une part, il s’appuie sur deux projets de
recherche sur le controle véhicules spatiaux. Le premier étudié dans les années
80, sur le probleme du controle d’attitude d’un satellite rigide, en collabora-
tion avec 'ESA et dont I'objectif était d’appliquer les techniques du contréle
dit géométrique. Le second projet, avec le CNES, concerne le calcul des tra-
jectoires de rentrée atmosphérique de la navette spatiale. Ces travaux ont
donné lieu & des développements méthodologiques en théorie des systemes
qu’il nous a paru intéressant d’intégrer dans une série de cours de DEA en-
seignés a des étudiants en mathématiques et en physique a l'université de
Dijon, en paralleéle avec un cours plus classique sur les systemes dynamiques
et la mécanique céleste. En effet la connexion est évidente. D’une part parce
que la partie controle utilise de fagon fine des propriétés des équations de la
mécanique spatiale que sont les équations d’Euler ou les équations de Kepler,
et les coordonnées issues de la mécanique céleste pour modéliser les systemes.
D’autre part les techniques dites variationnelles du calcul des variations tra-
ditionnel sont développées en théorie des systémes sous le nom de controle
optimal et jouent un réle important en mécanique céleste dans le programme
de montrer 'existence de trajectoires périodiques. Par ailleurs des outils com-
muns a la théorie du controle et a la mécanique céleste sont la géométrie
symplectique et I'étude des équations différentielles Hamiltoniennes. Enfin il
ne faut pas cacher qu’une des ambitions de cet ouvrage est de rassembler des
lecteurs intéressés de deux communautés scientifiques disjointes plus pour des
raisons culturelles que scientifiques, I'une issue des sciences de l'ingénieur et
I’autre des mathématiques.

La premiere partie du livre est une introduction a la mécanique céleste,
non exhaustive car le sujet est encyclopédique. Notre présentation est ori-
entée vers les applications en mécanique spatiale. Néanmoins, une de ses
ambitions est, & notre modeste niveau, de réactualiser les travaux excep-
tionnels de Poincaré en mécanique céleste [58], qui sont aussi & lorigine
du développement moderne des systemes dynamiques, et de compléter cer-
tains ouvrages déja anciens comme ceux de Moser, Siegel [64] ou de Stern-
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berg [65]. Ces livres orientés par ailleurs vers le KAM étant assez techniques
mathématiquement. L’organisation de la partie mécanique céleste est la suiv-
ante. Le premier chapitre est une introduction a la géométrie symplectique et
aux propriétés des systemes Hamiltoniens qui s’appuie sur I’excellent ouvrage
de Meyer et Hall [53]. Le second chapitre est consacré & 1’étude des pro-
priétés des systemes dynamiques Hamiltoniens : intégrabilité et stabilité. On
y présente le théoreme de Liouville et on fait une introduction descriptive au
KAM avant de conclure par le théoreme de Poincaré-Hopf sur les propriétés de
récurrence des trajectoires dans le cadre borné. On introduit, dans le chapitre
3, le probleme des N corps. Vu sa complexité, on connait trés peu de solu-
tions excepté le cas du probleme des 2 corps ou probleme de Kepler, et le
probleme des 3 corps, si on se limite au probleme dit circulaire restreint. Ce
chapitre contient aussi une introduction & un probléme clef de la mécanique
céleste : les collisions. Le chapitre 4 est consacré au programme de recherche
des trajectoires périodiques. On présente deux méthodes toutes deux issues
des travaux de Poincaré. La premiere est la technique dite de continuation
fondée sur le théoreme des fonctions implicites. Cette méthode bien que sim-
ple est en fait une technique des perturbations trés importante pour calculer
des trajectoires périodiques dans le probleme des 3 corps restreint, qui peut
s’'interpréter comme une perturbation du probleme de Kepler. La seconde
méthode plus sophistiquée est la méthode directe du calcul des variations qui
est appliquée ici pour calculer des trajectoires périodiques pour les systemes
Hamiltoniens. Cette technique est en plein développement actuellement et a
permis de calculer de nouvelles trajectoires périodiques dans le probleme de
N corps, notamment le huit de Chenciner et Montgomery [20].

La seconde partie de ce livre concerne le contréle des véhicules spatiaux.
On restreint notre présentation a trois problemes : le controle de 'attitude ou
orientation du satellite, le probleme de transfert orbital, avec ou sans rendez-
vous et enfin le probleme du contréle de I'arc atmosphérique. Le premier
chapitre de la seconde partie est consacré au probleme de contréle d’attitude.
Il contient une introduction aux méthodes dites géométriques pour étudier
la controlabilité des systemes non linéaires. Ces techniques appliquées au
controle d’attitude permettent d’analyser completement la controlabilité de
tels systemes en utilisant les propriétés de récurrence du systeme libre (les
équations d’Euler-Poinsot) déduites du théoréme de Poincaré-Hopf. Le sec-
ond chapitre est consacré au probleme de transfert d’orbite. Le systéme libre
est décrit en premiere approximation par les équations de Kepler. On a choisi
de présenter le probleme dans le cadre d’un projet en cours de développement
avec des moteurs a poussée faible. Ce type de systeme nécessite des lois de
commande adaptées. Une approche standard par la technique de stabilisation
est rappelée. On analyse ensuite le probleme du temps minimal qui est ici un
probleme crucial car le temps de transfert a une orbite géostationnaire est
long, de 'ordre de 150 jours. Par ailleurs pour ce type de systéme, le controle
n’agit pas quand le satellite rentre dans la zone d’ombre : c’est le probleme
des éclipses qui doit étre pris en compte dans le calcul de la loi opimale, la
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trajectoire étant réfractée en passant de la zone éclairée a la zone d’ombre.
Les lois de la réfraction sont la conséquence du principe du maximum avec
contraintes, un chapitre entier est consacré a présenter ce principe. La tache
est ardue car il s’agit d’une extension non triviale du principe du maximum
standard. Il est par ailleurs utilisé et développé dans un chapitre de cet ou-
vrage, consacré au controle de I'arc atmosphérique. Dans ce cas la navette se
comporte comme un planeur (la poussée étant coupée), volant & haute vitesse
(de l'ordre de 8000 m/s en début de trajectoire), soumis & des forces fluides
dans I'atmosphere, une force de frottement appelée trainée et une force de
portance qui permet de controler la navette. Le probleme est complexe car il
y a des contraintes actives sur I’état : une contrainte sur le flux thermique et
une contrainte sur ’accélération normale. Pour ce type de systéme un critere
a minimiser dans le calcul de trajectoires est le facteur d’usure de la navette,
modélisé par l'intégrale du flux thermique. Enfin, un chapitre est consacré
aux méthodes numériques dites indirectes en controle optimal, introduisant
aussi la théorie des points conjugués et des algorithmes d’implémentation
numérique.

Avertissement aux lecteurs. La premiere partie de 'ouvrage, consacrée
a la mécanique céleste, est motivée par I'introduction des concepts et outils
nécessaires dans la seconde partie. La seconde partie, sur la mécanique spa-
tiale, est une présentation didactique et simplifiée des résultats obtenus dans
nos travaux en controle d’attitude, transfert orbital, et rentrée atmosphérique.
Pour une analyse plus complete, le lecteur intéressé est invité a consulter nos
articles.

Remerciements. Les auteurs remercient R. Roussarie et J.-B. Caillau.

Dijon, Orsay, Bernard Bonnard
mai 2005 Ludovic Faubourg
Emmanuel Trélat
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1

Géométrie symplectique et transformations
canoniques

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les outils de géométrie symplectique
qui seront utilisés dans cet ouvrage. Par ailleurs, on établit le lien de la
géométrie symplectique avec le calcul des variations classique. On fait une
présentation du principe du maximum de Pontriaguine dans sa forme faible.
Ce principe permet d’établir une formulation Hamiltonienne directe pour cal-
culer les extrémales d’un probléme de minimisation.

1.1 Rappels d’algebre extérieure et géométrie
symplectique linéaire

Dans cette section, les espaces vectoriels sont de dimension finie sur K = R
ou C.

Définition 1. Soient E et F deux espaces vectoriels, a : FP — K une forme
multilinéaire de degré p, et h : E — F une application linéaire. L’image
réciproque de o par h est la forme h*a : (x1,...,2p) — a(h(z1),..., h(zp)).

Définition 2. On dit que « est une forme extérieure de degré p si a est
une forme multilinéaire de degré p antisymétrique. L’ensemble des formes
extérieures de degré p sur E est noté AP(E). C’est un espace vectoriel de
dimension CP.

Définition 3. Si a est une forme multilinéaire de degré p et B une forme
multilinéaire de degré q, on définit le produit tensoriel par

(O‘ ®6)(l‘) = O‘(xlv s 7xp)ﬂ(xp+1’ s 7$Z)+q)

0U X = (T1,..., Lp, Tpt1s---Lptq)-
Sia e AP(E) et f € AUE), on définit le produit extérieur par

(a A B)(z 1q| Z U(l : xU(P))ﬁ(‘TU(P-H)?"'7x0(P+q))
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0Ux = (T1,...,%p, Tpt1,--.,Tptq), O €St une permutation sur ’ensemble des
indices et £(o)sa signature ; (o A B) est une forme extérieure de degré p + q.

Proposition 1. Soit (¢;)1<1<n une base de E, et soit (e} )1<1<n Sa base duale.
Alors une base de AP(E) est (ef, N+ A€} )i<i<iz<-<ip<n-

Définition 4. Soient a une forme extérieure de degré p > 1 et x un élément
de E. Le produit intérieur de « par x est la forme de degré p — 1 donnée par

(i(x)a)(z1,. .., xp_1) = (T, T1,...,Tp_1).

1.2 Formes extérieures de degré 2 et géométrie
symplectique linéaire

Définition 5. Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 2n. On appelle
structure symplectique lin€aire sur E, la donnée d’une forme extérieure w de
degré 2 et non dégénérée, i.e. (w(x,y) =0 Yy)= (x =0).

Exemple 1. On note ( , ) le produit scalaire sur R?", (x,y) = ‘ry, ol = et y

sont identifiés a des vecteurs colonnes. Notons .J la matrice ou I,

n
~1, 0
est la matrice identité d’ordre n et posons w(z,y) = (z, Jy). Si (e;) est la base
canonique de R?", on a les relations suivantes :

o wle,eirn) =1, wleifn,e;)=-1,1<i<n.
o w(e;,ej) =0 sinon.

Proposition 2. Soit (E,w) une structure symplectique linéaire, ot E est un
espace vectoriel de dimension 2n. Alors il existe une base (e;) de E dite de
Darbouz ou canonique telle que w(e;, €;4n) = 1, w(€ipn, ;) = —1, 1 <i < n
et 0 sinon.

Preuve. On donne juste une indication de preuve, par récurrence sur la di-
mension de F.

e Soient e, e5 deux vecteurs de E tel que w(ey,es) = 1 et notons F' lespace
Rel D Reg.

e Soient G 'ensemble des vecteurs z tels que w(ey, z) = w(ez, z) = 0. Comme
w est non dégénérée, G est 'intersection de deux hyperplanset £ = FHG.

e On applique I’hypothese de récurrence.

Remarque 1. (Lien avec le produit extérieur) Le résultat précédent signifie que
lon peut trouver une base (e;) de F telle que w s’écrive

w=ejNes+---+e5,_1Nes,.

On observe alors que w™ = A, foisw est une forme extérieure de degré 2n non
nulle ; c’est une forme volume.
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Le résultat suivant résume les caractérisations des espaces symplectiques
linéaires.

Proposition 3. Soient E un espace vectoriel réel de dimension 2n et w une
forme extérieure de degré 2. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (E,w) est un espace symplectique.
2. w" = Ny foisw est une forme volume.
3. L’application x — i(x)w est un isomorphisme de E sur E*.

1.3 Groupe symplectique

Définition 6. Soient (E1,w1), (E2,ws) deuz espaces symplectiques de dimen-
sion 2n et f un isomorphisme linéaire de F1 sur Es. On dit que f est sym-
plectique si, pour tous x,y € E,

wi(2,y) = wa(f(2), f(y))-
L’ensemble des isomorphismes symplectiques forme un groupe que l’on va

identifier.

1.3.1 Représentation du groupe

On choisit sur E; et E5 des bases de Darboux. Ce choix permet d’identifier
(E1,w1) et (B2,w2) & (R?™ w) olt w est la forme w(z,y) = ‘@Jy. Soit S la
matrice carrée d’ordre 2n représentant f dans les bases de Darboux, on a alors

w(Sx, Sy) = 'S ISy = w(x,y) = ‘2 Jy,
pour tous z,y. On obtient la relation
SIS =J (1.1)

L’ensemble des matrices S ainsi définies forme le groupe symplectique réel
noté Sp(n,R).

Ezemple 2. Sp(1,R) coincide avec SL(2,R), le groupe des matrices 2 x 2 de
déterminant 1.

1.3.2 Groupe symplectique et champs de vecteurs Hamiltoniens
linéaires

Proposition 4. On a les propriétés suivantes.

1. Le groupe Sp(n,R) est un sous groupe fermé du groupe linéaire GL(2n,R)
d’ordre 2n, c’est donc un sous groupe de Lie.
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2. 1l est connexe et toute matrice symplectique est de déterminant 1, c’est a
dire que Sp(n,R) est inclus dans le groupe SL(2n,R).

Preuve. Prouvons que toute matrice symplectique est de déterminant 1. En
utilisant la relation !S.JS =J pour S € Sp(n, R), on en déduit que (det(S))? =1
et donc que det(S) = £1. Pour montrer que det(S) = 1, il suffit d’observer
que par définition S préserve la 2-forme w = Y. | dz; A dz;y, et donc la
forme volume w™ = A, foisw proportionnelle a la forme dz; A ... A dxo,.

Proposition 5. Soit S une matrice symplectique. En décomposant S en blocs
nxmn,
AB
s=(cn)

‘tAD - 'BC =1,,, 'AC = 'CA, '‘BD = 'DB.

on a les relations

Définition 7. On note sp(n,R) l'algébre de Lie de Sp(n,R),
sp(n,R) ={H | exptH € Sp(n,R)}.
Un calcul facile donne
HJ + JH =0, (1.2)

AB
D

et en décomposant H en blocs n x n, H = ( ), on obtient les conditions

sur les blocs
D=-%4 'B=B, 'C=C.

Proposition 6. L’algébre de Lie de Sp(n,R) est I’ensemble

(n,R) = A B | A B,C:nxn
IR =1\ o -4 B,C : symétriques |

Sous-groupe compact mazximal

Une matrice A est dite compacte si exptA est une matrice orthogonale. Le
groupe unitaire est par définition U(n) = {U € GL(n,C) | UU = I,} ou
U est la matrice conjuguée de U. Son algebre de Lie est u(n), ensemble des
matrices H complexes d’ordre n telles que 'H + H = 0. On identifie U(n) & un

—-B A
Son image contenue dans SO(2n), groupe des matrices orthogonales directes
forme un sous groupe compact maximal de Sp(n,R). On vérifie aisément que
lisomorphisme dérivée df coincide avec 6 et 'algebre de Lie u(n) est donc
ainsi identifiée a une sous algeébre de Lie compacte maximale de sp(n,R). On

sous groupe de Sp(n,R) avec Iisomorphisme 6 : U = A+ iB ( A B).
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a la décomposition polaire correspondante de Sp(n,R) et de son algebre de
Lie : toute matrice S € Sp(p, R) s’écrit PO o P est une matrice symplectique
définie positive et O est une matrice symplectique orthogonale, c’est a dire
un élément de U(n). En termes d’algebre de Lie, tout élément de sp(n,R)
s’écrit H =S+ U, ou S et U sont deux matrices de sp(n, R) respectivement
symétrique et antisymétrique.

Définition 8. Un champ de vecteurs Hamiltonien linéaire est représenté par
d

une équation de la forme d—f(t) = A(t)x(t), z(t) € R*™ et A(t) € sp(n,R).

Le cas autonome est le cas ot la matrice A(t) est une matrice constante. En

posant © = (x1,x2) et en introduisant le Hamiltonien H(t,xz) = %'xS(t)z,
l’équation s’écrit

1\ _( 0 I,\ (0H/0x
o) \-I, 0 ) \OH/0z3)’
et le vecteur {OH/Ox1,0H/0x3) est le gradient V, H.

1.3.3 Notions d’algébre linéaire symplectique

Définition 9. Soit (E,w) un espace symplectique linéaire. On peut identifier
E a R™ et w(z,y) a wJy. Deuz vecteurs x et y sont dits orthogonauz (pour w)
siw(x,y) =0 et deux sous-espaces de F,G sont orthogonauz si w(F,G) = 0.
Si F est un sous-espace, son espace orthogonal est noté FL. Par somme
directe de deux sous-espaces F,G notée F LG, on entend une somme directe
F & G avec w(F,G) = 0. Un espace est dit isotrope si w(F,F) = 0. Un
espace isotrope de dimension mazximale n est dit Lagrangien. Un sous-espace
F C E tel que wpxr est non dégénérée est dit symplectique. Soit L1, Lo deux
espaces Lagrangiens. On dit que E admet une décomposition Lagrangienne si
E=L&Ls.

Propriétés spectrales

Proposition 7. 1. Soient H € sp(n,R) et A une valeur propre de H. Alors
—\, \ et —\ sont aussi des valeurs propres.
2.8 S € Sp(n,R) et si X\ une valeur propre de S, alors AL est une valeur
propre de S.

Preuve (assertion 1). Soit H € sp(n,R) et soit p(A\) = det(H — AI) son
polynéme caractéristique. Alors p(A\) = det(J'HJ —AI) = det(J'HJ+\JJ) =
det(J) det(H+AI) det(J) = det(H+AI) = p(—A). Donc si A est valeur propre
il en est de méme de —\. Comme H est réelle alors A et —\ sont aussi valeurs
propres.

Lemme 1. Si A et p sont deux valeurs propres de H € sp(n,R) telles que
A+ pu#0 et six ety sont des vecteurs propres associés alors w(x,y) = 0.
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Preuve. On étend w sur C2" & I'aide de la formule w(z,y) = zJy ot les coor-
données z,y sont réelles ou complexes. Par hypothese w(Hz,y) = w(Ax,y) =
Mw(z,y) et w(x, Hy) = w(z, py) = pw(z,y). De plus, comme H € sp(n,R),
w(Hz,y) = —w(x,Hy). On en déduit la relation (A + p)w(z,y) = 0 et
w(z,y) =0si A+ p #0.

Définition 10. Soit (E,w) un espace symplectique de dimension 2n. Fizons
x € E. Alors i(x) : y — w(x,y) est une forme linéaire et Uapplication x +—
w(xz,.) est une bijection de E dans E* notée i. Soit F' un sous espace de
dimension p et notons F° = {f € E* | f(x) =0, Ya € F}. C’est un sous-
espace de dimension 2n — p.

Lemme 2. On a F*+ =i7}(F°) et dim(F) + dim(F1) = n.
Preuve. Par définition on a
Ft={z€cE|w(xy =0, VycF}
—{s € E | i(z)(y) =0, Vy € F}
={x e E|i(x) € F°},
et i est une bijection. Donc dim F+ = dim F° = 2n — p et dim F+ +dim F
=2n.
Lemme 3. Si E = F LG alors F' et G sont symplectiques.

Preuve. Par définition F = F®G et w(F, G) = 0. Supposons que F ne soit pas
symplectique. En conséquence il existe 2z € F', non nul et tel que w(z, F) = 0.
Puisque £ = F @& G et w(F,G) =0, on en déduit que w(z, E) = 0, ce qui est
impossible car w est non dégénérée.

Lemme 4. Si F est symplectique alors F+ est symplectique et E = F1F~+.

Lemme 5. Si L, est Lagrangien alors il existe un complémentaire Lagrangien L.

Preuve. Une construction possible de Lo consiste a identifier w a sa forme de
Darboux et de prendre Lo = JL7.

Ce complémentaire n’est pas unique. Par exemple, dans R2, deux droites
distinctes quelconques forment une telle décomposition.

Lemme 6. Soient E = L1®Ls une décomposition Lagrangienne, et (e1, ..., en)
une base de Lq. Il existe une unique base (f1,..., fn) de Lo telle que la famille
(e1,---yeny f1,---, [n) soit symplectique.

Preuve. Pour w € Lo, introduisons les formes linéaires &, (w) = w(e;, w), i =
1,...,n. Montrons que ces formes sont indépendantes. Supposons qu’il existe
des scalaires oy, ..., ay, tels que > 1 a;®; = 0. Alors, w(> [ aje;,w) =0,
pour tout w € Ly. Or, E =Ly ® Ly, et w(Ly, L1) =0, doncw(}.,, e, E) =0,
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et donc o; = 0, pour ¢ = 1,...,n. Les formes &;, ¢ = 1,...,n, forment
donc une base de L3, de base duale notée (F1,...,F,). Par définition, on
a @;(F;) = 0;; ou §;; est le symbole de Kronecker. Par construction, on a
D;(F;) = w(e;, F;), d’ou Iassertion.

Lemme 7. Soit E = Ly & Ly une décomposition Lagrangienne de E et
x = (x1,x2) les coordonnées correspondantes. Alors tout isomorphisme x1 =
p(X7) se reléve en un isomorphisme symplectique qui se représente dans des
coordonnées canoniques par la transformation matricielle

1\ _ (¥ O X1

T2 —\0 —t(p71 Xs /)
La transformation ainsi définie notée @, s’appelle le relévement symplectique
de . Un champ de vecteurs Hamiltonien linéaire qut laisse Ly et Lo tnvariants
se représente dans des coordonnées de Darboux par une matrice (A 0 )

0—*'A

Application : forme canonique d’un champ Hamiltonien linéaire

Supposons que H soit une matrice inversible de sp(n,R) avec des valeurs
propres distinctes. On range les valeurs propres en trois groupes :

e les valeurs propres réelles : (A, —Ag),
e les valeurs propres imaginaires : (4, —igy,),
e les valeurs propres complexes : v = A + iy, avec Ay # 0, —vg, Uk, — k.

En utilisant nos résultats précédents on peut décomposer I’'espace en une
somme directe d’espaces symplectiques orthogonaux, et dans chacun de ces
espaces, H s’écrit dans une base de Darboux sous la forme d’un bloc :

e cas réel : A0
“\NO0 =N’

... (0p 0-p
® Cas lmaglnaire : <—ﬂ O) ou (ﬂ 0 >7
e cas complexe : (61 70,5 A) avec A = (aﬁ g)

Remarque 2. Dans le cas imaginaire, il y a deux formes normales car les ma-

1
sont semblables via un isomorphisme qui doit renverser I’orientation.

. 1 -1 . o
trices (_01 0) et (O 0 ) ne sont pas symplectiquement équivalentes car elles

Ce résultat se généralise sans difficulté pour construire une forme de Jor-
dan réelle qui respecte la structure symplectique. Il faut remplacer les espaces
propres par les espaces propres généralisés. Il y a aussi une théorie semblable
pour une matrice symplectique que ’on obtient essentiellement en exponen-
tiant, en prenant garde que exp n’est pas un difffomorphisme et en tenant
compte des réflexions.
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1.3.4 Stabilité et stabilité structurelle

Une application importante de notre étude est la question de stabilité des
champs de vecteurs Hamiltoniens linéaires qui sera étudiée en détails dans le
Chap. 2 (voir ce chapitre pour les définitions de stabilité).

Proposition 8. Soit & = Az un champ de vecteurs Hamiltonien linéaire de
R?", & coefficients constants. Alors

o [‘origine n’est jamais asymptotiquement stable ;
o [origine est stable si et seulement si les valeurs propres de A sont imagi-
naires pures et A est diagonalisable sur C.

Preuve. Cette proposition résulte de la théorie de Liapunov. Il suffit de prou-
ver la premiere assertion. Si A admet une valeur propre \ a partie réelle stricte-
ment négative alors —\ est aussi une valeur propre a partie réelle strictement
positive, et I'origine est par conséquent instable.

Définition 11. Soit A € sp(n,R). On dit que A est structurellement stable
sl existe € > 0 telle que lorigine soit stable pour tout systéme & = A'x avec
A" € sp(n,R), |[A—A'| < ¢, ou|-| est une norme usuelle sur les matrices.

Critére de stabilité structurelle

Soit H le Hamiltonien quadratique associé a A (voir définition 8). Alors si le
Hamiltonien H est défini positif ou négatif, le systéme est clairement struc-
turellement stable. En effet la propriété H > 0 ou H < 0 est structurellement
stable et H représente I’énergie du systéme qui est conservée.

Théoréme 1. Soit A une matrice de sp(n,R) diagonalisable sur C et o(A)
Uensemble des valeurs propres supposées imaginaires pures. Notons R?" =
Ei1l---1E, la décomposition de l’espace associée aux couples de valeurs pro-
pres {xiay | k=1,...,p} distinctes, H le Hamiltonien de A et Hy, la restric-
tion de H a Ey. Alors A est structurellement stable si et seulement si chaque
forme quadratique Hj, est soit définie positive soit définie négative.

Preuve. La preuve est une généralisation de I’exemple suivant dans R*. Con-
sidérons les deux Hamiltoniens

1
Hy = ((PT+a)+ (P3+a3)) .

1
Hy = ((PT+a)— (P3+a3)).

Les valeurs propres sont +7 et sont doubles. Le systeme représente un couple
d’oscillateurs harmoniques. Dans le premier cas H; > 0 et le systeme est
structurellement stable. Dans le second cas on peut déstabiliser le systeme
en perturbant Hy avec un terme de la forme e£q1qo pour obtenir un spectre
complexe.
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Corollaire 1. Soit A un élément de sp(n,R) et on suppose que les valeurs
propres de A sont imaginaires pures et toutes distinctes. Alors A est struc-
turellement stable. De plus si A’ est assez voisin de de A ’adhérence du groupe
a un paramétre {exptA’ | t € R} est un tore T™ de Sp(n,R).

Remarque 3. Le résultat précédent est particulierement important pour com-
prendre les propriétés des champs de vecteurs Hamiltoniens. Dans le cas
linéaire, les champs de vecteurs dont I’adhérence forme un sous-groupe com-
pact de Sp(n,R) sont génériquement stables. Donc dans le cadre Hamiltonien
linéaire, il y a beaucoup de champs dits compacts dont les trajectoires sont
bornées. En particulier c’est une justification heuristique du KAM ou les
tores invariants sont préservés en général et cela rend aussi le programme
de Poincaré de recherche de trajectoires périodiques tres raisonnable.

1.4 Variétés symplectiques et champs de vecteurs
Hamiltoniens

1.4.1 Notations et définitions

On utilise les notations suivantes :

o M : variété lisse ( C*° ou C¥).

o TM : fibré tangent : UT, M.

e T"M : fibré cotangent : UTy M.

e V(M) : ensemble des champs de vecteurs lisses.
o AY(M) : I'espace des 1-formes lisses.

En termes de coordonnées locales, pour ¢ € M, un champ de vecteurs
0

X € V(M) s’écrit ZXza— et une 1-forme o € AY(M) sécrit Y a;dg;. Si
qi

on note £ = Ty M la fibre, alors E* = Ty M est I'espace dual et 'on peut

faire du calcul extérieur sur chaque fibre. On introduit ensuite I'opérateur de
différentiation d.

Définition 12. L’opérateur de différentiation extérieure d est un opérateur
linéaire sur l’espace des p-formes défini par la relation suivante. Soient
fis--., fp et g des fonctions lisses sur M. On pose

d(gdfy A~~~ Ndfy) = dg A dfy A--- A df.

L’opérateur d transforme une forme de degré p en une forme de degré p + 1.
Une forme « est dite fermée si da = 0 et exacte s’il existe une forme 3 telle
que o = df.
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Définition 13. Soient ¢ : M — M une application lisse et Q = ¢(q). Soit
dy sa différentielle et a une p-forme. Son image réciproque est définie par

(‘P*O‘)q(vla cee ,Up) = O‘Q(d‘P(Ulv e 7”17))7

ol v1,...,Vp sont des vecteurs tangents en q. En termes de coordonnées lo-
cales, si
aQ =Y a;..i,(Q)dQi, N+ NdQi,,
on a
(I - Z Qi - d@zl A dgpipa

ot Q; = p;(q) et on deveZOppe dps, N Ndp;
Définition 14. On appelle variété symplectique un couple (M,w) tel que
1. M est une variété lisse de dimension 2n;
2. w est une 2-forme lisse sur M telle que
a)Vg e M, wy(.,.) est non dégénérée,
b) w est fermée : dw = 0.
Exemple 3. L’espace R?™ avec sa structure symplectique linéaire canonique
22;1 dp; N dg;.
Ezxemple 4. L’espace cotangent T* M d’une variété M est muni d’une 1-forme
intrinseque « dite forme de Liouville et (T*M, da)) est muni d’une structure
symplectique canonique.

Construction de a. Soient ¢ des coordonnées locales sur M et [ = (p, q) les
coordonnées induites sur 7M. Un vecteur tangent X a T*M en [ s’écrit

)

Notons II : (p,q) — g la projection canonique sur la base et dII : T(T*M) —
TM sa différentielle. On a

Zma%

i=1

On définit la forme de Liouville de fagon intrinseque en posant
a(X) =1(dII(X)). (1.3)

Notre calcul donne

= (Zpidqz) (Z 7%5) = Zpidm-
i=1 i=1 v i=1

La forme de Liouville s’écrit donc en coordonnées locales o = pdg (la somme
étant omise) et on a da = dp A dg.

Définition 15. Soit (M,w) une variété symplectique. Un difféomorphisme ¢
est un symplectomorphisme si ¢ * w = w.
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1.4.2 Coordonnées de Darboux

Théoréme 2. Soit (M,w) une variété symplectique. Alors en tout point de M
il existe un systéme de coordonnées locales (p,q) tel que la 2-forme s’écrive
w=>y"dp; Ndg;. Ces coordonnées sont dites canoniques ou de Darbouz.

Preuve. Pour la preuve de ce résultat standard, voir par exemple [31].

Remarque 4. Dans des coordonnées de Darboux, un symplectomorphisme ¢
est caractérisé par la propriété dp € Sp(n,R) en tout point.

Définition 16. Soit (M,w) une variété symplectique. A toute fonction H :

—
M — R, on associe un champ de vecteurs noté H en posant zﬁ(w) = —dH.

Le champ ﬁ est dit Hamiltonien et H est la fonction de Hamilton. Plus
généralement un champ Hamiltonien non autonome est défini par i (w) =
—d.H(t,z), pour tout t.

Calcul dans des coordonnées de Darboux

—
On a w = dpAdq et H s'écrit Xla% + Xga%. SiY = Yla% + Yga% est un
champ de vecteurs. Par définition il vient

i (W) (Y) =w(H,Y) = —dH(Y).

H
H OH
Soit (X1 XQ) (Oln Ig) (2) = — (%p %q) (2), et en identifiant il
vient
oOH oOH
Xi=—, Xo=—.
1 aq ) 2 8]7

_
Dans des coordonnées canoniques (p, q), les trajectoires de H sont solutions
des équations de Hamilton

,__oH . _oH

Définition 17. Soient X, Y € V(M). Le crochet de Lie est calculé avec la
convention [X,Y] =YX — XY, soit, en coordonnées locales,

- %—f@mq) - %@X(q).

Le crochet de Poisson de deux fonctions Hyi, Hy est défini par {Hi, Hy} =

dHl(ﬁg), et en coordonnées canoniques (p,q),

(X, Y](q)

" /OH, OHy OH, 0H,
H, H = - '
{H1, H2} () Z ( 0q; Op;  Op; (9%')

i=1
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Propriété 1. 1. Le crochet est R-bilinéaire et antisymétrique.
2.{FG,H}=F{G,H} + G{F,H}.
3. Identité de Jacobi

{F,G},H} +{{G,H},F} + {{H,F},G} = 0.
4.[F,G] ={F,G}.

Proposition 9. L’ensemble des champs de vecteurs Hamiltoniens de V(H)
forment une sous-algébre de Lie (de dimension infinie) notée x(M).

N

Définition 18. Soit H un champ de vecteurs Hamiltonien et f une fonction

sur M. On dit que f est une intégrale premiere si f est constante le long des
—

trajectoires de H .

N
Lemme 8. f est une intégrale premiére si et seulement si {f, H} =df (H) =0.
En particulier pour un systeme Hamiltonien (autonome) H est une intégrale
premiére.

1.4.3 Reléevement symplectique

Soit M une variété et T*M le fibré cotangent muni de sa structure symplec-
tique canonique. Soit ¢ : M — M un difféomorphisme sur M. On releve ¢
de facon canonique en un difféomorphisme symplectique noté @ sur T*M tel
que ITop = ¢ ol IT est la projection canonique. En coordonnées canoniques,
Q = ¢(q) se releve en

9 -1
4
= P =
Q= ¢(q), 94
. SIS .. (ay _ (A O Q
Ce relevement généralise le cas linéaire <p) = ( 0t A‘1> ( P>'

Un champ de vecteurs X sur M se releve en champ Hamiltonien Hx, la
fonction Hx étant définie par Hx = a(X) = (p, X) avec o = pdq forme de
Liouville.

1.5 Géométrie symplectique et calcul des variations

La géométrie symplectique a été développée a la suite du calcul des variations
et en est un outil fondamental. Nous montrons ce lien a partir du calcul des
variations classiques, puis nous introduisons le controle optimal géométrique
avec le principe du maximum, qui se formule directement dans le cadre Hamil-
tonien.
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1.5.1 Formule fondamentale

Définition 19. On utilise les notations suivantes :

o C : famille des courbes lisses t — q(t) € R™ avec t € [tg,t1]. On considére
le probléeme de minimisation sur C de la fonctionnelle

B(q() = / Lt q(t), (),

to

ou L est une fonction lisse appelée le Lagrangien.

e On introduit l'espace temps (t,q) € R x R™. Sur cet espace les extrémités
de notre courbe (t, q(t)) sont notées Py = (to,q0), P1 = (t1,q1). La distance
entre deux courbes q, q* est prise au sens de la topologie C*,

p(a,q") = max|q — ¢"| + max|[q — ¢*| + d(Fo, F5) + d(Py, P{).

Notons que les courbes ne sont pas définies sur le méme intervalle et on
les étend de facon au moins C?.

e Soit v une courbe de réference d’extrémités (to,qo), (t1,q1) et soit ¥ une
courbe voisine quelconque d’extrémités (to+0to, go+0qo), (t1+dt1,q1+dq1).
Alors h(t) = v(t) — 7(t) est la variation de la courbe de référence.

Proposition 10 (Formule fondamentale). La fonctionnelle  est dérivable
au sens de Fréchet pour la C'-topologie et sa dérivée de Fréchet en v est

donnée par
oL d 8L> ( oL )
P = — — —— | hdt+ L——q) ot
! /to (361 dat 94 /|, 94" I

ot l'on note [u]? = u(b) — u(a).

t1

+

to

Preuve. Voir [29)].

Corollaire 2. Si vy est un extremum de @ évalué sur les courbes a extrémités
fizées (to,qo), (t1,q1), alors v est solution de l’équation d’Euler-Lagrange

oL d oL

9 doq (1.4)

1.5.2 Conditions de transversalité

On peut déduire de la formule fondamentale d’autres conditions nécessaires si
~ est un minimum de @, avec d’autres conditions aux limites. L’exemple suiv-
ant traité en dimension 1 se généralise aisément en dimension n. Il constitue
un exemple important dans les applications et en géométrie. Considérons le
cas ou lextrémité gauche des courbes Py = (g, qo) est astreinte & rester sur
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une courbe d’équation ¢ = ¢(t) et que l'on cherche & minimiser la fonction-
nelle @. Une courbe minimisante doit étre minimisante a extrémités fixées
et doit donc vérifier I'’équation d’Euler-Lagrange. De plus I'extrémité droite
étant fixée, on a

_ OL oL .
A0 = 8(7) - 0() ~ G500 + (L - aqq> 5o,

Comme g = () & extrémité gauche, on a dgo = @(to)dto. En remplagant
et en utilisant que dty est arbitraire, la condition de minimisation donne la
condition dite de transversalité

oL . oL\
aq“(“af)o

ent=t.
Ezemple 5. Traitons le cas L = /1 + ¢? est la longueur. Alors
oL . .
_ q __4q L,

% Jir@ 1+¢

et I'on obtient la condition supplémentaire

1+qp =0,
qui exprime que les deux vecteurs (1, ¢) et (1, @) sont orthogonaux.

1.5.3 Equations de Hamilton

Les coordonnées (q,¢) sont les coordonnées de l'espace tangent, et le La-
grangien L est défini sur cet espace. L’équation d’Euler-Lagrange s’interprete
comme une équation de Hamilton. La transformation de Legendre consiste a

oL
introduire la variable duale p = Er Faisons I’hypothése que ¢ : (q,¢) — (q,p)
q

est un difféomorphisme et introduisons alors le Hamiltonien

H(Q»Pv t) :pq — L.
On a alors

L oL oL ,. 0L
dH = pdq + ¢dp — <8qdq + 6—q,dq + atdt)
OH OH OH
= —dq+ —dp+ —dt.
9¢ T oy P o

Soit en identifiant
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. OH 9L  OH

el il 1.5
1= 5, Bq R (1.5)
- . . L . d
et en utilisant I’équation d’Euler-Lagrange avec p = Er c’est a dire ﬁp =
q
L OH OH 0 O0H 0
a—q, on obtient p = _Biq' Le champ de vecteurs ﬁ:a—pa—q — a—qa—p est la

forme Hamiltonienne correspondant a I’équation d’Euler-Lagrange, H étant
une fonction sur le fibré cotangent.

Définition 20. On appelle systéme mécanique un triplet (M, T,U) ot M est
une variété appelée espace des configurations, T est une fonction sur TM xR,
forme quadratique définie positive en ¢ représentant l’énergie cinétique et U
est une fonction définie positive sur M qui s’appelle le potentiel. Le Lagrangien
associé est L=T —U.

Lemme 9. Soit (M, T,U) un systéme mécanique, o

1 .
T =3 ai(t:0)dids,
avec a;; = aj; en coordonnées locales. Alors la transformation de Legendre
oL
p= % induit un difféomorphisme, et H = p¢— L =T + U. Les équations
q

d’Fuler-Lagrange sont équivalentes aux équations d’Hamilton.

1.5.4 Equation d’Hamilton-Jacobi

Définition 21. Soit v une solution des équations d’Euler-Lagrange associée
au Lagrangien L, d’extrémités Py = (tg,qo) et P1 = (t1,q1). L’action le long
de 7y est la fonction S(Py, Py) = f7 L(t, q, ¢)dt.

Proposition 11. On suppose que pour tout couple (Py, P1) il existe une
unique solution des équations d’Euler-Lagrange, d’extrémités Py et Py et on
fait Uhypothése que Uaction est lisse. Fizons Py et notons S application
P S(Py, P). Alors S est solution de l’équation d’Hamilton-Jacobi

oS 08
4 H e [
o T (tq, E)q) 0

ou H est le Hamiltonien.

Preuve. La tranformation de Legendre étant supposée définie, en utilisant la
formule fondamentale et le formalisme Hamitlonien, on peut écrire

/9L d AL
AP ~ =4 == p1
/to (aq+dtaq.>hdt+[a]po,
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ou la 1-forme a0 = pdq— H dt est appelée invariant intégral de Hilbert-Poincaré-
Cartan. Le terme intégré est nul si on 1’évalue le long d’une trajectoire solution
d’Euler-Lagrange et si I'extrémité gauche est fixée, on en en déduit la relation

dS = pdq — Hdt. Avec dS = %jdt + Z—qu. Par identification, il vient
q

oS 88
= — _— = —H
p (9q’ ot ’

ce qui termine la preuve.

1.5.5 Le principe du maximum de Pontriaguine dans sa version
faible

L’objectif de cette section est de faire une premieére introduction au principe du
maximum de Pontriaguine, présenté ici dans sa version faible (sans contrainte
sur le contrdle) pour obtenir une formulation directe des conditions nécessaires
de minimisation sous forme Hamiltonienne, sans utiliser la transformation
de Legendre, en général non définie. Une autre extension de nos résultats
précédents est de considérer des courbes non lisses. Le principe du maximum
général sera présenté dans le Chap. 7.

d
Définition 22. On appelle systéme de R™ une équation de la forme d—Z(t) =

fq(t),u(t)), ot f est lisse et le contréle u(t) est une application mesurable
bornée définie sur un ensemble [0,T], T > 0 et a valeurs dans R™. No-
tons q(t,qo,w) la solution issue ent = 0 de qo et définie sur un sous inter-
valle J C [0,T]. Munissons l’ensemble des contréles de la norme L, |u| =
supseo,r) [u(t)| et considérons lapplication extrémité E : u(-) — q(T,qo,u)
ou qo et T sont supposés fizés. L’ensemble des états accessibles a T fixé est

A(q0,T) = Uy admisivie (T q0,u) et A(qo) = Upsg Alqo, T) est l'ensemble des
états accessibles.

Le résultat suivant est standard en théorie des systémes.

Proposition 12. Soit u un contréle de référence défini sur [0,T] et tel que la
trajectoire associée soit définie sur [0,T]. L’application extrémité est C*°, et
sa dérivée de Fréchet en u est

T
Bl (v) = /O B(T)& () B(s)v(s)ds,

ot @ est la matrice fondamentale solution de ® = A®, d(0) = I,, avec A(t) =

S ), ult) et B(O) = 5L (ale), u(v).
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Preuve. Indiquons les arguments de la preuve.

Supposons d’abord que I'application E soit dérivable et calculons sa dérivée.
Soit u + du le contrdle appliqué ou du est une variation L°°, et ¢ la réponse
associée issue de ¢(0) = go. Si on définit g = § — ¢, on a d¢(0) = 0 et on
obtient

4 6a) = i~ = Fla+ ba,u+ 5u) — f(g,u)
0 0
- 8£ (q,u)dq + a—i(q, w)ou + o(dq, du).

On peut écrire 6q = 1+ d2g+ - - -, ou §1q est linéaire en Ju, d2q est quadra-
tique, etc. En identifiant on obtient en particulier
d

o (619) = A(t)d1q + B(t)du.

On integre ce systeme linéaire avec d1¢(0) = 0 et on déduit la formule
annoncée.

On peut montrer la dérivabilité avec I’argument suivant. Soient u,v € L
et A € R. On considere lapplication A +— ¢(T', qo,u + Av). En utilisant le
théoreme de différentiation des solutions par rapport & un parametre A, on
obtient que la dérivée directionnelle ou de Gateaux est donnée par

E}()\):/O O(T)® ' (5)B(s)\v(s)ds.

Pour montrer que c’est la dérivée de Fréchet il reste a prouver la continuité
par rapport a u. Cela résulte de la propriété suivante : si u,, converge vers u
dans L™, alors les trajectoires correspondantes g, convergent vers g au sens
de la topologie uniforme, d’apres 'inégalité de Gronwall.

Définition 23. Soit u(-) un contréle défini sur [0,T) et tel que la trajectoire
associée soit définie sur [0,T]. On dit que u et la trajectoire sont singuliers si
u est un point singulier de ’application extrémité, c’est a dire si la dérivée de
Fréchet n’est pas surjective en u.

Proposition 13. Le controle u et la trajectoire associée sont singuliers sur
[0,T] s’il existe une application p : t — R™\{0} absolument continue telle que
le triplet (g, p,u) est solution presque partout des équations

. OH OH OH

q_aip’p__ﬁiq’ ou

ot H(q,p,u) = (p, f(q,u)) est le Hamiltonien.

Preuve. Puisque le rang de E’ n’est pas égal a n, il existe p € R?\{0} tel
que (p,61¢(T)) = 0. Posons p(s) = p@(T)P~1(s). Alors p = —p(s)A(s) et
p(T) = p. Par ailleurs la condition
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(P, /0 ®(T)d " (s)B(s)du(s)) = 0

pour tout du € L implique (p(s), B(s)) = 0 presque partout. Cela équivaut
a nos relations.

Définition 24. Considérons le probleme de minimiser fOT %(q,u)dt parmi
toutes les courbes solutions de ¢ = f(q,u). Le systéme augmenté ¢ = f(§,u)
est le systeme ¢ = f(q,u), ¢° = f(q,u), ¢°(0) = 0 0 § = (¢,¢°).

Théoréme 3 (Pontriaguine). Si u(-) minimise fOT f°(q,w)dt parmi toutes
les courbes solutions de ¢ = f(q,u) vérifiant les conditions q(0) € My, ¢(T') €
My, T > 0 fizé, ou My, My sont des sous variétés de R™. Alors il existe
p = (p,po) : t = R"\{0} absolument continue tel que les équations suivantes
soient vérifiées presque partout :

. OH . OH OH _

qfaﬁap* 8(1’ 8U_

avec H((jv 25’ 'LL) = <ﬁ7 f((L u)> = <p7 f(Q7 u)>+p0f0(Q7 ’LL) De plus Po est constant
et peut étre normalisé a4 pg = 0 ou —1. Aux extrémités le vecteur p(-) vérifie
les conditions de transversalité : p(0) est orthogonal ¢ Tg,Mo et p(T) est
orthogonal a Ty, M, .

Preuve. Considérons le probleme de minimisation a extrémités fixées qg et
q1. Si u est optimal alors pour le systéme augmenté ¢(7T', o, u) appartient
A la frontiere de l'ensemble des états accessibles en un temps 7. Notons E
I’application extrémité associée au systéme augmenté. Si v n’est pas un point
singulier alors 'application extrémité est ouverte et cela contredit la propriété
que (T, Go,u) soit sur la frontiére. Ainsi si u est optimal alors u est singulier.
En appliquant la proposition 13, il existe p = (p, po) tel que le triplet (¢, p, w)
soit solution des équations

. OH . OH O0H _
=5 PT 705 ou
En particulier p9 = 0 et comme p est continue, on en déduit que py est

constant. Comme les équations sont linéaires en p, on peut donc normaliser
po a0 ou —1.

Les conditions de transversalité se prouvent aisément et dans le cadre
Hamiltonien le vecteur p s’interpréte aux extrémités comme un vecteur or-
thogonal aux variétés My et M;.

Définition 25. Une trajectoire t — q(t) solution des équations précédentes
s’appelle une extrémale. Elle est qualifiée de normale sipo # 0 et d’anormale
st po = 0. Le vecteur p est le vecteur adjoint et H s’appelle le Hamiltonien.

Remarque 5. Le cas anormal correspond a la situation ou le Hamiltonien ne
dépend pas du cotiit. C’est une situation dégénérée, et dans ce cas le controle
est déja un point singulier de I'application extrémité.
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1.5.6 Transformations canoniques

Transformations canoniques et champs de vecteurs Hamiltoniens

-
Proposition 14. Soit H(t,x) un champ de vecteurs de R®" muni de sa
structure canonique et © = JV H [équation différentielle associée. Soit
p oo X(t,x) un changement de coordonnees symplectique. Alors l'image

de H par ¢ est un champ de vecteur G(t x) Hamiltonien : X = JVG, ol
le Hamiltonien G est la somme de H et d'une fonction R(t) qui s’appelle
le reste et qui est nulle si le changement de coordonnées est autonome, et
H(t,X)=H(t,x).

Preuve. En dérivant, il vient

. 0X . 0X 0X OH 3X
X(t,sc)—%(t,x)x—kﬁ(t, T) = 37‘]% hatnlel

Le premier terme s’écrit

OX O _ 0X (011 0X
dr " ox Oz 0X Oz

et comme le changement de coordonnées est symplectique, on a

t
0X | 0x

or ” or I

En notant H(t, X) le Hamiltonien défini par H(t,X) = H(t, ), le premier
terme s'éerit alors Vx H. Par la suite on utilise la méme notation pour H
et H. La proposition est donc prouvée si le changement de coordonnées est
autonome. Dans le cas général, le reste est défini par la relation

0X
ot

L’existence du reste résulte du lemme de Poincaré. En effet en multipliant
¢

a gauche les deux membres par J, on montre qu’il faut que J ——

(t .’L‘)|x xX-1 = JVXR(t X)

X
ot (t, X) soit un

gradient et donc que la Jacobienne soit symétrique (Poincaré). Cette propriété
découle du fait que le changement de coordonnées est symplectique.

Transformations canoniques et fonctions génératrices

Notre étude est locale et on se place sur R?” muni de sa structure symplectique
canonique définie par w = dp A dg. Soit @ = Q(p,q) et P = P(p,q) un
changement de coordonnées. Il est symplectique si dp A dqg = dP A dQ, cette
condition s’écrivant

d(gdp — QdP) = 0.
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La 1-forme o1 = qdp — QdP doit donc étre fermée, ce qui équivaut sur R?" &
la condition d’étre exacte. Supposons de plus que les variables (p, P) forment
un systeme de coordonnées. Puisque o1 est exacte, il existe donc une fonction
S1(p, P) telle que

R R

et en identifiant il vient

051 051
1= 3, = "%5p
2
On observe que si la Hessienne (%g = gpg; est non singuliere, il résulte

du théoreme des fonctions implicites que localement ’application g — P est
bijective et (p, P) forment un systéme de coordonnées locales. On a donc
prouvé le résultat suivant.

2

Proposition 15. Soit S1(p, P) une fonction lisse telle que L soit non sin-

OPOp
051

0
guliere. Alors les relations q = 2L et Q = ———= définissent localement un
dp oP

changement de coordonnées symplectiques.

Remarque 6. La 1-forme o1 est fermée si et seulement si I'une des formes
suivantes est fermée :

oy = 01 +d(QP) = qdp + PdQ,

o3 = pdq — PdQ,

o4 = pdq + QdP.

Donc la proposition 15 est aussi valide en remplacant o par une des formes
03,03,04 et avec les hypotheses suivantes :

e Si(p, Q) sont des coordonnées, poser oo = dSs(p, Q) et g = %, pP= %
2
et apoP doit étre non singuliere.
08
e Si (q,Q) sont des coordonnées, poser o3 = dS3(q,Q) et p = 87(]37 P =
2
f% et gqgg doit étre non singuliere.
oS oS,

e Si(q, P) sont des coordonnées, poser o4 = dSy(q, P) et p = 8—;, P= a—;

2

et doit étre non singuliere.

0qOP
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Définition 26. Les fonctions o; s’appelle les fonctions génératrices de la
transformation symplectique correspondante. Les transformations associées a
o3 = pdq — PdQ sont dites libres.

FEzxzemple 6. La 1-forme o4 est beaucoup utilisée en mécanique et correspond
au relevement symplectique @ du difféomorphisme donné par Q = ¢(q). La

(o)
fonction génératrice est S4(q, P) = “o(q)P et p est défini par p = a—wP
q
On peut par exemple appliquer ce calcul au passage en coordonnées po-
laires. On pose ¢ = (r,0), @ = (x = rcosf,y = rsinf). Les variables
duales sont notées p = (pr,pg) et P = (pg,py) et la fonction génératrice
est Sy = pyrcosf 4 p,rsind et
0954 .
pr = B = pzcosf + p,sind,
0854

Py = 20 = —parsing + py cos .

Transformations canoniques et invariant intégral
de Hilbert-Poincaré-Cartan

On identifie T* M 4 R2", et on se place dans espace temps T* M xR ~ R?" 1,
Soient (p,q) les coordonnées canoniques, et soit H(p,q,t) un Hamiltonien.
L’invariant intégral de Hilbert-Poincaré-Cartan est

o = pdq — H(p, g, t)dt. (1.6)
Propriété fondamentale

On observe que da = dp A dg — dH A dt est une 2-forme sur espace R2"*+1 de
dimension impaire. Elle posséde donc un noyau. Ainsi il existe une direction X
dite caractéristique définie par da(X,.) = 0. On peut calculer cette direction.
On a en effet

doo = dp ANdq — Hpdp N dt — Hydg N dt,

ou H,, H, désignent les dérivées partielles de H par rapport aux variables p

g 0 0
et ¢q. Dans la base —, —, — la 2-forme est donc représentée par la matrice
dp’ 0q’ Ot
0 I, -H,
A=|-1I, 0 —H,
H, H, 0

Cette matrice est de rang 2n car dp A dq est non dégénérée et son noyau est
engendré par

9 o 0
7t H

X =-H, paqurav
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qui engendre donc aussi la direction caractéristique de «. Les trajectoires de
X paramétrées par 7 vérifient les équations
dp dg dt
dr — "V dr TP dr
et en paramétrant par t, on retrouve les équations de Hamilton
dp aH dg  OH
dt — dq’ dt  0Op’
Proposition 16. Les projections des trajectoires du champ caractéristique de

la 1-forme correspondant a linvariant intégral de Hilbert-Poincaré-Cartan
sont solutions des équations de Hamilton.

:]_’

Transformations canoniques libres

Le champ de vecteurs caractéristique est un invariant et soit P,Q,T un
changement de coordonnées préservant la dérivée extérieure de la 1-forme cor-
respondant a l'invariant intégral de Hilbert-Poincaré-Cartan. On peut donc
écrire

o =pdq— Hdt = PdQ — KdT +dS,

ou S est une fonction. Comme d2S = 0 la direction caractéristique du membre
de droite est celle de la 1-forme PdQ — KdT et les équations de Hamilton
s’écrivent

dP_ 0K dQ _ 0K

dar ~ 0Q’ dT  oP’
Si la transformation préserve le temps on a T' = ¢ et I’on obtient les équations

: oK . 8K
P:— = —
Q7Q

Plagons-nous dans le cas dit libre ou l'on peut choisir (g, Q) comme coor-
données. La fonction S vérifie

oS oS
dsS = —d + @dQ + —dt (pdq — PdQ) + (K — H)dt,
et par identification il vient
oS oS oS
=— P=——+ H=K-——.
=% 0Q’ ot
La transformation symplectique est caractérisée par une fonction génératrice
S(q,Q,t), et la formule H = K — e donne la correction & apporter au

. . oS
Hamiltonien dans le cas non autonome. Le terme — correspond au reste

défini dans la proposition 15, calculé ici avec la fonction génératrice de la
transformation canonique libre.
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Transformation canonique a poids

Un des aspects importants de la mécanique céleste est la théorie asymptotique
de recherche des solutions. Cela nécessite d’élargir le cadre des transformations
symplectiques en utilisant des poids.

Définition 27. Soit ¢ : x +— X(t,x) un difféormorphisme de R*". On dit
DX 06X
que @ est une transformation symplectique de poids e #0 si J = Ea—Ja—.
x x
Le calcul effectué dans la preuve de la proposition 15 donne le résultat
suivant.

Proposition 17. Si ¢ est un difféomorphisme a poids € et x est solution des
équations de Hamilton associées a H alors

X =eJVxH(t,X)+ JVxR(t X),

ou R est le reste. En particulier si la transformation est autonome, le systeme
est un systeme Hamiltonien autonome et on a H = eH.

1.6 Notes et sources

Les résultats généraux sur la géométrie symplectique et les champs Hamil-
toniens proviennent de [3], [31] et [53]. La forme normale de type Jordan
d’un champ de vecteurs Hamiltonien est due a Williamson [72] (voir [22] pour
une présentation plus moderne). Pour une introduction générale au calcul des
variations, voir [29] et pour le principe du maximum faible voir par exemple
[10], et aussi larticle [30] pour une présentation heuristique du principe du
maximum.
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Quelques propriétés des équations
différentielles Hamiltoniennes : intégrabilité
et stabilité

L’objectif de ce chapitre est de présenter les propriétés d’intégrabilité et de
stabilité des équations différentielles Hamiltoniennes.

La propriété d’intégrabilité repose sur 'existence d’intégrales premieres,
et permet, dans ’analyse d’un systéme Hamiltonien et en particulier d’un
systeme extrémal, de réduire la dimension du systeme. Elle est liée au concept
de variété Lagrangienne et a la résolution de ’équation d’Hamilton-Jacobi.

La seconde partie du chapitre est conscrée au probléeme de stabilité. On
présente d’abord les résultats de stabilité classiques de Liapunov, utilisant
soit la méthode directe fondée sur les fonctions de Liapunov, soit la méthode
indirecte fondée sur la linéarisation exacte. Ces techniques sont importantes
pour le controle des systemes non linéaires.

On discute ensuite la stabilité des systemes Hamiltoniens. On fait en par-
ticulier une présentation tres descriptive du KAM qui permet de montrer le
théoreme de stabilité d’Arnold, une présentation plus compléete de ce théoreme
trés important mais difficile sortant du cadre de cet ouvrage.

En conclusion, on présente le théoreme de récurrence de Poincaré, qui a
de nombreuses applications pour la controlabilité des systéemes mécaniques,
en particulier pour le controle d’attitude ou le transfert orbital.

2.1 Intégrabilité

Définition 28. Soit (M,w) une variété symplectique et f1, fo deux fonctions
lisses. On dit que f1, fa sont en involution si {f1, f2} = 0.

2.1.1 Le théoréme de redressement symplectique

N
Théoréme 4. Soit H(x) un champ de vecteurs (lisse) Hamiltonien de R*"
muni de sa structure symplectique canonique au voisinage du point xq identifié



28 2 Quelques propriétés des équations différentielles Hamiltoniennes

N
a 0. On suppose que xq est un point régulier, i.e., H(xo) # 0. Il existe des co-
ordonnées symplectiques x définies au voisinage de 0 telles que le Hamiltonien
s’écrive H(x) = xp41, les équations du mouvement se réduisant a

1 =1, 2; =0 pouri=2,...,n.

Preuve. La preuve résulte du théoreme de redressement des champs de
vecteurs au voisinage des points réguliers et de la propriété suivante : le
groupe local a un parametre ¢, associé a H induit des difféomorphismes
symplectiques.

Corollaire 3. Au voisinage d’un point régulier un systéme Hamiltonien ad-
met n intégrales premiéres en involution.

2.1.2 Le théoréme de Noether

Définition 29. Soit (M, T,U) un systéme mécanique autonome, T I’énergie
cinétique donnée en coordonnées locales par T = % > aij(9)Gig;, U la fonction
potentielle et L = T — U le Lagrangien associé sur TM. Via la transforma-

0
tion de Legendre p = 3 on obtient sur le cotangent muni de sa structure
q

canonique, le Hamiltonien associé H(p,q) = T + U. Soit X un champ de
vecteurs complet sur M, ¢, = exptX le groupe a un parameétre associé et
— \ . . s . \
Pt le relevement symplectique. On dit que @, est une symétrie du systéme
mécanique si H o Gy = H.

Théoreme 5. Si ¢, est une symétrie, le Hamiltonien Hx = (p, X) est une
intégrale premiere du systeme.

Preuve. En dérivant H o ¢; = H, on obtient la condition {H, Hx} = 0.

Exemple 7. Considérons dans R?, le Lagrangien L = %m(:t2+y'2+,é2)—U(m, Y),
le potentiel ne dépendant pas de z. On en déduit que Hx = (p, X) avec

X = — est une intégrale premiere, soit p,. En fait le Hamiltonien H = T+ U

z
ne dépend pas explicitement de z.

N
Définition 30. Soit H un champ de vecteurs Hamiltonien et (q,p) des coor-
données de Darbouz. Si H ne dépend pas explicitement de q1, on dit que ¢
est une coordonnée cyclique.

Proposition 18. Soit H un champ de vecteurs Hamiltonien de R?™ et q;
une coordonnée cyclique. alors py est une intégrale premicre et en notant
q = (qQa .. '7‘]17,); ﬁ = (p27 s 7pn) et H = H(ﬁ7 qv C)) P11 =g alors (6713) sont
solutions de l’équation de Hamilton

. 9H .  0H

q= 87;5’ p= 77(]’

dépendant du paramétre ¢ = py.
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Preuve. Comme ¢, est cyclique le systeme se décompose en

. _oH =98
q1 = 8]?1 b1 = 8(]1 -
. OH . OH
1= 5 PT g
8H
D’ou le résultat et gq(t "‘fot 5p

C’est 'outil de base pour intégrer les systemes Hamiltoniens, a partir de
cordonnées cycliques.

Corollaire 4. Sin =2 et H possede une coordonnée cyclique q1, le systeme
en pa, qa est de dimension 1 et s’intégre d Uaide de lintégrale H(p2,q2) = .

2.1.3 La méthode d’intégration de Jacobi

Le principe

OH
Le principe de Jacobi d’intégrer sur R?” les équation d’Hamilton ¢ = B
P
H
p= o est le suivant. S’il existe des coordonnées symplectiques P, @ telles

que le Hamiltonien H(p, q) = K(Q) ne dépende pas de P, alors les équations
du mouvement s’écrivent

. . oK
On en déduit que
Q(t) = Q(0). P(t) = t% 1 P(0). (2.1)
|Q(0)

En utilisant la proposition 15, cherchons localement la transformation sym-
plectique définie par une fonction génératrice S(q, Q) associée & la 1-forme
= pdq — Pd(@, soit donc la relation

oS oS
P—%a P—@-

La condition H(p,q) = K(Q) donne ’équation de Hamilton-Jacobi
oS

H\—.,q)|=K 2.2
(%2.0)= @ 22

95(,.Q).

ou K(Q) = h constant, avec p = 3
q

On a le résultat suivant.
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Proposition 19. Si on a une solution S(q,Q) de ’équation de Hamilton-
2

Jacobi dépendant de n-parametres @Q; et telle que det ——— # 0, alors les

0q0Q
OH . OH . .
5y p = ——— s’integrent explicitement par
p

dq

oS
quadratures. Les fonctions Q(p, q) définies par p = 8—(q, Q) sont n intégrales
q

équations de Hamilton ¢ =

premiéres du mouvement.

Calcul d’une intégrale complete

Dans la pratique, on peut calculer une solution dépendant de n parametres
(solution dite complete), dans le cas ou I'équation est a variables séparables.
L’algorithme est le suivant. Si I'’équation a la forme

él(@(phCI]),pQ, v Pnyq2, - 7Qn) = 07

on cherche la solution sous la forme

S=S(q)+ S (g2, qn)-

ds
On pose ¢ <dl’ q1> = ¢y et on doit résoudre une équation de la forme
q1

oS’ oS’
® L g =0,
2(8(]2, 7aqn7qQa » 4 Cl)

la fonction S; étant solution d’une équation différentielle d’ordre un. On
réitere le processus avec @9 si on veut séparer (pa,qe) des autres variables
et ainsi de suite. Cela conduit a intégrer I’équation par quadratures.

Exemple d’application

Considérons dans R? le systéme mécanique défini par le Lagrangien
I . .
L= §m(:1:2 + 92+ %) —U(a,y, 2).

Le passage en coordonnées sphériques s’écrit ¢ : (z,y, z) — (r,0,¢) que 'on
releve en un difféomorphisme symplectique

? : (mvyazvpmapy,pz) = (Taaasﬁvpmp%ptp)'

Le Hamiltonien s’écrit

1 P2 p>
H 2 0 ¥ U : (97 .
2m <pr r? " r2gin? 9) (r.0,¢)
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Considérons un champ de potentiel de la forme

U(r,0) = a(r) + bfﬂitZ)

Ici ¢ est une coordonnée cyclique et p,, est une intégrale premiere. L’équation

d’Hamilton-Jacobi (2.2) s’écrit
1 (08 1 |[/9S\° 1 95\
— | = — || == 2mb(6 —— =] =
2m <8r> Jra(T)JerrQ [(30) + 2mb(6) +2mr28in20 (8@)

ol h est ’énergie. La méthode de séparation des variables s’applique. Comme
© est cyclique, on cherche une solution de la forme

S = ppip + Si(r) + Sa(6),

et en séparant les variables, il vient

dSs 2 p2
= 2 L
( T ) +2mb(0) + 25y =

L <ddil> +a(r)+i =h

(2.3)

2mr2

ou p,, 3, h sont des constantes.
En choisissant les branches positives pour le radical, on obtient donc la
solution

S:p¢¢+/\/ﬁ—2mb(9)— P d9+/\/2m h—a(r f;d

Les intégrales premiéres identifiées dans la procédure sont le Hamiltonien H,
P, impulsion associée a la variable cyclique ¢ et une intégrale premicre cachée
donnée par

v}

2
2mb(6
Py +2mb(6) + S org

- 3.

2.1.4 Un théoréme d’intégrabilité dans le cas linéaire
non autonome

Théoreme 6. Considérons une équation différentielle ©(t) = A(t)z(t) dans
R2", linéaire et Hamiltonienne. Soit (x1(t),...,z,(t)) un n-uplet de solu-
tions indépendantes en involution. Alors, un ensemble complet de 2n solutions
indépendantes peut étre calculé par quadratures.

Preuve. Notons L(t) la matrice 2n x n dont les colonnes sont les solu-
tions x1(t),...,x,(¢). La famille L(t) représente une famille & un parameétre
d’espaces Lagrangiens. On a donc les relations
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L=AL, ‘LJL=0.

Puisque les solutions sont indépendantes, la matrice ‘LL est inversible. Con-
sidérons la matrice 2n x n définie par L' = JL('LL)~!. Alors, ‘L'JL' = 0
et 'LJL = —1I, et donc la matrice P = (L, L’) est une matrice symplectique

d’inverse .
_ 'L J
pl= <th J>.

Avec le changement de coordonnées xz = P(t)y, on obtient I’équation Hamil-
tonienne

=P AP — P)y.
En utilisant écriture & = Az = J2L = JS, ot H = L'2S(t)x est le Hamil-
tonien associé, dans les coordonnées symplectiques y 1’équation s’écrit, en
décomposant en blocs d’ordre n,

. 0 0
Y= \—wsy -t o0)?
et en décomposant y = {(u,v) € R™ x R™, on obtient ’équation Hamiltonienne
=0,
o= —'L/(SL' + JL')u,

que 'on peut intégrer avec une quadrature.

2.1.5 Le théoréme d’intégrabilité de Liouville

L’objectif de cette section est de présenter le théoreme de Liouville sur
Iintégration des systemes Hamiltoniens. On donne une esquisse de preuve,
voir [47] pour la preuve compléte.

L’exemple du champ central

Considérons un systéme mécanique du plan ¢ = (q1,¢2), la position de la
particule de masse unité, T' = %(q% + ¢3) Iénergie cinétique et supposons que
le potentiel est central, U = U(r) oit r = 1/¢} + ¢2 est la distance & ’origine.
Soit p = (p1,p2) le vecteur dual. Le Hamiltonien est

p?
H(p,q) = & + V().
Le systeme possede deux intégrales premieres : I’énergie H et la longueur
du moment cinétique, M = q1p2 — qop1. Pour analyser le mouvement on
introduit les coordonnées polaires (r, ) et les variables duales sont
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_ D1q1 +Dp2g2
T r bl
Po = q1P2 — q2p1,

1.5 pe
H = 2(pr+r2)+U(T)’

M:pg.

Fixons une valeur ¢ = (h,m) de l'énergie et de la longueur du moment
cinétique pour que le mouvement soit borné. Les trajectoires évoluent sur un
tore T2, H=het M =m et on a

o pg =m et O(t) est Pangle sur un cercle.
e (r,p,) parcourt un cercle donné par H = h.

Sur chaque surface de niveau de T2, on peut choisir des angles (¢4, ) tel
que le mouvement s’écrive

<)b1 = (.4)1(6)7 @2 = w2(0)7

ou les fréquences wi(c) et wa(c) ne dépendent que de c. Cet exemple est un
cas particulier du théoreme de Liouville.

Le théoréme de Liouville

Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2n et ﬁl un champ
de vecteurs Hamiltonien. Supposons qu’il existe n fonctions en involution
Hy,...,H,, cest-a-dire, {H;,H;} = 0. Considérons la surface de niveau
h = (hi,...,hy) définie par My, = {z € M | Hi(x) = h;,i = 1,...,n} et
supposons que les n-formes dH; soient indépendantes en chaque point de Mj,.

1. Si M}, est compacte et connexe, elle est difféomorphe a un tore T™ de
dimension n, {(¢y,...,y,,) mod2r}.

2. Le champ ﬁl définit sur chaque tore M; un mouvement d’équations
do;
dt

3. On peut choisir au voisinage de chaque tore des coordonnées symplectiques
(I, ) telles que le mouvement s’écrive I = 0 et ¢, = w;(h).

4. Le mouvement est intégrable par quadratures.

= w;(h) ol les fréquences ne dépendent que du niveau h.

Preuve. On donne les étapes de la preuve.
Lemme 10. M}, est une sous variété de dimension n.

— —
Lemme 11. Sur une surface My les n champs de vecteurs Hq,...,H,
sont tangents, linéairement indépendants et commutent deur a deuz, i.e.

- =
[HiaHj] = 0.

N
Preuve. Par construction les H; sont tangents, indépendants et { H;, H;} = 0.
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Lemme 12. la 2-forme w est nulle sur My, et M}, est donc une sous-variété
Lagrangienne de M.

—

Preuve Les n champs H engendrent ’espace tangent de M}, et w(H ;, H]) =
dH;(H;) = {H;, H;} = 0.

g Stri . nsidéron muni structur noniqu
Remarque géométrique. Considérons R?" de sa structure cano e

2510

dp N dq et soit S une fonction ¢ — S(g). Notons L le graphe <q,p =5
q

Alors

dp/\dq|L:d(8gg)>/\d qr = Z

2

0°S
99x04; dqr, Ndg; =0

. 9%S B 9%S
0q;i0q;  0q;0q;
au graphe de L est nulle et L est une variété Lagrangienne. Cet exemple se
généralise et toute variété Lagrangienne admet localement une représentation
analogue. Un point important du théoréeme de Liouville est de représenter

localement une surface de niveau comme un graphe associé a une fonction
génératrice. L’autre point clef est le suivant.

si @ # j. Donc la restriction de la forme de Darboux

Lemme 13. La variété My, est difféomorphe a un tore T™.

N

Preuve (indication de preuve). Notons exp sH; le groupe & un parameétre
—

associé & H; et pour t = (t1,...,t,) € R, posons

— —
gt =exptp,Hyo...oexpti Hy.

L’ apphcatlon 9t 2 agit sur Mj,. Pour o € My, posons g(t) = gt(aco)

Comme les Hz, H commutent, exp t; H oexpt; H = expt H oexpt;H et g,
définit une actlon du groupe abélien R™ = {(t1,...,t,)} sur Mh
Considérons le stabilisateur de xy donné par

H={teR" | g(z0) =0}

C’est un sous-groupe de R™ qui ne dépend pas du point xg. On montre que
ce sous-groupe est de la forme

k
H = {Zmzel | m; GZ},
i=1

ou les e; sont des vecteurs de R™. On identifie M} au quotient R"/H =
Tk x R*%. Comme Mj, est compacte, on a nécessairement n = k.
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—
Localement, la construction revient a redresser tous les champs H;, les
coordonnées d’un point de l'orbite {g:(zo)} étant le temps le long des courbes

N
intégrales. Dans ces coordonnées, H, = ——. Les fréquences w; du théoreme de

oty
Liouville représentent la pente de ﬁl par rapport aux vecteurs e; définissant
H. Pour achever la preuve, un point important est de construire le systeme
de coordonnées symplectiques du point 3), cette construction prouvant que le
systeme est intégrable par quadratures.

Construction des coordonnées symplectiques. Dans les coordonnées
{H1,...,Hp,01,...,0,} déduites des intégrales premieres et de la construc-
tion du tore T™, les équations du mouvement s’écrivent

dt 7 dt

mais les variables (H, ¢) ne sont pas en général symplectiques. Montrons com-
ment construire des coordonnées de Darboux (I, ¢) telles que le mouvement
soit de la forme

a_ 0, do _ w(I),

dt dt
la construction étant valable au voisinage de chaque tore T™ associé a Mj,.
Faisons la construction avec M = R?, w = dp A dg.

On cherche donc I telle que la transformation (p, q) — (I, ¢) soit symplec-
tique, la coordonnée I ne dépendant que de h.

En utilisant la section 1.5.6, on se rameéne au calcul d’une fonction
génératrice S(I,q) vérifiant

dS = pdq + pdlI, (2.4)

la fonction S étant associée a la forme o4 = pdg + QdP dans la proposition
15. On a donc les relations

oS oS
= — = —. 2~5
La surface de niveau M) = T' est définie par une valeur H = h du

Hamiltonien et I ne dépend que de h. Or, dS|;—c;. = pdg, et donc

q
S(I,q) :/ pdq|ar,, -

q0

En parcourant une fois le tore M}, on obtient ’accroissement

AS(I)szé pdqz/ dp N dgq,
Mp, Dy,
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la derniere égalité relevant du théoreme de Stokes et l'intégrale étant 'aire A
balayée. Par construction, ¢ est ’angle paramétrant M, et donc

Ap = j{ dy =27,
Mp,

oS
et ce résultat ne dépend pas du niveau d’énergie h. D’aprés (2.4), on a p = a7
ce qui implique 27 = Ap = %AS(I). D’ou la relation
AS A 1
I=—=—=— dq.
27 2t 2w ped

La construction est identique dans le cas général. Sur chaque surface My,
on définit les coordonnées I; en posant

I = QL pdg, (2.6)
7T Vi

ou les v, sont des chamins fermés sur le tore M}, parcourus une fois et non
homotopes, deux chemins homotopes définissant la méme coordonnée car M,
est Lagrangienne et la restriction de dp A dg & M} est nulle car la surface
M), est définie par un niveau I= constante ol les I; sont indépendants. Notre
preuve montre que I s’obtient par quadratures. Il en est de méme pour le
calcul des angles ¢, qui paramétrisent les tores voisins de Mj,.

Définition 31. Un champ Hamiltonien qui vérifie les conditions précédentes
est dit Liouville intégrable. Les variables (I, @) s’appellent les variables action-
angle, et le mouvement de la forme

dI dp
_— = _— = I
dt 0, dt w(I)

est dit quasi-périodique.

2.2 Stabilité des états d’équilibre ; méthode directe
de Liapunov

Définition 32. Soit & = X(x) une équation différentielle de R™, ou X est
lisse. On dit que x* est un état d’équilibre si X (z*) = 0. Notons z(t,zo) la
solution issue en t = 0 de xo. On dit qu’un €état d’équilibre est stable au sens
de Liapunov si

Ve>0 3In>0, |gg—a*| <n=|z(t,zg) —a*| <e, Vt=0.

Si x* n’est pas stable, on dit que l’état d’équilibre est instable. Si x* est stable,
son bassin d’attraction est
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D(z*) ={xg | z(t,z0) — ¥ quand t — +o0}.

Si D(z*) est un voisinage de x* on dit que x* est asymptotiquement stable.
Si D(x*) = R", on dit que x* est globalement asymptotiquement stable.

Définition 33. Soit U un voisinage ouvert de z* et V : U — R une fonction
lisse sur U. Sit— x(t) est une trajectoire, notons

. d
V(z(t) = 5 V(2(t) = dV(x(t)) (X (2(t)) = LxV (2(t)
ou LxV est la dérivée de Lie. On dit que V est une fonction de Liapunov si
LV(z*)=0etV(r)>0sizeU\{z"},
2.V <0 dans U.

Si de plus V < 0 dans U\{z*}, on dit que V est une fonction de Liapunov
stricte.

Théoreme 7. S’il existe une fonction de Liapunov V alors l’état d’équilibre
est stable. Si de plus V est stricte, ’état d’équilibre est asymptotiquement
stable.

Preuve. La preuve est standard (voir par exemple [37]).

Théoréme 8. Soit & = Ax un systéme linéaire sur R™, et soit o(A) =
{1,y An} le spectre de A, chaque valeur propre étant comptée avec sa mul-
tiplicité.

1. L’origine est globalement asymptotiquement stable si et seulement si
ReX; <0, pouri=1,...,n.
2. L’origine est stable si et seulement si
a)ReX; <0, pouri=1,...,n.
b) Pour chaque valeur propre \; telle que Re A\; = 0, les blocs de Jordan
associés sur C sont d’ordre un.

Preuve. On donne les détails de la preuve fondée sur la construction d’une
réduite de Jordan réelle pour A et qui permet construire une fonction de
Liapunov stricte sous I’hypothése que les éléments du spectre de A sont a
partie réelles strictement négatives.

La construction de la réduite de Jordan est la suivante. Il existe une
décomposition de ’espace

RP=F,6..0E0F®...0F,,

r + s = p, chaque espace étant invariant par A et A est semblable & une
matrice diag{J1,...,Jp} ot les J; sont des blocs de Jordan réels de la forme
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A 0 D, 0
1 . ou I 7
o [ (673 Bz _ 1 O
D = -8, 041] L= {0 1
le spectre de A étant formé des racines réelles \;, i = 1,...,r, et des racines
conjuguées (a; +i83;,a; —i3;), i =1,...,s, et e est semblable & la matrice
diag{e’tt,... elrt}.

Observons par ailleurs que dans les blocs de Jordan on peut remplacer les
coefficients 1 par un nombre € non nul arbitrairement petit. Par exemple pour
chaque bloc d’ordre k associé a la valeur propre réelle A on remplace la base

€2 €3
{e1,...,ex} par la base {e1,—, —,...}.
e'e

Soit € ainsi fixé et considérons le produit scalaire noté (., .). ou les vecteurs
de la base sont orthonormés. En notant A’ la matrice semblable & A associée
on a

A'=5+ N(e)

ou S est la partie diagonalisable sur C,

‘ a1 B as B
diag ()\17...,)\,“ [—511 o&] e {_ﬂs aJ)’

et N(g) — 0 lorsque € — 0.
La mise sous forme de Jordan de la matrice A conduit a décomposer
I’espace R™ en trois espaces :

e [, :'espace associé aux valeurs propres ayant une partie réelle strictement
négative ;

e F, :espace associé aux valeurs propres ayant une partie réelle strictement
positive ;

e F. : D’espace associé aux valeurs propres ayant une partie réelle nulle.

Si E. = {0} la position d’équilibre est hyperbolique. Si E, & E. = {0},
toutes les valeurs propres sont a partie réelle strictement négative. Montrons
que lorigine est asymptotiquement stable. Soit V(x) = (z, ), alors

V = (Sz,z). + o(e) <0
pour ¢ assez petit et V' est une fonction de Liapunov stricte. Le méme calcul
conduit & prouver la stabilité sous les hypotheses a) et b).

Un calcul direct de e* montre que si une des valeurs propres est a partie
réelle strictement positive ou a partie réelle nulle avec un bloc de Jordan
d’ordre strictement supérieur a 1, 'origine n’est pas stable. Enfin dans le cas
1), le calcul de et montre que le domaine d’attraction de l'origine est
tout R™.
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Une autre méthode pour construire une fonction de Liapunov dans le cas
linéaire est la suivante.

Définition 34. Soit & = Ax un systéme linéaire et V(z) = 'wSx une forme
quadratique ot S est une matrice symétrique. Alors V ='¢Sx+2S% = tr(tAS+
SA)x. Si U = 'wSx est une forme quadratique donnée, la recherche d’une
forme quadratique V = 'Sz telle que V = U conduit & résoudre I’équation
de Liapunov

'AS + SA=S.

Théoréme 9. Soit A une matrice dont le spectre est a partie réelle stricte-
ment négative. Alors, pour toute matrice symétrique S < 0, il existe une
unique matrice symétrique S > 0 solution de l’équation de Liapunov.

Preuve. On pose
too
S = 7/ e ASe A ds
0
et
+oo L
'AS = — / tAe® 4 Seds
0
—+oo

_ {es‘AgesA}

+oo i
—|—/ e* A8’ Ads
0 0

en intégrant par parties. Le terme intégré se réduit & .S car pour tout t — +o0,
tA
e

— 0.

Théoréme 10. Soit le systéme & = X(x) de R™ et x* un état d’équilibre
identifié a 0 et X(z) = Az + R(x) ot R(x) = o(|z]). Si le spectre de A est a
partie réelle strictement négative, alors l'origine est asymptotiquement stable.

Preuve. La preuve qui est élémentaire conduit aussi & construire une estima-
tion du domaine d’attraction. Comme le spectre du linéarisé est a partie réelle
strictement négative, il existe donc une forme quadratique V' > 0 telle que

g—VAx < 0 pour x # 0. On en déduit que V = Z—V(Aﬁc + R(z)) < 0 sur un
T x

voisinage de 0 car R(z) = o(|z]).

Pour étudier I'instabilité des états d’équilibres des systémes non linéaires,
on utilise le critére suivant (théoréme de Tchetaev).

Proposition 20. Soit 2* un état d’équilibre de & = X () identifié ¢ 0. Sup-
posons qu’il existe € > 0 et un ouvert connexe ¥ inclus dans la boule de rayon
B. centrée en 0 et de rayon € et une fonction lisse V' ayant les propriétés suiv-
antes. Il existe k et une fonction a continue, strictement croissante et nulle
en 0 tel que



40 2 Quelques propriétés des équations différentielles Hamiltoniennes

1.0<V(z)<k Voew.
2.V(z) > a(V( ), Vz e W.

3. ¥z e Fr(¥NBe), V(z)=0.
4. Lorigine 0 est dans Fr(¥).

Alors x* = 0 est instable.

Preuve. Soit n quelconque assez petit et xg tel que |zg| < 7 et xg € V.
Montrons que la trajectoire x(t) issue de x¢ quitte la boule B. pour un ¢ = 0.
Supposons que z(t) € ¥, Vt > 0. Alors V(z(t)) > 0 et V(z(t)) > V(x). Donc

k> V(z(t) = V() +/0 V(x(r))dr

> V(wo) + / oV (z(r)))dr
> V(o) + ta(V (o),

e., k—V(rg) = ta(V(zg)) et cette inégalité devient fausse pour ¢ assez
grand. Donc la solution quitte le domaine ¥. Elle ne peut le faire en traversant
Fr(¥NBe) car il faudrait que V s’annule d’apres 3), ce qui est impossible car
V > 0. Donc la solution quitte B..

Ce critere permet de prouver le théoreme d’instabilité de Liapunov.

Théoréme 11. Soit & = Az+R(z) ot R(x) = o(|z|). Sile spectre de A admet
une valeur propre a partie réelle strictement positive, alors le point d’équilibre
0 est instable.

Preuve (indication). A partir du systéme linéarisé, on peut décomposer
I’espace R™ en deux sous-espaces Fy @ E5 ou Fy = F, I'espace instable as-
socié aux valeurs propres a partie réelle strictement positive et Fy = E; @ E,
est l'espace associé aux valeurs propres a partie réelle négative ou nulle. Si
E. = {0}, le résultat est une conséquence du théoréme de Hartman-Grobman
car le systéme est CY-équivalent & son linéarisé qui est stable. Sinon il faut
appliquer la proposition 20 et construire un secteur ¥ voisinage conique d’une
direction v ou le systeme quitte un voisinage de 1’origine.

2.3 Le théoréme de Lagrange-Dirichlet

Théoréme 12. Soit (M, T,U) un systéeme mécanique. Si l’énergie potentielle
admet un minimum relatif strict en q* alors (¢*,¢* = 0) est une position
d’équilibre stable.

Preuve. Notre étude est locale et on peut supposer M = R", ¢* =0, V(0) =
Le Hamiltonien H = T 4 U est une intégrale premiere et I’énergie cinétique
T = %Zaij(q)qiqj est une forme quadratique définie positive. Puisque V'
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posséde un minimum relatif strict en 0, il existe p tel que ¢ # 0, |¢| < p et
V(g) > 0. Soit €, 0 < € < p et posant

p = inf{V(q),|q| = ¢}

on apu > 0 et l'énergie H est nulle en 0. Choisissons qq, ¢y assez petits de
sorte que H(qo, qo) < p. Alors la trajectoire g(t), ¢(t) issue de qo, go vérifie en
vertu de la conservation de Uénergie H(q(t),q(t)) < w, Vt. Il en résulte que
pout tout t, |q(t)| < e. En effet si |¢(¢)| atteint e, on aurait V(q(¢)) > p et
donc T'(q(t), ¢(t)) < 0 ce qui est impossible.

2.4 Formes normales de Poincaré-Dulac

Définition 35. Soit A une matrice carrée d’ordre n, a coefficients complezes,
et soit 0(A) = {A1,..., \n} son spectre. On suppose que A est diagonalisable.
On dit qu’il y a résonance s’il existe une relation de la forme

)\5 = (m, /\> = iml/\l
i=1

ot m = (m,...,my), mi =0, >y _gmy = 2. Le nombre |m| = Y_}_ my
s’appelle lordre de la résonance.

On va prouver le résultat suivant dia a Poincaré.

Théoréme 13. Soit X (z) = Ax + ... un champ de vecteurs formel de C™.
Si les valeurs propres de la matrice de A ne sont pas résonantes, l’équation
& = X(x) se raméne par un changement formel de variables x = y + ...
a Uéquation linéaire y = Ay (les points de suspension désignant des séries
formelles d’ordre supérieur strictement a 1).

La linéarisation formelle résulte d’une série de lemmes.

Lemme 14. Soit h(y) un polynéme vectoriel d’ordre v > 2 (donc h(0) =
R'(0) = 0). Le changement de variables x = y + h(y) transforme § = Ay en

h
Péquation & = Ax + v(z) + ... ot v(z) = %Ao: — Ah(x) et les points de

suspension sont des termes d’ordre strictement supérieur a r.

Preuve. On a

. on\ . oh

_ ([+§5)A(w—h(m)+...)

= Az + (gi(x)Ax - Ah(m)) +o.
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Définition 36. En utilisant la notation

oh O(Ax)
= = —-— A -
adA(h) = [h, Ax] 5 (x)Ax 5 h(x)
pour le crochet de Lie, on appelle équation fondamentale (de la linéarisation)
Uéquation adA(h) = v, ot v est un champ de vecteurs donné et h la fonction
imnconnue.

Lemme 15. Supposons que A est réduit a sa forme diagonale diag(A1, ..., )
dans la base ey, ..., e, identifiée a la base canonique de C", les wvecteurs
étant représentés par des colonnes. Notons ™ le mondme " ...z, Alors
lopérateur adA est diagonal sur ’ensemble des séries formelles et ses vecteurs
propres sont les monémes vectoriels x™ ey, les valeurs propres associées étant
données par adA(x™es) = [(m, A) — Ag|a™es.

Preuve. Un calcul facile donne le résultat.

Lemme 16. Considérons l’équation & = Az + v(x), avec deg(v) > 2. On
suppose que le spectre de A est sans résonance d’ordre inférieur ou égal a
k. Alors un changement de variables x = y + h(y) transforme ’équation en
y=Ay+v(y) avec deg(v) > k.

Preuve. A étant dagonalisable, on procede par récurrence en supposant
Péquation réduite a la forme & = Az + v.(x) + ... ol v, est homogene de
degré r < k et les points de suspension désignant des termes d’ordre stricte-
ment supérieur a r. Résolvons l'équation adA(h,) = v, dans la classe des
polynémes homogenes de degré r. En I’absence de résonance d’ordre r, adA
est inversible d’apres le lemme 15 et on peut calculer explicitement h,., d’ou
le résultat.

En I’absence de monome de résonance, ce résultat donne ’algorithme pour
réduire formellement ’équation £ = Az + ... en un systéme linéaire. Cela
prouve donc le théoréme de Poincaré.

On peut aussi traiter le cas des résonances et obtenir le résultat suivant
de Poincaré-Dulac.

Proposition 21. On suppose A diagonalisable. Alors l’équation & = Az +. ..
se rameéne formellement d une équation y = Ay + w(y) ou tous les mondmes
de la série formelle sont résonants.

Ces résultats étant formels, on donne des criteres de convergence.

Définition 37. On considére des champs de vecteurs analytiques sur R ou C
identifiés localement a des séries entiéres convergentes. Le probléme que 'on
considere est de réduire un champ analytique & = X () = Ax+. .. a sa partie
linéaire y = Ay en utilisant un germe de fonction analytique x = y + h(y).
En résolvant I’équation fondamentale adA(h) = v dans la classe des champs
polynomiaux homogénes, on obtient
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v = § 'Um,sxmesa h = § hm,sxmesv

avec

h _ Um,s
T my A = A
Si lon est proche d’une résonance, on a (m, A\)— g ~ 0. Ce probléeme s’appelle
le probléme des petits dénominateurs.

1. Le spectre de o(A) = {\1,..., \n} appartient au domaine de Poincaré si
l’enveloppe convexe des n valeurs propres A; € C ne contient pas 0. Dans
le cas contraire, on dit que le spectre est dans le domaine de Siegel.

2. Le spectre A = (A1,...,\,) est type (C,v) si

C
|/\5 - <m7 )‘>‘ 2
[m[”
avec C >0, m= (my,...,my), mg =20, |m| = Zzzl my = 2.

On formule sans démonstration les théoremes de Poincaré-Siegel.

Théoréme 14. Soit © = Az + ... un champ de vecteurs analytique. Si les
valeurs propres de A appartiennent au domaine de Poincaré et ne sont pas
résonantes alors on linéarise le champ avec un germe de difféomorphisme
analytique.

Corollaire 5. Soit 0(A) = {A1,..., A} le spectre de A et on suppose que pour
tout i, Re \; < 0. On suppose également que l’on est dans le cas non résonant.
Alors & = Az + ... peut étre linéarisé par un germe de difféomorphisme
analytique. En particulier ’origine est asymptotiquement stable.

Théoréme 15. Soit & = Az + ... un champ de vecteurs analytique. Si les
valeurs propres de A sont de type (C,v) alors ce champ peut étre linéarisé par
une germe de difféomorphisme analytique.

2.5 Forme normale d’un systeme Hamiltonien
au voisinage d’un équilibre

La construction de formes normales formelles développée par Poincaré-Dulac
s’applique aussi dans le cadre Hamiltonien.

Proposition 22. Considérons un systeme Hamiltonien H de R™, qui posséde
une position d’équilibre en 0, H étant une série formelle de la forme H(xz) =

;;03 H;(z), ot les H; sont des polynémes homogénes de degré i + 2, Hy =
%%Hw, S symétrique et A = JS est la matrice Hamiltonienne du linéarisé
en 0. On suppose que A est diagonalisable. Alors il existe un changement de
coordonnées symplectiques formel x = p(y) qui transforme le Hamiltonien en
H*(y) = ;og H}(y), H; = Hy ot les H} sont des polynémes homogénes de
degré i + 2 tels que {H},Ho} = 0.
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Preuve. Un changement de coordonnées symplectiques © = y + h(y) induit
I’équation fondamentale

adHo(Hh) = HU

sur les Hamiltoniens. La condition { H}, Hy} = 0 décrit les mondémes résonants
ol adA s’annule.

Définition 38. Considérons un Hamiltonien quadratique de R?" de la forme
RS 2, 2
Ho(p,q) = 3 lei(]?i +4 ),
1=

ou les w; sont des fréquences positives ou négatives. On dit qu’il existe une
résonance d’ordre K s’il existe des entiers k; non tous nuls tels que

i=1 i=1

Définition 39. On appelle forme normale de Birkhoff de degré s, pour un
Hamiltonien H, un polynome de degré [s/2] en les variables I} = (P?+ Q%) /2.

Théoréme 16. Soit H un Hamiltonien de R?" au voisinage de la position
d’équilibre en 0, H = Hoy(z) + o(|x|?) ou Hy est quadratique et soit w; les
fréquences associées a Hy. S’il n’existe aucune relation de résonance d’ordre
inférieur ou égale a s, alors il existe une transformation symplectique telle
que

H(p7Q):Hs(PaQ)+R

ou Hy est sous forme normale de Birkhoff et le terme résiduel est d’ordre
strictement supérieur a s.

Remarque 7. S’il n’existe pas de résonance, la forme normale formelle conduit
a un systeme Liouville intégrable. En effet en posant

Py = /2l cosp;, Q1 = +/2I;siny,

le Hamiltonien réduit ne s’exprime qu’en fonction de la coordonnée action I;.

Le mouvement confiné aux 7", I = (I1,...,1I,) = cte, est quasi-périodique

et de fréquences w; = FI7h En particulier, l'origine est stable pour la forme
i

normale. La réduction est en générale divergente et on ne peut en général

rien conclure sur la stabilité de ’origine par cette technique. En revanche le

théoreme de Lagrange-Dirichlet s’applique si H > 0 en dehors de 0.
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2.6 Introduction a la théorie du KAM et a la stabilité
des systéemes Hamiltoniens

2.6.1 Théorie de Floquet - Le cas Hamiltonien

Définition 40. On considére une équation différentielle lisse dans R™, & =
X(x). Soit &£(t) une solution périodique non triviale de période minimale
T. L’équation aux variations le long de &(t) est l'équation différentielle T -

périodique v = A(t)v ot A(t) = %—X(f(t)) On note &(t)la matrice fondamen-
x

tale solution de ® = A® avec $(0) = I. La matrice &(T) s’appelle la matrice
de monodromie de la solution périodique E(t) et ses valeurs propres s’appellent
les exposants caratéristiques.

Le résultat suivant est du a Floquet.
Théoreme 17. Soit une équation linéaire T-périodique & = A(t)x(t). Alors

toute matrice fondamentale ®(t) s’écrit d(t) = Q(t)exptB ou Q(t) est T-
périodique et B est une matrice constante.

Preuve. Comme A(t) est T-périodique, la matrice ¢t — @(t +T') est aussi une
solution de ’équation matricielle et donc il existe une matrice C' constante,
inversible telle que

Bt +T) = (1)C,

et si #(0) = I, on a C = &(T). Comme P(T) est inversible, son spectre ne
contient pas 0 et il existe donc une matrice B en général complexe telle que
C =exptB.
Posons Q(t) = &(t) exp —tB. Alors
Qt+T)=d(t+T)exp—(t+T)B
= P(t)exptBexp—(t+T)B
=Q(t)
et Q(t) est périodique de période T'. Par ailleurs en dérivant on a Q = PQ —

@B. Considérons I’équation © = Az et posons z(t) = Q(t)y(t). On obtient
1 = By, ou B est une matrice constante.

Remarque 8. La matrice B est en général complexe. On montre que ’on peut
choisir B réelle si ¢(T') n’a pas de valeurs propres négatives réelles. Sinon on
peut remplacer T par 2T et ¢(2T) = &(T)P(T') vérifie cette condition.

Cette théorie de Floquet est aussi valable dans le cadre Hamiltonien.

Proposition 23. Soient © = ﬁ(x) un champ Hamiltonien lisse de R?", et
&(t) une solution T-périodique. Alors I’équation aux variations v = H (t)v est
un systéme Hamiltonien. La matrice fondamentale ®(t) associée o $(0) = T
est de la forme ®(t) = Q(t)exptB ot Q(t) est symplectique, T-périodique et
B est Hamiltonien. Les matrices Q(t) et B peuvent étre choisies réelles quitte
a remplacer T par 2T
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2.6.2 Application premier retour de Poincaré - le cas Hamiltonien

Lemme 17. Soit ¢, = exptX le groupe local & un paramétre de & = X (x) et
&(t) une solution T-périodique issue de &y. Alors &, est un point five de { et
la matrice de monodromie coincide avec % .

oz l[z=&q
Corollaire 6. Les solutions périodiques du systéme & = X (x) ne sont jamais
isolées et +1 est un exposant caractéristique.

Preuve. Soit {(t) la solution périodique issue de £, et considérons la courbe
a(e) = £(g). Sa dérivée en ¢ = 0 est £(0) et la dérivée de la courbe
B(e) = or(ale)) = op(T 4 ¢) est ¢(T) = ¢(0). Donc 1 est valeur propre

de %(w(O)), de vecteur propre ((0).
€T

Corollaire 7. Soit © = Ff)(x) un systéme Hamiltonien de R*™. Alors la ma-
trice de monodromie est symplectique et +1 est au moins de multiplicité 2.

Pour éliminer cette dégérescence, Poincaré a introduit I’application de pre-
mier retour.

Définition 41. Soit {(t) une solution T-périodique et identifions £(0) a O.
Soit X un hyperplan, transverse a £(0). L’application premier retour de

Poincaré P définie au voisinage de 0 et qui associe & x € X la premiére
intersection de la trajectoire issue ent =0 de x, avec ’hyperplan Y.

Dans le cas Hamiltonien, on introduit une application de Poincaré sym-
plectique. Soit & = ﬁ(x), un systéme Hamiltonien de R?" et £(t) une so-
lution périodique issue en t = 0 de &, identifié & 0. D’aprés le théoreme de
redressement symplectique, il existe au voisinage de 0 des coordonnées sym-
plectiques telles que le systeme s’écrive 1 = 1 et le Hamiltonien soit identifié
a H(x) = x2. Soit X, l'intersection de 'hyperplan ¥ = {x; = 0} avec un
niveau d’énergie x5 = e. Les coordonnées {zs,...,z2,} sont canoniques et
l'on a le résultat suivant.

Proposition 24. Dans le cas Hamiltonien, si les exposants caractéristiques
sont {1,1, A3, ..., Aan} alors {As,..., Aan} sont les éléments de application
de Poincaré restreinte a Xy, cette application de Poincaré reste symplectique.

Preuve. La preuve résulte d’'un calcul. Montrons sous des conditions de
régularité comment construire la restriction symplectique de ’application de
Poincaré de facon géométrique.

Au voisinage de la trajectoire périodique de référence, il existe un systéme
de coordonnées symplectiques (p, q), (I, ¢) ou (p, ¢) sont des coordonnées sym-
plectiques sur R2("~1) et (I, ) sont des variables action-angle, ¢ étant angle
associé a la trajectoire de référence. Le Hamiltonien s’écrit H(q,p,p,I) et le
systeme se décompose en
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. OH . O0H
q:a*pﬂpzﬁa
. OH , 0H
p__87q7 __%a

OH
les trajectoires vérifiant H = h. On fait I'hypothese de régulaité a7 # 0 et

en résolvant H(q,p, v, I) = h a’aide du théoréme des fonctions implicites, on
obtient une relation I = L(q,p, ¢, h). En fixant h on obtient donc les relations

OH OH OL OH OHOL

gE L 90Y O TR, 2.
9 "arag " ap Tarap 27)

) OH . . . .
Avec ¢ = I # 0, on peut paramétrer les trajectoires par ¢ et on obtient
les équations

dqg OH/Op dp  0H/0q

dp ~ OH/OI' dp  OH/OI’

qui s’écrivent compte tenu de la relation (2.7)

dg OL dp OL
7:_777,]7"7:7777}1’
dy ap(qu ) dy aq(qu )
et représentent, h étant fixé, un systeme Hamiltonien 27-périodique. La re-
striction symplectique de I'application de Poincaré est I’application

By (4(0), p(0)) = (q(27), p(2))
définie en intégrant le systéme restreint sur [0, 27].

Définition 42. L’application Pj restreinte a Yo s’appelle application de
Poincaré isoénergétique.

2.6.3 Le cas de dimension 4 ; application a la stabilité

Définition 43. Soit & = H(x) un champ Hamiltonien lisse de R*, £(t) une
solution T-périodique sur un niweau d’énergie H = h et P, Uapplication de
Poincaré isoénergétique. Identifions £(0) a 0, alors Pp(u) = Su + o(|u]) ou
u € R? et S est symplectique. Notons {\, u} les valeurs propres de S. On dit
que la trajectoire périodique & est hyperbolique si A\, u sont réelles distinctes,
parabolique si A\ = i, et elliptique si X = p # \.

Application & la stabilité. Comsidérons un systéme Hamiltonien de R*,
—
i = H(z), H= Ho(z)+o(|z|?) o la partie quadratique Hy est sous la forme

2
1
Ho =3 2%(19? +4q?),
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wiwg # 0, le systéme linéarisé étant un couple d’oscillateur de fréquences
respectives w1, wa. Si wi,ws ont le méme signe, la stabilité de l'origine résulte
du théoreme de Lagrange-Dirichlet.

Pour étudier la stabilité on procede de la maniere suivante. Considérons
le systeme linéarisé. Les trajectoires sont pseudo-périodiques et définissent
une famille de tores 72 invariants. Chaque trajectoire étant soit périodique si
w1 /wy est rationnel, soit dense dans le tore si wi/wsy est irrationnel. Fixons
dans le plan (p2,g2) = 0 une trajectoire périodique £(t) et considérons
Papplication de Poincaré isoénergétique associée. La trajectoire £(t) génere
un point fixe elliptique pour l'application de Poincaré et les tores invariants
définissent dans le plan une famille de courbes invariantes. Les itérés succes-
sifs de points sur ces courbes sont soit périodiques si w1 /wy est rationnel, soit
denses dans le cas irrationnel.

Pour prouver la stabilité de ’origine, il suffit de remarquer que si le systeme
non linéaire, & = ﬁ(m), possede sur chaque niveau d’énergie des tores invari-
ants assez proches de 0, chaque trajectoire voisine de 0 ne pouvant jamais
quitter une courbe limitée par 2 tores invariants concentriques. L’existence de
tores invariants résulte de théoremes de type KAM.

2.6.4 Théoreme KAM isoénergétique

Considérons un systéme Hamiltonien de R* perturbation d’un systéme Liou-
ville intégrable H = Hy(I) + eH1(I, ) ou (I,¢) sont des variables action-
angle. Pour ¢ = 0 le systéme se réduit & ¢ = w(I), I = 0 ot w(I) =
(wi(I),wz(I)) est le vecteur des fréquences. Supposons w; # 0 et considérons
I’application de Poincaré isoénergétique associée a la section ¢; =0

Ph : (17902) = ([7902+>\(I))
avec

wa
A(l) =2m—.
(D) = 222
Sur chaque surface de niveau, chaque tore I = cste est invariant et ¢, tourne
de A(I) sous 'action de A. On introduit la condition de régularité suivante.

O\
Hypotheése (dite de twist isoénergétique) On suppose L #0sur H = h.
2

Cette condition garantit que sur chaque surface de niveau le rapport de
fréquences varie en fonction de I’action.

Théoréme 18. Si la condition de twist isoénergétique est vérifiée alors si €
est assez petit, 'application de Poincaré isoénergétique du systeme perturbé
posséde un ensemble de courbes fermées invariantes correspondant a des tores
imvariants ou le mouvement reste quasi-périodique.
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2.6.5 Théoréme de stabilité d’Arnold

Théoréme 19. Considérons un systéme Hamiltonien de R* au voisinage d’un
point singulier ot le spectre est imaginaire pur, le Hamiltonien étant normalisé
selon Birkhoff

H=Hy+Hy+...+Hyn+H"

avec

1. H analytique, H* = O(2N + 1),
_nta

2. Hop, 1 < k < N homogeéne de degré 2k en les actions I; = 5

8. Hy =wil; —WQIQ, wiweg > 0,
4. Ho ne divise pas tous les Hy,.

Alors lorigine est stable. De plus, arbitrairement pres de 0, il existe des
tores invariants ou le mouvement est quasi-périodique.

2.7 Le théoréme de récurrence de Poincaré

Définition 44. Soit X un champ de vecteurs lisse sur une variété M. Quitte
a multiplier X par une fonction positive, on peut supposer que X est complet.
Un point m € M est dit positivement (resp. négativement) stable au sens de
Poisson st pour tout voisinage ouvert de m et pour tout T' > 0, il existet > T
(resp. t < —=T) tel que p,(m) € U, ot ¢, est le groupe ¢ un paramétre de
X. On dit que m est Poisson stable si m est positivement et négativement
Poisson stable.

Définition 45. Soit w une forme volume et X un champ de vecteurs. On dit
que X est conservalif si ¢, * w = w ou @, = exptX est le groupe local a un
parametre de X .

Lemme 18. Identifions localement w a la forme V(z)dx1A. . . Adzy, 00V > 0.
Alors avec X = " X,— ona

=1 Ow;

n

s AED)

ox;
i=1 J

Preuve. En dérivant la condition ¢, *w = w, on obtient Lxw = 0 ot Lxw est
la dérivée de Lie de w.

Remarque 9. SiV =1 on obtient la condition divX = 0. Dans le cas général,

dz
on peut reparamétrer les trajectoires solutions de i X(x) en posant dt =
Vdr et 'on obtient la condition divV X = 0.
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Proposition 25. Notons u la mesure induite par w sur les boréliens de M. Si
X laisse invariant w, pour tout ensemble mesurable A, alors on a u(p,(A)) =

(A).

Proposition 26. Soit X un champ de vecteurs complet et conservatif sur M.
Soit R une région de l’espace invariante pour les trajectoires. On suppose que
la mesure de R est finie. Soit A C R, u(A) = m > 0. Alors on peut trouver
des temps t positifs et négatifs, |t| > 1 tels que p(AnNp,(A)) > 0.

Preuve. On considere les ensembles ¢, (A) pour ¢ entier positif ou négatif et
notons A, = ¢,,(A), n € Z, la suite associée. Par invariance on a

(An) = p(A) = m.

Soient Ag, Aq,...,Ax tels que les intersections de ces ensembles deux &
deux soient de mesure nulle, alors on a

,LJ,(A()UAlUUAk) = km.
(k)
m

Comme u(R) < +oo, pour k > , il existe donc 0 < ¢ < j tel que

,u(Al N A]) > 0.

Soit donc p(Ag N w;_;(Ag)) > 0. Cela prouve 'assertion pour tout ¢ positif.
On prouve la méme assertion pour ¢ négatif. On remarque aussi que 1’on peut
choisir |¢| arbitrairement grand.

Théoréme 20. Soit X un champ conservatif complet sur M, R une région
invariante pour X a base dénombrable et de mesure finie. Alors presque tous
les points m de R sont stables au sens de Poisson.

Preuve. Soit A mesurable et u(A) = m > 0. Considérons la suite
An =9, (A), n=0,£1,£2,...
On définit
—+o0
Apt = AgN A1, Agpe = Ao N Ay, ..., Ao = Ao\ U Ao i,
i=1
et

+oo
Ap=4A1NAy, Aiz=4 mA37~-~7Aloo:Al\UA1,i:-~-

=2

On va montrer que p(Agso) = 0. Par construction on a

Aloo = 901(A000)7 o wAnoo = (pn(AOoo)
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et w(Aooo) = (A100) = ... = u(Anso) car X est conservatif. Par ailleurs,
les ensembles A;o, i = 0,1,...,400 sont deux & deux disjoints. L’hypothese
1(Apso) =1 > contredit la condition p(R) < +o0.

Soit U™ une base dénombrable de voisinages de R et construisons pour
chaque U" 'ensemble correspondant Ug, . Soit

On a donc (&) = 0. Soit m € R\¢. Par construction pour chaque voisinage U*
de m, il existe un entier p > 1 tel que m € ¢, (U*). Soit donc ¢_,,(m) € U*.
Cela prouve que m est négativement Poisson stable.

On fait la méme construction avec la suite 4,, n = 0,—1,—2,... et on
obtient finalement que presque tous les points sont stables au sens de Poisson.

Définition 46. On dit que X est un champ de vecteurs Poisson stable si
presque tous les points sont stables au sens de Poisson.

2.8 Notes et sources

Pour la méthode d’intégration de Jacobi et des exemples d’applications
voir [3], [44]. Pour une preuve du théoréeme de Liouville, voir [47]. Notre
présentation de la stabilité de Liapunov utilise les références de [61] et [37].
Pour le calcul des formes normales de Poincaré-Dulac voir [4] et [53] dans le cas
Hamiltonien. Notre introduction a la théorie de Floquet et a 'application de
Poincaré suit [53]. Enfin pour une discussion de la théorie du KAM, voir [64],
[5], le théoréme de stabilité d’Arnold étant prouvé dans [53]. Pour le théoréme
de récurrence de Poincaré, voir [58], la référence classique [56] contenant des
développements de ce théoreme.






3

Introduction au probléeme des IN corps ; les cas

N =2et N=3

L’objectif de ce chapitre est de faire une introduction trés élémentaire au

probleme des 2 et 3 corps.

3.1 Introduction au probleme des IN corps

On considére un systéeme mécanique formé de N particules de masse m;,
i =1,...,N, dans un référentiel Galiléen identifié & R? ou les seules forces
sont données par leurs attractions mutuelles. Soit ¢; le vecteur position de
la ieme particule assimilée a un point matériel. Les équations du mouvement

sont alors

N
mqu _ Z Gmimj(qj — qi) - BU

g —@l® O’

j=1
ou U est le potentiel du systeme,

Gmimj

U=- .
_Qi|

1<i<j<N |4

L’équation (3.1) s’écrit de fagon concise

oUu
.__oU
Mg aq’
ot M est la matrice diag(myq,...,my) et ¢= (q1,...,qn) € RV,

(3.1)

En notant T ’énergie cinétique du systeme %Zf\il mig? et L=T —U le

Lagrangien, (3.1) correspond a 1’équation d’Euler-Lagrange

doL OL

dt ¢ 9q
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et les trajectoires minimisent localement ’action

S(q() = / L(g, d)dt.

La transformation de Legendre s’écrit p; = m;q; et le Hamiltonien associé

12
au systtme est H =T + U = Z ) ‘szl +U.
1= mZ

Le systéme (3.1) sous forme de Hamilton est

Gi= 2L = 8H,
mi Op;
. Gmlmj _ OH
P Z 4 — ;P 9a;’
ou l'on note p = (p1,...,PN)-

3.2 Les intégrales premieres classiques

Le probléeme des N corps est un systeme de 6N équations du premier ordre
qui admet 10 intégrales premieres triviales.

3.2.1 Conservation de I'impulsion

Notons P = va 1 p; 'impulsion totale du systeme et C' le centre d’inertie du

m
systéme défini par C' = EN B oy m = Z _, m; est la masse totale.
m

Lemme 19. L’impulsion P est une intégrale premiere et le centre d’inertie
est en translation uniforme.

Preuve. P = 0 car la force totale agissant sur le systéme est nulle, attraction
de la partlcule ¢ sur la particule j étant opposée a celle de j sur i. On en
déduit que Z —,m;G; = 0 et C est en translation uniforme.

Il en résulte une normalisation standard utilisée en mécanique céleste qui
consiste a choisir C' comme origine du référentiel Galiléen, ce qui revient a
imposer

N N
> migi =0, > migi =0, (3.2)
i=1 i=1

le systéme restant a intégrer est alors d’ordre 6(N — 1).
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3.2.2 Conservation du moment cinétique
Notons A = Zf\;l q; N\ p; le moment cinétique total du systeme.
Lemme 20. Le vecteur moment cinétique est conservé.

Preuve. On a
N N
A= ZQiAPi+ZQiAPi

_ZqumzqﬂL Z Gmam, 85— ) A (g5 = 4)

=1 g5

et un calcul trivial montre que A=0.
3.2.3 Conservation de I’énergie cinétique, identité de Lagrange
et inégalité de Sundman

Le Hamiltonien est H = vazl 1m;¢?+U(q). Introduisons le moment d’inertie

I = % vazl m;q? qui mesure la taille du systéme planétaire.

Lemme 21. Le Hamiltonien est une intégrale premiere et H = h, énergie
constante.

Lemme 22. Le systéme vérifie l'identité de Lagrange-Jacobi
I=2T+U=2h-U,
et si Uénergie h est positive ou nulle, I est strictement positif.

N - o
Preuve. Ona I = 13", m;q?, et en dérivant deux fois, il vient

N N U
I= Zmiqzz - Zmz‘qz'af
1=1 =1
Or U est homogene de degré —1 et d’apres 'identité d’Euler
Sl
i=1 c'?qz

Soit [ = 2T + U, et h =T + U implique I = 2h — U. )
Le potentiel étant une fonction a valeurs négatives, si h > 0 alors I > 0.

Lemme 23. Le systéme vérifie l’inégalité de Sundman

A2 <4I(I - h).
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Preuve. On a
N

A= "migi Ads,

=1

donc

N
|A] < Zmilqz' A Gil.
=1

Or |¢; A ¢i| = |gillg:|| sin ;] ol 0; est 'angle entre g; et ¢;. Il vient donc

1/2

12, N
4] < Zmzl%HQz < (Z”%%) (ZWQ?)
i=1

d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz. En élevant au carré on obtient
A? < 21.2T.

L’identité de Lagrange-Jacobi, T' = I — h, conduit alors & I'inégalité de Sund-
man.

3.3 Homogénéité et théoréme de Viriel

Considérons de maniere générale un systéme mécanique formé de N points
matériels ¢; de masse m;, T' = 3 Zz 1 m;G? Dénergie cinétique, U(q) le po-
tentiel et L =T — U le Lagrangien.

Lemme 24. On suppose U homogéne de degré k € Z. Si q(t) est solution de
Uéquation d’Euler-Lagrange, alors Q(T) = aq(t) avec T = o'~*/?t est aussi
solution de l’équation d’Fuler-Lagrange.

Preuve. Les solutions de ’équation d’Euler-Lagrange ne sont pas affectées
si 'on multiplie le Lagrangien par une constante non nulle. Supposons U
homogene de degré k, U(aq) = o*U(q). Soit ¢(t) une solution de I'équation
d’Euler-Lagrange. Posons QQ = aq et T' = (t. Alors

adg = dQ, Bdt =dT

et
dQ adg

dT ~ Bdt

L’énergie cinétique est donc transformée en
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N 2 N 2
1 sz 1 a2 dq1
QZW(M)_Qﬁ_m«ﬁ ’

i=1 i=1

et I’énergie potentielle vérifie

U(Q) = o*Ul(q).

Siaf = 042/62, soit B = a'~*/2 le Lagrangien est multiplié par o et Q(T)
est aussi solution. Le résultat est donc prouvé.

Corollaire 8. Si q(t) est une trajectoire périodique de période t du probleme
des N corps alors la courbe homothétique QQ = aq est aussi une trajectoire

T 3/2
périodique de période T avec 7= <Q> .
q
Preuve. D’apreés le lemme précédent, on a Q = aq et Bt = T avec = al=F/2
ott k= —1. Donc T/t = B = a3/? avec a = Q/q.

Pour toute fonction lisse ¢ — f(t), on note
_ 1 (T
f= lim = ft)de
sa moyenne.

Théoréme 21. On suppose le potentiel homogéne de degré k. Soit t — q(t)
une solution des équations d’Euler-Lagrange telle que la trajectoire et sa
vitesse soient bornées. Alors on a la relation

=0

ouT et U sont les moyennes respectives de l’énergie cinétique et du potentiel.

Preuve. Si f(t) est la dérivée F(t) d'une fonction F(t) bornée, sa valeur
moyenne est

_ 1 (7.
= 1 — Ft)dt= 1l _
SR

or
Si q(t) est une trajectoire bornée a vitesse bornée alors p = M est bornée et
q

donc p.q est bornée. D’apres le résultat précédent,

d
<dtp.q> =0.

On a par ailleurs
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. d .
2T=pq=<ﬁp0—m@

On en déduit

2T = —(p.q)
ou oU
Avec p= —— il vient —q.p = g—— et si U est homogene de degré k
dq dq
ou
— =kU.
q dq

On en déduit la relation 2T = kU.

Corollaire 9. Considérons le probléme des N corps ; supposons que le mou-
vement est a position et vitesse bornées. Alors nécessairement l’énergie totale
h est négative ou nulle.

Preuve. On a k = —1 et 2T et 27_“7: —U. Avec H =h =T + U, on obtient
h=T+U=-T. Comme T >0, T > 0, on obtient la condition h < 0.
3.4 Le probleme de deux corps

Considérons le cas N = 2. Les équations du mouvement sont

ou

szz = 7aqia 1= 1727
G
ou le potentiel est U = —M, donc
lg1 — g2
. Gmima(q2 — q1
miq1 = ! ( 3 )7 (33)
lg1 — g2
. Gmima(qr — qo)
mads = TR
g1 — g2

On peut réduire le probleme en un probléme de Kepler par deux procédures :
la réduction du mouvement a un mouvement relatif ou la réduction dans un
référentiel 1ié au centre de masse.

3.4.1 Réduction au mouvement relatif
En divisant la premiere équation de (3.3) par mq, la seconde par mo, en les
soustrayant et en notant ¢ = q; — q2 la position relative, on obtient ’équation
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3.4.2 Réduction dans un référentiel lié au centre de masse

En choisissant le centre de masse C' comme origine des coordonnées, on a la
relation myq; + mage = 0, et le systéme (3.3) s’écrit

. Gmm3q

miq1 = — m2|q1|3 ’ (3 5)
. szm?(b

S T PR

oum = (mj+ms) est la masse totale. En utilisant la relation mq g1 +mage = 0,
une seule des deux équations peut étre conservée et la premiere équation
s’écrit, avec ¢ = q1,

. g o Gmj

q - ,U/ |q|3 ’ ‘LL - mg .
Introduisons la définition suivante.

Définition 47. On appelle mouvement de Kepler le mouvement d’une partic-
—pum
ule ¢ de masse m dans un champ de potentiel U = el Le mouvement est

lq|

donc gouverné par l’équation
= —pL
lq|?

Nos deux réductions du probleme des deux corps conduisent donc a un
mouvement de Kepler.

Proposition 27. Dans un référentiel Galiléen dont [’origine est le centre de
masse, chacune des particules décrit un mouvement de Kepler avec u =
Gm3m=2 pour la premiére masse et y = Gm3$m~2 pour la seconde ot
m = mq + ma est la masse totale.

3.5 Mouvement dans un champ central

Définition 48. On appelle mouvement dans un champ central, le mouvement
d’une particule q de masse unité donné par une équation de la forme § =
D(|q])er = ~ ot e, est le vecteur unitaire portée par le rayon vecteur, U
étant le potentiel qui ne dépend que e la distance |q|.

Lemme 25. Le moment cinétique A = q A ¢ est constant.

Corollaire 10. 1. Le mouvement est sur une droite si et seulement si q(0)
et ¢(0) sont colinéaires, le moment cinétique A étant nul.
2. Si A #£ 0, le mouvement est dans le plan fire R{q(0), ¢(0)}, perpendiculaire
a A.
On va étudier le mouvement dans le second cas et on peut supposer que
le mouvement est plan, i.e. ¢ € R2.
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3.5.1 La loi des aires

On se place dans le plan du mouvement. Soient (r, 6) les coordonnées polaires.
q = req, T = |q|, et soit ey tel que (e,,ep) forment un repére. Alors ¢ =

Fer + 1ér, 6 = Oeg et A = g A = r20e, A eg. Comme |A] est constant, on
obtient le résultat suivant.

Proposition 28. Pour un mouvement central, |A| = 20 est une constante.

En introduisant la vitesse aréolaire v = Al}:mo a7 o8 AS est I'aire balayée

1o . L
par le rayon vecteur, alors v = —r20. La vitesse aréolaire est donc constante.

Cette propriété est la loi des aires ou seconde loi de Kepler.

Corollaire 11. Si le mouvement est circulaire, i.e. |q| est constant, alors 0
est constante et le mouvement est circulaire uniforme.

3.5.2 Intégration des équations

Le Lagrangien associé au systeme s’écrit en coordonnées polaires
1, .5 952
L(r,0) = 5(7‘ +7°07) = U(r).

Introduisons les variables duales
oL OL o9
= = =T, = — = 9.
p or T, Po 90 r

Alors (1,0, p,,pg) forment un systéeme de coordonnées symplectiques, et les
deux intégrales premieres

1 p2
H=; <p§+ Tg) +U(r),
|A| = p,

sont en involution pour le crochet de Poisson. En appliquant le théoreme de
Liouville, on obtient le résultat suivant.

Proposition 29. Le systeme est Liouville intégrable et les trajectoires sont
soit périodiques, soit denses dans un tore T2.

On construit géométriquement ces trajectoires de la facon suivante. En
coordonnées polaires le Hamiltonien s’écrit

Hr,0) = 3% +r°8") + U(r) = h

Avec 720 = ay, il vient
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2

La quantité U, = % + U(r) s’appelle le potentiel effectif.
r

Proposition 30. L’évolution t — r(t) est celle d’'un systéme d un degré de
liberté, de masse unité, dans un champ de potentiel effectif Us,
U,

or’

L’intégration est standard et utilise la conservation de 1’énergie H = h.
oU,

Les positions d’équilibre sont données par 7 = 0, = 0. Le mouvement

est confiné dans U, (r) < h et s’analyse en tracant le graphe de U,(r). Soit h
un niveau d’énergie tel qu'une composante connexe de U, (r) < h soit formée
par un intervalle compact, rmin < 7 < rpax. Alors ¢ — r(t) oscille de fagon
périodique entre 7, (péricentre) et ryax (apocentre) et se calcule en intégrant
I’équation

dr

— =++/2(h — Ug(r)). .
= 20— U.0) (36)
L’évolution de 0 s’obtient via la loi des aires,

df o ap
dt  r?
et la variation d’angle entre un péricentre et un apocentre consécutifs est

Tmax ap/r?
Tmin  V 2(h — Ue(r))

Si on nomme ¢ = 2A0 la période séparant deux passages consécutifs par le
péricentre, on peut extraire deux cas :

Af = dr. (3.7)

1. & = 27m/n, o m et n sont deux entiers. Dans ce cas le mouvement est
périodique.

2. & # 2rm/n. Dans ce cas la trajectoire est dense dans la couronne
[Tmin; "max] du plan (7, 8).

Remarque 10. Les trajectoires bornées ne sont pas toutes périodiques, en
général, & 'exception de deux cas (théoréme de Bertrand) :
. _TH
e Kepler: U(r) = —, u>0.
r
e Oscillateur linéaire : U(r) = ur?, u > 0.
Dans le cas du probleme de Kepler cette propriété résulte de ’homogénéité

d’ordre —1 qui conduit a I'existence d’une intégrale premiere supplémentaire
découverte par Laplace, 'intégration directe conduisant a des coniques.
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3.6 Le probleme de Kepler

Le potentiel est de la forme U(r) = “H et le potentiel effectif est Ue(r) =
r

— a
— + 2—02. L’examen du graphe montre que les trajectoires bornées corre-
r r
spondent a h < 0.
Une fagon classique d’intégrer les trajectoires consiste a utiliser les formules

de Binet. On écrit
d do d ag d

dt — dtdo r2do’

d’apres la loi des aires. Donc

dr _agdr _ d(1/r)
dt - r2de - T ae

Posons u = 1/r. La conservation de ’énergie cinétique et du moment cinétique
donne

7+ 29 +U(r) =h, 20 = a,

et conduit a I’équation

d 2
ag (dZ) +agu® = 2(h = U(u)),

soit

do a? ’

(du>2 o 2t )

Pour intégrer cette équation on peut se ramener en dérivant et en simplifiant
a 'oscillateur linéaire

d*u i
T

soit écrire I’équation sous la forme

2 2
du 2h 2
=) +(e-5) =5 +5
df ag a; a
Cette équation se ramene par translation a ’équation
dr\* 2. 2 2 2
— +w'r® =wa”,
()

dont la solution est z(0) = acos(w(f — 0y)). En identifiant les constantes on
obtient alors
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1 I 2hag
=-=L111 1 0—06 .
v= ag< Py e e ‘”)

Introduisons respectivement le parametre et ’excentricité

2

a 2ha

p:i7e: 1+ 20.
I I

Proposition 31. Les trajectoires du probleme de Kepler sont des coniques
d’équations

)

1 14ecos(d—6o)
ro T

avec e = 0 dans le cas du cercle, 0 < e < 1 dans le cas de lellipse, e = 1
dans le cas de la parabole et e > 1 dans le cas de Uhyperbole. Ce résultat
contient la premiére loi de Kepler dans le probléme des planétes, celles-ci
décrivant des ellipses dont le soleil occupe un foyer, le centre de masse étant
approzimativement le soleil.

3.6.1 Le cas elliptique

L’angle 6y s’appelle 'anomalie. On peut choisir les axes pour que 6y = 0

et 'équation de Dellipse s’écrit r = L’origine est I'un des foyers.

1+ecosf
Lellipse peut étre représentée en coordonnées cartésiennes, I'origine O’ étant
le milieu du segment [F}, F5] ot F; = O, F, sont les foyers. On note ¢ la
distance O0’, a la longueur du demi grand axe et b la longueur du demi petit
axe. Alors

a=—L_ p=—L e= <. (3.8)

1—e?’ V1—e2’ a

La troisieme loi de Kepler s’énonce ainsi.

Proposition 32. La période de révolution est T = 2wa®/?1~/2 et ne dépend
pas de ’excentricité.

Preuve. Soit S ’aire balayée par le rayon vecteur en une période alors S = aire
de Dellipse = mab. D’apres la loi des aires,

as 1., 1

— = —r“f = —ay,

dt 2 270
donc S = %aoT. D’ou le résultat en utilisant les relations entre les parametres
géométriques et les intégrales premieres.
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3.6.2 Le vocabulaire de la mécanique céleste

Considérons le mouvement sur une ellipse de foyer O centre d’attraction, de
centre O’, un des axes du plan étant OO’. L’angle f repérant un point sur
lellipse s’appelle I’anomalie vraie. Notons P le péricentre, le cercle de centre
O’ et tangent aux extrémités du grand axe s’apelle le cercle apsidal. Soit Q
un point de ellipse d’angle 6. La perpendiculaire au Elznd axe passant par )

coupe le cercle apsidal en un point S et 'angle ¢ = POS s’appelle ’anomalie
excentrique.

3.6.3 Equation de Kepler

Soit = 'abscisse de @ et S et yq, ys leurs ordonnées respectives. L’ellipse
résulte d’une transformation affine du cercle apsidal et yo = —ys avec — =
a a
V1 —€2. On en déduit I’équation paramétrique de Dellipse
r=a(l —ecos f). (3.9

En comparant laire décrite par les rayons vecteurs OQ et OS et en fixant
le temps de passage au périgée en ¢t = 0, on obtient ’équation de Kepler

2t
— esi = —. 3.10
@ —esinp T ( )
Introduisons la coordonnée
T(p —esinp)
= "7 11
i 2T (3.11)

On a 7 = 1. En d’autres termes, 'anamolie excentrique permet de redresser
géométriquement le champ de Kepler.

Proposition 33. Au voisinage d’une orbite elliptique, I’équation de Kepler
est redressée en 1 =1, 1 =0 ou I est un vecteur de R® dont les composantes
sont cing intégrales premieres indépendantes.

3.7 Introduction au probleme des 3 corps

Le probleme des 2 corps est intégrable mais on sait depuis Poincaré que ce
n’est pas le cas pour N > 3, d’ou l'intérét de la recherche de trajectoires
particulieres : états d’équilibre ou trajectoires périodiques. Le probleme des
N corps est sans état d’équilibre. En revanche il existe des trajectoires remar-
quables. Par exemple pour le probléeme des 2 corps, si le moment cinétique
est nul, les deux corps évoluent sur une droite et ces trajectoires particulieres
conduisent a une collision. Dans le probléeme des 3 corps, les 3 masses peu-
vent étre vues comme les sommets d’un triangle qui évolue au cours du temps
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et il existe des trajectoires particulieres décrites par Euler et Lagrange. Le
cas d’Euler est la situation ou les 3 masses restent alignées sur une droite en
rotation uniforme autour du centre de masse C. Le cas de Lagrange est la
situation ou les 3 masses forment un triangle équilatéral, en rotation uniforme
autour de C. On va présenter ces résultats en respectant ’analyse d’Euler,
de Lagrange, puis on généralisera au probleme des N corps en introduisant le
concept de configuration centrale et le point de vue variationnel.

3.8 Les travaux d’Euler, Lagrange dans le probleme
des 3 corps

Considérons les équations du probleme des 3 corps,

. Gm1m2 Gm1m3
migr = —5—(@2—q) + —35—(—q),
12 13
. Gmomy Gmams
Mmoo = —5—(q1 — q2) + — 35— (93 — q2), (3.12)
T2 723
.. Gmsmy Gmsgmo
mafzs = —5— (@1 — @3) + —5— (92 — @3),
13 733

ou 7;; = |g; — q;| représente la distance mutuelle, et out le centre de masse C
est choisi comme origine des coordonnées, ce qui impose la relation

miq1 +mage +maqs = 0.

Cherchons des solutions planes. Si (x,y, z) sont les coordonnées de ¢, on
peut imposer que le plan soit z = 0. Notons (zg, yx,0) les coordonnées des
points ¢ de masse my, k = 1,2,3. Nos équations (3.12) se réduisent a

. m;(x; — xp)
:L’k:GZij j3 y
ok Tk
yk—GZm] YK =123
J#k

Cherchons des solutions telles que les masses my, soient en rotation uniforme.
Pour cela, introduisons dans le plan un systéme de coordonnées (¢,n) qui
tourne a vitesse angulaire constante w. Dans ces coordonnées, les masses mj
étant donc fixes, on a

T = (p coswt — g sinwt, yr = ¢, sinwt 4+ 1, coswt,
et en reportant dans les équations, on obtient

&, — 2wiy, — w3, fGZmJ — i)

ik ik

—QWCk—W Uk—GZ — M)
J#k Jk
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En introduisant le nombre complexe zi = (;, + i1, le systeme s’écrit

5+ 2wz — w?zy = GZ — Zk), (3.13)
j#k Jk

avec i, = |2; — 2k
Les états d’équilibre vérifie 2, = 0 et sont donc solutions du systéme
d’équations

fzkf)\sz 5= ), k=1,2,3,
ik ik

avec A = Gw™2. Posons p; = \rys, py = A\ris, p3 = Arps. La premiére et la
troisieme équation s’écrivent alors

(]. — MapPs — m3p2)21 + mapsz2 + mszpo23 = 0 (314)
mipez1 + mapyz2 + (1 —mipy —mapy)zz =0

et 'autre équation est remplacée par la relation fixant le centre de masse a 0,
miz1 + mozo + mgzg = 0.

Il convient de distinguer 2 cas.

Cas 1. Les trois points zj ne sont pas alignés. On en déduit que p; = py =
ps = 1/m o m est la masse totale. Les trois points sont alors aux sommets
d’un triangle équilatéral de coté (Gmw’2)1/3. Ce coté ne dépendant que de
la masse totale, le centre du triangle ne coincide pas en général avec le centre
de masse. Ces solutions sont dues a Lagrange.

Cas 2. Les trois points sont alignés sur une droite et forment les solutions
d’Euler que 'on va déterminer.

Supposons que les points z1, 29, et z3 sont alignés sur une droite L, qui
contient donc le centre de masse. On peut supposer que L est I’axe des ( et
I’on ordonne les masses pour que (; < (5 < (3. On a donc r13 = (5 — (q,
r13 = (3 — (q, a3 = (3 — (o, €t les équations se réduisent a

ma

G =A ((gz e (Cs T3C1)2> ’

—\ mi mo )
3 <(<3—<;1)2+<<3—<2)2 ’

avec m1(y +maCy +m3aCs = 0. Posons a = (5 — (1, (3 —C(y =apet (53—, =
a(1l + p). Apres quelques calculs on constate que p est solution de

ma+ma(l+p)  mg+my(l+p)~?
mi(L+p)+map  mi(l+p)~2+map?’

et a est donné par

a’(mo +ma(1 + p)) = Am(ma +mz(1+p) ).
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Le probleme est donc de calculer p solution du polynome de degré 5
(Mg 4+ m3)+(2ma + 3m3)p + (3mz + ma)p* — (3my + ma)p?
— (3my 4 2ma)p* — (m1 +ma)p® = 0.

Ce polynéme admet une seule racine positive. Comme il y a trois possibilités
pour ordonner les masses, cela donne les trois solutions d’Euler.

Théoréme 22. Pour le probléme plan, dans chaque systéeme en rotation umni-
forme a vitesse angulaire w, il existe une configuration de Lagrange ou les
trois masses restent fizent en formant les sommets d’un triangle équilatéral
de coté (Gmw=2)'/3 et trois configurations dites d’Buler ot les masses restent
alignées sur une méme droite, chacune étant associée a un ordre des masses
sur la droite.

3.9 La notion de configuration centrale

Considérons le probleme ol ¢; = (x4, y;, 2;) sont les coordonnées de la masse

m;, Ti; = |¢i — ¢;| et V = —U l'opposé du potentiel. Le systeme s’écrit
, Gmim;(q; — ¢;)
(D D
i#j /

Cherchons une solution particuliere de la forme ¢;(t) = ®@(t)a; ou les a; sont
des vecteurs constants de R? et &(t) une fonctions scalaire. En reportant dans
les équations on obtient

P gy = 3 G0 — )

7 lai—a
En séparant les variables, on doit donc avoir pour un scalaire A les équations
-\
= 3.15
et
Gmim (a: — a:
gy = 3 Gmimala; —ai) (3.16)
— ai—aq;?
J#i

L’équation (3.15) est une équation en dimension 1 qui correspond & un
probleme de Kepler en dimension 1 et s’intégre aisément.

Considérons maintenant le probleme des N corps dans le plan. La position
q; vit dans R? identifié & C. Posons ¢;(t) = ®(t)a; ol a; € C et supposons que
&(t) est une fonction scalaire complexe. L’équation (3.15) est alors ’écriture
complexe de ’équation de Kepler, avec A parametre réel. Si A > 0, a chaque
solution circulaire, ou elliptique, correspond des solutions du probleme des N
corps plan aprés résolution de (3.16).
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Définition 49. On appelle configuration centrale (c.c) pour le probléme des
N corps une famille de vecteurs, a = (a;,...,an) et un scalaire \ solution
de (3.16) (dans R, R?, R3).

Propriété 2. 1. Siaq,...,ay est une configuration centrale alors Zf\; m;a; =
0 et le centre de masse est a ’origine.

2. Soit (a1, ...,an,A) une c.c. Alors (Aaq, ..., Aay, A) est une c.c pour toute
matrice orthogonale A et (7ay, ..., Tan, A\/73) est une c.c pour tout 7 # 0.
Les vecteurs (ay,...,ay) associés & une c.c. sont donc caractérisés via les
similitudes de R, R?, R3.

Introduisons le moment d’inertie du systeme I = %Zmiqf et V=-U
Popposé du potentiel. Alors I’équation (3.16) prend la forme

ov oI
éTq(a) + A%(a) =0. (3.17)

D’ou 'interprétation variationnelle des c.c.

Proposition 34. L’équation (3.17) est la condition nécessaire de Lagrange
pour le probléme de trouver un extrémum V sur un niveau I = c et A est un
multiplicateur de Lagrange.

Preuve. Considérons I'application E : a — (V(a),I(a)). En un extrémum,
son rang n’est pas 2, donc il existe (Ag, A) non nul tel que

oV ol
Aoafq(a) + A%(a)

=0
et on peut supposer que A\g = 1 car le rang de I est 1 en a # 0, les surfaces
I = c étant des ellipsoides.

V(a)

L 26. =
emme 26. On a \ 21(a)

> 0.

Preuve. V' est homogene de degré —1 et I est homogene de degré 2, donc
en faisant le produit scalaire de (3.17) avec a et en appliquant le théoréme
d’Euler, il vient

ov oI
0= aa—q(a) + )\aa—q(a) = —V(a) 4+ 2XI(a),

d’ott la formule. De plus la positivité de I et V entraine celle de A.

On peut appliquer cette interprétation variationnelle pour retrouver aisément
les résultats de Lagrange et d’Euler.
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3.9.1 Solutions de Lagrange

Dans le cas des 3 corps, pour calculer les c.c on cherche 6 inconnues qui sont
les composantes a1, az, as € R2. Comme Z?:l m;a; = 0, il reste 4 inconnues.
Par ailleurs le groupe des similitudes du plan est de dimension 2, donc il reste
en fait 2 inconnues. Pour calculer les c.c. on doit donc calculer les extrema
d’une fonction de 2 variables.

Pratiquemement, on procede ainsi dans le cas de Lagange. Soient ris,
r23, 713, les distances mutuelles, le centre de masse étant fixé a l'origine. En
identifiant les c.c. qui différent par une rotation, on observe que les distances
mutuelles forment un systéme de coordonnées locales au voisinage d’une c.c.
dans les cas ol les 3 points ne sont pas alignés. Précisément, on a

V _ G <m1m2 + msmso + m1m3> .

T12 T23 T13

Par ailleurs,
. . 2 —_— . . . . 2
miym;r;; = msz|Qz - QJ|
v g 1,j
— maa® —2 I T2
= m;m;q; — mim;q;q; + mim;q;
1,j 1,j i,j

=2mlI — QZmdqi,ijqﬁ +2ml
i J

— . . — 2 A7 ’ j
avec m = »_m;. Le second terme est nul car »_;m;q; = 0. D’ott I'expression
du moment d’inertie en fonction des distances mutuelles,

1
I= i zj:zj:mimjr?j. (3.18)

Calculer un extrémum de V sur un niveau I = c revient donc & calculer
un extrémum de V sur un niveau de

2 2 2
J = i(mlmQle + mamarys + mimsris).

En utilisant la condition nécessaire de Lagrange, on obtient

m;m;
-G L+ dmymyri; =0
2 ity =Y

T

pour (i,j) = (1,2),(1,3),(2,3).
La solution est triviale, rio = ro3 = ri3 = (G/)\)l/g. Les trois masses
forment donc un triangle équilatéral.
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3.9.2 Le théoréeme d’Euler-Moulton

On peut engendrer les solutions d’Euler pour le probleme des N corps.
Considérons le cas ou les N masses sont alignées sur une droite, et notons
q = (q1,--.,qn) € RY la position du systéme. Notons S’ = {q | I(q) = 1}
Iellipsoide identifié & la sphere topologique de RY, de dimension N — 1. Soit
C={q| Zf\;l m;q; = 0}, hyperplan de RY. L’ensemble S = S’NC s’identifie
a une sphere de dimension N — 2. On introduit la variété A;j ={q| ¢ =gq;}
qui correspond & une collision entre m; et m;, ensemble A’ = uAgj est une
union de plans de dimension N — 1 et notons A = SN A’ qui est donc une
union de spheres de dimension N — 3.

Notons V la restriction de de V' & S\A. Un point critique de V est une
configuration centrale. L’espace S\ A admet N! composantes connexes, chaque
composante correspondant & un ordre, ¢;1 < ... < ¢n, ou (i1,...,in) est
une permutation des indices. L’ensemble A;; correspond a une collision et
V — 400, donc ¥V — 400 quand ¢ — A. La fonction V admet au moins un
minimum par composante connexe. Donc il y au moins N! points critiques.

On vérifie en utilisant la convexité de V qu’il y a exactement un point
critique par composante connexe, chaque point critique étant associé a un
minimum de V.

Dans le décompte précédent, on doit identifier les c.c. qui se déduisent par
une transformation orthogonale de R, soit donc une symétrie par rapport a O.
On a montré le résultat suivant qui généralise le résultat d’Euler pour N = 3.

Théoréme 23 (Euler-Moulton). Il y a exactement N!/2 c.c. colinéaires
dans le probléeme des N corps, chacune étant associée a un ordre des masses
m; sur la droite.

3.9.3 Coordonnées de Jacobi pour le probleme des 3 corps

Considérons le probleme des 3 corps, ol le centre de masse est a 'origine,
Zle m;q; = 0. On définit les coordonnées de Jacobi de la facon suivante. On
considere le mouvement relatif de mo par rapport & m; et on pose ¢ = g2 — q;.
On repere ensuite le mouvement de m3 par sa position p par rapport au centre
de masse O’ de m1,mso. Les coordonnées q et p s’appellent les coordonnées de
Jacobi pour le probléme des 3 corps. On obtient aisément que p = mu g3
ol m est la masse totale et © = my + mo. De plus les distances mutuelles
s’obtiennent par les formules

G- =0¢ @—q=p+mep g g3 —q=p—mip g

les équations du mouvement se réduisant a

" —myp! + mop?
qZ_GMqB+Gm3<p 1p g ptmap q),
lq| 23 13

- mGmup” (p+map”tq)  mGmop”(p — mip'q)

(3.19)

3 3
13 733
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Toutes les quantités peuvent étre calculées dans ces coordonnées. L’énergie
cinétique est donnée par

1 . , _ _
I=3(0d* +920%) g1 = mumap™", go = mapm™",
et en notant p,,p, les vecteurs duaux respectifs de ¢ et p, le Hamiltonien

s’écrit

, (3.20)

1 (pq n Pp) _ Gmimy  Gmamg  Gmimg
2

H=-
g1 g2 Iql 23 13

avec ro3 = p — ml,u’lq, ri3=p+ mgpflq et H définit le champ Hamiltonien
associé au systeme (3.19).

3.9.4 Le probléme circulaire restreint

Les coordonnées de Jacobi sont importantes pour étudier le probleme cir-
culaire restreint défini de la fagon suivante. En négligeant la masse mgs, la
premiere équation de (3.19) se transforme en une équation de Kepler

.. q
§d=-Gur—3,
lq|
le mouvement des deux masses mj et ms correspondant aux planctes dites
primaires en mécanique céleste. Le centre de masse étant celui des primaires,
on est amené a poser m = u dans la seconde équation, qui se simplifie alors
en

_ Gmi(p+mop~lq)  Gma(p—mup'q)
pP== 3 - 3 :
13 T23

L’équation de Kepler étant intégrable, I’évolution de la masse mg est alors
obtenue en analysant cette équation. On fait une hypothese supplémentaire,
en supposant que le probleme est plan et que les deux primaires décrivent un
mouvement en rotation uniforme avec une vitesse angulaire w, cette hypothese
étant approximativement vérifiée pour 7 planétes du systeme solaire, dont la
Terre (excentricité de 0,017). Le probléme associé s’appelle le mouvement
circulaire restreint. On représente alors p par ses coordonnées z = ( +in € C
dans le référentiel en rotation uniforme, ou les primaires sont localisées et
fixées sur 'axe des (. Cette derniere transformation revient en coordonnées
symplectiques a poser

q = (exptK)Q, p= (exptK)P,

ou K est une matrice antisymétrique, le Hamiltonien étant corrigé par un
reste aisément calculable. Le calcul explicite donne ’équation

E 4 2i — w?z = Gmyry (21 — 2) + Gmary (22 — 2), (3.21)
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ou z1 = (; et zo = (, représentent les positions respectives des primaires, les
termes 2wis et —w?z correspondant respectivement aux forces de Coriolis et
d’entrainement.

Le probleme est de fagon standard normalisé par un choix adéquat
d’unités. On choisit les unités de masse pour que m; + ms = 1, de longueur
pour que |g| = 1, et de temps de sorte que G = 1. Par convention la plus
petite masse, notée u, est placée a droite de l'origine, la seconde étant 1 — p.
Les relations m1¢; + maly = 0 et |(5 — (4] = 1 imposent que la masse u est
placée en 1 — p sur 'axe de ( et 1 —p en —p. Le choix des unités impose w = 1
et les équations du mouvement normalisé sont

2+%2_Z:_Ufw0®+u)_u@—1+ux (3.22)

p3 5

ol py,py désignent respectivement la distance a la planete en (—pu,0) et

(1 —H, O)
Introduisons 'opposé du potentiel

wgm=13“+“

Pi ;g
Le systeme s’écrit
” oV
o= 2
¢—2i—¢ ac’
. ; oV
+20—n= P
Ui

En introduisant I'opposé du potentiel amendé

D(¢,m) = %(CQ +7*)+V + %u(l — ),

les équations s’écrivent

i . 09
<_277:87<7

(3.23)
o ap_ O

On en déduit immédiatement la proposition suivante.

.2
Proposition 35. La fonction J = 20 — (" — 72 appelée intégrale de Jacobi
est une intégrale premiére du mouvement de la troisiéme planéte.

La constante du mouvement J = ¢ s’appelle la constante de Jacobi.

Ce calcul interprété en coordonnées symplectiques est une application di-
recte des techniques du chapitre précedent. En notant ¢ la position de la masse
mg dans le repere en rotation et p la variable duale, le Hamiltonien associé est
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H=p*—"qKp-V,

ou K est la matrice (_01 (1)> , et le reste —lgKp correspond & un terme de Cori-

olis (le terme d’entrainement étant absent dans le Hamiltonien). Les équations
(3.23) s’écrivent

p=p+Kq,
oy (3.24)
=K —.
q D+ dq
Les états d’équilibre vérifient
0%
p+Kq=0, Kp+ —— =0,
dq
oV 0P
ce qui implique 0 = g + 20 = 20’ ou @ est 'opposé du potentiel amendé.
q q

Une position d’équilibre étant un point critique de @ . Un calcul facile montre
le résultat suivant.

Proposition 36. Les états d’équilibre du probleme restreint sont les points
d’Fuler, de Lagrange du probleme des 3 corps associés et s’appellent les points
de libration. Ce sont

1. les points d’Euler alignés sur l’axe des ¢
L1<—M<L2<1—M<L3;

2. les points de Lagrange Ly, Ls respectivement d’ordonnée positive et négative,
formant chacun un triangle équilatéral avec les primaires.

Un calcul long mais standard donne par ailleurs le résultat suivant.

Théoréme 24. 1. Aux points d’Euler L1, Lo, L3, la matrice du linéarisé ad-
met deux valeurs propres réelles, dont une strictement positive et deux
valeurs propres imaginaires. Ces points sont donc instables.

2. Aux points de Lagrange Ly, Ly, la matrice du linéarisé admet des valeurs
propres imaginaires si 0 < i < py ot iy = (1 —+/69/9). Pour p = py,
la matrice admet des valeurs propres multiples +i\/2/2, avec des blocs de
Jordan non triviauz. Pour u > p, les valeurs propres sont A, —\, X, —\
ot A est un complexe non imaginaire pur. Les points Ly, Ls, sont donc
instables

Remarque 11. Pour étudier la stabilité des points de Lagrange L4, L5 pour
W < iy, il faut utiliser le théoreme de stabilité d’Arnold, issue du KAM de la
section 2.6.5. D’un point de vue astronomique, dans le systéme solaire et en
considérant le systéeme formé par les primaires Soleil et Jupiter, on observe un
groupe d’astéroides, les Troyennes, localisées en L4 et les Grecques localiséees
en Ls.
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3.10 Introduction aux problemes des collisions ; travaux
de Sundman ; régularisation des collisions doubles
de Lévi-Civita

Considérons le proleme des N corps, ou le centre de masse C' est a l'origine,
Eﬁil m;q; = 0. On va étudier le probleme des collisions.

Définition 50. On dit que le systeme admet une collision lorsque t — t1 si
Uune des distances ri; = |q; — q;| tend vers 0 lorsque t — t1.0n dit que le
systeme admet une collision totale si toutes les distances tendent vers 0.

3.10.1 Etude des collisions totales

Notons I le moment d’inertie du systeme rapporté au centre de masse, I =

1
3 Zivzl m;q?. La relation (3.18) est
4mI == Z mirgja
2%

ol m est la masse totale. Donc la relation r;; = 0, pour tous %, j, équivaut a

I=0.

Lemme 27. Le systéme admet une collision totale si et seulement si toutes
les particules s’effondrent sur le centre de masse.

Lemme 28. Lors d’une collision totale la situation I — 0, lorsque t1 — 400
est impossible.

Preuve. Supposons I — 0 avec t; — +400. Si r; — 0, opposé du potentiel
V = —-U — 4o et d’apres l'identité de Lagrange-Jacobi, I =2h+V = +o0,
oll h est 'énergie. Donc pour t assez grand I > 1 et en intégrant I > %tQ +
At+ B. D’ou I — +00, t — 400 et la contradiction.

Théoréme 25 (Sundman). Il ne peut y avoir de collision totale que si le
moment cinétique est nul.

Preuve. D’apres le résultat précédent, lors d’une collision totale I — 0 avec
t — 1t < 400 et I>0 pour to < t < t; car V — 400 a la collision. Par
ailleurs I > 0 et I(t;) = 0. Avec I > 0 sur l'intervalle, la fonction est convexe
et en tracant son graphe, on obtient I < 0 sur [t2, t1]. On utilise 'inégalité de
Sundman

A2 <AI(I - h),

oll A est le moment cinétique, avec I < 0 et I > 0 sur [ty,t1]. On obtient
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1 o o: ...
_ZA I/ <hl-11I,
soit en intégrant
Lo -1 1y
ZA In(I )éhffif + K <hlI+ K,

ot K est une constante. Avec t5 assez voisin de t1, I ~ 0% et In(I=1) ~ +oo0,
on obtient

1, hI+K
AT ——
4 In(7-1)

et avec ] — 01, t — t;, on obtient A% = 0.
Donc le moment cinétique est constant et nul. Ce résultat généralise le cas
N =2.

3.10.2 Présentation heuristique de la régularisation des collisions
doubles dans le probléeme des 3 corps

Une des difficultés du probleme des N corps et que 1'on ne sait pas imposer
en général des rectrictions sur les conditions initiales pour éviter les colli-
sions. L’idée de Sundman est de contourner ce probleme en régularisant,
pour le probleme des 3 corps, les collisions doubles. La technique est de
reparamétrer les trajectoires en utilisant un nouveau temps w. Cela permet
d’obtenir pour les solutions des séries convergentes en w qui prolongent de
fagon mathématique la trajectoire apres la collision.

D’un point de vue physique, le résultat est clair. Excluons le cas d’une
triple collision et supposons que lim; .+, I > I;. Les trois masses forment un
triangle et nécessairement le maximum des distances mutuelles 7;; est au-
dessus d’une borne. La solution peut étre prolongée si V' = —U ne tend pas
vers l'infini, donc nécessairement le minimum des distances 7;; tend vers 0
lorsque t — t1. Par continuité, le périmetre du triangle restant strictement
positif, on en déduit que I'un des cotés, par exemple 13, tend vers 0 quand
t — t1, les masses my et mg entrant en collision, les autres distances restant
au-dessus d’une borne donnée et la masse mo étant telle que gs et g2 ont une
limite lorsque t — t1, et ¢1, g3 ont ainsi une limite lorsque ¢t — ¢;. La collision
a donc lieu en un point précis de I’espace. Lors de la collision entre m; et ms,
I'interaction mutuelle des deux masses est tres grande par rapport a celle de
la masse ms et on est dans la situation des 2 corps. On se ramene au probléme
de Kepler en posant ¢ = g1 — g3, une collision étant frontale car la position et
le vecteur vitesse doivent étre alignés. Cela revient a un choc élastique sur la
droite, ou la particule est réfléchie. C’est le sens de la régularisation.

Estimons le comportement asymptotique des vitesses ¢y et ¢s lorsque t —

m;m
t1. En normalisant G = lonadonc V =3 ©

i<j T Puisque r = rq3 lorsque
ij
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t — t1, les longueurs des autres cotés ayant une borne inférieure positive, on
en déduit que rV — mimg lorsque t — t;. L’énergie cinétique est

3
1
= 5> mid =V +h,

=1

et en faisant le produit avec r on obtient

3
erZ-qiz = 2mims, (3.25)
i=1
donc en particulier 7'/2¢;,, pour k = 1,3, et ¢2, restent bornées. Comme

lorigine est au centre de masse, on a m1¢; + mags + m3gs = 0. D’ou
7 ((m1g1)* — (mags)?) = mar/?[mart/243 + 2msga(rt/?43)].
Le terme entre crochets est borné, donc

r(migi)? —r(mads)” vl (3.26)

Comme r(mod3) — 0, on en déduit alors de (3.25) la relation

2 2
rg® — UE; (3.27)

t—t, (m1 + m3) )
Cette formule donne le comportement asymptotique de ¢1, g3 lorsque ¢ — ;.

Lemme 29. L’intégrale impropre

/“ at . S dt
— = lim —
r r s—t1 T

existe.

Preuve. On utilise identité de Lagrange-Jacobi, I = 2k + V. Comme 715 et

7 — , o mims
ro3 restent bornées, V — m1m3r131 reste bornée, et I ~ lorsque t — t;.

Avec [ = f I, pour prouver le lemme, il suffit de prouver que I reste bornée,
lorsque t — t;. Ona I = Zk 1 Midrqr et avec Zk 1 Migr = 0, on obtient

3

I= ka {(wk — 23)2k + (Yx — Y3)Yk + (2 — 23) 2k},
k=1

et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

2
1] <> mres|dnl- (3.28)
k=1
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Or 713|¢1| — 0 et 73, |2| restent bornées. Donc I reste bornée.

Cherchons alors la nature des solutions paramétrées par s = (t; — t)'/!
ol [ est un entier. Puisque chacune des coordonnées ¢(t) reste bornée lorsque
t — t; et au moins une des dérivées est non bornée, I’asymptotique étant
donnée d’apres (3.27) par

rq%—>07é0, t— tq.
On écrit

q(t) = q(t1) + c1s" + ... avec ¢; # 0.

dqd
Avec % = d—gd—j, on obtient donc
q(t) = #Sw T

En particulier
@7 =cas” D ey >0,

avec r = c3s” + ... et c3 > 0. La condition r¢? — C, t — t; impose donc
3u — 20 =0, soit u/l = 2/3. D’ott un choix possible up = 2 et [ = 3. Ce qui
conduit a

s=(t, —t)'/3. (3.29)

L’interprétation géométrique de cette transformation est la suivante. En
t . 3

posant)\:ftt1 — avec r = c3sM + - = c3s? +---, on obtient A = —s+---.
r C3

Considérons les trajectoires coniques pour le probleme des deux corps.
Dans le cas elliptique les trajectoires sont des ellipses dont le foyer est O. En
utilisant ’anomalie excentrique ¢, son équation est 7 = a(1—ecos¢) et ¢ =0
correspond au périgée ou r est minimum et vaut a(l — e). Un calcul simple
donne

rdyp = kdt, (3.30)

kdt
ott k% = 2|h| = p/a constant, donc dp = —. La reparamétrisation revient

donc a paramétrer les trajectoires par l’anonfalie excentrique. Cela a un sens ;
en effet pour obtenir une collision, on fait tendre le périgée vers 0, ce qui
revient & faire e — 1. Le rapport des demi-axes, a/b = 1/4/1 — €2, devient
alors infini, et I'ellipse s’aplatit, mais I’anomalie excentrique reste bien définie,
la longueur a pouvant étre fixée en imposant le niveau d’énergie h. En posant

s_/QV+Uﬁ, (3.31)

on obtient un parametre qui régularise toutes les collisions doubles et qui tend
vers +o0o lorsque t — +o00. Des estimées montrent alors le résultat suivant.
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Lemme 30. 1. Le temps séparant deux collisions €ventuelles consécutives
admet une borne inférieure.
2. La solution régularisée par le parameétre s = o + iv est convergente sur
une bande —0 < v < 4.

En décrivant la solution en fonction du parameétre

2md 1
e 20 —
e20 +1

on obtient le théoréme de Sundman.

Théoreme 26. Si le moment cinétique n’est pas nul, la solution admet un
développement en série en w qui converge pour |w| < 1 et qui décrit le mou-
vement pour chaque t € R.

3.11 Notes et sources

Le livre de Pollard [59] est une excellente introduction au probléme des N
corps, au probleme de Kepler et pour une présentation des travaux d’Euler et
Lagrange pour le probléme circulaire restreint. Le point de vue variationnel
pour caractériser les points d’Euler et de Lagrange est extrait de Meyer et Hall
[53]. Enfin le probléme des collisions avec la régularisation de Lévi- Civita pour
les collisions doubles utilisant le formalisme Hamiltonien et le théoreme de
Sundman est présenté en détails dans le livre dans le livre de Siegel-Moser [64].
Notre présentation est tres modeste, et le sujet est encyclopédique. Pour une
étude plus approfondie sur la mécanique céleste, voir 'ouvrage de
[73]. Pour une étude récente et géométrique du probléme des collisions, et
leur role pour construire des solutions partant a l’infini en temps fini dans le
probleme des N corps, voir [19].



4

Recherche de trajectoires périodiques

Excepté dans le probleme des deux corps, il est impossible de décrire toutes les
trajectoires dans le probleme des NV corps. Une fagon d’aborder I’analyse est
de rechercher des trajectoires particulieres, les plus simples étant les trajec-
toires périodiques dont 'importance pratique est indéniable. C’est le theme
central des travaux de Poincaré en mécanique céleste, dont I'intuition était
qu’elles étaient fort nombreuses et qui est a l'origine des méthodes pour
rechercher de telles solutions. Une premiére catégorie remarquable de tra-
jectoires périodiques est décrite dans le chapitre précédent, a savoir les trajec-
toires associées aux points d’Euler et de Lagrange. L’objectif de ce chapitre
est de présenter les techniques utilisées en mécanique céleste pour calculer des
trajectoires périodiques. La premiere méthode décrite est la méthode de con-
tinuation. Le principe est simple, les trajectoires périodiques étant des points
fixes de l'application de Poincaré, une trajectoire périodique d’un systeme
dynamique a parametre peut étre prolongée pour des valeurs voisines du
parametre, sous des conditions génériques. Une application importante au
probleme des trois corps est la continuation des orbites circulaires du probleme
de Kepler, les trajectoires périodiques de la théorie lunaire de Hill entrant dans
cette catégorie. La seconde méthode pour calculer les trajectoires périodiques
est d’utiliser le principe de moindre action, les équations d’Euler-Lagrange
correspondant & un minimum local de 'action S = f Ldt ot L est le Lagrang-
ien. Une trajectoire périodique réalisant le minimum local est donc solution
des équations. Cette technique pour calculer des trajectoires périodiques a
été la source de nombreux résultats récents, pour les systemes Hamiltoniens
(voir par exemple [50]). Elle a été introduite heuristiquement par Poincaré
dans le probléeme des trois corps dans le plan. L’espace de configurations
des trois corps est identifié a l’espace des triangles ; c’est un espace a ho-
motopie non triviale si on exclut les configurations associées aux collisions.
L’idée de Poincaré est de chercher des trajectoires périodiques, dans chaque
classe d’homotopie. Le travail récent de [20] présenté dans ce chapitre est une
construction explicite d’une trajectoire périodique dans le probleme des trois
corps dans le plan, & masse égale, obtenue en minimisant I'action. La trajec-
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toire périodique est une chorégraphie ou les trois masses se poursuivent sur
une courbe ayant la forme d’un huit, & comparer avec le cercle obtenu dans le
cas de Lagrange.

4.1 Construction de trajectoires périodiques
par laméthode de continuation

Définition 51. Soit & = X (x,v) une équation différentielle lisse, x € U (ou-
vert de R™) et v € V' (ouvert de R™), V représentant lespace des parameétres.
Soit xo un €état d’équilibre du systéme, pour une valeur vy du paramétre.
Une continuation de cet équilibre est une fonction lisse v — u(v) telle que
u(vg) = xg et X(u(v),v) = 0. Une continuation d’une solution périodique £
de période T, pour la valeur vy du paramétre est une paire lisse (u(v),7(v))
tel que la solution lisse issu de t = 0, associée a la valeur v du paramétre,
notée £(t,u(v),v) est périodique de période T avec u(vg) = £(0) et 7(vg) = T.

Définition 52. On dit que l’état d’équilibre est régulier si la matrice jaco-

bienne O—(xo,vg) est inversible. On dit que la trajectoire est périodique est
x

réguliere si Fre I est inversible ou P est l’application de Poincaré.
z

Proposition 37. Dans le cas régulier une position d’équilibre ou une trajec-
toire périodique peut étre continuée.

Preuve. Considérons le cas d’un état d’équilibre X (xg,v9) = 0. Comme
0X
8—(3:0, vg) est inversible, d’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe
x
u lisse tel que u(vg) = xg et X (u(v),v) =0.
Considérons le cas d’une solution périodique £ de période T'. Alors £(0) est
un point fixe de "application de Poincaré

P(£(0),v0) = £(0),

. e . ... 0P
et P est lisse. La trajectoire périodique peut donc étre continuée si — — I est

ox

. . N oP - .
inversible, c’est a dire que 1 n’est pas valeur propre de —, la période variant

ox

de facon lisse.

Dans le cas Hamiltonien, la méthode de continuation s’applique en se re-
streignant aux surfaces de niveau.

Proposition 38. Considérons un systéme Hamiltonien de R*", & = ﬁ(l‘, v),
dépendant d’un parameétre. Si la restriction de Uapplication de Poincaré a la
surface de niveau H = c est non dégénérée, alors une trajectoire périodique
&(t) peut étre continuée (sur la surface de niveau).
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Exemple en dimension 4. Soit & = ﬁ(m, v) un systéme Hamiltonien sym-
plectique en dimension 4. La restriction de l'application de Poincaré admet
deux exposants caractéristiques {\1, Ao}, A2 = A1 ou 1/A;. On distingue deux
cas réguliers stables :

e cas réel : les exposants sont réels distincts de {1, —1}. Ce cas est dit hy-
perbolique.

e cas complexe : les deux exposants sont non réels : e?, e~ Ce cas est dit
elliptique.

Dans ces deux cas une trajectoire périodique (hyperbolique ou elliptique)
peut étre continuée en une trajectoire périodique de méme nature.

4.2 Le théoréme du centre de Liapunov-Poincaré,
dans le cas Hamiltonien

Théoreme 27. Soit © = ﬁ(x) un systéme Hamiltonien de R*", xq une po-
—

sition d’équilibre identifiée a 0, A = %—Z(O) la matrice du systéme linéarisé.
On suppose que le spectre de A est de la forme o(A) = {£iw, Az, ..., Ao},
ot w > 0. Si \j/iw ¢ Z pour j = 3,...,2n, alors il existe une famille
a un paramétre d’orbites périodiques issues de 0. De plus en tendant vers
0, les périodes convergent vers 2m/w et les exposants caractéristiques vers
exp(2mAj/w), j=3,...,m.

Preuve. Le systéme s’écrit © = Az + g(z) ot g(x) = o(|z|). En posant z = ey,
I’équation devient

y = Ay +O(e),

ol ¢ est le parametre. Pour € = 0, le systeme est linéaire et ses valeurs propres
sont {+iw, Az, ..., Aan}. Il admet donc une solution périodique de période
27 /w de la forme

y(t) = (exp At)a,
ol a est un vecteur fixe non nul. Les exposants caractéristiques associés sont
p; = exp(2mA;/w)

et sont différents de 1, par hypothese.
On peut donc appliquer la proposition 38, et on a donc, pour chaque valeur
assez petite du parametre €, une solution périodique de la forme

y(t) = (exp At)a+ O(e).
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Ainsi z(t) = ey(t) est une famille & un parametre de trajectoires périodiques
du systeme initial de la forme

z(t) = e(exp At)a + O(e?).

Lorsque € — 0, 'amplitude tend vers 0 et la période tend vers la période
27 /w, d’ou le résultat.

4.3 Application aux points de libration

Considérons le probléme des trois corps circulaire restreint et les points de
libration :

e points d’Euler Ly, Lo, L3 : le linéarisé admet une paire de valeurs pro-
pres réelles non nulles et une paire de valeurs propres imaginaires. Le
théoreme de Liapunov-Poincaré montre donc qu’il existe une famille & un
parametre de trajectoires périodiques émanant de chacune de ces positions
d’équilibre.

e points de Lagrange L4, Ls : pour p < pq ou pq est la valeur critique du
théoreme 24, le linéarisé admet deux paires de valeurs propres imaginaires
pures conjuguées, +iwi, Tiws avec 0 < we < wi. On peut appliquer deux
fois le théoréeme du centre :

1. Puisque wo/w; < 1, il existe une famille & un parameétre d’orbites
périodiques émanant de Ly avec une période limite 27 /w1, cette famille
est dite & période courte.

2. Siws/wi ¢ N, il existe une famille & un parametre d’orbites périodiques
émanant de Ly, de période limite 27 /wa, cette famille est dite & période
longue.

4.4 Deux applications de la méthode de continuation
en mécanique céleste

4.4.1 Orbites de Poincaré

La méthode de continuation ne peut pas étre directement appliquée au
probleme de Kepler ou toutes les trajectoires sont périodiques et les exposants
caractéristiques sont donc égaux a 1. Poincaré a remarqué que ces exposants
deviennent non triviaux en se plagant dans des coordonnées en rotation et
a appliqué cette remarque pour continuer les orbites circulaires du probleme
de Kepler en des trajectoires périodiques du probleme circulaire restreint. En
effet le Hamiltonien associé a ce probleme est

1 v l—p
H=—(p?+p) - K(P) - £ -
5Pz +ry) = (zy) <py> 0o d
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avec
di = (z—1+p)?+y% di = (z+p)° +y°

Les réels dy et ds sont non nuls si on exclut un voisinage des primaires, le
Hamiltonien s’écrivant

H - HO + O(:u)a

avec

1 1
Hy==(p2 +p?) — K('™) - ——"—-—
o= 5+~ ) 8 () = G

ol Hy est le Hamiltonien associé au probleme de Kepler écrit dans des coor-
données en rotation uniforme. En utilisant des coordonnées polaires (r,0) et
en notant (R, @) les variables duales, Hy s’écrit

1 2 1
Hy = = R2+@— -0--.
2 r2 r

Les équations de Hamilton nous donnent

e 1 . 6

F=R, R=———=,0=——-1, 6=0.

3 r?’ r2
Le mouvement angulaire © est conservé et on pose O(t) = ¢, la vitesse an-
gulaire étant alors § = (1 — ¢3)/c®. Pour ¢ # 1, considérons l'orbite circulaire
R =0, r = ¢? qui forme une solution périodique de période T = [27c3/(1—c?)|.
L’équation aux variations associées vérifie

F=R, R= —1/c8,

et les exposants caractéristiques sont exp(di2m(1 — ¢3)) et sont égaux a 1 si
(1 —¢3)~! n’est pas entier. On a montré le résultat suivant.

Théoréme 28. Pour p assez petit, si c # 1 et (1 — c®)™! n'est pas entier,
le probleme circulaire restreint admet des trajectoires périodiques elliptiques,
voisines des trajectoires circulaires du probléme de Kepler.

4.4.2 Orbites de Hill

Considérons de nouveau le probléme circulaire restreint, le corps de masse
1 — p représentant le Soleil, le corps de masse u la Terre et le troisieme corps
de masse négligeable étant la Lune. Fixons l'origine des coordonnées au cen-
tre de la Terre. En négligeant la constante, le Hamiltonien du systeme peut
s’approximer par
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2
e T B,
2 |z

ou i est la masse de la Terre. Le premier terme représente l'attraction ter-
restre, le second facteur est le terme de Coriolis, I'effet du Soleil étant modélisé
par la rotation uniforme de la Terre.

Soit € un parametre. Faisons la transformation symplectique a poids

z=¢2% p=cy,

oll, si |¢| est voisin de 1, |z| est de I'ordre de £2. Le Hamiltonien est transformé

en
H=c (”'2 - “) — €K
2 [ ’

qui s’écrit en changeant la paramétrisation

_|77|2_“)_3t
H—<2 €] e?("€Kmn).

En utilisant les coordonnées polaires, le Hamiltonien devient

2
H—1<R2+Q>—M—5397
T

2 r2
ou R, O sont les variables duales de (r, ). Le systéme s’écrit alors

. N T C B
T:R, R:’{’T_ﬁ7 92772—5 ; @:07

qui représente pour ¢ assez petit une approximation du mouvement lunaire.

Le moment angulaire © est préservé et les solutions © = £c, ¢ = /i1, R =0,

r = 1 sont des trajectoires périodiques de période 27 (c + ¢?). L’équation aux

variations associée est

i =R, R=—cr,

qui a des solutions de la forme exp +ict. Donc les exposants caractéristiques
non triviaux des orbites circulaires sont

exp(Fic2r(c £ €2)) = 1+ e?2mifc+ - -

La méthode de continuation s’applique. Dans les coordonnées normalisées,
les solutions vérifient » = 1 et la période est d’ordre 2. Dans les coordonnées
d’origine on obtient une famille de trajectoires périodiques dont I'amplitude
et la période tendent vers 0 avec €.

Théoréme 29. Dans le probléeme de Hill, il existe deux familles a un paramétre
d’orbites périodiques elliptiques, voisines d’une famille de cercles concen-
triques de petits rayons, dont le centre est une primaire.
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Remarque 12. La méthode de continuation appliquée a partir du probléeme de
Kepler dans des coordonnées en rotation permet aussi de montrer ’existence
de trajectoires circulaires de grand rayon, l'argument étant identique. Les
trajectoires circulaires du probléeme de Kepler sont préservées dans des coor-
données en rotation, qui détruisent par ailleurs les trajectoires elliptiques non
circulaires.

4.5 Solutions périodiques et principe de moindre action

Une idée tres féconde de Poincaré pour montrer I'existence de trajectoires
périodiques en mécanique céleste repose sur le fait que les trajectoires min-
imisent localement ’action

ﬂwn=/7T+mﬁ

to

ou T est l'energie cinétique et V l'opposé de ’énergie potentielle, S étant
ici une quantité positive. La technique est donc de chercher les trajectoires
périodiques comme limite d’une suite minimisante de courbes périodiques
quelconques. Cette technique pour calculer des trajectoires périodiques, est
utilisée maintenant de fagon classique pour calculer des géodésiques fermées
en géométrie Riemannienne ou des trajectoires périodiques pour les systemes
Hamiltoniens. En mécanique céleste son application se heurte au probleme
des collisions qui représentent des singularités du systeme. On introduit dans
la section suivante les outils nécessaires a son utilisation.

4.6 La méthode directe en calcul des variations et son
application a la recherche de trajectoires périodiques

4.6.1 Préliminaires

Considérons le probleme de minimiser une fonctionnelle

T
@@zlf%wmmw

parmi une famille C de courbes solutions d’un systéme ¢(t) = f(q(¢),u(t))
et vérifiant certaines conditions limites. La retriction de @ a C définit une
application ¢ : C — R. On suppose que ¢ est bornée inférieurement. On
appelle suite minimisante une suite (x,) telle que ¢(z,) — infp, lorsque
n — +o00. Pour qu’une suite minimisante fournisse un minimum, il faut

1. extraire de la suite (x,) une sous-suite convergente, d’oti la nécessité de
compacité ;
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2. imposer une certaine régularité sur . Considérons par exemple ¢(x) = |z
pour & # 0 et ©(0) = 1. Une suite minimisante tend vers 0 et ¢(0) = 1.
La notion a utiliser est la notion de semi-continuité inférieure

lim info(x,) = ¢(z),

n—-+o0o

ol (x,,) est une suite convergeant vers x. En effet si la suite est minimisante
on a

lim infp(x,) =inf o > p(z),

n—-+oo
et  atteint son minimum en x.

En résumé, on veut pour montrer I’existence d’'un minimum utiliser que
si ¢ est semi-continue inférieurement, alors ¢ atteint son minimum sur tout
compact. Dans notre probléme, il faut introduire le cadre fonctionnel adéquat.

Introduction de ’espace H*

Définition 53. Soit C3° l'ensemble des applications T-périodiques a valeurs
dans R™. Soient x,y des éléments de L*(0,T). On dit que x admet y = & pour
dérivée faible si

T ) T
/ (x(t), f(£))dt = — / (1), F()dt,
0 0

pour tout f € CF.
Le lemme suivant est classique (voir par exemple [50]).

Lemme 31. Si y est la dérivée faible de x, alors

1. [ y(t)dt =0
2. x(t) = fot y(s)ds + ¢, ou ¢ est un vecteur constant. en particulier x est
absolument continue et T-périodique, i.e. x(0) = z(T) = c.

Définition 54. On note H' I’espace des fonctions x € L?, qui ont une dérivée
faible & € L?. C’est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

T
(z,y) = / (((8), y(0) + (1), 9(1)))dt.

On note || - || la norme associée.
Un résultat standard est le suivant.

Proposition 39. Si une suite (x,,) converge faiblement vers x dans H*, alors
() converge uniformément vers x.
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4.6.2 Equation d’Euler-Lagrange sur H?!

Considérons le probleme de minimiser une fonctionnelle

T
B(q) = / L(t,q. d)dt,

ou le Lagrangien est L(t,q,q) = %qQ + V(t,q) et la fonction V est assimilée a

un potentiel vérifiant les conditions (H7) suivantes :

e V:[0,7] — R est lisse.
o |V(t,q)|+|VyV(t,q)| < a(|g|)b(t) pour ¢t € [0,T], out a est une fonction
continue positive et b est une fonction de L'(0,T) positive.

Proposition 40. La fonctionnelle ® est C' sur H', et si ¢ € H' est solution
de @' (q) =0, alors ¢ a une dérivée faible §, et

G(t) = VoV (t,q(t)) pp. sur[0,T]

q(0) = ¢(T') = 4(0) — 4(T') = 0.

4.6.3 Fonctions semi-continues inférieurement et fonctions
convexes

Définition 55. Soit E un espace métrique et f : E — RU{4o00} une fonction.
Notons domf = {x € E | f(x) < +00}. On appelle épigraphe de f, l’ensemble

epi(f) ={(z,a) € ExR| f(z) < a}.

On dit que | est semi-continue inférieurement (s.c.i.) siepif est un ensemble
fermé. Si E est un espace vectoriel, on dit que f est convexe si epi(f) est
convezre.

Proposition 41. L’application f est convexe si et seulement si, pour tous
x,y € E, et tout A € [0,1],

FOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1 =N f(y).

Proposition 42. f est s.c.i. si et seulement si ['une des conditions suivantes
est vérifiée :

1. Pour tout réel a, l’ensemble {x, f(x) < a} est fermé.
2. Pour tout o € E, lim inf f(B) = f(zo).

£—0 B={|z—zo|<e}
3. Pour tout xog € E, pour tout € > 0, il existe un voisinage U de xq tel que
f(u) = f(xo) — €, pour tout u € U.
4. Pour toute suite (x,) tendant vers xo lorsque n tend vers linfini, on a
lim,, oo inf f(z,) = f(z0).
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Application a D’espace H'. On peut appliquer ces caractérisations sur
lespace H' qui est un espace de Hilbert. De plus sur cet espace on peut
considérer la semi-continuité relativement a la topologie faible (I’espace étant
localement métrisable). On note z,, — z la convergence faible de (z,,) vers .
Une caractérisation de la s.c.i. d’une fonction est

Vo, — 2, lim inf f(z,) > f(x).

n—oo

On a le résultat suivant.

Proposition 43. Soit f : H' —] — o0, +0oc]. Si f est s.c.i. et convexe alors f
est aussi faiblement s.c.i.

Proposition 44. Considérons la fonctionnelle ®(q) = fOT L(t,q,¢)dt, ou
L(t,q,¢) = %q2+V(t,q) et le potentiel vérifie les conditions (Hy). Alors @ est
faiblement s.c.i.

Preuve. L’application ¢(- fo ))dt est faiblement continue. En effet,
I’application est contlnue pour la topologle de la convergence uniforme et
d’apres la proposition 39 si une suite (g, ) tend vers ¢ lorsque n tend vers +oo
alors elle converge uniformément

L’application ¢(-) — fo 2q t)dt est continue sur H' car dérivable. De
plus elle est convexe. D apres la proposmon 43, elle est donc faiblement s.c.i.
La fonction @, somme de deux fonctions faiblement s.c.i. est donc aussi s.c.i.

Corollaire 12. Soit (¢,,) une suite minimisante bornée par &. Alors ¢ atteint
son minimum.

Preuve. La suite (g,) étant bornée et H! réflexif, on peut extraire une sous-
suite minimisante convergente. Donc @ atteint son minimum.

Définition 56. La fonctionnelle @ est dite coercive si ®(q) tend vers +oo
quand ||q|| tend vers 4+o0.

Corollaire 13. Si @ est coercive, alors @ atteint son minimum.

Preuve. Soit (g,) une suite minimisante ; alors @(gq,) ne tend pas vers 400
quand n tend vers +oo, et donc ||g,|| ne tend pas vers +oo. On peut donc
extraire une sous-suite bornée (g, ).

Un exemple d’application est le suivant (voir [50]).

Théoréme 30. On suppose de plus que le potentiel V vérifie les conditions
sutvantes :

1. Il existe g € L'(0,T) tel que |V, V(t,q)| < g(t).
2. fo (t,q)dt tend vers +oo quand ||q|| tend vers +oco.
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Alors le probléme admet une solution (périodique) minimisant & sur H'.

Preuve. Soit ¢ € H' et posons ¢ = g+ G ou § = fo t)dt. Alors
T 1 T T
o) = [ slaPa+ [ vieawr [ - v
OT X OT 0
= [ Slawpacs [ vieaw)
0 2 0

T 1
+ /0 /0 Y,V (t, @+ si(t))a(t)dsdt

> /OT;q'(t)Ith— (/OTg(t)dt> |foo +/OTV(t u(t

et d’apres I'inégalité de Sobolev

a2, K/ bt

il vient

T T 1/2 T
OEY §|q'<t>|2dt—c</0 |q<t>|2> + [ vieama

Comme la norme H'! de q tend vers +oo0 si et seulement si (|g|? +f G2 (t)dt)/?
tend vers 400, on en déduit que @(q) tend vers +oo si ||¢|| tend vers +oo.

Remarque 13. Le résultat précédent ne s’applique pas directement au probléme
des N corps pour deux raisons. La premiére est que le potentiel V (¢, ¢q) tend
vers I'infini sur la variété des collisions |¢; —¢;| = 0. La seconde est que V (¢, ¢)
tend vers 0 lorsque |g| tend vers +oo. Une solution au probléme des collisions
a été proposée par Poincaré, en remplacant le potentiel Newtonien par un
potentiel dit fort.

4.6.4 La notion de potentiel fort et ’existence de trajectoires
périodiques pour le probleme des deux corps

Définition 57. Considérons le cas de N particules, ’action étant

T N
s@= [ (; > + V<q>> @,

ou V est l'opposé du potentiel U. On dit que le systéme est soumis a un
potentiel fort si

Gm;m;
V= Z |q. _ q,‘]a
1<i<j<N J

avec a = 2.
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Proposition 45. Si le systéme est soumis a un potentiel fort, alors dans le
cas d’une collision entre deux des corps au moins, l'action devient infinie.

Preuve. Counsidérons la trajectoire ¢ — ¢(t) telle qu’a 'instant ¢., la particule
i entre en collision avec la particule j. En notant r la distance |¢; — g;], il
existe K1, Ko > 0 tels que

K
L=T+V > K+ =}
T
L’action vérifie donc
t
. K.
S(q) > / (Klr'2 + j) dt,
O T
et avec 'inégalité a? + b2 > 2|ab|, il vient

dt = K [lnr(t)}?ﬂ = +o0.

On peut appliquer ce résultat au probleme des deux corps.

Proposition 46. Considérons le probléme des deux corps, avec l’hypotheése

du potentiel fort. Alors il existe des trajectoires périodiques non triviales.

Preuve. En localisant une des masses en 0, on se ramene a un probleme plan
1 K

de type Kepler, le Lagrangien étant L = 542 + W, n > 2, K > 0. Une

q

collision a lieu pour ¢ = 0 et on considére I'espace R?\{0}, une trajectoire

T-périodique entourant 0 et ayant un type d’homotopie caractérisé par le

nombre de tours orientés autour de 0.

Fixons la classe d’homotopie et considérons une suite minimisante 7T-
périodique. On observe que, pour une telle suite, I'hypothése du potentiel fort
garantit que les trajectoires évitent 0, car I'action devient infinie en passant
par la collision, d’apres la proposition 45.

Par ailleurs comme V' > 0, on a

T
() > /O P (1),

et donc, pour une suite minimisante, fOT G2 (t)dt est bornée.
Par ailleurs d’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwarz la longueur I(g) d’une
courbe vérifie

T T 1/2
lq) = /0 lg(t)|dt <T (/O QQ(t)dt> ~

Donc, pour une suite minimisante, la suite des longueurs est bornée et les
courbes ¢, sont contenues dans un compact pour la topologie uniforme. Les
trajectoires ¢,, sont donc contenues dans un compact pour la topologie H' et
on se ramene a la situation standard car on évite les collisions.
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4.6.5 Trajectoires périodiques pour le probleme des N corps
avec I’hypothése du potentiel fort

On peut généraliser le résultat des deux corps au probléeme des N corps sous
I’hypothese du potentiel fort. On doit introduire une hypothése topologique
due & Gordon, voir [32].

Définition 58. Considérons le probleme des N corps dans R3N et S la variété
des collisions. On dit qu’un cycle v de R3N\S satisfait I’hypothése de Gordon
s’il ne peut étre amené continiment & l'infini, en restant dans R3N\S, sans
que sa longueur devienne infinie.

On a le résultat suivant (voir [32]).

Théoréme 31. Sous l’hypothése du potentiel fort, il existe une trajectoire
périodique minimisante dans chaque classe d’homotopie vérifiant [’hypothese
de Gordon.

Preuve. La preuve reprend les arguments du probleme des deux corps ou
I’hypotheése est vérifiée car un cycle tournant autour de 0 ne peut pas étre
amené a l'infini sans que sa longueur tende vers l'infini.

Tllustrons '’hypothese de Gordon sur deux exemples.

Considérons dans R? privé d'une droite D = S, le cas d’un anneau en-
tourant cette droite. L’hypothese de Gordon n’est pas vérifiée car I'anneau
peut étre glissé vers l'infini, le long de D, sans que sa longueur ne devienne
infinie.

Considérons le cas R? privé de trois droites passant par 0. Pour d’un
cycle ne puisse pas étre amené a l'infini sans que sa longueur ne devienne
infinie, il faut qu’il tourne autour de deux droites au moins. Ce dernier ex-
emple décrit bien I'applicabilité de la méthode au probléme des 3 corps plan.
L’espace de configuration est R* et I'on doit retirer trois plans de codimension
2, correspondant aux collisions. On obtient sous forme rigoureuse le résultat
heuristique de Poincaré [58].

4.6.6 Le cas Newtonien

Considérons le probleme de Kepler dans le cas Newtonien. Dans ce cas toutes
les trajectoires associées a un niveau d’énergie négative sont périodiques et
la période de révolution T" ne dépend que du demi-grand axe. En particulier,
fixer la période ne conduit pas & une trajectoire unique. Par ailleurs, une
trajectoire peut étre continuée en utilisant la régularisation de Levi-Civita.
Les travaux de Gordon conduisent au résultat suivant (voir [32]).

Théoréme 32. Dans le cas Newtonien, chaque trajectoire elliptique de période
T parcourue une fois, correspond a un minimum de l’action. L’action est aussi
minimale pour une trajectoire régularisée qui admet une collision a T'/2.

Ce résultat peut étre obtenu par calcul direct. Il montre que, dans le cas
Newtonien, le probleme des collisions est plus qu’un probleme technique.
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4.7 Solution périodique du probléme des trois corps
de masse égale

L’objectif de cette section est de décrire une orbite périodique remarquable
obtenue récemment (voir [20]) dans le probléme des trois corps plan, ces corps
étant de masse égale.

4.7.1 Description de l’orbite en huit

Les trois corps décrivent une courbe ayant la forme d’un huit avec les car-
actéristiques suivantes (voir figure 4.1).

e En ¢t = 0, les trois masses sont alignées en une configuration d’Euler du
probléme des trois corps avec masse égale, une des masses (ici 3) étant au
milieu d'un segment dont les extrémités sont les deux autres masses.

e SiT estlapériode, en t = 7_“/127 les trois masses forment les sommets d’'un
triangle isocele.

e Ent = T/6, le systtme est de nouveau dans en configuration d’Euler, le
milieu du segment étant occupé par une autre masse (ici 2) par rapport a
Iinstant initial.

2 ‘_;/2 !
=

Fig. 4.1. Huit décrit par les trois corps

Les conditions initiales calculées par Simo pour obtenir le huit sont (la
constante de gravitation et les masses étant fixées a 1)

21(0) = —22(0) = 0,97000436 — 0, 243087531,
1‘3(0) = 0,
#3(0) = =241 (0) = —242(0) = —0,9324037 — 0, 86473146:.

La période est T = 6,32591398, et le moment d’inertie du systéme vaut 2 en
t = 0. Par ailleurs l'orbite est de type elliptique et donc stable.
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4.7.2 Géométrie du probleme et sphére topologique
Notation

Le plan R? est identifié & C. Les masses et la constante de gravitation sont
fixées a 1. Le centre de masse est fixé a 0 et 'espace des configurations est
X = x\{collisions}, ot

X = {x = (xl,x2,$3) € (C?),Z.’[,L- = O}

Le groupe orthogonal O(2) du plan agit sur x et son action se décompose en
o Rp:(xy,x0,23) — (P21, ey, ePas),
° S: (x17x2a$3)H (ﬁa@yﬁ)

L’espace tangent a l'espace des configurations s’identifie a X x x. Pour
(z,y) € X X x on introduit les fonctions suivantes :

e le moment d’inertie I = z.x, J = z.y et K = %yy représentant 1’énergie
cinétique ;

e le Hamiltonien H = K —V, et le Lagrangien L = K+ V, ol V est 'opposé
de Dénergie potentielle V.= — + — + — et olt r; = |z; — x| est la

. T2 T23  T13
distance mutuelle.

L’espace des triangles orientés C

C’est 'objet clef introduit par Poincaré pour visualiser le probléeme des 3 corps.
Le centre de masse est fixé a 0, ’'espace de configuration étant de dimension 4.
Les trois masses forment les sommets d’un triangle, qui dégénere en une droite
ou en point lorqu’il y a collision. Pour visualiser cet espace en dimension 3,
on identifie les triangles qui difféerent par une rotation directe. L’espace des
triangles orientés forme alors I'espace x/SO(2).

Le probléme étant ainsi réduit, ceci a conduit Poincaré a chercher des tra-
jectoires pseudo-périodiques dans le probleme des trois corps, ou les distances
mutuelles sont des fonctions périodiques.

Dans l'espace x/SO(3), on considere la sphere I = 1, la taille du trian-
gle étant normalisée par son moment d’inertie. On introduit les coordonnées
suivantes.

Soit J : x — C2, I'application de Jacobi

2

(z1,72,73) = (21, 22) = (\}E(xs — Z2), 5(331 - %(1‘2 + 333))) :

et I =|z1]* 4 |22/|*. Cette application est un isomorphisme et SO(2) agit par
action diagonale (z1,22) +— (€921, €"23), et x/SO(2) est identifié & C?/S*.
Le quotient est réalisé avec ’application de Hopf
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K: C? —SR?
(21, 22) — (u1,us + duz) = (|21]? — |22|%, 22122),
et I =1 est envoyé par Ko J sur la sphere unité S? de R® (uf +u3 +u3 = 1).
Les calculs montrent que les distances sont données par

23 = \[2|2’1\7
r13 = |\/ 22’2 + 1/\[)2’1|,
7"12:|\/ 222 1/\[ Zl|

La sphere S? représente l’espace des triangles orientés normalisés et contient
des sous-ensembles remarquables qui sont les suivants et que 1’on représente
sur la figure 4.2 :

e les poles Nord et Sud correspondent aux points de Lagrange L, L_, ou
les trois masses occupent les sommets d’un triangle équilatéral ;

e le plan équatorial C' coupe S? en I’équateur et correspond aux classes de
triangles dont les sommets sont alignés, les points de collisions binaires
entre les masses étant notés C;, i = 1,2,3, ou Cy, k # 1i,j, désigne la
collision entre 7 et j. On obtient

L3 L V3
27 27

01:(—1,0,0), 02:( O)a 03:(7

> o

Fig. 4.2. Espace des triangles orientés

Parmi les configurations colinéaires, trois correspondent & des situations
FE4, Fs, F5 ou 'une des masses 4 est au milieu des deux autres et les E; corre-
spondent aux points d’Euler et sont en opposition avec les points C;.

En joignant le pole Nord aux six points précédents, on définit trois plans
méridiens notés My, Ms, M3. Ces méridiens représentent trois classes de tri-
angles isoceles.
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4.7.3 Construction de la trajectoire en huit

On indique les étapes de construction (voir [20] pour plus de détails, et une
présentation compléte).

Une premiére remarque résulte du corollaire 8. Si z(t) est une trajectoire
périodique du probléme des N corps alors la trajectoire homothétique X (¢) =
)\x()\_3/ 2t) est aussi une solution périodique, le rapport des périodes étant
2%/2 et les Hamiltoniens correspondants vérifiant H|x = AT H |z~ Dans le cas
des masses égales, la normalisation I = 1 représente la sphere ordinaire et ’on
a le lemme suivant.

Lemme 32. On peut soit fixer la période, soit fixer ’énergie, et les trajectoires
périodiques homothétiques se projettent sur la sphére I = 1.

La premiere étape de la construction est la suivante.
Etape 1.

Si T est la période, 1/12 de l'orbite est obtenue en minimisant 1’action
T 1 _
S :/ (§K+V)dt, T=T/12,
0

sur I’espace des courbes absolument continues, & dérivées dans L2 qui partent
d’une configuration d’Euler, par exemple E3 (ou la masse ms est a U'instant
0 au milieu des deux autres) sur la configuration isocele M; ou 112 = 713.

Pour appliquer un théoreme d’existence standard, on doit montrer qu'une
trajectoire minimisante évite une collision.

Lemme 33. Si une courbe admet une collision double ou triple, son action est
supérieure a l’action Sy du probléme des 2 corps, a masse unité, correspondant
auz conditions limites suivantes : en t = 0, les deuxr masses sont en collision
et a vitesse nulle en T'.

On compare ensuite S5 calculé a partir du probleme de Kepler, a l'action
d’un chemin obtenu de la fagon suivante.

Proposition 47. Considérons sur la sphére les courbes équipotentielles V =
cste. Alors les trois points d’Fuler sont situés sur une méme courbe de
niveau dite équipotentielle d’Fuler, représentée sur la figure 4.3. Cette courbe
forme un double revétement de l’'équateur et est invariante relativement a une
réflexion par rapport au plan méridien My et la composée d’une réflexion par
rapport a l’équateur et au plan méridien M.

Une famille de courbes test est formée par les courbes & moment cinétique
nul qui se projettent sur la portion d’équipotentielle d’Euler, reliant E5 a My,
la courbe étant parcourue a vitesse constante et joignant F3 a M7 en un temps
T=T/12.
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Fig. 4.3. Equipotentielle d’Euler

Proposition 48. Une courbe minimisante €évite les collisions et vérifie les
conditions d’Euler-Lagrange, avec les conditions de transversalité qui s’écrivent
p(0) L E5 et p(T) L My, sous forme Hamiltonienne.

FEtape 2.

On montre que le probléme précédent se projette sur xy/SO(3) en un probléme
de minimisation d’une action réduite. Pour cela, on utilise la décomposition
(dite de Saari) de I’énergie cinétique en

K= Kred + K’rota

on Ko = M? /I, M étant le moment cinétique, K,.q correspondant & une
métrique sur l’espace quotient x/SO(2). Les conditions limites du probléme
étant invariantes par SO(2), on se rameéne & minimiser 1’action réduite

1
Sred = / (7Kred + V)dt7
0 2

et puisque K > K,.4, une courbe minimisante du probléeme réduit se releve
en une courbe minimisante a moment cinétique nul ot K = K,.4, via une
multiplication par un élément g(t) € SO(3). Le relevement est unique a une
rotation rigide pres.
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Etape 3 : complétion par symétrie.

La portion de courbe minimisante définie sur [0,7/12] est prolongée par
symétrie et possede le méme groupe de symétrie que la courbe équipotentielle,
dont elle partagela forme représentée sur la Fig. 4.3. La prolongation est la
suivante : la premiere portion joint F3 a M; et est prolongée par symétrie de
M a Es, la symétrie étant une réflexion par rapport a M;. La condition de
transversalité en M; est ici une relation d’orthogonalité, le Lagrangien étant
invariant par cette réflexion. On prolonge ensuite la courbe de Fs a Fq, la
symétrie étant la composée d’une réflexion avec I’équateur avec une réflexion
avec le méridien Ms.

Au bout d'une période T/2, le point est revenu au point initial, mais les
vitesses sont distinctes (voir Fig. 4.3).

Cette courbe se releve en une trajectoire périodique & moment cinétique
nul et qui possede les propriétés suivantes :

e de0&T/3, temps nécessaire & aller de E3 & E, on réalise une permutation
des masses ;

e apreés un temps 7/2, la configuration isocele M; revient sur elle méme
modulo une réflexion.

Les configurations sont représentées sur la figure 4.4.

La figure possede une symétrie induite par l'action du groupe de Klein
Zy X Zs. On la représente par laction sur la trajectoire ¢(¢) de la masse 3. En
notant o et 7 les générateurs du groupe de Klein, on définit ’action sur R

ot=t+T/2, 7t=—t+T)/2,

et P’action sur R?
o(z,y) = (—z,y), 7.(x,y) = (z,—y),

représentant la symétrie par rapport aux axes et la trajectoire ¢(t) vérifie
c(o.t) = o.c(t), c(r.t) =T1.c(t).

Il est conjecturé que la courbe obtenue est convexe, mais le résultat prouvé
est que la courbe a bien la forme d’un huit car on montre que les lobes sont
étoilés en 0.

4.7.4 Le concept de chorégraphie

Le type de trajectoires périodiques obtenues conduit a introduire le concept
suivant.

Définition 59. Considérons le probléme des N corps plan, ot les masses sont
égales. Fizons la période a N. On appelle chorégraphie une solution périodique
x(t) = (xo(t),...,xNn—1(t)) vérifiant
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7/12

3@@ @Q@@

1

Fig. 4.4. Positions remarquables dans le probleme des trois corps

zj(t)=c(t+7), j=0,...,N -1,
ot ¢ est une trajectoire périodique du plan, de période N.
On a donc le résultat suivant.

Théoréme 33. Pour le probléeme des 3 corps plan a masse égale, on a con-
struit deuzx types de chorégraphies ayant des classes d’homotopie distinctes
sur l’espace des configurations sans collision :

1. la solution de Lagrange, ou les trois masses décrivent une courbe circu-
laire ;

2. la solution de Chenciner et Montgomery ot les trois masses décrivent un
hust.

4.8 Notes et sources

Le caclul des trajectoires périodiques en mécanique céleste est central dans
I’oeuvre de Poincaré, qui est par ailleurs a ’origine de la technique de con-
tinuation et de son application pour prolonger les trajectoires circulaires
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du probleme de Kepler ; il a aussi utilisé la méthode variationnelle jointe
a des considérations topologiques pour montrer 'existence de trajectoires
périodiques, sa contribution restant heuristique (voir [58]). Notre présentation
de la méthode de continuation, et son application pour calculer des trajectoires
périodiques par perturbation des trajectoires circulaires, suit [53], qui contient
par ailleurs d’autres applications au probléme des trois corps (voir aussi [54]).
Les préliminaires au calcul des solutions périodiques via le principe de moin-
dre action sont fondés sur [50], ouvrage consacré au probleme de
l'utilisation des méthodes variationnelles pour le calcul de trajectoires
périodiques pour les systémes Hamiltoniens (voir aussi [42] pour 'existence
de géodésiques périodiques en géométrie Riemannienne). L’article de Gor-
don [32] interpréte les trajectoires périodiques du probléme de Kepler, avec
ou sans collisions, dans le cadre variationnel. Il contient (en les corrigeant)
les résultats de Poincaré sur l'existence de trajectoires périodiques dans le
probléemes des trois corps, avec I’hypothese de potentiel fort. La présentation
du huit est basée est fondée sur larticle [20] (voir aussi [55] pour un article
descriptif sans détails techniques). L’article [21] contient une généralisation du
huit en montrant I’existence de chorégraphies dans le probleme des N corps,
essentiellement avec '’hypothese du potentiel fort. Il contient également des
résultats de simulations numériques de chorégraphies.






5

Controlabilité des systemes non linéaires
et le probleme de controle d’attitude
d’un satellite rigide

5.1 Controlabilité des systemes avec des controdles
constants par morceaux

Dans cette section, M désigne une variété lisse (C>° ou C*) de dimension n,
connexe et a base dénombrable. On note T'M le fibré tangent et T* M le fibré
cotangent. On désigne par V(M) I'ensemble des champs de vecteurs lisses sur
M, et diff( M) I'ensemble des difféomorphismes lisses.

Définition 60. Soient X, Y € V (M), et f une fonction lisse sur M. La
dérivée de Lie de [ suivant X est définie par Lx f = df(X). Le crochet de
Lie est calculé avec la convention [X,Y]| = Ly oLx — Lx o Ly. Il s’écrit en
coordonnées locales

X, v]() = 2Dy gy - YW (.

dq dq
Définition 61. Soit X € V(M). On note q(t,q0) la solution mazimale de
G(t) = X(q(t)) telle que q(0) = qo. On note exptX le groupe local & un
parameétre associé ¢ X. On a ainsi q(t,q0) = (exptX)(qo). Le champ de
vecteurs X est dit complet si les trajectoires sont définies sur R.

Définition 62. Un polysystéme D est une famille {X; i € I} de champs
de vecteurs. On note aussi D la distribution associée a D, c’est a dire q —
{Xi(q) | ¢ € M}en. . La distribution est dite involutive si [ X;, X,;] € D, pour
tous X;, X; € D.

Définition 63. Soit D un polysystéme. On note D 4.1 l'algébre de Lie en-
gendrée par D ; c’est une distribution involutive calculée récursivement de la
facon suivante :

Dy ={D}cy., Dy ={D1+ [D1,Dil}e.v., Dy ={Dk-1+ [D1,Dr-1]}en.,
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et

Dar. = U Dy..
k>1

Définition 64. Un systeme sur M est défini en coordonnées locales par une
équation de la forme

q(t) = f(q(t),u(t), q(t) € M, u(t) €U CR™,

ou f est lisse et u est le contréle. Pour étudier la controlabilité des systémes,
on peut restreindre la classe des contriles admissibles a l’ensemble U des ap-
plications constantes par morceauxr o valeurs dans le domaine de controle
U. Pour w € U on note q(t,qo,u) la solution maximale associée partant
d’une condition initiale en t = 0 égale a qo. Soit gy € M fixé, on note
At (g0, T) = Uuerrq(t,qo,u) lensemble des points accessibles en un temps
T > 0 et AT (q) = Urs0AT(qo,T) ensemble des points accessibles. Le
systéme est dit contrélable en un temps T si A% (qo, T) = M pour tout qo € M
et controlable si AT (qo) = M pour tout qo € M. De facon analogue, on note
A~ (qo,T) Uensemble des points que l'on peut recaler en qo en un temps T
et A~ (qo) l'ensemble des états recalables en qo. Le systeme est dit localement
contrélable en qo si, pour tout T > 0, les ensembles AT (qo,T) et A~ (qo,T)
sont des voisinages de qq.

Définition 65. Considérons un systéme sur une variété M, ¢ = f(q,u), u €
U. On peut lui associer le polysystéme D = {f(-,u) | u constant, w € U}. On
définit Uensemble St(D) par

k
St(D) :{expthlo---oexpthk |keN, t; >0 et Zti =T, X; € D}

i=1

et on note S(D) le semi-groupe local défini par S(D) = UpxeSr (D). On note
G(D) le groupe local engendré par S(D), c’est a dire

G(D) ={expt;1 X10---oexptpX; | k€N, t; e R, X; € D}.

Lemme 34. 1. L’ensemble des points accessibles de qy en un temps T est
donné par

AT (g0, T) = Sr(D)(go)-
2. L’ensemble des points accessibles de qo est lorbite de S(D)
A (q0) = S(D)(qo0)-

Définition 66. Soit D un polysystéme sur M. Par extension, on dit que D est
contrélable si S(D)(qo) = M, pour tout g0 € M. L’orbite de qo est définie par
O(qo0) = G(D)(qo) ; D est dit faiblement contrélable si O(qo) = M, pour tout
qgo € M. On dit que le polysystéme satisfait la condition du rang si D .1 (qo) =
Ty M, pour tout go € M.
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Définition 67. Soit un systeme ¢ = f(q,u), u € U, sur M, et soit D le
polysystéme associé. On dit que le systéeme est affine s’il existe m + 1 champs
de vecteurs Fy, F1,. .., Fy,, tels que f(q,u) = Fo(q) + Y ie, uiFi(q) ot u =
(UpyeeeyUm).

Le systéeme est dit symétrique st X € D implique —X € D.

Théoréme 34 (Chow). Soit un systeme ¢ = f(q,u), u € U, sur M, et soit
D le polysysteme associé. Si D vérifie la condition du rang alors le systéme
est faiblement contrélable.

Preuve. On va indiquer dans un contexte simplifié la preuve de ce résultat
clef de la théorie des systémes non linéaires. Considérons le cas ou M = R3
et D contient deux champs X,Y, tels que le rang de XY, [X, Y], soit égal &
3 en tout point go de M. On va montrer alors que G(D)(qo) est un voisinage
de qo, ce qui est suffisant pour prouver 'assertion car M est connexe.

Soit A un réel. Considérons ’application

©y ¢ (t1,t2,t3) — exp AX expt3Y exp —AX expt2Y exp t1.X (qo)-

On va montrer que pour A petit et non nul, ¢, est une immersion en 0. En
utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, on obtient

Ats

Pt ta, ts) = exp(ti X + (t2 + 1)V + 2K, Y] + ) (o).
On en déduit
) Doy Doy A
A = , —= =Y , —— =Y +-[X,Y +o(\).
Ot1 11—o (a0 Ot 11—o (%) Ot3 1—o (%0) 2[ 1(g0)+o(A)

Ainsi pour A petit et non nul, le rang de ¢, en 0 est 3. Donc G(D)(qo) est un
voisinage de qq.

Corollaire 14. Si un systeme est symétrique et vérifie la condition du rang,
alors il est controlable.

Preuwve. Si D est symétrique, G(D) = S(D).

Proposition 49. On suppose que le systéme vérifie la condition du rang.
Alors pour tout qo € M et tout voisinage V de qqo, il existe un ouvert UT
non vide contenu dans V N At (qo) et un ouvert U~ non vide contenu dans

VN A (qo).

Preuve. Soit qo € M. Si dim M > 1, il existe X; € D tel que X1(qo) # 0,
sinon D 4.1, (qo) = 0. Considérons la courbe intégrale a; : t — exptX;(qo). Si
dim M > 2, il existe dans tout voisinage V' de ¢o un point ¢}, = expt1 X1 (qo),
ty > 0 et un champ de vecteur Xo € D tel que X; et X5 ne soient pas
colinéaires en ¢, sinon dim(D 4.1 (qp)) = 1. En itérant la construction, on
obtient un ouvert U" non vide contenu dans V' N A% (qp). En changeant ¢ en
—t on construit de méme un ouvert U~ non vide contenu dans V N A~ (qo).
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Controélabilité et Poisson stabilité

On rappelle le concept de Poisson stabilité, important pour caractériser la
controlabilité des systemes mécaniques.

Définition 68. Soient X € V(M) et qo € M. On suppose que X est complet.
Le point qg est Poisson stable si pour tout voisinage V' de qo et tout T > 0, il
existe t1,ty = T tels que q(t1,qo) et q(—t2,qo0) appartiennent a V. Le champ
est dit Poisson stable si presque tous les points sont stables au sens de Poisson.

Proposition 50. Soit D un polysystéme sur M associé a un systéme sur M
et vérifiant la condition du rang. On suppose de plus que chaque champ de
vecteurs de D est Poisson stable. Alors le systéme est contrélable.

Preuve. Soient qg, g1 deux éléments de M. Montrons qu’il existe Xy,..., X} €
Detty,...,tx >0 tels que

q1 = (expt1X1) ... (exptrXi)(qo)-

En utilisant la proposition 49, il existe deux ouverts U et U~ tels que UT C
AT (q12) et U~ C A~ (qo). Pour montrer le résultat il suffit de montrer qu’il
existe ) € UT et ¢} € U™ tels que ¢} soit accessible de ¢f). D’apreés le théoréme
de Chow, il existe p champs Y; de D et des temps s; positifs ou négatifs tels
que

¢; = (exps1Y1) ... (expspY,)(qp)-

Dans la séquence précédente chacun des champs Y; est Poisson stable. Con-
sidérons donc un arc (exp sxY%)(q) d’extrémité e, ou s est négatif. On peut
remplacer ¢ par un point voisin ¢’, stable au sens de Poisson et trouver un
temps s positif de sorte que (exp s, Yy)(q’) soit voisin de e. Le résultat en
découle.

Controlabilité et technique d’élargissement

Lemme 35. Soit D un polysysteme qui vérifie la condition du rang. Le
polysystéme est contrélable si et seulement si ’adhérence de S(D)(qo) est M
pour tout qo € M.

Preuve. Appliquer la proposition 49.

Définition 69. Soient D, D’ deuz polysystémes vérifiant la condition du rang.
On dit que D et D' sont équivalents si pour tout qo € M, S(D)(qo) =
S(D")(qo). L’union des polysystémes équivalents & D s’appelle le saturé de
D et se note sat D.
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Proposition 51. Soit D un polysystéme.

1. 51 X € D et X est Poisson stable, alors —X € sat D.
2. Le cone convexe engendré par D est inclus dans sat D.

Preuve. L’assertion 1) résulte de la preuve de la proposition 50. Prouvons 2).
Clairement si X € D , alors AX € sat D pour tout A > 0 (reparamétrer). Si
X,Y € D, en utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff on obtient

t t 1
H exp—Xexp—Y =expt(X+Y)+o () .
n n n

n fois

En faisant tendre n vers I'infini on obtient bien que X +Y appartient a sat D.

Théoréme 35. Considérons sur M un systéme de la forme

d%'f) = Folq(t) + 3 wi(t)Fi(a(t),
k=1

ot u;(+) est une application constante par morceauz d valeurs dans {—1,+1}.
On suppose que Fy est Poisson stable. Si en tout point le rang de ’algébre de
Lie {Fo, F1,...,Fp}aL. est égal a la dimension de M, alors le systéme est
controélable. La condition est aussi nécessaire dans le cas analytique.

Preuve. Notons D le polysysteme associé au systeme. On abserve que D 4.1, =
{Fo,F1,...,Fn}ar. et donc le systeme vérifie la condition du rang. La
controlabilité de D équivaut a la controlabilité du saturé de D. Par con-
vexité, Fy € sat D et comme Fj est Poisson stable +F, € sat D. Ainsi sat D
contient le polysystéme symétrique {+Fy, £F},...,+F,}, qui vérifie la con-
dition du rang. Ce polysysteme est controlable d’apres le corollaire 14. Dans
le cas analytique, la condition du rang est aussi nécessaire d’apres le théoreme
de Nagano-Sussmann (voir [67, 10]).

5.2 Controélabilité d’un satellite rigide gouverné
par des rétro-fusées

5.2.1 Equations du mouvement

Le mouvement du satellite est caractérisé par le déplacement de son cen-
tre de gravité O, qui est celui d’'un point matériel dans un champ central
et son orientation, dite attitude, dans l’espace, mesurée par rapport a un
référentiel orthonormé direct d’origine O, noté k = (e, e2, e3) et dont les axes
occupent des directions fixes dans l’espace. Cette attitude est caractérisée
par la position par rapport a £ d'un repere d’origine O lié au solide et noté
K(t) = (E1(t), Ea(t), E5(t)), supposé orthonormé direct. En d’autres termes,
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Pattitude du satellite est donnée par la matrice R(t), appelée matrice des cos-
inus directeurs, et définie par R(t) = (74, (t))1<i,j<n, OU T35 (t) = (E;i(t), ;) est
le produit scalaire usuel entre E;(t) et e;.

La matrice R(t) est un élément de SO(3) (groupe des matrices or-
thonormées directes d’ordre 3), et représente la matrice de passage du repere
mobile K (t) au repere fixe k. Chaque vecteur de R® peut étre mesuré dans
le repere k ou dans le repere K. Si v est un vecteur mesuré dans k et V' ce
vecteur mesuré dans K, on a la relation V = Rw.

Le satellite étant un corps solide, la mécanique nous enseigne que pour
un tel corps, on peut choisir un repére mobile K particulier dit repere princi-
pal d’inertie du solide, ce que 'on supposera par la suite. On fait également
I’hypothese que le repere k est Galiléen, ce qui revient a négliger I'influence
de lattraction terrestre.

Les équations décrivant le controle d’attitude d’un satellite rigide gouverné
par des rétro-fusées sont alors celles décrivant le mouvement d’un solide autour
de son centre de gravité soumis a ’action de couples créés par des rétro-fusées.
Les principes fondamentaux de la dynamique et la méthode du repere mobile
conduisent aux équations suivantes :

. 0 Q5 -
Y = SR, onS@)=|-25 0 o (5.1)
dt 2~ 0

BB 1) = (b~ )20 25(0) + Fu(1)

12%@) — (Is — 1)1 (1) 25(1) + Fa(t) (5.2)

13%(15) = Iy — L)1 (t)25(t) + F5(t)

L’équation (5.1) équivaut a la définition du vecteur vitesse angulaire w
du solide, i.e. %(t) = w(t) A g(t), ou ¢(t) désigne un point quelconque du
satellite, le vecteur 2 = ({21, 2, 23) désignant ce vecteur mesuré dans le
référentiel mobile, 2(t) = R(t)w(t), un vecteur 2 de R3 s’identifiant & une
matrice symétrique S(§2) d’ordre 3.

L’équation (5.2) s’appelle 1'équation d’Euler du corps solide. Elle décrit
le mouvement du vecteur vitesse angulaire 2(¢) mesuré dans le référentiel
mobile. Les scalaires I; sont les moments d’inertie principaux du solide, sup-
posés tous distincts et ordonnés avec la convention Iy > Iy > I3 > 0. Le
vecteur F(t) de composantes (F(t), Fa(t), F5(t)) représente le moment des
forces extérieures appliquées au satellite, mesuré également dans le repéere
mobile. Si m(t) désigne le moment cinétique du solide mesuré dans k, M(t)
ce moment mesuré dans K (¢), alors M (t) = R(t)m(t) et I'équation d’Euler
s’écrit

M

W(t) = M((t) N 2(t) + F(¢).
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Dans le probleme étudié, les couples sont créés par des rétro-fusées fixées
au satellite. On suppose que ces fusées sont couplées pour émettre du gaz dans
deux directions opposées. Pour un tel couple, le moment des forces appliquées
peut donc s’écrire (Fy(t), Fo(t), F3(t)) = u(t)(I1b, Iyb?, I3b%), ou (b',b%,b3)
sont des constantes, et u(t) désigne une application constante par morceaux
définie sur [O,T] et & valeurs dans {—1,0,1}. Si le dispositif de controle est
constitué de m couples de rétro-fusées, on obtient le systeme

dR
2 () = S(Q@)R()

40 m (5.3)
- (B = Q) + > uk(t)by
k=1

ou Q(Ql, 92, Qg) = (alf)gﬂg,agﬁlﬂg,agﬂlﬁg) avec a; = (IQ — Ig)[l_l, a9 =
(I3 — 1)1, a3 = (I, — I) I3, ot chaque uy(t) est une application constante
par morceaux & valeurs dans {1,0,—1} et les vecteurs by sont des champs
de vecteurs contants de R3. Les équations (5.3) décrivent un systéme sur
SO(3) x R3, un élément de SO(3) étant représenté par une matrice 3 x 3. Le
systeme est plongé dans R12.

5.2.2 Le probléeme du choix de la représentation

Dans la suite, on utilise la représentation du mouvement par (5.3) mais
il est important de discuter ici le probleme du choix de la représentation.
La représentation classique utilisant le vecteur vitesse angulaire mesuré dans
le référentiel mobile a une interprétation géométrique. En effet la vitesse du
solide R(t) est un vecteur tangent & SO(3) en R(t) et peut étre transporté en
vecteur tangent a l'identité en utilisant les translations a gauche ou a droite
sur SO(3). Les deux vecteurs ainsi obtenus représentent respectivement le
vecteur vitesse angulaire mesuré dans le référentiel mobile, noté 2 et dans le
référentiel fixe noté w. L’introduction du vecteur {2 exprime l'invariance du
mouvement libre par rapport au choix d’une attitude initiale car le mouvement
du systeme libre est celui d’un systeme mécanique associé a un Lagrangien
L =T, ou T est I’énergie cinétique du systeme, T' = %(Il 2% + 1,022 + 13022),
qui est invariante par les translations a gauche sur SO(3). Cela se traduit dans
les équations par le découplage de I’évolution du vecteur vitesse angulaire par
rapport a attitude, ce qui n’est pas le cas du vecteur vitesse.

Le systéme peut étre décrit sur RS par le choix d’une carte sur SO(3).
Ce choix introduit des singularités et par ailleurs il ne doit pas étre quel-
conque mais fondé sur une volonté de mettre en évidence une propriété du
systeme libre ou sur une intuition d’une certaine loi de commande. Illustrons
cela sur deux exemples. Les angles d’Euler forment une paramétrisation clas-
sique de SO(3). Cependant ces angles permettent de visualiser le mouvement
d’une toupie symétrique qui se décompose dans ces angles en trois mouve-
ments périodiques. Le systeme est Liouville intégrable et les angles d’Euler
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sont des angles canoniques pour représenter les trajectoires. Ils sont impro-
pres a représenter notre mouvement libre et une visualisation adaptée est celle
de Poinsot, qui sera appliquée ultérieurement. Par ailleurs les angles d’Euler
peuvent étre utilisés pour représenter des changements d’attitude par rota-
tions successives autour des axes d’inertie. Par contre, ils sont impropres a
toute tentative pour décrire d’autres lois de commande.

Une autre carte sur SO(3) utilise le théoréme d’Euler, une rotation de R3
étant représentée par son axe et son angle de rotation. Cette carte est adaptée
au calcul d’une loi de commande ou l'on opere le changement d’attitude en
forcant la satellite a tourner autour d’un axe fixe et a nulle autre loi de com-
mande.

L’introduction des quaternions pour I’étude du probléme est intéressante
pour deux raisons. D’un point de vue numérique elle permet de plonger le
systeme dans R” et non R'2, d’ot1 le gain de place. Cette représentation permet
de décrire des lois de stabilisation globales continues en utilisant des techniques
de Liapunov, ce qui n’est pas possible en travaillant directement sur ’espace
des configurations SO(3). Cette représentation que ’on explique briévement
consiste a relever le systéme sur le revétement universel de SO(3).

Le groupe multiplicatif Sp(1) des quaternions est l'enemble des ¢ =
Z?:o Tiv;, Zf 027 = 1, la loi de multiplication étant le produit matriciel
ordinaire ou les v; sont donnes par

1000 00-10
o = 0100 v = 000 -1
0010]" 100 0 ]°
0001 010 O
0-100 000-1
v2:1000 113_0010
00 O01f” 0-100
00 -10 1000

Sp(1) identifié & la sphere S3 est simplement connexe. Un quaternion pur est
un quaternion de la forme Z 1 TiV;.
Soit ¢ € Sp(1) Considérons 'automorphisme intérieur 7, (r) = grq~'. Alors,

T, applique un quaternion pur sur un quaternion pur. Si Ty (Z?:1 xivi) =

Z;?’:l xfv;, on peut écrire i = Z;’:l a;;(Q)z; et II(q) = (a;5(q))1<ij<3 est
une matrice de SO(3). Clairement, IT(qq") = II(q)II(q") et 'application IT
est une représentation de Sp(1) par des matrices de rotations de R3.

Tout quaternion ¢ peut s’écrire ¢ = (cos %0) v + (sin %9) v ol v est un
quaternion pur et on vérifie alors que I1(q) est la rotation d’axe orienté v et
d’angle 6. Donc IT(Sp(1)) = SO(3) et le noyau de II est constitué de deux
quaternions vg et —uvg.

On a construit le revétement universel de SO(3) par Sp(1) et le systeme
(5.3) peut étre relevé en un systeme sur Sp(1) xR, En utilisant la rerésentation
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des quaternions par des matrices d’ordre 4, le systeme s’écrit

% (; xi(t)w) = <i_0 (;Qi(t)vi> <Zz=; g;i(t)vl)

ol e1,e3 = —1, €5 = 1 et §2(t) est solution de I’équation d’Euler. Le systéme
ainsi obtenu sur Sp(1) x R3 peut étre observé dans SO(3) x R? & l'aide de
Papplication (g, {2) — (II(q), {2) et donne les trajectoires du satellite rigide
gouverné par des rétro-fusées.

5.2.3 Propriétés des trajectoires de la partie libre

Lorsqu’aucun couple n’est appliqué, le mouvement du satellite est un mouve-
ment dit d’Euler-Poinsot dont on rappelle les propriétés que 'on va ensuite
utiliser pour controler le systeme.

Lemme 36. Lorsque le systéeme est libre, les équations du systéme sont les
équations d’Fuler-Lagrange associé au Lagrangien L donné par [’énergie
cinétique du solide

1
3 (L1027 + 1023 + 13023) .
Les trajectoires sont bornées et le champ de vecteurs est Poisson stable.

Preuve. La premiére assertion résulte de la définition du mouvement du satel-
lite libre. Les trajectoires sont bornées car l'attitude R appartient & SO(3)
qui est compact, et la vitesse angulaire reste bornée car 1’énergie cinétique du
systeme libre est constante. Le champ de vecteurs est donc Poisson stable,
d’apres le théoreme de Poincaré.

Lemme 37. Le systéme libre a quatre intégrales premiéres indépendantes :
l’énergie cinétique et le moment cinétique m mesuré par rapport a l’espace.

Solutions de la partie libre des équations d’Euler

On peut représenter les trajectoires du vecteur vitesse angulaire 2, lorsque
le systeme est libre, en utilisant les intégrales premieres. En effet 1’énergie
cinétique L = %Z?Zl I;02? est conservée de méme que M? = E?Zl 1202
qui représente la longueur du moment cinétique M = Rm, mesuré dans
le référentiel mobile, m étant conservé et R étant une matrice de rotation
préservant les longueurs. Le vecteur M est défini par la relation M; = I;§2;
car K est un repére principal d’inertie. Les trajectoires se calculent alors en
intersectant les ellipsoides L = ¢; et M? = ¢5 ol ¢; et ¢5 sont deux constantes.
En particulier on peut représenter les trajectoires sur l’ellipsoide d’inertie F
du solide correspondant a {{? | Zle I;02% = 1}. Les points situés sur les axes
d’inertie sont des positions d’équilibre. Les points associés a F; et E3 sont des
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centres et les points associés a Fs5 sont des cols. Toutes les trajectoires sont
périodiques excepté quatre trajectoires qui sont les séparatrices joignant les
deux points cols antipodaux associés a Fs.

Par ailleurs d’un point de vue transcendental, les composantes de {2 se
calculent en utilisant les intégrales elliptiques et l'intégration numérique est
aisée.

Représentation de Poinsot

On peut visualiser le mouvement du satellite libre de la fagon suivante. Con-
sidérons la position de l'ellipsoide d’inertie E = {2 | Z?:1 L,02? = 1} dans

le référentiel k, I(t) = 'R(t)E. Dans le référentiel fixe, le vecteur moment
cinétique m est constant. On vérifie que le plan II perpendiculaire & m est
w(t)

tangent & Uellipsoide I(t) au point £(t) = ﬁ La vitesse du point de contact
est donc nulle. D’autre part, la distance notée OO’ de ce plan par rapport &

1
——(m,w) = Lv/2. Elle est donc constante.
o7 ()

Théoréme 36 (Poinsot). L’ellipsoide d’inertie roule sans glisser sur un plan
fixe I perpendiculaire au vecteur moment cinétique.

O est donnée par

Cette représentation permet de visualiser le mouvement du satellite en
faisant rouler sans glisser lellipsoide sur le plan. Deux parametres car-
actérisent le mouvement.

1. La trajectoire du point de contact de ’ellipsoide dans le repere K(t),
appelée polhodie et similaire a la trajectoire du vecteur vitesse angulaire
£2(t) sur E décrite précédemment. On prend un angle ¢, pour représenter
la phase de la variation du vecteur f2.

2. La trajectoire de &(¢)surle plan IT est appelée herpolhodie et on désigne
par @5 l'angle qui mesure dans le plan II la postion angulaire de & par
rapport au point O’.

Le mouvement du satellite libre est donc décrit en général par les deux
mouvements des angles @1 et @5 qui oscillent avec des fréquences qui dépendent
des conditions initiales,

4;)1 = wl(c), 4.52 = (.4.)2(6).

Les trajectoires évoluent donc sur des tores T2. Les angles @, et @, jouent
le role des angles d’Euler utilisés pour visualiser le mouvement d’une toupie
symétrique et sont des coordonnées adaptées. Cette analyse démontre aussi
de facon tres fine la Poisson stabilité du systeme.
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Rotations uniformes

Il résulte clairement de (5.3) que le satellite libre décrit un mouvement
de rotation uniforme si et seulement si les conditions initiales sont telles
que le vecteur (2 initial soit orienté le long des axes d’inertie principaux Fj,
le satellite tournant alors autour de cet axe avec une vitesse angulaire (2.

Sur Dellipsoide d’inertie, les positions d’équilibre associées sont des cols
lorsqu’elles appartiennent a ’axe intermédiaire F5 et sont donc instables au
sens de Liapunov. Les rotations uniformes autour de F5 sont donc instables.
En revanche les positions d’équilibre sur F; et E3 sont des centres et il résulte
de linterprétation de Poinsot que les rotations uniformes autour de F; et E3
sont stables au sens de Liapunov.

Lemme 38. Les seules rotations uniformes du satellite sont celles correspon-
dant a un mouvement autour d’un des axes principaur d’inertie et sont insta-
bles pour l’axe Fo et stables pour les axes E1 ou Fs.

5.2.4 Conditions nécessaires et suffisantes de controlabilité
du satellite rigide

Le systeme (5.3) s’écrit sous la forme

%(t) = Fo(q(t)) + Y ur(t)Fr(q(t)),

k=1

ot ¢ = (R,2) € SO(3) x R3, Fyy est le systeme libre (S(2)R,Q(£2)), et
les F}, sont les champs de vecteurs (0,b1),...,(0,b.), ol by, est un vecteur
constant de R? décrivant le positionnement de la kieme paire de rétro-fusées.
On suppose ici que les controles sont des fonctions constantes par morceaux
a valeurs dans {—1,+1}. On a le résultat suivant.

Théoréme 37. Considérons le cas ot m = 1 ( c¢’est 4 dire que le dispositif
de commande est formé d’une seule paire de rétro-fusées. Alors le systéme
est controlable ¢ moins que deuz des scalaires by soient nuls ou que \/aib} =
+,/azbi, avec by = (bi,b%,03).

Preuve. Le systeme libre Fjy est Poisson stable et d’apres le théoréme 35, le
systéme est controlable si et seulement si I'algebre de Lie {Fy, F1}a.1. est de
rang 6 en tout point de SO(3) x R3. 1l est donc nécessaire que le rang de
l'algebre de Lie {Q, b1} .. soit égal & 3 en tout point de R3.

Comme @ est homogene, cette condition est réalisée si et seulement si la
sous-algebre de Lie des champs de vecteurs constants contenue {Q, b1} 4.1, est
de rang 3. Le calcul montre que cette algebre de Lie est engendrée par les cing
vecteurs

fi=b1, fo=1Q, fi], f1], f3 =1(Q, f1], f2],
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fa= [[Qa fl]ﬂf3]7 fs= [[Qvf2}vf2]'

Un calcul facile montre que le rang est 3 si et seulement si les trois vecteurs

fr ="(b1, 0%, b3),

f2 =2%a1b3b3, asbib, azbib?),

fz =2"(a1by (as(b3)? + a3(b?)?), agbi (a1 (b7)* + as(b1)?),
agbi (a1 (b7)? + aa(b1)?)),

sont indépendants.

Puisque aj,a3 > 0 et as < 0, le rang de l'algeébre de Lie {Q,b1}a.1. est
donc égal a 3 en tout point de R3, & moins que deux des scalaires b¢ soient
nuls ou que \/a1b3 = £,/azbi.

Par ailleurs remarquons que le sous-espace vectoriel de R'? engendré par
les champs constants F, [[Fo, F1], F1] et [[Fo, F1], [[Fo, F1], F1]] coincide avec
lespace vectoriel engendré par {(0, f1), (0, f2), (0, f3)}. Si les trois vecteurs
F;, i =1,2,3, sont indépendants, il coincide donc avec I'espace engendré par
Vi =1(0,E;),i=1,2,3, ot (E;) est la base canonique de R3.

Un calcul immédiat montre que le rang de la famille {[Fy, V;] | i = 1,2, 3}
est égal & 6 en tout point de SO(3) x R3. Le rang de l'algébre de Lie
{Fy, F1}a.1. est donc 6 en tout point SO(3) x R3 si et seulement si les trois
vecteurs f1, f2, f3 sont indépendants.

Interprétation géométrique et cas m > 2

Considérons 1'équation d’Euler. Si deux des scalaires b sont nuls, le vecteur
by est orienté le long d’'un des axes principaux d’inertie du satellite et ’axe
correspondant est un espace vectoriel de dimension 1, invariant pour le mou-
vement.

La condition \/a1b? = +,/asbi signifie que le vecteur by est contenu dans
un des plans donnés par les équations /a; {23 = +,/az(2;. Ces plans sont des
espaces invariants pour les trajectoires des équations d’Euler qui sont formés
par les séparatrices joignant les points cols antipodaux.

La condition de non controélabilité du cas m = 1 signifie simplement que
le vecteur by est dans un espace vectoriel de dimension 1 ou 2 invariant, pour
I’équation différentielle £2 = Q(£2). On en déduit la condition de controlabilité
dans le cas m > 2. Le systeme est controlable & moins que ’espace vecto-
riel engendré par {by,...,b,} soit 'un des deux plans invariants donnés par
Va2 = +\/az02;.

On a donc une caractérisation simple de la controlabilité de notre systeme
a priori complexe. D’un point de vue anecdotique notre calcul prouve que les
séparatrices des équations d’Euler libres sont en fait des trajectoires planes.
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5.3 Construction géométrique d’une loi de commande
dans le probleme de contréle d’attitude et locale
controlabilité

Dans la section précédente on a caractérisé la controlabilité du systeme en
utilisant la stabilité au sens de Poisson des trajectoires du systeme. Cette ap-
proche est peu constructive et la stabilité au sens de Poisson d’un systeme
peut conduire & des temps de transfert longs. Une approche constructive
est développée maintenant. Elle utilise le concept de contrélabilité locale
du vecteur vitesse angulaire et la trajectoire géodésique du déplacement du
systeme libre. Pratiquement, elle peut étre implémentée avec des controles
constants par morceaux si m = 2 ou m = 3. Le cas m = 3 correspond a un
controle complet du systeme et le cas m = 2 décrit le cas ot 'un des cou-
ples de rétro-fusées tombe en panne, le systéme conservant encore de bonnes
propriétés de controlabilité.

Proposition 52. Pour tous Ry, Ry € SO(3) et tout temps T > 0, il existe
0,1 € R? tels que la solution du systéme associée au contréle nul et issue
ent =0 de (Ro, {2) atteigne Uattitude Ry avec une vitesse angulaire (21, en
un temps T'.

Preuve. L’équation différentielle définissant le systeme libre décrit le mou-
vement des géodésiques de la structure Riemannienne de SO(3) définie par
Dénergie cinétique L = & (I3 23+ 15623+ 13023). L'espace SO(3) est compact et
la structure Riemannienne est complete. D’apres le théoreme de Hopf-Rinow,
tout couple de points de SO(3) peuvent étre joints par une géodésique. Comme
le systéme est homogene de degré 2, le temps de transfert peut étre choisi aussi
petit que 1'on veut.

Principe de la commande

La proposition précédente permet de déduire un principe de commande. Sup-
posons pour simplifier que la satellite soit gouverné par trois couples de
rétro-fusées, c’est a dire que l'on se place dans le cas m = 3. Supposons
également que l’'on peut faire varier la poussée des rétro-fusées, c’est a dire
que les controles sont des applications analytiques par morceaux a valeurs
dans Vintervalle [—1, 1]. Il n’est pas restrictif de considérer la situation ot 'on
veut transférer le systeme d’une attitude initiale Ry & une attitude finale R
toutes deux stationnaires, c’est a dire ou le systeme est a vitesse nulle. En
effet la vitesse angulaire peut étre mise a zéro en utilisant diverses méthodes.

Pour réaliser le changement d’attitude on calcule par exemple de fagon
numérique une géodésique joignant Ry a R;. On force ensuite le systeme a
suivre cette géodésique, en controlant la vitesse de parcours sur cette courbe
pour réaliser le changement d’attitude dans le temps imposé. Il est intéressant
de comparer ce principe de commande & la loi décrite dans [52] fondée sur le
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théoreme d’Euler et ou le changement d’attitude de Ry a Ry est effectué en
forcant le systéme a tourner autour de ’axe fixe dont la direction A est donnée
par la direction propre associée a la valeur propre unité de Ry L. Cette loi
revient a forcer le systeme a se déplacer sur une géodésique de la structure
Riemannienne de SO(3) dans le cas ou le satellite est sphérique, c’est & dire
ou les moments d’inertie I, I et I3 sont égaux.

La loi de controle que 'on indique est tres différente. Elle tient compte
de la géométrie du satellite et présente un gain d’énergie important car la
totalité de ’énergie consommée est destinée non pas a forcer le systeéme a
rester sur la géodésique puisque c’est la trajectoire du systeme libre, mais a
diminuer le temps de transfert. Le reste de cette section exploite ce principe de
commande. La possibilité de placer le satellite sur la géodésique est associée
au probleme de controlabilité locale du vecteur vitesse angulaire que ’on va
dans un premier temps étudier.

5.4 Locale controlabilité

Dans cette section on consideére un systeme de la forme

%(t) = Folq(t)) + Y _ ur(t)Fu(t),

k=1

ol ¢(t) € R™ (étude locale) et le domaine de commande est convexifié, |uy| < 1.
Soit gg un équilibre associé au controle u = (uq,...,uy) = 0.

Proposition 53. Soit
Ly = Vect {Fi(qo),ad FoFi(qo), - ..,ad" ' FoFy(qo) | k=1,...,m},

ot lon note ad X.Y = [X,Y]. Si dim L1(qo) = n, alors le systéme est locale-
ment contrélable.

Preuve. Ce résultat est standard (voir par exemple [46]). En effet introduisons
OF

A= 8—0((10) et by, = Fi(qo). Alors le systéme linéarisé en qo est ¢ = Ag +
q

> ope, ugby. Un calcul facile montre que ad? FyF(go) = APby, et la condition

L1 = R"” équivaut donc a la condition que le systeme linéarisé est controlable.

Le résultat en découle.

Notre condition signifie que la dérivée de Fréchet de ’application extrémité
évaluée le long des trajectoires q(t) = g associée au contrdle nul est de rang
maximum.

Corollaire 15. Soit go = (Ro,0) un état d’équilibre du satellite associé a un
contréle nul. Alors la dimension de L1(qo) est 6 si et seulement si m > 3 et
le systéme est localement contrélable en qq.
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Lemme 39. Soit 2 = Q(2) un champ de vecteurs de R™ ot Q) est homogéne
de degré 2. Soit b un vecteur constant. Alors le vecteur [b, [b, Q]] est colinéaire

a Q(b).
Preuve. Cette propriété résulte de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.
Notons ¢, le groupe a un parametre associé au champ de vecteurs b. Le champ
p, * @, image de @ par le difféomorphisme ¢,, est donné en 0 par
oo t" "
(pr +@)(0) = D —ad" bQ(0) = b, [0, Q]

n=,0

et par interprétation du champ image, le membre de gauche est colinéaire a
Q).

On en déduit la caractérisation de la locale contrélabilité pour le satellite
rigide.

Proposition 54. Soit qo = (Ry,0) un état d’équilibre du satellite. Alors le
systeme est localement contrélable avec seulement deux paires de rétro-fusées a
moins que le plan engendré par {by, bz} soit l'un des deuz plans a3§23 —a, 23 =
0. Dans ce cas le systéme n’est pas controlable.

Preuve. Soit P le plan engendré par {by,bs}. Si P n’est pas un des deux plans
invariants par les équations d’Euler libres 2 = Q(£2), alors il existe deux
droites Rv; et Rus dans ce plan de sorte que Q(v1) et Q(v2) aient des directions
opposées par rapport a P. En d’autres termes, I’espace vectoriel engendré par
{b1, ba, [b1, [b1, Q)] [b2, [b2, Q]]} est tout R3. Clairement (voir par exemple [35]),
lorigine {2 = 0 est localement contrélable. On en déduit aisément en utilisant
encore [35] que (Rp,0) est localement contrdlable.

Remarque 1. L’approche de [35] est fondée sur le principe du maximum
d’ordre supérieur et utilise la formule de Baker-Campbell-Hausdorff pour car-
actériser la controlabilité locale. Elle est constructive et conduit en fait a cal-
culer des lois constantes par morceaux, localement stabilisantes. D’un point
de vue pratique, on peut aussi calculer la synthese de la loi optimale associée
au temps minimal ou a la minimisation de I’énergie consommée.

On conclut par le résultat suivant de contrélabilité ou la preuve est con-
structive. On peut implémenter pratiquement la loi de commande avec m > 2,
contrairement au théoreme 37.

Théoréme 38. Considérons le probléme de contréle d’attitude
R=S(OR, 0=Q2)+> ub,
k=1

ou les controles by sont supposés constants par morceauz, d valeurs dans
[—1,1], et m > 2. Si lorigine £2 = 0 est localement contrélable pour l'équation
d’Fuler, alors le systéme est controlable.
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Preuve. Soient Rg, Ry € SO(3). On va montrer que ’on peut transférer (R, 0)
arbitrairement pres de (Rq,0). Notons R(t, Ro, 2) et £2(t, £2) la géodésique
issue de (Ryp, {29). D’apres la proposition 52, il existe {2 tel que la géodésique
associée au controle nul issue de Ry avec la vitesse {2y transfere le systeme
en Ry en un temps T = 1. Comme ’équation des vitesses est localement
controlable, pour tout entier n il existe A, > 0 et un controle u,, défini sur
[0,1/n] transférant 0 en A" {2y sans modifier l'attitude. La suite de controles
donnés par

Up = Uy, sur [0,1/n] et v =0 sur [1/n,1/n+ 1/A,]

transfere (Rp,0) en un point (R, §2,) ot lim, o (Ry,$2,) = (R1,0). Le
résultat s’en déduit car si ’'équation des vitesses est localement controlable en
0, il résulte de la proposition 54 que I’équation des vitesses est controlable et
le systeme vérifie la condition du rang.

Le résultat précédent nécessite de calculer la géodésique. Dans la pratique
on peut faire des changements d’attitude en utilisant des chemins de SO(3)
formés par la concaténation d’arcs géodésiques, en particulier les rotations
stationnaires. Ce probleme est étudié dans la section suivante.

5.5 Controle d’attitude a ’aide de rotations successives

On désigne respectivement par A, Ay et A3 les matrices

000 00-1 010
0o01],{ooo0],[-100],
0-10 10 0 000

qui correspondent a des matrices de rotations autour des axes principaux
d’inertie et on note E; = (1,0,0), E2 = (0,1,0) et E5 = (0,0,1), la base
canonique, S? la sphere de R? et exp A 'exponentielle d'une matrice A.

Lemme 40. Soit R € SO(3). Il existe x,0, ¢ € [0,27] tels que
R = (exp xAs)(exp0A;)(exp pAs).

Preuve. Les trois angles sont en fait les angles d’Euler, mais on va les
définir en exploitant le fait que la sphére S? coincide avec I'espace quotient
SO(3)/S0(2).

Notons y I’élément R~'E3 de S2. On peut aller de y & E5 en suivant sur
la sphere la parallele puis le méridien, c’est-a-dire en effectuant une rotation
d’axe E3 et d’angle ¢ € [0, 27| puis une rotation d’axe F; et d’angle 6 € [0, 27,
ie.

E;3 = (expA;)(exp pA3)y.
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Le groupe G = {exp —xAs | x € [0,27]} est le sous-groupe de SO(3) laissant
fixe le point E3 de S?. Posons T = (exp 6 A;)(exp pA3)R~L. Alors Tez = e3
et T € G. Donc il existe x tel que T = exp —yAs, d’ou

R = (exp xAs)(exp 0A;)(exp pAs).

Application a la commande

Dans le chemin précédent, on utilise les rotations stationnaires stables autour
de FE; et F5 mais on peut aussi concaténer des rotations autour des trois
axes distincts. En ayant choisi un tel chemin on peut alors construire une loi
de commande analogue a celle utilisée dans le théoréme 38. La propriété de
locale controlabilité des vitesses permet de transférer le systeme d’une rotation
stationnaire a une autre. On présente plus en détails la loi de contréle utilisable
en supposant que le systéeme est controlé par deux couples de rétro-fusées
(m = 2) orientées le long des axes E; et E3, by = (1,0,0) et by = (0,0, 1). Les
équations s’écrivent alors

3
‘ngczﬂﬁM%W%

dasf?

ditl = a1 (1) 25(t) + ua(t),
ds?

de = as 21 (£)2(t),

ds?

7; = (ngl(t)QQ(t) + UQ(t).

L’équation d’Euler étant controlable, on peut se ramener au probléme de
transfert du systéme entre les états stationnaires (Rg, 0) et (R1,0). On procéde
de la fagon suivante. D’apres la décomposition précédente il existe des angles
tels que

Ry = (exp xAs)(exp 6 A1) (exp pAs)Ro.

Montrons qu’il existe une loi de commande transférant (R, 0) & (exp ¢ As, 0).
On observe que si u; = 0, les solutions issues de (Ry, 0) sont celles du systéme

dR dg?
—r ()= 2O AR(), —2 = us(t),

car {21(t) = £22(t) = 0. En posant R(t) = (exp ¢(t)As)Ro, ¢(t) vérifie
426

On choisit une commande us pour transférer (0,0) sur (0, ¢), en utilisant par
exemple le probleme temps minimal. En itérant le processus on peut bien
réaliser le transfert.
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Remarque 15. La loi de commande précédente est simple, robuste, car on
n’utilise que les rotations stationnaires stables et implémentables avec deux
couples. Par contre si on veut faire tourner le satellite d’'un angle § = ¢ pe-
tit autour de laxe Fs, alors les angles d’Euler sont ¢ = x = 7/2 et 0 = ¢
et on doit donc faire basculer deux fois le satellite d'un angle de 7/2 pour
opérer un petit changement d’attitude. Cependant on peut en utilisant une
loi exploitant la locale controlabilité éviter ce grand déplacement.

5.6 Notes et sources

Les résultats sur la contrélabilité du satellite rigide sont extraits de [7].
L’idée originale d’utiliser la Poisson stabilité pour étudier la controlabilité
des systémes non linéaires est due & [48] et la technique d’élargissement est
formalisée et utilisée dans [40]. L utilisation du principe du maximum d’ordre
supérieur pour étudier la contrélabilité locale est une idée de Hermes [35],
voir aussi [36] en ce qui concerne son utilisation pour construire une loi de
stabilisation locale.
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Transfert orbital

6.1 Introduction

Un probléme important en mécanique spatiale est de transférer un engin
soumis a l’attraction terrestre sur une ellipse Keplerienne ou en un point
de cette ellipse, pour le probleme de rendez-vous avec un autre engin. Ce
type de probleme classique a été réactualisé avec la technologie des moteurs
a poussée faible et continue. L’objectif de ce chapitre est d’appliquer les
techniques géométriques a l'analyse du systéeme. Le systeéme libre évoluant
dans le domaine elliptique du probléme de Kepler, toutes les trajectoires sont
périodiques, la controlabilité du systeéme peut étre caractérisée en calculant
des crochets de Lie, d’apres la proposition 50 du chapitre précédent. De plus la
formule de Baker-Campbell-Hausdorff permet de construire des lois de com-
mande locales. Une méthode simple et efficace pour réaliser le transfert orbital
avec des controles lisses est la méthode de stabilisation. La représentation du
systeme avec le moment cinétique et le vecteur de Laplace permet de con-
struire une loi de commande stabilisante élégante. On analyse le probleme
de transfert en temps minimal, qui reste ouvert. On utilise le principe du
maximum pour paramétrer les trajectoires optimales. On présente une breve
analyse des extrémales, en mettant en particulier I’accent sur ’analyse d’une
singularité du probleme observée expérimentalement : pour le probleme avec
poussée faible, le transfert sur une orbite géostationnaire présente une in-
version de poussée a un passage au périgée de ’ellipse osculatrice. On ap-
plique les conditions du second ordre pour montrer 'optimalité de la trajec-
toire extrémale transférant le systéme d’une orbite basse et allongée a ’orbite
géostationnaire.
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6.2 Modélisation du probleme

L’engin spatial est assimilé a un point matériel de masse m, soumis a
I’attraction terrestre et & une force de propulsion F. En premiére approxi-
mation, le systeme s’écrit

. q F
S ST 6.1

§=—pg+ (6.1)
ou ¢ désigne le vecteur position du satellite dans un référentiel IJK dont
lorigine est le centre de la terre, et u est le parametre d’attraction de la
planete. Le systeme libre F' = 0 correspond aux équations de Kepler. Pra-
tiquement, la poussée est limitée, |F| < Fiax, €t on peut changer son orien-
tation. La propulsion se fait par éjection de matiere, a vitesse v, et il faut
rajouter au systeme 1’équation

dm F

dm _ _|F| (6.2)

dt Ve
Dans le probleme a poussée faible, la force de poussée est petite comparée a
la force d’attraction. L’état du systéme est = (g, ¢). Le probléme a résoudre
est de transférer le systeme d’un état initial & une orbite donnée (par exemple
géostationnaire) pour le probléeme de transfert orbital, ou en un point de cet
orbite.

6.3 Intégrale premiere de Laplace et intégration
des équations de Kepler

Proposition 55. Considérons l’équation de Kepler ¢ = —,u%. Les quantités
r

suivantes sont conservées au cours du mouvement :

e c=qA¢q (moment cinétique) ;
o L= fug + ¢ A ¢ (intégrale de Laplace) ;
r
. 1o, o, .
o H(q,4) = =¢°— = (énergie).
2 r
Preuve. La conservation de I’énergie est standard et il en est de méme
pour le moment cinétique. La conservation du vecteur de Laplace résulte du
degré d’homogénéité du potentiel. Prouvons ce résultat. Soit ¢(¢) une courbe
différentiable de R® et r(t) sa longueur. Puisque 72 = ¢.¢ (produit scalaire),
on a .7 = q.q, et si ¢ # 0 on obtient

da (g) _ri—rq _ (¢-9)q — (2-9)q
dt \r r2 r3

Avec (a Ab) Ac = (a.c)b— (b.c)a, il vient
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d (q> _@ndArg

dt \r r3
D’ou
drgy_  (@AN@ANg_ chg
71“’% - - 3 - _l’l’ 3
T T r
. q
et, avec ¢ = —p—,
T
d rq ..
— (=) =qgAc
Mdt (7‘) ane

En intégrant avec ¢ constant, on obtient
M(e + 4 ): gANc
r
ol e est un vecteur constant. On pose L = pe.

Lemme 41. On a les relations suivantes entre les intégrales premiéres :

1. L.c=0, et si c#0, L est contenu dans le plan du mouvement.
2. L% = p? +2Hc?.

Preuve. Puisque ¢q.c =0, on en déduit L.c = 0, d’out 1). Prouvons 2). On a
L= _Mg + q A c,
r

donc

24-9

. . q .
+(GAc)(GgNc)— 2,u;.(q Ac).
Or g A c| =ql|c|| sin(d)| ou 8 est ’angle entre ¢ et ¢, donc
(4N o) =g,

car ¢ et ¢ sont orthogonaux. D’ou

LL =2+ —2uL.gno).
r
En utilisant la relation du produit mixte, ¢.(¢ A ¢) = (¢ A ¢).c = ¢, il vient

L.L=p2+c (q2 - 25) = 4% +262H,
T

1
car H = =¢%>— ﬁ. D’ott le résultat.
r

Proposition 56. Si ¢ = 0, q et ¢ restent alignés sur une droite et il y a
collision. St c# 0, on a :
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e si L =0, alors le mouvement est circulaire uniforme ;
o siL#0 et H<O, alors la trajectoire est une ellipse donnée par

02

r= ,
p+ || L] cos(6 — 6o)

ou 0y est l'angle du périgée ;
.
SN
c r
Preuve. Avec L = e, la relation de Laplace s’écrit
I (e + Q) =qgAc,
r
et en faisant le produit scalaire avec ¢ il vient
uleg+r)y=(GAc)g=(gNq§).c=cec.

On a donc deux cas :
2
. c . . . .
e sie =0, alors p = — et le mouvement est circulaire, donc circulaire

7
uniforme d’apres la loi des aires ;
e siez#0,alors e.q=|e|rcos f, ou f est Pangle entre e et g, soit

ool
1+ |e|cos [~

On a donc prouvé 1) et 2) et |e| est excentricité de lellipse. La relation 3)
revient a calculer ¢ a partir des équations définissant ¢ et L.

Notations. On introduit les notations suivantes :

e I : projection (q,q) — (¢, L) ;
L4 Ze:{(q7Q)|H<Oac7é0}a
D={(c,L) | e.L =0, c£0, |L| < p}.

Le résultat suivant résulte de nos calculs.

Proposition 57. 1. Y. est l'union des orbites elliptiques.
2.11(%.)=D et ¥, =II"1(D).
3. La fibre IT=Y(c, L) consiste en une unique orbite orientée.

Définition 70. X, s’appelle le domaine elliptique (resp. domaine 2D-elliptique
dans le cas plan).
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6.4 Parametres orbitaux

Les coordonnées cartésiennes sont mesurées dans un référentiel IJK ou I.J est
le plan équatorial. Un point matériel sur une orbite Keplerienne est repérable
par ses six parametres orbitaux :

e lellipse orientée coupe le plan équatorial en deux points opposés qui for-
ment la ligne des noeuds et I'angle {2 désigne la longitude du noeud as-
cendant ;

e w est Pargument du périgée, angle entre ’axe du noeud ascendant et 1’axe
du périgée ;

e j est l'inclinaison de 'orbite par rapport au plan équatorial et représente
I’angle entre K et e ;

a est le demi-grand axe de D’ellipse et P le parametre de Dellipse ;

e son excentricité ;

f est anomalie vraie, angle entre le point sur l'orbite par rapport a son
périgée.

La longitude vraie est ’angle [ entre I et g, que 'on écrit par abus de
notation [ = 2 + w + f, exprimant le fait que 'on peut amener I sur ¢
avec trois rotations successives. On note de facon identique la longitude dite
cumulée.

Les coordonnées précédentes présentent une singularité dans le cas d’orbites
circulaires ou situées dans le plan équatorial. On préfere utiliser des parametres
dits équinoxiaux évitant ces singularités. Ils sont donnés par a, e (vecteur ex-
centricité) colinéaire au vecteur de Lagrange, [ et le vecteur h colinéaire a la
ligne des neeuds et défini par

hi = tan(i/2) cos(§2), he = tan(i/2)sin((2),

qui est nul pour les orbites équatoriales.
On introduit de plus

e1 = |e|cos@, ey = |e|sinw,

ou w est ’angle entre I et e.

6.5 Décomposition de la poussée

Notons F; les champs de vecteurs i = 1,2, 3, identifiés respectivement a

0
94
1, J, K. La force de propulsion s’écrit

3

F = ZuiFi,

i=1
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ol u; désigne les composantes cartésiennes du controle. La force peut étre
décomposée dans un repere mobile fixé a I’engin spatial. On en utilise deux
particuliers qui sont définis si g A ¢ #0 :

e le repére radial/orthoradial (F., F,, F),
e le repeére tangentiel/normal (Fy, F,,, F.),

selon que le premier vecteur est orienté le long de la position ou de la vitesse
de l'engin. Les deux premiers forment le plan osculateur et le troisiéme est
normal a ce plan et donc colinéaire au vecteur moment cinétique ¢ = ¢ A ¢,
les triedres étant orthonormés directs. Le systeme s’écrit

3
mg = K(q) + ZUze
i=1

En particulier, en notant v = (ug, ty, u.) la décomposition de u dans le repere
tangentiel/normal, on a u = R(x)v, ou R est un élément de SO(3), groupe
des matrices orthogonales directes, qui représente la matrice de passage du
repere cartésien au repére mobile.

6.6 Méthode de variation des constantes

Pour comprendre 'effet de la propulsion, notamment dans le cas d’une poussée
faible, on utilise la méthode de variations des constantes de Lagrange. On écrit
le systeme (6.1) sous la forme

3
@ = Fy(z) + Z u; Fi(x),

ol Fy est le champ de Kepler. On pose z(t) = (exptFp)(y(t)), ol exptFy
désigne le groupe a un parametre obtenu en intégrant les équations de Kepler ;
y(t) est alors solution de

y(t) = G(t,y(1)),

ou G(t,y(t)) est 'image de Z = 23:1 u; F; par exp —tFy et se calcule pour ¢
assez petit par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff

(dexptFo)(Z) =) gad”Fo(Z). (6.3)

Un point fondamental est que la méthode de variation des constantes ap-
pliquée au probleme de Kepler soumis a ’action d’une force perturbatrice

conservative F' = D0 a permis a Lagrange d’introduire des coordonnées sym-
q

plectiques
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q= (27‘;702 \/E,C’cosi), p=(1,w,02),

ou P désigne le parametre de l’ellipse et 7 I'instant de passage au périgée. Les
équations du mouvement prennent la forme

_OR . 0R
q_ap7p_ aqa

qui sont les équations fondamentales de la théorie planétaire de Lagrange. En
termes modernes, Lagrange a introduit un systémes de coordonnées symplec-
tiques formé d’intégrales premieres du probleme de Kepler. Pour les détails et
les applications & la théorie lunaire, voir par exemple [57].

6.7 Représentation du systéme dans les coordonnées
équinoxiales

Pour comprendre 'action de la poussée sur les caractéristiques géométriques
des orbites elliptiques, la meilleure représentation est d’utiliser les coordonnées

équinoxiales. Dans ce chapitre, on va utiliser les deux systemes suivants, voir
(27, 74, 16] :

e Systeme 1

da 2 [a®*B
de; 1 aA<2(61 +cosl)Du
at m\/;D B ‘
 2erezcosl —sinl(ef — e3) + 2e, —I—Sinlu )

B
A
- /gBeg(hl sinl — hg cosl)u,

dey 2(ez —|—sml)Du
dt  m !

+2€162 sinl + cosl(e? — e3) + 2e; + cosl

B o
A
+\/§Del(h1 sinl — hs cosl)u, (6.4)
% — l ﬁég cos lu
dt  m\/ pD 2 ¢
dhs 1 [aAC
— = /== —sinlu,

dt m MD2

l
%: /a3A3 m\/> (hy sinl — ho cosl)u,
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avec

A=4/1—-¢?—¢3,

B= \/1+2elcosl+2egsinl—|—6f—|—e§,
C =1+ hi+h3,
D =1+ejcosl+eysinl.

e Systéme 2

ap 1 P2P

dt

der sinl u cosl+€1+COSl —@u

dt m " w tor w e

@—— —cosl u sinl + €2 + sinl +@u

dt - m " W OT W ¢ (6.5)

%— L Eggcoslu
dt ~ m uWw 2 ¢

dhs 1 /PZC

dt m uWw 2
dl uw? 1 [PZ

dt P P m MWUC

avec
C =1+ hi + h3,
W =1+ejcosl+ eysinl,
Z = hysinl — hy cosl.
La relation entre a et P est
P

VIl

, . L . .
L’apogée 7, et le périgée r, sont donnés par les relations

= a(l+le]), rp = a(l —[e]).

Pour la mise & poste sur une orbite géostationnaire, il faut imposer a l'instant
final

le] =0, |h|=0.

Si on considére que la masse est variable, il faut ajouter 1’équation
supplémentaire



6.9 Le probleme de controlabilité 129
m = —d|ul.

Pour étudier le probleme plan, il suffit d’identifier, dans les équations ci-
dessus, le plan du mouvement au plan équatorial (I,J), d’imposer h = 0
et d’orienter la poussée dans ce plan, ce qui revient a poser u, = 0. On définit
ainsi un probleme plan. Le domaine elliptique associé s’appelle le domaine
2D-elliptique. les trajectoires correspondantes sont orientées positivement par
définition si I'inclinaison est nulle.

Enfin un reparamétrage standard est de paramétrer les trajectoires par
la longitude [ au lieu de t, l'effet de la poussée sur un tour de l'orbite étant
mesuré simplement en intégrant les équations de 0 a 2.

6.8 Coordonnées en rotation

Pour le probléme de rendez-vous, le systéeme peut étre représenté dans le repere
en rotation du probléme circulaire restreint. L’effet de cette transformation
est de fixer le point terminal. Le référentiel est en rotation autour de 'axe K,
et la nouvelle position notée @ vérifie

q(t) = (exp 2LK)Q(),

0-10
ou K est la matrice antisymétrique | 1 0 0 |, et {2 est la vitesse de rotation
000
de la Terre. Les équations écrites avec le formalisme de Lagrange sont corrigées
par une force de Coriolis et d’entrainement.

6.9 Le probleme de controlabilité

6.9.1 Préliminaires

Le systeme s’écrit en coordonnées cartésiennes
3
T =Fy(x)+¢ E u; Fy(x),
i=1

ou z = (q,q4), >0, et

0 q O 0
Fo=(e —pLt o Fi=—" i=123.
L’ensemble des controles admissibles est ’ensemble U des applications con-
stantes par morceaux & valeurs dans U = {> ", u? < 1}. On restreint I'état

au domaine elliptique, x € X.. Le repere tangentiel /normal est le repeére le
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mieux adapté pour décomposer la poussée pour au moins trois raisons. La
premiere est d’ordre technologique car en pratique il y a des restrictions sur
l’angle de la poussée par rapport a Fy, u € C1(a) ou u € Cq(a)J—C1(a),
ou C1(«a) est le cone d’angle « et d’axe F;. La seconde raison est d’ordre
géométrique : la variation de la direction du contréle au cours d’une orbite
doit étre mesurée par rapport au vecteur vitesse. Enfin, un effet important et
bien étudié en mécanique spatiale est 'effet du frottement Fp de I’atmosphere
sur les orbites. Cette force est opposée a la vitesse (relative) de l'engin et son
module est donnée par %pvQSC’D ou p représente la densité atmosphérique.

6.9.2 La structure de 1’algébre de Lie du systéme

En coordonnées cartésiennes et en décomposant la poussée suivant le repere
tangentiel /normal, les champs de vecteurs de dérive et de commande s’écrivent,
pour tout = = (q,q) € RS,

Fo(z) = da% - M|qq||388(j’
Fy(z) = ”j”(fq
ANg O
Fo(r) = ma@) o
Fula) = Ffo) A Fia) = A0 2

Proposition 58. Pour tout x = (q,q) € RS tel que ¢ A ¢#0, on a
Lie,{Fy, Fy, F., F,} = RS.
De plus,

Lie {Fy, F},F.,F,}
= Vect {Fo(x), Fi(x), Fe(x), Fr(x), [Fo, Fe](x), [Fo, Fn](x)}.

Preuve. Un calcul simple des crochets de Lie donne

qNqg O
F>Fc x) = TR
[Fo, Fel(z) lla A dll Oq

T AT 3955
lgllllg A dll da ~ iql* 1)) 4
On en déduit alors que, pour tout z € RS, les vecteurs Fy(z), Fy(z), F.(z),

F,(x), [Fo, Fe](x), [Fo, F,.](x) sont indépendants.

Afin de définir les politiques de commande géométriques il est important
de décrire les algebres de Lie engendrées par {Fy, Fi}, {Fo, .} et {Fp, F.}.
On a les résultats suivants.
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Proposition 59. Pour tout x = (g,q) € RS tel que g A ¢ # 0,

o la dimension de Lie,{Fy, F}} est 4 ;
o la dimension de Lie,{Fy, F,} est 3 ;
e la dimension de Lie,{Fy, F.} est 4 si L(0) # 0, et 3 sinon.

Preuve. 11 suffit de calculer les crochets de Lie successifs.

1. Pour tout z = (¢,q) € R tel que ¢ A ¢#0, on a

1 .q ANGYNG O
(B, F) = o Foa) + 0D ) 9, UND NGO
ol ] ol [4lF 24

4]l
(qANg) NG O
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[Fo, [Fo, Fi]l(z) = —2p———5"—5 = + a1 Fo(z) + a2 Fy(x) + as[Fy, Fy](x),

3013
lglI” lldlI* O

(2) 1(q.q)

[Fy, [Fo, Fl(2) = — ——5 Fo(a Fy(x) + —[Fo, F)(x),
4] llqll

gl 1alP
[Fb7 [Fo, [Fo, FtH](LI}) = 0 Il'lOd Fo,Ft, [F07Ft], [Fb7 [FQ,Ft]],
[Fy, [Fo, [Fo, Fy]]](z) = 0 mod Fy, Fy, [Fo, Fy], [Fo, [Fo, F]],

avec
) mla-q)  3(g-9)
- 3 -113 PETIATR
lgll” [IglI”  llgll” l4ll
112
o 2 (q0)? = [lg A gl
a2 = =73 6 -4 ]
4l llall” llall
_u(qq9) 3(q.9)
az =

- 312 2
lall” llgl] llqll

d’ou le résultat.
2. Pour tout * = (¢,q) € R tel que ¢ A ¢ # 0, on a
[Fo, Fa)(@) = ﬁ‘? OGO g N0
qllllandll Og gl [|g]° " Od
[Fo, [Fo, F]](z) = a1 Fo(z) + coFn (),
Lol ndl

[Fn, [Fo, Full(z) = —5 Fo(z) 531 (T),
4]l llall” ll4ll
avec
~ 2]lg A4l
1 = 3 .13
|l (|4l
12 . 20 .2
_ g2 dandl” o 3(ad)* — 2al” 4l
= 6.4 M 5.2 )
llall” [14ll all” (|4l

d’ou le résultat.
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3. Pour tout x = (g,q) € RS tel que ¢ A ¢ # 0, on a

_ ahg 9
Bl = gt o0
[Fo, [Fo, Fol)(x) = —ﬁmm,

[F., [Fo, F.]|(z) = ||d]1* Fo + (@9 (aAd A &

landl?lla)* 9d

AGAG) O
+< étq. 2Jr(q (J)- 2q> o
llall” 4]l dl q

[Fo, [Fe, [Fo, Fe]]](x) = 0,

la|I” (¢-9)
Fe, [Fe, [Fo, Fel|(z) = ——— s [Fo, Fe|(2) — —— 5 Fe(x),
[Fe, [Fe, [Fo, Fe]]| () i ndl [Fo, Fe](x) i ndl (z)

d’ou le résultat.

Corollaire 16. Pour le systéme restreint au domaine elliptique avec une seule
direction de poussée, les orbites sont les suivantes :

direction Fy : lorbite est le domaine elliptique 2D ;
direction F,, : Dorbite de dimension 3 est l'intersection du domaine ellip-
tique 2D avec a = a(0) ;

o direction F, : lorbite est de dimension 4 si L(0) # 0 (resp. 3 si L(0) =0)
et est donnée par a = a(0), |e| = |e(0)].

Proposition 60. Pour le systeme restreint au domaine elliptique, chaque
point de lorbite est accessible.

Preuve. Dans le domaine elliptique, chaque trajectoire du systeme libre est
périodique et le champ est donc Poisson stable. Le systeme restreint a une
orbite est donc contrélable, d’apres le théoreme 35.

Proposition 61. Soit le systéme mono-entrée Fy + uF}, |u| < e, restreint au
domaine 2D-elliptique. Alors le contréle uw = 0 est régulier et lapplication
extrémité est ouverte.

Preuve. En effet, on a dim{ak*FoF;, k = 0,...,4+00}e,. = 4, et le résultat
se déduit de la proposition 13.

6.9.3 Les politiques de commande géométrique
En décomposant les coordonnés équinoxiales en x; = (a,e1,ea,h) € R® et [,
le systeme s’écrit

3
T = ZuiG’i(Ihl)a l: F(Z‘1) + g(l7x1)u3?

=1
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avec Uy = Uy, Ug = Uy, U3 = Ue.

Le premier sous-systeme décrivant le probleme de transfert orbital est
symétrique. Une politique de commande standard utilisée par exemple en
robotique [45] est de donner un chemin v : [0,1] — D joignant l'orbite
initiale & l'orbite finale. La structure de l'algebre de Lie et la formule de
Baker-Campbell-Hausdorff permet d’approcher ce chemin par une trajectoire
du systeme. C’est 'objectif de la suite de ce chapitre. L’approximation peut
se faire soit par stabilisation, soit par des trajectoires temps minimales. Le
choix du chemin est également crucial et doit se décider par des arguments
géométriques. Par exemple pour le transfert d’une orbite basse a l'orbite
géostationnaire, un choix géométrique est de réaliser la mise a poste en gardant
la ligne des noeuds et la direction du vecteur de Laplace fixes, la politique de
commande consistant alors a augmenter le demi-grand axe, arrondir ’ellipse
en diminuant I’inclinaison.

6.10 Transfert d’orbite par la méthode de stabilisation
Le systeme s’écrit
" F
q= 7#% + —,
T m

et la cible est une orbite elliptique paramétrée par (¢, Lr) € D. Soit k > 0
un poids. Considérons la fonction

) 1 ) 1 )
V(g,q) = Skle(g,d) = er|? + KL 4) - Ly|?,

ou | | représente la norme euclidienne. On va choisir une poussée F telle que
—V(q,¢) <0 le long des trajectoires. Dans les coordonnées c et L, le systéme

dt
se projette en les équations

Lelgi)=ant
dth’q_q m’

d F
ZLg.q)=F N+ g ).
pr (4,4) /\C(q,q)+qA(q/\m)

En notant AL = L — Ly et Ac = ¢ — ¢, on obtient
d F
Vg q) = —.
7V @d)=—

Notons

(kAcNq+cNAL+ (AL AG) Aq).

W =kAcANq+cNAL+ (ALA§) Ng.

d
Un choix canonique de force a appliquer pour que la condition %V(q, q) <0

soit vérifiée est
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L= faam,

ou f(g,q) > 0 est arbitraire de sorte que

d : :

dt

La conclusion résulte d’un théoréme sur la stabilité du a LaSalle utilisant la
notion d’ensemble w-limite et d’un calcul explicite d’ensemble invariant pour
les trajectoires du systeme, apres bouclage.

6.10.1 Ensemble w-limite et théoréme de stabilité de LaSalle

Définition 71. Soit & = X (z) une équation différentielle lisse sur un ouvert
2 de R™, et soit x(t, zo) la solution issue ent = 0 de xqg, supposée définie pour
t > 0. On dit que y est un point w-limite s’il existe une suite t,, croissante et
tendant vers l'infini lorsque n tend vers linfini, telle que

Jﬁ(tml”o) — Y lorsque n — .

On note 27 (xg) lensemble des points w-limites. Les résultats suivants sont

standards (voir [61]).

Proposition 62. Si 27 (zg) est non vide et borné, alors x(t,zo) tend vers
021 (o) lorsque t tend vers linfini.

Proposition 63. Si la demi-trajectoire {x(t,xz¢) | t = 0} est bornée alors
2% (xg) est non vide et compact.

Proposition 64. 2% (zg) est un ensemble invariant, qui consiste donc en une
réunion des trajectoires.

Proposition 65. Soit V : 2 — R lisse et V = L,V la dérivée de V le long
des solutions. Si V < 0 alors pour tout xo € 2, V est constante sur 27 (xg).

Théoréme 39 (LaSalle). Soit K un ensemble compact de 2, V une fonction
lisse telle que V(z) < 0, pour tout x € K. Notons E = {z € K | V(x) = 0},
et soit M le plus grand sous-ensemble invariant de E. Alors, pour tout xq tel
que x(t,x0) € K, pour tout t > 0, x(t,x0) tend vers M lorsque t — +0o0.
Preuve. Puisque V est constante sur 27 () et que 27 () est invariant, on a
V =0 sur 27 (z0). Donc 2% () € M. Puisque K est compact, 27 (zo) C K
est compact. Or x(t,x¢) — 2 (o) lorsque t — +o0.

Corollaire 17. Soit & = X (x) une équation différentielle sur R™ et soit V :
R™ — R lisse, bornée inférieurement telle que V(x) — +oo quand |z| — +00
et telle que que V(z) = LxV <0, pour tout x. Notons E = {x € R" | V(z) =
0}, et M le plus grand sous-ensemble invariant de E. Alors toutes les solutions
sont bornées quand t — +oo et tendent vers M.
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Preuve. Soit xy € R™ et posons V(xg) = . L'ensemble K; = {z | V(z) = I}
est fermé, borné donc il est compact. Comme V < 0, cet ensemble contient
aussi {z(t,z9) | t > 0}. Soit E; = {x € K; | V(z) = 0} et M, le plus grand
invariant contenu dans Ej, donc z(t,x29) — M; lorsque t — 400 et M; C M.

6.10.2 Stabilisation des systémes non linéaires via le théoréme
de LaSalle : la méthode de Jurdjevic-Quinn

Une des applications importantes des résultats précédents est le théoreme de
Jurdjevic-Quinn que 'on présente maintenant dans le cas mono-entrée, le cas
général étant similaire.

Théoreme 40. Soit un systéme lisse de R™ de la forme & = X (x) + uY (x)
avec X (0) = 0. On fait les hypothéses suivantes :

1. Il existe V : R™ — R, lisse, bornée inférieurement telle que V(x) — +00
quand |x| — +oo et de plus :

a) g—v %0 sauf en 0.
x
b) LxV =0, i.e. V est une intégrale premiére de X.
2. F(z)={X(z),Y(2),[X,Y](x),...,ad*X.Y (2),.. . }e.o.= R" sauf en x =0.

Alors le feedback u(x) = —LyV (x) stabilise globalement et asymptotique-
ment lorigine.

Preuve. Considérons 'équation différentielle & = X (z) + 4(z)Y (x) ou 4(x) =
—LyV(z). Puisque LxV =0, on a

V(x(t)) = (LxV +aLyV)(z(t)) = —(Ly V(x(t)))%

D’apres le corollaire de la section précédente, x(t, xg) — M lorsque t — +o0,
ol M est le plus grand ensemble invariant contenu dans V = 0. On va montrer
que M = {0}. L’ensemble V =0 est 'ensemble Ly V = 0 et sur cet ensemble
@ = 0. Donc une trajectoire x(t) contenue dans M est solution de & = X (x).
On a donc

d
—LyV =LxILyV =0
ny xLy

le long de z(t). Or on a la relation
Lixyj=LyoLx —LxolLy

par définition du crochet de Lie et donc
Lixy)V=LyoLxV —LxolLyV.

Puisque LxV = 0, on obtient
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(Lix,yv1V)(x(t)) = 0.

En dérivant cette relation et en itérant le processus on en déduit
LxV=LyV=...=L,pxxyV=...=0

le long de z(t). Donc
e | g—‘;(@ 1L {X(@), Y (@),..,ad"* XY (2),... }}.

oV ov
Donc B 1 F,or F(z) = R" sauf en 0 et %(m) # 0 sauf en z = 0. Donc

M = {0} et le résultat est prouvé.

6.10.3 Démonstration de stabilité asymptotique locale de 'orbite
(ery LT) par la méthode de LaSalle

Notons B; = {(¢,L) | di((¢, L), (cp,Ly) < 1} ol dj est induite par V =
klc — cr|* + |L — Lt| et choisissons Iy assez petit de sorte que By, C D. Soit
K;, = OI7Y(B,,) ou II est la projection (q,4) — (c,L). L’ensemble By, est
le produit fibré des points (¢, L) & distance dy de (cr, Lt) fois le fibré S*
difféomorphe & ellipse Keplerienne passant par (¢, L).

Lemme 42. L’ensemble K, est un ensemble compact.

En utilisant le théoreme de LaSalle, chaque trajectoire du systéme bouclé
issue d’un point xo = (qo, do) de K, va tendre vers M, le plus grand ensemble
invariant contenu dans V = 0. Or V = 0 équivaut & W = 0. On va calculer
cet ensemble par une méthode géométrique, ce qui est une variation du calcul
algébrique du théoreme de Jurdjevic-Quinn. On a donc

kAcNqg+cNAL+ (ALANG)ANg=0. (6.6)
En faisant le produit scalaire avec ¢, il vient

g(cNAL)=0 < AL.(¢Ac)=0.
La trajectoire ¢(t) est une ellipse Keplerienne et est contenue dans un plan
perpendiculaire a ¢, IT = {q(t) A c}e.., et, avec AL.(q A c) =0, on en déduit
que AL = Ac, ou ¢ est un vecteur constant. En reportant dans (6.6), il vient

(kAc—AgAc)) Ag=0.

OrL=(¢Nc)— ug, ce qui entraine
r

(kAc— AL)Ag=0.
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Donc le vecteur constant kAc — AL reste parallele a ¢, ou g décrit une ellipse,
donc
A

kAc =\ <— CT:c—EL.

Comme AL = Ac, il vient
LT =L - )Ac

On en déduit

L2
O=cr.Lt=—-\ <02 + k) R

et avec ¢ # 0, il vient A = 0, et en conséquence ¢y = ¢, Ly = L.

6.10.4 Stabilité globale

La méthode précédente est susceptible de fournir des lois globales pour réaliser
le transfert d’une orbite initiale (c¢y, Ly) & une orbite finale (¢, L7). En effet
on réalise le transfert en restant dans le domaine D ou ¢ # 0 et |L| < p.

On peut observer que le domaine D est connexe par arcs et il existe
un chemin « : [0,1] — D joignant 'orbite initiale (c¢y,L;) & (cr, Lr). On
peut choisir sur I'image de v un nombre fini (¢1, L1),..., (cn, Ly) de points
intermédiaires, images de temps t; < ... < ty, de sorte que les boules
di((c, L), (c1, L)) < lo soient contenues dans D, et que (¢;, L;) appartienne a
la boule de centre (¢;11, Li+1). On transfere alors (¢, Ly) a (cr, L) en ap-
pliquant de fagon successive le feedback précédent, en faisant converger vers
les points intermédiaires (voir [18]).

Le domaine D est aussi topologiquement tres simple et ’on peut redessiner
la fonction de Liapunov V pour que, dy désignant la distance associée, la
boule dont le rayon est dy ((cy, Ly), (cr, L7)) soit entiérement contenue dans
D. C’est Papproche proposée dans [25] ott I'on choisit V' propre sur D avec
V — 400 lorsque ¢ — 0, |L| — p, les bords du domaine.

6.11 Le principe du maximum et les conditions
de transversalité

On rappelle la formulation générale du principe du maximum. On considére
un systeme lisse

&= f(z,u), x € R",

ou les variétés initiales et finales sont notées My et M;. L’ensemble des
controles admissibles U/ est I’ensemble des applications mesurables bornées
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u : [0,T] — U, ou U est un sous-ensemble de R™. A un contréle u(t) de
réponse z(t) sur [0, 7], on assigne un cofit

T
Clu) = / £ (), ult))dt,

ol fO est une fonction lisse. On introduit I’état augmenté

trajectoire du systéme augmenté z = f (z,u), ou f est défini par les équations
T = f(xvu)a io = fo(ﬂi,u).

Soit = (p,po) € (R™ x R)\{0} le vecteur adjoint associé & Z et H le hamil-
tonien

H(Z,p,u) = (p, f(T,u)).
On a le résultat suivant.

Théoréme 41. Soit le systéme & = f(x,u) avec pour ensemble des contriles
admissibles 'ensemble U. Si u* est un contréle optimal sur [0, T*] transférant
le systéme de My a My, le temps de transfert étant non fixé avec une réponse
augmentée T*(t) = (2*(t),2°*) alors il existe p*(t) = (p*(t),p"*) # 0, absol-
ument continu tel que les équations suivantes soient vérifiées presque partout
pour le triplet (T*,p*,u*) :

OH

_ 7(~* ~x S aﬁ * K
= 8]3

xz,p 7U/*)a p :_%(i‘ , D 7U’*)a

Sk

H(z*(t),p*(t), u*(t)) = max H(@* (1), 5" (1), w).

De plus, on a, pour tout t € [0,T*],

ma (3 (), 5* (1), u” (1)) = 0,

et p° < 0. Enfin, on a les conditions de transversalité
p*(O) L Tz*(o)MO, p*(T*) 1 Tx*(T*)Mla
ou T, M désigne l’espace tangent.

Corollaire 18 (temps minimal). Considérons le systéme de R™, & =
f(z,u), w € U, et le probléme de transférer le systéme de My en My, en
temps minimal. Si u* est optimal sur [0, T*], de réponse x*, alors il existe un
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vecteur adjoint p* absolument continu tel que, si H(x,p,u) = (p, f(z,u)), les
équations suivantes sont vérifiées presque partout :

g 8H( * * *) .k aH( * * *)
= — =——(x u
x ap '1: 7p 7u b p ax 7p ) 9

H(z*(t), p*(t), w* (1)) = max H(2" (t), p*(t), w).

De plus max,ecy H(z*(t),p*(t),u) est constant positif, et sont vérifies les
conditions de transversalité

p*(O) L Tx*(O)MO, p*(T*) 1 Tx*(T*)ML

Définition 72. Une trajectoire (&(t),p(t),u(t)) solutions des équations du
principe du mazimum est dite extrémale.

6.12 Principe du maximum et probléme
sous-Riemannien avec dérive

Définition 73. On appelle probleme SR avec dérive le probléme du temps
minimal pour des systéemes de la forme

%m(t) = Fo(a(t) + Y wi(t)Fy(x(t)),
i=1

otz € R", et le contrile u = (uy, ..., unm) vérifie la contrainte Y -, u? < 1.

6.12.1 Calcul générique des extrémales

Introduisons les relevements Hamiltoniens P; = (p, F;(z)), pouri = 0,1,...,m,
et notons X' la surface dite de commutation définie par

Le Hamiltonien du systeme est H = Py + Zzl u; P;. La condition de max-
imisation de H donne en dehors de la surface de commutation X' la relation

P; )
U= ———=, i=1,...,m.

VI P

En reportant u; dans H, on obtient le Hamiltonien H = P, + (Z:’;l Pf)l/?.
Les extrémales correspondantes sont dites d’ordre 0. D’apres le principe du
maximum, les trajectoires optimales sont contenues dans H > 0 et celles
contenues dans H = 0 sont dites exceptionnelles.
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Proposition 66. Les extrémales d’ordre 0 sont lisses, le controle extrémal est
sur le bord du domaine de commande et elles correspondent a une singularité
de Uapplication extrémité u — x(t,xo,u), pour la topologie L, avec u €
S™=1 g sphére unité.

Preuve. Le résultat est clair : pour les extrémales d’ordre 0, le maximum de
H sur >i"  u? < 1 est atteint sur le bord i, u? = 1. Elles doivent donc en
particulier correspondre a une singularité de ’application extrémité pour des
variations L, du de u tells que u.0u = 0 car on se restreint a des controles
ue SmL

6.12.2 Extrémales brisées et extrémales singuliéres

Pour construire toutes les extrémales du systeme, il faut analyser le comporte-
ment des extrémales d’ordre 0, au voisinage de la surface de commutation. En
particulier on peut concaténer deux arcs d’ordre 0 en un point de X' & condi-
tion de respecter les conditions de Weierstrass-Erdmann

p(t) =p(ty), H(t) = H(ty),

ou tp est le temps a la traversée. Ces conditions résultent du principe du max-
imum, mais la condition de conservation du Hamiltonien n’est pas nécessaire
par des variations L> du contrdle de référence. Les extrémales singulieres sont
contenues dans la surface X et vérifient les relations P, = 0 pouri=1,...,m.
Soit z(t) = (z(t),p(t)). Les courbes ¢t — P;(z(t)), i = 1,...,m sont absolu-
ment continues, et en dérivant il vient

Pi={P, P} + Y u{Pi B}, i =1, m. (67)
i

On note D la distribution Vect {Fy(x),..., Fp(z)}.

Proposition 67. On peut raccorder toute extrémale d’ordre 0 convergeant
vers un point zo = (xo,*) de X avec toute extrémale d’ordre 0 issue d’un
point zg de X, pour former une extrémale, et le Hamiltonien vaut Py au point
de jonction. Si [D, D](x¢) C D(x0), le vecteur (Py,. .., Py) reste C* au point
de jonction.

Preuve. La premiere condition est claire car le raccordement est C° et H
=Py+>." u;P;, = Py si P, =0. En un point de X, p € D+ et si [D, D](z)
C D(xo), la relation (6.7) implique P; ={P;, Py}, i=1,...,m pour P; = 0,
j=1,...,m et P; reste C".

6.12.3 La IT-singularité et son modéle nilpotent

On va analyser le comportement des extrémales d’ordre 0, au voisinage de
la surface de commutation. On se limite au cas m = 2, et le systéme s’écrit
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T = Fo(l‘) + ’U,lFl(:Z?) + UQFQ(SC). Le Hamiltonien est H = PO + U1P1 + ’LLQPQ,
et pour les extrémales d’ordre 0, le controle est donné par

P, P,
U = ————, Uy = ———.
Y /PP p Y JPPiPD

Elles correspondent a des singularités de I’application extrémité en paramétrant
les controles tels que u? 4+ u3 = 1 par u; = cosa et up = sina.
Le systéme (6.7) prend la forme

Py = {P1, Py} + ua{ Py, P},

Py = {Py, Py} — ui{Py, P2} (6.8)
On fait un éclatement en coordonnées polaires,
Py =rcosf, P, =rsind,
et le systéme (6.8) s’écrit
0= —% {P1, Py} +sin0{Py, Py} — cos 0{Ps, Ry }), (6.9)
7 = cosO{ Py, Py} + sin6{Ps, P }. (6.10)

Une approximation nilpotente est de choisir les champs de vecteurs Fp, Fy
et Fy de sorte que tous les crochets de longueur > 3 soient nuls. En dérivant,
il vient alors

%{Pth} — (P PY Pyl A w {{P1, BY, P} + us{{P1, P}, Py} = 0,

et de méme, %{Pl,PO} = %{PQ,PO} = 0. Pour une extrémale donnée, on
peut donc poser

{P1,Po} =0, {P1, P} = a1, {P, Py} = az,
ou a1, as,b sont des constantes.
Le systeme(6.9)-(6.10) peut étre intégré en reparamétrant le temps, par
exemple en posant ds = —. Les trajectoires passant par Y avec une pente
r

bien déterminée sont données en résolvant I’équation 6 =0.
Placons nous en un point dit d’ordre un ou I'un des crochets de Poisson
{P1, Py} ou {P,, Py} est non nul. En posant Fj = cos aF; + sin aFs, on a

{Py, Py} = cosa{ Py, Py} + sina{ Py, Py}

On peut donc imposer {P2, Py} = 0, quitte & faire une rotation. La condition
6 = 0 donne

{Pl,PQ} + sinG{Pl,Po} = O,
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avec {Py, Py} # 0. Pour analyser les trajectoires convergeant vers ou issues
de P, = P, =0, on doit donc résoudre b+ a1 sinf = 0, avec a; # 0.

L’équation admet deux racines y < 61 sur [0,27[, si et seulement si
[b/ai| < 1 et 8p = 0,07, = =, si et seulement si b = 0. En un point ou
[D,D] C D, on a nécessairement b = 0.

Par ailleurs, on vérifie aisément que si 6y # 601, alors cosfy et cosf; sont
de signes opposés. On a donc une trajectoire qui arrive exactement en P; =
P, = 0 et une trajectoire qui part de ce point.

Définition 74. Le cas nilpotent consiste a choisir un systéme en dimen-
sion 6 ot les champs de vecteurs Fy, Fy, Fa, [Fy, F1], [Fo, Fa] et [F1, Fy] sont
indépendants.

En posant P, = rcosf, P, = rsinf, on a le résultat suivant.
Proposition 68. Dans le modéle nilpotent générique en dimension 6, les
extrémales se projettent en

0 = f% (b+ a1 sinf — ascosh),

7 = aj cosf + assinf,

ol ay,as,b, sont des paramétres constants donnés par b = {P1, Py}, a1 =
{P1, Py}, az = {Ps, Po}. Le modéle nilpotent générique involutif [D, D] C D
est de dimension 5 et les extrémales vérifient les équations précédentes avec
b= 0. Le vecteur adjoint est orienté avec la condition H > 0.

Définition 75. Dans le cas involutif ot [D, D] C D, lors de la traversée de
X le controle tourne instantanément d’un angle w et la singularité correspon-
dante s’appelle la m-singularité.

6.12.4 Application a la dimension 4

On applique la résolution locale de la 7m-singularité pour analyser le cas d’un
systeme de la forme

dx 2
E(t) = Fo(x(t)) + Zui(t)Fi(z(t))v
i=1
onz € R*et [D,D] C D.
Notations. On dit que le systeme de R* est régulier si
rang(Fy (), F>(z), [F1(z), Fo(2)], [F2(), Fo(z)]) = 4

en tout point x. Soit x un élément de R*. Il existe donc un vecteur \(z) =
(A1(x), Aa(x)) tel que

Fy(z) = M (z)[Fi(z), Fo(z)] + A2 (x)[Fa(x), Fo(xz)] modulo D(z).

Notons a = (a1, as2) les directions du vecteur adjoint p telles que Py = P, =0
et ay = {Pl,Po}, ag = {PQ,P()}.
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Proposition 69. Dans le cas régulier, les seules discontinuités correspondent
a des m-singularités. En tout point, il existe des politiques extrémales ot le
controle tourne instantanément d’un angle ™ dans les directions données par
(N, a) = 0, Uextrémale traversant le lieu de commutation en un seul sens, sauf
dans le cas exceptionnel (A, a) = 0.

Preuve. Dans le cas régulier, les conditions Py = P, = {P, Py} = {P, Py} =
0 impliquent p = 0 et les seules discontinuités sont associées a des m-

singularités. Lors de la traversée de la surface de commutation on a P; =
P, =0et H=F,. On en déduit

Py = )\1($){P1,P0} + )\Q(SU){PQ,P()},

et H > 0 impose (A, a) > 0. Le cas exceptionnel correspond a H = 0 et les
trajectoires temps maximales vérifient H < 0, soit (A, a) < 0. Le sens de la
traversée est donnée par 1’équation

7 = aycosf + aysinb,

ot 'angle  est solution de tan§ = as/a;. Le sens de traversée est imposé sauf
dans le cas exceptionnel ou l'on peut changer p en —p, ce qui a pour effet de
permuter (aj,az2) en (—ay, —ag) et d’inverser le sens de traversée.

Proposition 70. Dans le cas régulier, toutes les trajectoires extrémales sont
bang-bang et le nombre de commutations est uniforme sur toute partie com-
pacte de R*.

Preuve. En effet, les seules discontinuités correspondent a des m-singularités et
les temps de commutation sont isolés. De plus notre résolution de la singularité
montre que le nombre de commutations est uniformément borné dans toute
direction et donc pour toute partie compacte de I'espace d’état.

Ensemble des états accessibles et sa frontiere

Appliquons notre classification des extrémales au probleme du temps minimal.
Un modele nilpotent est

0 0 0 0 0
Fo=— — — ==, Fh = —
0 81'3 + o 8%3 +x26$47 ! 8$17 2 8x2’
s 0 0
On en déduit [Fy, Fy] = — et [Fy, Fa] = ——, les crochets de longueurs 3
Oxs 0z4
étant nuls. On a
0
FQ = (1 +$1)[F0,F1] +J)287x4 = —[Fl,Fo] en 0.

En particulier, avec nos notations précédentes, A(0) = (—1,0), a = (a1, az)
avec a3 = {P, Py} et ag = {Ps, Py}. La condition (\,a) > 0 donne, avec
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p = (p1,p2,ps3,p4), la condition ps > 0, le cas exceptionnel corespondant a
p3 =0.

Le modele montre 'existence de deux plans Hy = (z1, 23) et Hy = (22, 24)
ou le systeme se décompose en

Ii?3:1+1171 i‘4:.702
a'clzul ’ ¢2:u2.

La synthese temps minimale, & partir de 0, dans chacun des plans est la
suivante. Dans le plan Hy, une trajectoire temps minimale (resp. maximale)
est de la forme v, vy_ (resp. y_v,) et correspond & uy = 0, u; = signe(P;),
avec H > 0. Dans le plan H,, la synthese optimale est donnée par u; = 0,
ug = signe(Ps), lorigine correspond & la direction exceptionnelle et elle est
localement contrélable, la politique temps minimale étant de la forme v, v_
ou y_v,. Notre étude montre en particulier le résultat suivant.

Proposition 71. Il existe des trajectoires extrémales correspondant a une -
singularité qui sont optimales.

Cela permet de retrouver les résultats observés expérimentalement pour
le probleme de transfert orbital ou il y a un passage au voisinage d’une sin-
gularité.

Application au transfert orbital plan

On peut appliquer notre analyse au cas 2D, le cas 3D étant semblable. En
supposant la masse constante, le systeme s’écrit m§ = K(q) + u1Fi(q,q) +
usFs(q,q), ou K est le champ de Kepler, la poussée étant orientée suivant le
plan osculateur, par exemple F} = F,., F5 = F,,,.. Pour éviter une collision, on
doit avoir ||q|| = r7, ot rr est le rayon de la Terre.

Proposition 72. Considérons le probléme de transfert orbital 2D. Alors pour
chaque couple de points (xg,x1) du domaine elliptique, il existe une trajectoire
transférant xo en x1. Si r0 est la distance minimale de la trajectoire, alors
il existe une trajectoire temps minimale en imposant ||q| > r°. Chaque arc
optimal ne rencontrant pas le bord du domaine ||q|| = r° est bang-bang, con-
caténation d’arcs d’ordre 0 ot la poussée est maximale et les commutations
correspondent a des m-singularités.

Preuve. D’apres nos résultats précédents, le systéme restreint au domaine
elliptique est contrdlable. Soit (z¢, 1) dans ce domaine, et z(t) = (q(t), ¢(t))
une trajectoire définie sur [0, T, joignant zo & x1. Donc il existe % > 0 tel que
llg(t)|| = r¥ sur [0, 7). En imposant la contrainte ||q(t)| = r° aux trajectoires
du systéme, on observe que ¢(t), ¢(t) sont uniformément bornées. En effet
K(q) — 0 quand ||g|| — +oo, donc ¢(¢) est bornée et puisque la poussée est
bornée on en déduit que q(t) est bornée. Donc si ||g|| > %, les trajectoires sont
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uniformément bornées. Le domaine de controle est de la forme [ju| < ¢, et il
est donc convexe. En appliquant le théoréme de Filippov (voir [46]), z; est
donc accessible & zg, en temps minimal, avec la contrainte ||g|| > r°. Chaque
solution optimale ne rencontrant pas la frontiére ||¢|| = r° est extrémale et le
résultat se déduit de notre analyse préliminaire.

Remarque 16. La trajectoire est physiquement réalisable si 70 > rp. Par

ailleurs, une trajectoire optimale peut admettre des arcs frontieres ot ||q|| = r°
et des arcs non contenus dans le domaine elliptique

Applications numériques

On considere le probléme de transfert orbital 2D, a masse variable. Le systeme
est représenté dans les coordonnées équinoxiales qui séparent en poussée faible
la variable rapide (longitude cumulée) des autres variables qui forment les
variables lentes. Le controle est décomposé dans le repeére radial/orthoradial.
Le probléme plan revient & imposer hy = he = 0 et u. = 0 dans (6.4).
Les équations s’écrivent alors

. 1
q = FO(Q) + E(UTFT(Q) + U’OTFOT‘(Q)) = F(Q7m7u)7
1 = =0 ul],
avec ¢ = (P, e1,ea,1) et |Jul]| = \/uZ + 42, < Umaz-

Le Hamiltonien de ce systeme s’écrit alors

H = {p, Fo(0) + (4 Fo () + tir For (0))) — podll,

ol (p,pm) = (PP, Pey;Pesy PisPm) est le vecteur adjoint, le systéeme adjoint
étant donné par

,__OH . oH
p= aqapm— om’

On introduit
Py = <paF0>a P = <paF’r>7 P, = <p7For>-

Le second membre du systeme est continu seulement par rapport au controle
u, mais le principe du maximum est encore valide. La masse et la longitude
finales sont libres et les conditions de transversalités imposent a 'instant final
Pm = 0 et p; = 0. On a le résultat suivant.

Lemme 43. Le long d’une trajectoire optimale,

1. ur Py + uor Py = 0 et p,, est croissant et négatif, avec p,, = 0 a l'instant

final ;
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2. i @ = (P, P,.) # 0, un contrdle optimal est donné par
]

U= (ﬁ'?"a '&or) = umaxm-

Preuve. D’apres le principe du maximum, les contréles maximisent le Hamil-
tonien H, on en déduit que u, P, 4+ Uy Py = 0. De plus,

. OH 1
Pm = _% = ﬁ(urpr + uo’r‘PoT)v
donc p,, est croissant et la condition de transversalité impose p,, = 0

a linstant final. On en conclut que p,, est toujours négatif. Cela prouve
I’assertion 1.

Prouvons l'assertion 2. Supposons que @ est non nul et que u prend ses
valeurs a 'intérieur du domaine ||u|| < wmqs. Alors il existe A > 1 tel que Au
appartienne au domaine et on a H(Au) > H(u), ce qui contredit la condition
de maximisation.

On déduit du résultat précédent que pour le systeme a masse variable, un
controle optimal est toujours a poussée maximale. La masse est donc donnée
par

m(t) = m(0) — dupmaat,

ot m(0) est la masse initiale.
Les conditions initiales et finales du cahier des charges du CNES sont
répertoriées dans le tableau ci-dessous.

P €1 (€2 l m
condition initiale[11625 km|0,75| 0 (1500 kg
condition finale [42165 km| 0 0 [libre| libre

et on fait un test numérique pour les parametres physiques suivants.

1% 1 Umax
398600, 49¢9 m3s~2|0,05112e — 3|3 newton

Pour calculer une trajectoire extrémale vérifiant les conditions limites, on
se limite numériquement aux extrémales d’ordre 0 ou @ ne s’annule pas et on
applique une méthode de tir simple (voir Chap. 9). Les résultats numériques
sont présentés sur la figure 6.1.

Commentaires

On observe que le transfert présente deux phases :

e phase 1 : la poussée est orientée dans le sens du vecteur vitesse et est
sensiblement colinéaire a ce vecteur au périgée et a 'apogée ;
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bar ex ur uor
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06 04 06 06
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x10°

Fig. 6.1. Trajectoire du satellite

e phase 2 : la poussée est orientée dans le sens du vecteur vitesse a ’apogée
et dans le sens opposé au périgée.

Le changement de phase correspond a une w-singularité localisée a un
périgée. L’interprétation géométrique est la suivante. Si ’on considere le mou-
vement moyen, la mise & poste se fait en augmentant le demi-grand-axe de
Pellipse et 'excentricité de ’ellipse diminue. En revanche, 'apogée augmente
dans la premiere phase puis diminue dans la seconde phase.

Remarque 17. Dans notre calcul numérique, on se limite aux extrémales
d’ordre 0, l'existence d’une w-singularité étant néanmoins détectée dans les
simulations numériques par une inversion rapide de la poussée, ce qui est con-
forme a notre résolution théorique de la singularité. Numériquement, il suffit
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d’adapter le pas de l'intégration au passage au voisinage de la singularité, ce
qui est fait automatiquement avec un intégrateur a pas variable.

6.13 Conditions d’optimalité du second ordre. Points
conjugués et points focaux

Cette section est formée de deux parties. Dans la premiére partie on présente
un algorithme déduit de [62] adapté pour tester une condition d’optimalité du
second ordre pour un probleme SR avec dérive. Dans la seconde partie, cet
algorithme est utilisé pour vérifier ’optimalité de la trajectoire extrémale cal-
culée dans la section précédente, pour le probléme de transfert (voir Chap. 9).

6.13.1 Préliminaires

On rappelle les résultats suivants. Considérons le probléme du temps minimal
pour le systéeme

m m

&= Fo(z) + Zuze(f), Zuf <1,

i=1 i=1

et H(z,p) = Po(x) + (>, Pf(m))l/z, le Hamiltonien correspondant aux
extrémales d’ordre 0, associées a des singularités de I'application extrémité,
ott u € S™L. Soit (¢, po) une condition initiale et (z(t,zo,po), p(t, To,po)) la
solution extrémale associée, notée simplement z(t). Par homogénéité, on peut
supposer pyo € S~ ! et on introduit I’application exponentielle

expa, : (t,po0) +— x(t, o, po)-

Définition 76. On note V' [’équation aux variations le long de l’extrémale de
référence z(t), pour t € [0,T],

-

d 0H

a(éz(t)) = E(z(t))éz(t) (6.11)
Un champ de Jacobi J(t) = (0x(t),dp(t)), est une solution non triviale de
Péquation aux variations. Il est dit vertical a Uinstant t si dx(t) = 0. On dit
que t. €]0,T] est un temps conjugué le long de z(t) s’il existe un champ de
Jacobi J(t), vertical en O et en t.. Le point x(t.) est alors dit conjugué & xg.
On note t1. le premier temps conjugué.
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Hypotheses

Soit z(t) = (x(t),p(t)) Pextrémale de référence associée & une singularité de
Papplication extrémité. On fait les hypotheses suivantes.

1. Sur chaque sous-intervalle [tg,¢;] non vide de [0, 7], la codimension de la
singularité est 1. R
2. L’extrémale est normale : H(z(t)) > 0.

Le résultat suivant est une conséquence des travaux de [13, 62].

Proposition 73. Sous les hypothéses précédentes, si t < ti., la trajectoire
est optimale pour des contréoles voisins au sens L™ du controle de référence
et n’est plus temps minimale si t > t1..

Algorithme de calcul

Par définition un temps ¢. est conjugué s’il existe un champ de Jacobi J(t)
vertical en 0 et en t.. Soit (e1,...,e,—1) une base de l’espace des dp(0) telle
que p.op = 0, et notons J;(t), i = 1,...,n—1, les champs de Jacobi verticaux
en 0 tels que J;(0) = (0,e;). Soit IT : (q,p) — ¢ la projection canonique.
Formons la matrice n x n — 1 : dIT(Jy(t),...,Jn—1(¢)). Si t. est conjugué,
alors

rang dIT(J1(te), ..., Jn_1(te)) <n —1,
ce qui équivaut dans le cas non exceptionnel a
det(dH(Jl (tc)v et Jn—l(tc))v :C(t)) = 0.

Considérons maintenant la généralisation au probléme du temps minimal avec
x(0) =z et x(t) € M; a linstant final, ot M; est une sous-variété régulicre.
Notons Mi- = {(z,p) | = € My,p L T.M;} et soit 2(t) = (z(t),p(t)),
2(0) = (2(0),p(0)) une extrémale de référence sur [0,7] vérifiant la condi-
tion de transversalité : z(T) € Mj-. On introduit le concept suivant.

Définition 77. On dit que T est un temps focal s’il existe un champ de Jacobi
J(t) = (6x(t), 6p(t)) vertical en O et tel que J(T) est tangent a Mi-.

6.13.2 Application au transfert orbital plan

Dans la partie précédente, on a calculé numériquement par une méthode de
tir une extrémale z(t) transférant le satellite de 'orbite basse et allongée, a
lorbite géostationnaire. L’objet de cette section est de tester numériquement
si 'extrémale est optimale pour la topologie L> sur les controles. Pour le
probléeme de transfert la variété terminale M; est définie par : m et [ li-
bres a I'instant final, et I’on doit donc tester un point focal. Pour une raison
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géométrique, on va relaxer la condition terminale sur la longitude dans le test
du point focal. D’apres les conditions de transversalité, on a donc & l'instant
final dp,, =0, é,, = 0. L’équation aux variations se décompose en

b= gy y O 5, OH
1= 9pag 1" apom ™ T 92p°F
S =0
. oH_  0H _ 0H (6.12)
op = 82q6q 0qOm om 6q8p6p
. 0H OH OH
OPm = ~ Omdq 04 = 82m6m B 8m8p6p

et en utilisant la condition de transversalité, on a donc dm = 0. Un point focal
est donc aussi un point conjugué. De plus ’équation aux variations équivaut
a celle associée au probleme a masse constante ou m est simplement remplacé
par m(t). On en déduit lalgorithme suivant.

x 104 Déterminant

Fig. 6.2. Déterminant
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Algorithme, et résultats numériques

Le long d’une extrémale vérifiant nos hypotheses, le premier temps conjugué
est le temps pour lequel

det(dq1(t), - - -, dgs(t), F(q(t), m(t), a(t))) = 0,

ol les dg; sont obtenus en intégrant le systéme variationnel avec dm = 0, et
avec pour condition initiale dg;(0) = 0 et dp;(0) = e;, our (e1,e2,e3) est une
base de I’ensemble des dp(0) vérifiant py.op(0) = 0.

Le déterminant est représenté sur la figure 6.2, montrant que la trajectoire
extrémale de référence est sans point conjugué.

6.14 Notes et sources

Pour la modélisation du probleéme de transfert orbital, voir [74]. Les résultats
généraux sur la stabilisation sont extraits de [61], et voir [41] pour le théoréme
de stabilisation de Jurdjevic-Quinn. Son application au transfert orbital est
due a [18] et [25]. Pour la partie contréle optimal, voir [27] pour des résultats
de simulations, et [17] pour une étude géométrique des équations.
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Principe du maximum de Pontriaguine,
principe du maximum avec contraintes
sur 1’état et syntheses optimales

L’objectif de ce chapitre est d’établir des conditions nécessaires d’optimalité,
pour des systémes sans contrainte sur I’état (principe du maximum classique
de Pontriaguine), puis avec contraintes sur 1’état, applicables aux problémes
de rentrée atmosphérique ou de transfert orbital. En effet dans le probléme
de rentrée, il y a des contraintes sur le flux thermique, l'accélération normale
ou la pression dynamique. Pour le probleme de transfert, dans le cas des
systemes a poussée faible, lorsque I’engin spatial entre dans la zone d’ombre,
I’alimentation électrique du moteur est coupée, ce qui se traduit par des lois
de réfraction sur la politique optimale qui peuvent se calculer avec un principe
du maximum avec contraintes. Les conditions d’optimalité sont obtenues via
des principes du maximum, la contrainte sur 1’état pouvant étre pénalisée de
plusieurs fagons dans le Hamiltonien.

Tout d’abord, on énonce puis on démontre le principe du maximum de Pon-
triaguine, pour des problemes de controle optimal sans contrainte sur 1’état.

Ensuite, on présente un principe du maximum avec contraintes sur 1’état.
On a choisi d’en faire une présentation heuristique, pour obtenir des condi-
tions simples et applicables a notre situation. Le premier résultat concerne les
travaux de Weierstrass. On présente ensuite la théorie de Kuhn-Tucker dont
la version en dimension infinie permet d’obtenir les conditions nécessaires
recherchées que forment le principe du minimum de Maurer. Enfin on con-
struit sous des hypothéses génériques, la synthese optimale en dimension 2 et
3 en utilisant des techniques géométriques.
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7.1 Le principe du maximum de Pontriaguine

7.1.1 Enoncé

Le but de cette section est de présenter et de prouver le principe du maximum
de Pontriaguine, pour des probléemes de controle optimal sans contrainte sur
I’état.

Théoréme 42. On considere le systeme de contréle dans R™

C(:(t) = f(x(t),u(t)), (7'1)

ot f : R™ x R™ — R" est de classe C', et ou les contréles sont des appli-
cations mesurables et bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de RT et a
valeurs dans £2 C R™. Soient My et My deuzx sous-ensembles de R™. On note
U l’ensemble des contréles admissibles u dont les trajectoires associées relient
un point initial de My d un point final de My en temps t(u) < te(u).

Par ailleurs on définit le codt d’un contréole u sur [0,t] par

C(tu) = /O FO(a(s), u(s))ds, (7.2)

ot fO: R* x R™ — R est C1, et 2(-) est la trajectoire solution de (7.1)
associée au controle u.

On considére le probléeme de contréle optimal suivant : déterminer une
trajectoire reliant My a My et minimisant le cott, le temps final pouvant étre
fixé ou non.

Si le contréle u € U associé a la trajectoire x(-) est optimal sur [0,T], alors
il existe une application p(-) : [0,T] — R™ x R absolument continue appelée
vecteur adjoint, et un réel p° < 0, tels que le couple (p(-),p°) soit non trivial,
et tels que, pour presque tout t € [0,T],

_on
o

5(0) =~ 2L (1) (), 1, (1),

a(t) ((t), p(t), ", u(t)),

(7.3)

ou H(z,p,p°,u) = (p, f(z,u)) + p Oz, u) est le Hamiltonien du systéme, et
on a la condition de mazimisation presque partout sur [0,T]

H(x(t),p(t),po,u(t)) = M(I(t),p(t),po), (74)

M (z,p,p°) = max H(z,p,p°,v). (7.5)

De plus, M (z(t),p(t),p°) est constant sur [0,T].
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Si de plus le temps final pour joindre la cible My n’est pas fixé, alors on
a, pour tout t € [0,T7],

M(a(t),p(t),p") = 0. (7.6)

Si de plus My et My (ou juste l'un des deux ensembles) sont des variétés
de R™ ayant des espaces tangents en x:(0) € My et x(T) € My, alors le vecteur
adjoint peut étre construit de maniere a vérifier les conditions de transversalité
aux deuzx extrémités (ou juste l'une des deux)

p(0) L Ty Mo, p(T) L Ty M. (7.7)

Définition 78. Une extrémale du probléeme de controle optimal est un quadru-
plet (z(-), p(-), p°, u(-)) solution de (7.3) et (7.4). Si po =0, on dit
que Uextrémale est anormale, et si p° # 0 Uextrémale est dite normale. Si de
plus les conditions de transversalité sont satisfaites, on dit que ’extrémale est
une BC-extrémale.

Remarque 18. La convention p° < 0 conduit au principe du mazimum. La
convention p® > 0 conduirait au principe du minimum, i.e. la condition (7.4)
serait une condition de minimum.

Remarque 19. Dans le cas ou {2 = R™ i.e. lorsqu’il n’y a pas de contrainte
sur le controle, la condition de maximum (7.4) devient 2£ = 0, et on retrouve
le principe du maximum faible (théoréme 3).

7.1.2 Preuve du principe du maximum

La preuve donnée ici est inspirée de [1, 46]. L’idée est de linéariser le systéme
le long d’une trajectoire optimale et d’utiliser des variations en aiguille du
controle de référence, définies ci-dessous.

Préliminaires : variations en aiguille, premier cone de Pontriaguine
Soit (x(t),u(t)) une trajectoire de référence, solution du systeéme de controle

it) = Fla(),u(t)) (7.8)
sur [0,7]. On pose o = z(0).

Définition 79. Soientt1 €]0,T) etuy € £2. Pourn, > 0 assez petit, on définit
la variation en aiguille T1 = {t1,n;,u1} du contréle u par

_ Ul st te [tl,tl + 771],
um (t) = {u(t) sinon.

On note ., (t) la solution de (7.8) associée au contrile (admissible) u,, (t),
telle que x,(0) = xg.
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Notons que x,(-) converge uniformément vers z(-) sur [0,7] lorsque 7,
tend vers 0.
On dit que t; un point de Lebesgue de [0, T] si

t1+h
Jim g [ St et = fGaten). ).

On rappelle que presque tout point de [0, 7] est un point de Lebesgue.

Définition 80. Soit t; un point de Lebesgue de [0, T, et soit ur, (t) une vari-
ation en aiguille de u(t), avec w1 = {t1,ny,u1}. Pour tout t € [t1,T], on

définit le vecteur de variation vy, (t) comme solution sur [t1,T] du probléeme
de Cauchy

b, () = L (1) u(t) o, (), (7.9)
U, (t1) = flx(t1),ur) — fx(t1), u(ty)). (7.10)

Lemme 44. Soit t1 un point de Lebesgue de [0, T, et soit u,, (t) une variation
en aiguille de u(t), avec w1 = {t1,mq,u1}. Alors

Ty (T) = &(T) + 0107, (T) + 0(1y)- (7.11)

Preuve. Par définition, de u,, et z,,, on a z, (t1) = z(¢1). Donc,

T

t1+m,
oo () =alt) + [ Sl @i+ [ flan0).u0)de

t1 t1+771
Par définition d’un point de Lebesgue, on a
t1+m,
[ o O =y fa(e)m) + on),
t1
et
T T t1+m,
| ten O = [ fn @uwit - [ fon 0, u0)
t

1+m, ty ty
T

f(@z, (8), u(t))dt —ny f(x(tr), u(tr)) + o(m),
t1
car x, (t1) — x(t1) lorsque n; — 0. On en déduit que

T
wry (T) = a(ty)+m (f(2(t), wa) = f(z(ta), ut)+ [ f(@x, (), u(t))dt+o(n,).

t1

T
:x(tl)Jr/t flz(t),u(t))dt

Par ailleurs,
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N

d’ou

2m (T) = 2(T) = 1 ' x u(t)) — flz(t),u
" = m(tl)er /t1 (f(@r(t), u(?)) — f(x(t),u(t)))dt.

Par ailleurs, d’apres (7.9),

tof

Un (T) = vmy (t1) + [ 5 (@), ult))vm, ().

t1

Par différence, on déduit facilement du lemme de Gronwall que le quotient
%:z(ﬂ admet une limite lorsque n; — 0, n; > 0, et cette limite est égale

a v, (T).

Remarque 20. Le signe de n; est important. En effet, pour n; de signe quel-
conque, si on définit la perturbation 71 = {t1,7;, u1 } par

wp  si t €[ty t 4+ et sin >0,
Up, () =< wyp si tE€[ty+mn,t1]etsin <O,
u(t) sinon,

Ty (T) = 2(ty) + [m[(f (@(t1), ur) = f(@(t1), u(t))) +/f f(@x, (), u(t)dt.

En particulier, la fonction 7y +— ., (T') est dérivable & droite et & gauche en
1, = 0, mais n’est pas dérivable en ce point.

Remarque 21. Pour tout « > 0, la variation {¢1, @\, u1} engendre le vecteur
de variation aw,, (t). Par conséquent, I’ensemble des vecteurs de variation au
temps ¢t forment un cone de sommet z(t) dans I’espace tangent.

Définition 81. Pour tout t €]0,T], on appelle cone tangent de au temps t,
ou premier cone de Pontriaguine au temps t, noté K(t), le plus petit cone
convexe fermé dans l’espace tangent au point x(t) contenant tous les vecteurs
de variation vy, (t) pour tous les points de Lebesgue t tels que 0 < t; < t.

Par récurrence immédiate, le lemme 44 se généralise de la maniere suivante.

Lemme 45. Soient 0 < t1 <ty < --- < t, < T des temps de Lebesgue, et
UL, ..., Up, des éléments de (2. Soient 1y, ...,n,, des réels positifs assez petits.
On considére les variations m; = {t;,n;,u;}, et on note vy, (t) les vecteurs de
variation associés. On définit la variation

T={t1, sty Ny, My Uty e ey Up}

du contrdle u sur [0,T] par
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_ up st L <t<ti+mn, i=1,...,p,
ux(t,) = {u(t) sinon.

Soit 2. (t) la solution de (7.8) associée au contréle u,(t) sur [0,T], telle que
27 (0) = xg. Alors

22(T) = a(T) + Y mvw (T) +0( Y mi). (7.12)

i=1

La formule (7.12) montre que toute combinaison & coefficients positifs de
vecteurs de variation (en des temps de Lebesgue distincts) définit le point
x(t) + ve(t), ou

vn(t) = 3 Aiv, (8), (7.13)

qui appartient, au terme de reste prés, a l’ensemble accessible A(zg,t) en
temps ¢ depuis le point zo du systéme (7.8). Ainsi, le premier céne de Pon-
triaguine K (t) sert d’estimation & ’ensemble accessible A(xg,t).

Dans la suite, le résultat suivant, basé sur le théoréeme du point fixe de
Brouwer, est crucial (voir [1]).

Lemme 46. Soit C un cone convere de R™ d’intérieur non vide, et F' une
application lipschitzienne de C dans R", telle que F(0) = 0. On suppose que
F est différentiable en 0 au sens suivant : il existe une application linéaire
Fj:R™ — R"™ telle que, pour tout v € X,

F(a$) SN F/.Z'
oL-

[0 a—0
a>0

On suppose que
Fj.C =R".

Alors, pour tout voisinage V' de 0 dans R™, le point 0 appartient a l'intérieur

de F(V N C).

Remarque 22. Si application F est de classe C!, le résultat du lemme
découle immédiatement du théoréme des fonctions implicites. II s’agit ici d’un
théoréme de point fixe, nécessaire dans la suite de la preuve, compte-tenu de
la remarque 20.

Preuve (Preuve du lemme 46). Soient (yo,...,yn) une base affine de R",
telle que Y. ,y; = 0. L’application Fé‘c étant surjective, il est clair que

I’application Fé‘é I’est aussi. Par conséquent, pour tout ¢ =0, ..., n, il existe

v; € C tel que Flv; = y;. De plus, vo,...,v,, sont affinement indépendants
dans R™, le vecteur
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1 n
U:TL—FI;,W

appartient a lintérieur de C' et vérifie Fjv = 0. On définit le sous-espace
vectoriel de R™

W = Vect{v;, —v | i=0,...,n}.
Il est de dimension n. Le vecteur v étant a l'intérieur de C, il existe § > 0 tel

que v+ Bs C C, ott Bs = WNB(0,6), et B(0,d) est la boule fermée de centre
0 et de rayon § dans R™. Comme Fj.v = 0, on a facilement FjWW = R", et
donc ’application F6|W est inversible de W dans R™.

Pour tout o > 0 assez petit, on définit ’application G, : Bs — R™ par

Go(w) = éF(a(v + w)).

Pour a@ = 0, on pose Go(w) = Fjw. D’apres I'hypothese de différentiabilité
sur I, on a, pour tout w € By,

Go(w) = Fj.w +o(1)

lorsque o — 0. En particulier, G, converge simplement vers Fj, sur By, lorsque
a tend vers 0. D’autre part, F' étant Lipschitzienne, les applications G sont
lipschitziennes, avec une constante de Lipschitz indépendante de «, pour 0 <
a < ag, ot ag > 0 est assez petit. En particulier, la famille (Go)o<aga, €St
équicontinue. On déduit du théoreme d’Ascoli que G, converge uniformément
vers Gg sur Bs. En particulier, 'application Id — G, o Ggl : Go(Bs) — R
est uniformément proche de 0. Il existe donc un voisinage U de 0 dans R"™ tel
que, pour tout z € V, I’application

T2 —GeoGyl(z)+ 7

envoie Go(Bjs) dans lui-méme. D’apres le théoréme du point fixe de Brouwer,
il existe un point x € Go(Bs) tel que

r—GooGyl(x) +7 =2,

ie. Gyo Ggl(x) = Z. En particulier, le point origine 0 appartient a I'intérieur

de I'ensemble G, o Gy 1(B(;), et donc, 0 appartient a l'intérieur de I’ensemble

F(a(v+ Bs)), pour tout a > 0 assez petit. La conclusion du lemme s’ensuit
[e]

puisque v + Bs C C par construction.

Preuve du principe du maximum

Prouvons maintenant le principe du maximum. Soit z(t) une trajectoire opti-
male du systéme (7.1), pour le cotit (7.2), associée au controle u(t) sur [0, 7],
et telle que z(0) € My et 2(T') € M;.



160 7 Principe du maximum de Pontriaguine

On considere le systeme augmenté

o(t) = f(x(t), u(t)),
. 0

(2(t), u(t)), (7.14)

8
(=]
—
=

I
~

que l’on écrit . ~
L(t) = f(2(t), u(t)),

avec T = (z,2%). Notons que z°(T) = C(T, u). Ainsi, la coordonnée z°(T) de
la trajectoire du systéme augmenté correspondant au contréle optimal wu(t)
est minimale, et par conséquent le point Z(7') appartient a la frontiere de
I’ensemble accessible fl(xo,T) pour le systéme augmenté. Notons K (T) le
premier cone de Pontriaguine pour le systeme augmenté. Soit p un entier
naturel non nul. On note

RY = {(ny,...,m,) ER? |7y >0,...,n, >0}

Soient 0 < ¢; < -+ < t, < T des temps de Lebesgue, et uq,...,u,, des
éléments de 2. Définissons I’application F' : RY — R™T! par

F(nh"-;np) = 2(T),

ou 7 est la variation m = {t1,...,tp, 74, .- My ULy - - - ,Up}, pour le systéme
augmenté (7.14). Cette application est clairement lipschitzienne, et F(0) =
x(T). D’apres la formule (7.12) du lemme 45, F est différentiable sur le cone
R’ au sens du lemme 46.

Raisonnons par l’absurde : si K (T) est égal & R"*! tout entier, alors il
existe un entier p, et des perturbations m; = {¢;,n;,u;}, i = 1,...,p, telles
que

Cone{v,,(T) |i=1,...,p} = R*,

On déduit de (7.12) que
FJRE, =R

Mais le lemme 46 implique alors que le point #(7") appartient a l'intérieur de
I’ensemble accessible fl(xo, T), ce qui est absurde.

Donc le cone K (T) n’est pas égal & Pespace tangent tout entier au point
Z(T). Comme il est convexe, il existe un vecteur (ligne) pr non trivial tel que,
pour tout vecteur de variation 7(T") de K(T'), on ait

Soit p(t) (écrit comme vecteur ligne par commodité) la solution sur [0, 7] du
probleme de Cauchy
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Notons que, si p = (p,p"), on obtient (7.3), avec p° constant
(car la fonction f ne dépend pas de 2°). L'orientation de pr, et le fait que
I’on minimise le coiit, impliquent que p® < 0. D’apres les équations

§(t) = () 2L (#(0),u(t), 5(1) = 9 (@), u(t)) (1),

on a facilement

et donc,

pour tout ¢ € [0, 7.

Raisonnons par I’absurde, et supposons que la condition de maximisation
(7.4) soit fausse. Alors, il existe un contréle admissible u; et un sous-ensemble
de [0, T] de mesure positive sur lequel

H(a(t), p(t), p", u(t)) < H(w(t), p(t), p’, ur(t)).

Soit t; un temps de Lebesgue de ce sous-ensemble. On a

Blt) f(@(t), ultr)) < plta) f(@ (), w),

avec u1 € §2. Considérons alors le vecteur de variation

Ve, (t1) = F(E(t1),u1) — f(E(t1), u(tr)),

pour 71 = {t1,1,u1}. Selon I'inégalité ci-dessus, on a

p(t1)vr, (t1) > 0,

d’ott une contradiction. La condition de maximisation (7.4) est prouvée.

Montrons les conditions de transversalité (7.7). Il suffit de modifier les
arguments précédents, en montrant que I'on peut choisir un vecteur adjoint
vérifiant les conditions (7.7). On aurait pu le faire directement mais on préfere
ici séparer les arguments, par souci de lisibilité. Montrons donc ces conditions
en deux temps.

Tout d’abord, en supposant que M; seulement soit une variété au point
final, montrons la condition de transversalité au temps final. L’argument qui
suit est adapté si par exemple ’ensemble initial My est réduit a un point.
Supposons que, localement au voisinage du point final z(T'), la variété M; est
de codimension k, et est donnée sous forme implicite M; = {& = 0}, o P est
définie localement de R™ dans R”*. Posons alors

@(x,xo) = (®(x), ).

En reprenant le schéma de preuve précédent, on pose
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G(W17~-~777p) :éOF(nlv"'vnp)'

L’application G est lipschitzienne et différentiable au sens du lemme 46 sur RY
et G(0) = (0,C(T,u)). L’optimalité du controle u implique que le point G(0)
appartient & la frontiere de 'ensemble G(R"), et donc, d’aprés le lemme 46,
G)RE. est strictement inclus dans RP*1. Or, Gy = d®(#(T))o F},. Si ensemble
dd(#(T)).K (T) était égal 4 R¥1 entier, alors il existerait un entier p, et des
perturbations m; = {t;,n;,u;}, i = 1,...,p, telles que

dd(#(T)).Cone{v,,(T) | i =1,...,p} = R™
D’apres (7.12), on aurait alors
oRE =R",

ce qui est faux. Par conséquent, le cone convexe dd(#(T)).K(T) est stricte-
ment inclus dans R¥+1. Comme cet ensemble est convexe, il existe k + 1 réels
H1s- -5 Mgy, tels que, si on pose

k+1 z
pr= o (H(T)) (7.15)

on a pri(T) < 0, pour tout vecteur de variation de K(T). La suite de
la preuve est alors la méme que précédemment. La formule (7.15) conduit
immédiatement a la condition de transversalité p(T) LT, ) M;.

Supposons maintenant, dans un deuxiéme temps, que My et M7 sont des
variétés, et montrons les conditions de transversalité aux temps initial et final.
De nouveau, on modifie les arguments précédents, en faisant varier le point
initial. Pour p entier, on définit I'application F' = My x RY. — R x R™ par

F(x077717 s 7T]p) = fﬂ(T)a

oll Z.(t) est la solution du systéme augmenté (7.14), associée au contrdle u,
comme précédemment, et telle que Z(0) = (x0,0). On pose ensuite

G($0>7717~-~777p) :éoF(x077717"'777p)7

ott @ est définie ci-dessus. L’optimalité du controle u implique que le point
G(2(0),0) = (0, C(T,u)) appartient & la frontiere de I'ensemble G(My x RE).
Localement au voisinage du point z(0), on peut supposer que M, = RY.
Alors, d’apres le lemme 46, le cone convexe dG(z(0),0).(Ty0) Mo x RE) est
strictement inclus dans R**1. On en déduit, comme précédemment, que le
cOne convexe
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est strictement inclus dans R*+1. On en déduit I'existence d’un vecteur (ligne)

pr de la forme
k+1

pT_Zu’z

tel que 5
(Imaﬁ;( (0),0) + K(T)) <.

Ainsi,d’unepart, on a ﬁTf( (T') < 0,etla preuve est la méme que précédemment.
D’autre part,

oF
D I a_ X I
prIm 3 (2(0),0) <0

et donc oF
pr Ima—xo(:ﬂ(O),O) =0,

puisqu’on a un espace vectoriel. Pour tout zg € My, notons Z(t,z¢) la tra-
jectoire du systéme augmenté (7.14) associée au contrdle optimal u, partant
du point zy. Alors F(z(0),0) = (T, z(0). Ainsi, le vecteur adjoint au temps
final vérifie

~(T)8—170(T,x(0)) =0
Or, Z(t,xo) vérifie I'équation différentielle
0% ~
E(ty .%'()) = f(.%‘(t, C(,'o), u(t))v
donc
0 0% 0%
570(, 0) a*(ff(taﬂﬁo)au(t))a 0(t7x0)7
d’ou clairement 9%
T
05 (t,20) =0,

presque partout sur [0,7]. On en déduit que

or

P(0) 5 (0.2(0)) = .

ie. ﬁ(O)J_Tx(O)MO

Montrons & présent que Papplication ¢ — M (z(t),p(t),p°) est absolument
continue et de dérivée nulle presque partout sur [0,7]. Le contrdle u étant
borné, il existe un sous-ensemble compact U de R™, contenu dans {2, tel que

u(t) € U, pour tout ¢ € [0,T)]. Posons

m(z,p,p°) = max H(z,p,p°,v).
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Il est bien clair que
M (z(t), p(t),p°) = m(x(t), p(t), p°)

presque partout sur [0, 7]. Montrons qu’en fait cette égalité est valable partout
sur [0, T]. D’une part, par construction M (x,p, p°) = m(z, p, p*). D’autre part,
la fonction t +— M(x(t),p(t),p°) est semi-continue inférieurement (comme
maximum de fonctions continues), donc, pour tout ¢ € [0,7], et tout € > 0,
on a

M(x(tl)ﬂp(t1)7p0) < M(;v(t)m(t),po) +¢,
0

lorsque ¢1 est suffisamment proche de ¢t. Puisqu’on a 1’égalité M (x(t), p(t), p*)
m(z(t), p(t), p°) presque partout sur [0, 7], on en déduit que M (z(t), p(t), p°)
m(z(t),p(t),p°) pour tout t € [0, T], d’ou I'égalité.

Par ailleurs, f étant C'!' et U compact, on voit facilement que 1’application
t — m(z(t),p(t),p°) est lipschitzienne sur [0, 7). Soit 7 un point de [0, 7] en
lequel les applications ¢ — m(t) = m(z(t), p(t), p°), t +— (t), et t — p(t) sont
dérivables (presque tout point de [0,7T] vérifie cette propriété). Pour ¢ > 7,
on a

N

m(t) > H(z(t), p(t), p°, u(7)),

et donc, en écrivant

m(t) - m(T) > H(x(t)7p(t),p0,u(7)) - H(.’L‘(t),p(T),pO, U(T))
+ H(x(t),p(r),p° u(r)) — H(x(r), p(7), p°, u(7)),

on en déduit que

i) = fim =20
> O ()00 u(r)i(r) + 2 (), p(r) 0, () () = 0.

~ op Ox

De méme, en raisonnant avec t < 7, on prouve que m(7) < 0, et donc que
m(7) = 0. Ainsi, la fonction m est absolument continue, de dérivée presque
partout nulle sur [0, T, donc constante sur [0, T]. Il en est donc de méme pour

M ((t), p(t), p°).

Prouvons que, si le temps final n’est pas fixé, alors M (x(t), p(t),p") = 0
sur [0,7]. En fait, on va se ramener au cas du temps final fixé par une
reparamétrisation du temps. Tout d’abord, notons que, dans le probléme ini-
tial, le temps final étant non fixé, la trajectoire optimale Z est telle que Z(T")
appartient a la frontiere de I'union UT,5<t<T+€/i(x0, t) des ensembles acces-
sibles, ou ¢ est un réel positif. Soit ¢ une fonction lisse et strictement crois-
sante de R dans R. Pour tout s € [0, }(T)], posons t = ¢(s), 4(s) = Z(t),
w(s) = u(t), et v(s) = ¢(s). Alors,

q'(s) = v(s)f(q(s), w(s))- (7.16)
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Considérons le systeme (7.16) comme un systeme contrdlé par (v, w), ou les
controles w(s) € R™ et v(s) € R vérifient les contraintes w(s) € 2 et
lv(s) — 1] < §, ou & = e/t1. Le controle optimal de référence correspond
a (v(s),w(s)) = (1,u(s)) (et ¢(s) = s). Notons ¢ la solution sur [0,7] du
systéme (7.16) correspondant & ce controle, telle que ¢(0) = Z(0). Dans le
probléme initial, Z(T") appartient & la frontiere de I'union des ensembles ac-
cessibles Up_.crcrieA(20,t). On en déduit que le point G(T') appartient & la
frontiere de ’ensemble accessible depuis zg en temps T pour le systeme de
contréle (7.16). On s’est ainsi ramené & un probleme de controle optimal a
temps fixé. D’apres les arguments précédents, il existe, pour le systéme (7.16)
un vecteur adjoint A(s) = (A(s), A°) vérifiant

o - if

A(s) = =A(s)u(s) 5= ((s), w(s))-

Or, puisque (v(s),w(s)) = (1,u(s)), le vecteur adjoint A(s) concide avec le
vecteur p(s) construit précédemment. Par ailleurs, le Hamiltonien du systéme
(7.16) étant égal & vH (x,p,p°,u), la condition de maximisation donne

LH(a(s).p(s). 0" u(s) = | max | wH(e(s). p(s),2" ),

pour presque tout s € [0,7]. En particulier,
H{(x(s),p(s),0°,u(s)) = vH(x(s),p(s),p’, u(s)),
pour tout v €]1 — §,1 + d[, et par conséquent,
H(x(s),p(s), p°, u(s)) = 0.
Par ailleurs, on sait déja que

H(z(t),p(t), p°, u(t) = max H(z(t),p(t),p", w)

presque partout sur [0, 7], et que le membre de droite est une fonction absol-
ument continue de ¢. Il est donc identiquement nul sur [0, 7], ce qui montre
(7.6).

7.1.3 Généralisations du principe du maximum

La preuve du principe du maximum présentée précédemment permet d’étendre
le résultat a des situations plus générales.

Probleme de Mayer-Lagrange non autonome

Tout d’abord, considérons le probleme de controle optimal (dit de Mayer)
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&(t) = f(x(t), u(t)), ming(z(T)),
ou z(0) € My et 2(T) € M. Alors, avec les notations utilisées précédemment,

en considérant l'application qui a un élément (xg,7;,...,7m,) € My X ]R;j
associe

(G(annla . ~,77p)79(F($077217 s 777p)7

on montre l'existence d'un vecteur adjoint p(t) vérifiant les équations de
Hamilton, avec H(z,p,p°,u) = (p, f(x,u)), et tel que

p(T) — p°Vg(z(T)) L TyeryMi, et p(0) L Tyio)Mo.

Ensuite, considérons le probleme de controle optimal non autonome

#40) = 120,00, min [0 0(0,00),
ou z(0) € My et x(T) € M;. On se ramene au cas autonome en posant

)
= (t,x), et alors '
T(t) = (f(2(t),u(®)), 1),

A FO(E(t), u(t))dt

En posant p = (p,p:), le Hamiltonien de ce nouveau systéme est

avec un cout de la forme

H(z,p,p°u) = (p, f(&,w)) +pe + p°fO(&,u),

lié au Hamiltonien initial par la relation H(Z,p,p°,u) = H(z,p,p°,u) + pr.
L’application du principe du maximum conduit & la condition de maximisation
presque partout

H(x(t), p(1), p°, u(t)) = M((2(t),5(t),0°)),

et M((2(t), p(t),p°)) est constant sur [0,7]. Notons que M ((i,p,p°)) =
M(x,p,p°) + p;. A

Si de plus le temps final T est libre, alors M((2(t),p(t),p°)) = 0 sur
[0,T7]. Par ailleurs, on a aussi la condition de transversalité p:(T") = 0, d’oti la
condition au temps final

M(z(T),p(T),p") = 0.

Notons que, lorsque le systéme n’est pas autonome, la fonction M (z(t), p(t), p°)
n’est pas constante sur [0, 7.

En mixant les deux arguments précédents, on peut énoncer la généralisation
suivante du principe du maximum.
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Théoréme 43. On considere le systeme de contréle dans R™

w(t) = f(t, x(t),u(t)), (7.17)

ot f : R x R® x R™ — R"™ est de classe C' et ot les controles sont des
applications mesurables et bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de RT
et a valeurs dans 2 C R™. Soient My et M, deux sous-ensembles de R™. On
note U l’ensemble des controles admissibles u dont les trajectoires associées
relient un point initial de Mo d un point final de My en temps t(u) < te(u).
Par ailleurs on définit le coit d’un contréle u sur [0,1]

C(t,u) = /0 fO(s,z(s), u(s))ds + g(t, z(t)),

ou fORXR"XxR™ — R et g : RxR™ — R sont C, et z(-) est la trajectoire
solution de (7.17) associée au contréle u.

On considére le probléme de contréle optimal suivant : déterminer une
trajectoire reliant My a My et minimisant le cout. Le temps final peut étre
fixé ou non.

Si le controle w € U associ€é a la trajectoire z(-) est optimal sur [0, T], alors
il existe une application p(-) : [0,T] — R™ x R absolument continue appelée
vecteur adjoint, et un réel p° < 0, tels que le couple (p(-),p°) est non trivial,
et tels que, pour presque tout t € [0,T],

zaw::%SXamu»paxpﬁuu»,

5(0) = =5 (1,200, 0,1, ),

(7.18)

ou H(t,x,p,p°,u) = (p, f(t,z,u))+p° fO(t, x,u) est le Hamiltonien du systéme,
et on a la condition de mazximisation presque partout sur [0,T)]

H{(t, 2(t), p(t),p°, u(t)) = max H(t, (1), p(t), p", v). (7.19)

Si de plus le temps final pour joindre la cible My n’est pas fizé, on a la

condition au temps final T
0 099

maXH(Ta I(T),p(T),p 7U) =P 7(T7 I(T)) (720)

veS? ot

Si de plus My et My (ou juste l'un des deux ensembles) sont des variétés
de R™ ayant des espaces tangents en x(0) € My et x(T) € My, alors le vecteur
adjoint peut étre construit de maniere a vérifier les conditions de transversalité
deuz extrémités (ou juste l'une des deuz)

p(0) L Ti(0)Mo (7.21)

et

P(T) — B G2 (T,2(T)) L Tury M. (7.22)
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Remarque 23. Dans les conditions du théoreme, on a de plus pour presque
tout ¢t € [0, 7]

D H (1, 2(0),p(0), 0, u(0) = B2 (1, 2(0), (1), 2, (). (7.23)

En particulier si le systéme augmenté est autonome, ie. si f et f° ne
dépendent pas de t, alors H ne dépend pas de ¢, et on retrouve le fait que

Yt € [0,T] max H(z(t),p(t),p°,v) = Cste.

Notons que cette égalité est alors valable partout sur [0,7] (en effet cette
fonction de ¢ est lipschitzienne).

Conditions aux frontiéres mélangées

Considérons le probleme de controle optimal

T
i(t) = f(2(t), u(t), min / FOat), ult))dt,
0
avec les conditions frontieres mélangées
(z(0),2(T)) € N,

ou N est une sous-variété de R™ x R™.
Pour se ramener a des conditions non mélangées, on introduit une nouvelle
variable y € R”, et on considere le systeme auxiliaire

y(t) =0,
(t) = f(x(t), u(t)).
Alors les conditions frontiéres précédentes sont équivalentes aux conditions
y(0) = z(0) e R", (y(T),z(T)) € N.

Le Hamiltonien de ce nouveau systeme est le méme que le Hamiltonien initial.
L’application du principe du maximum & ce probleme auxiliaire conduit a
'existence d’un vecteur adjoint (p(t), py(t),p°), ot (z(t), p(t), p°, u(t)) vérifie
(7.3) et la condition de maximum (7.4). Par ailleurs, p,(t) =0, et les
conditions de transversalité sur le vecteur adjoint donnent

py(0) = —p0), (py(T),p(T)) L Ttyr),z(ry) N,
d’ott (—p(0),p(T)) L T(2(0),2(1))IN- On a obtenu le résultat suivant.

Théoreme 44. Dans les conditions du théoréme 42, avec les conditions
frontiéres (z(0),z(T)) € N, ot N est une sous-variété de R™ x R™, le vecteur
adjoint vérifie la condition de transversalité

(=p(0),p(T)) L T(z0),x(r))N-
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Remarque 24. Un cas important de conditions mélangées est le cas des tra-
jectoires périodiques, i.e. £(0) = z(T') non fixé. Dans ce cas, la condition de
transversalité donne p(0) = p(T). Autrement dit, toute trajectoire optimale
périodique admet un relevement extrémal périodique.

Remarque 25. L’astuce de considérer une variable auxiliaire, déja utilisée
précédemment, permet d’obtenir de nombreuses généralisations du principe du
maximum. Ici, le role de la variable était de découpler les conditions frontieres,
et de réexprimer une condition initiale en une condition finale.

Remarque 26. Pour conclure cette section, notons qu’il existe des versions plus
générales du principe du maximum, pour des dynamiques non lisses ou hy-
brides (voir par exemple [23, 68, 69] et leurs références, voir aussi plus loin
dans cet ouvrage pour le principe du maximum avec contraintes sur ’état).

7.2 Principe du maximum avec contraintes sur 1’état
7.2.1 Les travaux de Weierstrass (1879)

On considere le probléme de minimiser un critére de la forme |, ttol F(x,y,&,9)dt,
oll ¢ = (x,y) € R?, avec une contrainte sur I'état, et en particulier dans le cas
Riemannien. On suppose donc que F vérifie la condition d’homogénéité

F(z,y, ki, ky) = kF (2, y,2,9), (7.24)

pour tout k > 0, et le cotit ne dépend pas de la paramétrisation des courbes.
On suppose que les conditions intiales et finales sont fixées, ¢(to) = gy, ¢(t1)
=q1.

Formules préliminaires

Etablissons quelques formules. En dérivant (7.24) par rapport a k et en
évaluant pour k = 1, on obtient

iF; +yF; = F, (7.25)

ol Fj et Fy désignent les dérivées partielles. Posons J = j:;l F(z,y,&,9)dt, il
vient

5= [ ((Fzé + Eyn) + (F£ + Fyn)) dt,

to

soit en intégrant par parties

t1 d t1 d
5J = F,— 2B edt F,— 2R ) ndt,
/ /t ( at >£ +/t0 (y dt ‘”)n
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ou £ et n sont les variations. Comme elles sont indépendantes, on déduit de
0J =0 a l'extrémum les équations d’Euler

d d
F,——F;=0, F,— —F,
dt vyooauY

Ces deux équations ne sont pas indépendantes du fait de la relation (7.25).
En effet, en dérivant cette équation en z et y, il vient

Fy = iFsy + §Fga, Fy = iFsy + iFyy, (7.26)

=0.

et en dérivant (7.25) en & et y, il vient

Fy =iF;3 + Fy + yFye, Fy =2l + Fy 4+ yFyy,

soit
donc
Foi 9 Fuy
Fye @ Fyy
On pose
Fiy = —2yFy, (7.28)

et on obtient
Fyy = i*Fy et Fyy = 32 F), (7.29)
la fonction Fy étant définie dans le domaine ou (&,9) # 0. On obtient alors
d . : , .
F, - %Fi =F, — (&F;0 + 9Fsy + $F35 + 1 F5y),
et avec (7.26) et (7.29), cela se simplifie en

d . . .
Fy — —Fy = §(Fyo — Fiy) — (£Fs + §Fsy),

dt
= §(Fyz — Fiy) — (93 — 29) F1.
Posons
T = (Fyo — Fiy) + F1(2§ — 92).
On obtient
d .
F, — aFa} =qT, (7.30)
et de méme en changeant = en y il vient
d .
F, - &Fy = —3T. (7.31)

Avec la condition de régularité (&, 9) # 0, 'équation d’Euler équivaut & T = 0.
C’est ’équation d’Euler sous la forme de Weierstrass.
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Application au probleme avec contraintes

On se donne un domaine D du plan, dont le bord est lisse. Soit & = @(s),

g = ¥(s) un arc frontiere joignant les points 2 et 3 avec s € [s2,s3]. En un
point (Z,y) de l'arc frontiere, on construit un vecteur u de longueur u orienté
vers l'intérieur du domaine. Les coordonnées de ’extrémité sont

T=IT+& y=y+n,

avec

&=

ug ui
‘/£2+g2 1/‘%2_’_@2
Soit € > 0 et p(t) une fonction positive, nulle lorsque s = s9,83 et u =
ep(s). On a & = n = 0 aux extrémités et la variation de J associée est

53 d d
0J = /82 [(Fm - th¢> &+ <Fy — thy) 77] ds,

et avec nos formules précédentes,
SS ~ . .
§J = —5/ Tp(s)\/ 22 + y3ds,
82

soit la condition suivante.

Lemme 47. Dans le cas ou l’arc frontiére est minimisant, on a la condition
nécessaire T < 0, le long de Uarc frontiére.

Si F1 > 0, le long de l’arc frontiere il vient

Fpy— F; .
ST (@) — &), (7.32)
F

Introduisons la courbure pour la métrique usuelle

1 @y
P ——: (7.33)
(o)
La relation (7.32) s’écrit

3N 3
() ()
Or une extrémale pour le probléeme non contraint vérifie T' = 0, soit
Foy —F; (e —dy) 1

m(vERR) (vERR) T
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Soit donc P un point de l'arc frontiere et ¢ — 7(t) 'extrémale issue de P et
tangente & la frontiére. Le membre de gauche de (7.34) est alors 'opposé —1/r
de la courbure de I'extrémale et ’on obtient la relation géométrique

> (7.35)

S| =
=< =

Lemme 48. Une condition nécessaire d’optimalité est 1/r > 1/7 ot 1/7 est
la courbure de Uarc frontiére en P et 1/r la courbure de l'extrémale tangente
en P a la frontiére.

Corollaire 19. Si F' = /12 + 32 est la métrique usuelle, l’arc frontiére est
optimal si le domaine de contrainte est convexe, et non optimal s’il est con-
cave.

Conditions de jonction

En introduisant d’autres variations on obtient des conditions nécessaires a
vérifier lors de l’entrée et de la sortie de l'arc frontiere 23. Traitons le cas de
Pentrée. Soient O un point a I'extérieur de la frontiere du domaine contraint
et 4 un point d’entrée entre 2 et 3. On fait I’hypothese que le cott le long de
I’arc 024 est moindre que le long de ’arc 04. Introduisons

e y(t), arc 02 pour t € [t1,ts] ;
o (Z(s),y(s)), larc frontiere 24, s € [s2,82 + h], h >0 ;
o ~(s)+v(s), larc 04, s € [t1, ta].

Utilisons la formule fondamentale du calcul des variations avec I'hypothese
que 7 est extrémale,

0J = Joa — (Jo2 + Jaa)
to so+h
:/ (F(’y—!—y)—F(*y))dt—/ Fds
t1 S2

o (el + Fynly? — F(&a, G2, £, 52)h

et £(t1) = n(t1) = 0 car Vextrémité 0 est fixée. En ¢y, la variation du point

est & = zh, n = yh. Donc

6J = h (2F; + yF; — F) = —hE,
ou FE est la fonction de Weierstrass

B(z,y,d,9,&,9) = F(&,9,2,9) — (2F: (2, y,4,9) + §Fy(2,y,%,9)) ,
et ou l'on doit évaluer en

T =2x(s2), ¥y =y(s2),
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et &, § dérivée de v au point d’entrée 2, et z, § dérivée de 'arc frontiere au
point 2.

On fait un calcul identique sur un arc 052 ot 5 est un point d’entrée ‘&
gauche” de 2, et on obtient, finalement, la condition

E(x3, Y2, &2, U2, T2, §2) = 0.
Par ailleurs, par homogénéité on a

B(z,y, ki, ky, k¥, ky) = kE(z,y, 4,9, 2,9) Yk, k> 0.

Introduisons alors
& ]

p= W:cosﬁ, qz\/TTy'Q =sin6,
p= L :cosé, p= L :siné7
et donc

E(x,y,&,9,1,§) = \/ 82 + E(z,y,p,¢,5, ).

Le lemme suivant résulte de la premiere formule de la moyenne.
Lemme 49. Il existe 0* € [0, 0] tel que
E(x,y,cosb,sinb, cos 6, sin 9) =(1- cos(é —0))Fy(z,y,cos 0, sin 6%).

Définition 82. Le probléme est dit régulier sur 'ouvert U si pour touty € U,
F (z,, cos,sin7) # 0.

Corollaire 20. Dans le cas régulier, la condition E = 0 donne 6 = é, et donc
une jonction ou un départ d’un arc frontiere doit se faire de fagcon tangentielle.

Conditions de réflexion

Considérons le cas ou la courbe minimisante 021 admet comme seul point
en commun avec la frontiere le point 2 : z(s2), y(sz2). Alors les arcs 02 et 21
doivent étre extrémaux. Soit 3 un point de la frontiere associé a la variation

s=89+h, h >0.

La courbe 031 est une variation de 021 et la variation du cout est

6J = (Joz + J31) — (Joz + Ja1)
= (Joz — (Joz + J23)) — (Ja1 — (Ja3 + J31)).

En calculant avec la formule fondamentale, il vient
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5J =h [E(Ig,yg,p;, QQ_aﬁQa 62) - E(:EQ) y27p;7QS_7ﬁ2762)] + O(h)7

ot (py,q5 ), (p3,4q5) et (Pa,Ga) correspondent aux pentes associées respec-
tivement a 02, 21 et 23.

On fait le méme calcul avec un point 4 de la frontiére associée a s = so —h
et I’on obtient la condition suivante.

Lemme 50. En un point de réflexion avec la frontiere, la fonction de Weier-
strass doit vérifier

E($27y2ap2_aQQ_7ﬁ27q‘2) - E@%?J%I’?QJ@Q@Q)»

ot (py,q5), (p3, ) et (P2, Ga) sont les tangentes respectives a l'arc d’arrivée,
de départ et de la frontiére au point de contact.

Corollaire 21. On suppose que F = /22 + 42 est la métrique usuelle. Alors
en un point de contact avec la frontiere les droites extrémales doivent avoir
des angles égaux avec la tangente a la frontiére.

Preuve. Le calcul montre que F; = 1 et E(x,y,cosf,sin 6, cos 6, sin é) =(1-
cos(f — 0)), soit la condition

cos(fy — 05 ) = cos(fy — 63)

au point de contact. D’ou le résultat.

Conclusion

Des variations spéciales et des estimées élémentaires utilisant la formule
fondamentale du calcul des variations permettent d’obtenir des conditions
nécessaires d’optimalité géométriquement simples et de calculer les trajec-
toires optimales.

7.2.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange et théoréme
de Kuhn-Tucker

Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Rappelons la technique des multiplicateurs de Lagrange (1788) en dimension
finie.

Théoréme 45. Soient U un ouvert de R™ et fo, f1,..., fm, des fonctions
définies et C' sur U et a valeurs dans R. Notons L = ZZ;O prfr la fonction
de Lagrange ot les p; sont les multiplicateurs de Lagrange. Alors si T est une
solution locale du probléeme min fq, sous les contraintes f1 = ... = [, il existe

OL
D= (Po,P1,---,Dm) non nul tel que T 0 en (&,p).
T
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. ofi . . o
Preuve. Considérons les vecteurs 8—1(33), supposons qu’ils sont linéairement
x

indépendants et montrons que & n’est pas un minimum local. Notons

®(x) = (fo(x) = fol(@), f(2), .., fm(@))-

Comme les %(:ﬁ) sont indépendants, la matrice
x
9 fo 9fo

aTsl(“) aT:nH

Ohm . O
87931(:6) 9z, ()

est de rang (m + 1) et quitte a réordonner les indices, on peut supposer

Doy 5l
8.231 o (9l‘m+1
det | ¢+ : £ 0.
Ofm . Ofm .
90, D g @

D’apres le théoreme des fonctions implicites, pour € > 0 assez petit, il existe
des points z1(g), ..., Tm11(€) tels que

fo(@i(e)s oo Tms1(8)s Bmtas - &) — fo(2) =€,
fl(xl(g)w"axm+1(5)ai'm+27"'a£n) = Oa

=0,

fm(xl(g)’ .. '7mm+1<6)7‘i‘m+27' A ,j}n) = 07

et 2;(e) — Z;(¢) quand € — 0. Cela contredit le fait que & est un minimum
local.

OF
Remarque 27. @ Si les vecteurs fi (%), i = 1,...,m, sont indépendants,
1
alors pg # 0.

e Pour déterminer les n + (m + 1) inconnues, (&,p), on a n + m équations

oL

fi=0,i=1,...m, — j=1,....,m.
8:vj

Elles sont homogenes en p. En normalisant une des composantes de p a 1,
on a donc un nombre égal d’inconnues et d’équations.

Le théoreme de Kuhn-Tucker démontré en 1951 exploite au maximum les
idées de Lagrange.
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Théoréme 46. Soit X un espace vectoriel réel (non nécessairement de di-
mension finie), A un sous-ensemble convexe de X et f; : X — R, i =
0,1,...,m, des fonctions convezes. Considérons le probléme min fy, f; < 0,
i=1,...,m, otz € A. Si & est une solution du probléme, alors il existe des
multiplicateurs de Lagrange (po,D) tels que, si l'on définit le Lagrangien par

L(z,p,po) = > g Prfr(x),

1. les conditions suivantes soient vérifiées :
a) minge 4 L(z, p, po) = L(&,p,po) (principe du minimum,) ;
b)p;>0,i=0,1,....,m ;
C)ﬁzfz(ii) = O, = 1,2,...,m.
2. Si po # 0, les conditions a),b) et ¢) sont suffisantes pour qu’un point
admissible soit solution du probléme.
8. Pour avoir pg # 0, il suffit qu’il existe un point T € A vérifiant la condition
de Slater f;(z) < 0,i=1,...,m, et on peut alors supposer po = 1.

Preuve. Soit & une solution. Sans nuire a la généralité, on peut supposer
fo(2) = 0. On introduit 'ensemble

C={u= (g, tyy) ER™ | Ix € A, fo < pg, fi <pyi=1,...,m}.
L’ensemble C' a les propriétés suivantes :

e C # () car avec z = %, fo(Z) = 0, fi(2) < 0. Donc p tel que py > 0 et
i; > 0 appartient a C.

e 0 ¢ C, sinon il existe T tel que fo(Z) < 0 et fi(Z) < 0, et cela contredit
I'optimalité de .
Puisque C est un ensemble convexe de R™*! et 0 ¢ C, on peut lui appli-

quer le théoreme de séparation, et il existe des nombres py, . . . , P, nNON tous
nuls tels que

> pin; =0, Ve C. (7.36)
=0

Montrons alors les assertions :

o pi, 20,00 =1,...,m:onavaquepy, >0,i=20,....mée C. En
particulier, soit € > 0 et (g,...,¢e,1,¢,...,¢) le vecteur de C o 1 est a la
ipeme place. On déduit de (7.36) que

Pio+€ Y i =0, Ve >0,
i#ig

soit p;, > —¢ Z#io Pi, et comme € est arbitraire, on a bien p;, > 0.
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o D fi,(%) =0,i9g=1,...,m:eneffet si f;,(Z) = 0, le résultat est vrai. Sup-
posons que f;, () < 0. Alorssi § > 0, le vecteur (4,0,...,0, f;,(£),0,...,0),
ou f;, est ala (ip+ 1)éme place, est dans C. En utilisant (7.36), on obtient
donc

6]50 +ﬁiofio (j;) 2 Oa V6 > 07
soit i, fio (Z) = —dPg, V6 > 0. On en déduit que p;, < 0. Or p;, > 0, donc
Di = 0.
e principe du minimum : soit x € A, alors par définition de C, pour tout
§ >0, le point (fo(x) + 6, fr(x),..., fm(x)) € C, et d’aprés (7.36),

po(fo(z) +0) + Zﬁifi(x) > 0.

i=1

On obtient donc
Pofo(z) + iﬁifi(x) = —0po, V6 >0,
i=1
et comme § > 0 est arbitraire, on obtient la condition
zm:ﬁzfz(x) >0, Vz € A
i=0

Or fo(2) =0 et p;fi(Z) =0 pouri=1,...,m. Donc

m

D hifi(@) = 0= pifi(&)
i=0 i=0

et le résultat est prouvé.

Prouvons assertion 2). Si pg # 0 on peut supposer py = 1 et donc
folx) = folx) + > pifi(x)
i=1
car fi(z) <0,i=1,...,m, et p; = 0, et avec a),
m
fol@) = fo(®) + ) hifi(#).
i=1

Enfin, d’apres c), fo(z) = fo(Z), d’ou le résultat.

Montrons ’assertion 3). Supposons qu’il existe Z tel que f;(Z) < 0, i =
1,...,m. Supposons néanmoins que py = 0. Alors comme les p; ne sont pas
tous nuls, on a
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0+ pifi(7) <0=0+> pifi(i),
i=1

=1

et le principe du minimum implique

0+ pifi(@) =04 pifil#),
i=1

=1

d’ou la contradiction.

Le théoréme de Kuhn-Tucker en dimension infinie
et des conditions nécessaires d’optimalité pour des systémes
avec contraintes sur 1’état

L’objectif est de présenter des conditions nécessaires d’optimalité applicables
pour analyser le probleme de rentrée atmosphérique. Ces résultats sont ex-
traits de [39].

Préliminaires

Le probleme que I'on étudie est de minimiser @(z(T")) pour les trajectoires du
systeme

ou z € R, 2(0) = xg, T est fixé, u € R (controle scalaire), sous la contrainte
scalaire sur 1’état

c(z(t)) <0, te€]0,T).

Définition 83. On appelle arc frontiére un arc 7y, tel que c(v,(t)) =0, et on
note up un contréle frontiére associé.

On fait les hypotheses suivantes :

1. f, @ et ¢ sont des applications lisses.
2. L’ensemble U des contréoles admissibles est ’ensemble des applications u
définies et continues par morceaux sur [0, 7.

Définition 84. L’ordre m de la contrainte pour le systéme est le plus
grand entier tel que ¢®)(x(t),u(t)), k =1,...,m — 1 ne dépende pas ex-
plicitement de u.

3. Le long d’un arc frontiere, le controle est lisse. La trajectoire et le controle
sont également lisses par morceaux sur [0, 7.
4. Le long d’un arc frontiére, est vérifiée la condition générique

0

52 ()0 (1) # 0, t€[0,T).
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Le théoréme de Kuhn-Tucker en dimension infinie
Dans cette section on considere le probleme
min @(u), u € U,

sous la contrainte S(u) < 0, olt S est une application de U dans C°([0, T]), 0
désignant le vecteur nul de cet espace.

Théoréme 47. On suppose que ® est une fonction numérique dérivable (au
sens de Fréchet) sur U, et S : U — C°([0,T]) est dérivable. Si u* € U min-
imise @ sous la contrainte S(u*) < 0, alors il existe 1o = 0, n* € C°([0,T])*
avec n* = 0 et croissant, tels que le Lagrangien

L =ro®(u) + (n*, S(u))
est stationnaire en u*. De plus
(", S(u")) = 0.
Preuve. On introduit les ensembles suivants dans W = RxC?([0,T) :

o A={(rz) | r=dP(u*,ou), z= S(u*)+ dS(u*,du) pour une variation
du € U} ou § désigne la dérivée de Fréchet.
e B={(rz)|r<0, z<0}.

Preuve. Les ensembles A et B sont convexes et Int(B) # (). Prouvons que
ANInt(B) = (). Supposons en effet le contraire, il existe donc r < 0 et 2 < 0
tels que pour une variation du

r = 6P(ur,ou), z = S(u*) + 6S(u*, du).
On a alors
y=Su")+6Su*,du) <O0.

Il existe alors p > 0 tel que la boule B(y, p) soit contenue dans le cone N =
{z < 0} de C°([0,T]). Soit 0 < a < 1, alors ay est le centre de la sphere
ouverte de rayon ap contenue dans N. Or S(u*) < 0, donc (1 —a)S(u*) + oy
est aussi le centre d’une sphere de rayon ay contenue dans N. Par ailleurs

(I—a)S(u*) +ay =Su") +adS(u*, ou).
Or
S(u* + adu) = S(u*) + adS(u*, du) + o(a).

Donc pour « assez petit S(u* + adu) < 0.
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On montre de méme que pour « assez petit &(u* + adu) < $(u*). D’ou la
contradiction car u* est optimal.

Il existe donc un hyperplan fermé H séparant A et B, c’est-a-dire qu’il
existe g, n* et § € R tels que

ror + {(z,n*) = 9§, Vr,z € A,
ror + (z,n*) < 4, Vr,z € B.
Comme (0,0) € AN B on a é = 0. Donc
ror + (z,n*) <0, Vr,z <0,
et donc rg = 0, n* >0 (i.e. (z,7*) 20,Vz>0).On a
rod®(u*, ou) + (S(u*) + 6S(u*, du),n*) = 0, Vou. (7.37)

En effet sinon il existe du tel que le membre de gauche de (7.37) soit stricte-
ment négatif. Avec r = 0@(u*,du) et z = S(u*) + §S(u*,du), (r,z) € A et
ror + (z,7*) < 0. D’ou la contradiction.

En utilisant (7.37) avec du = 0, il vient

(S(w*),n*) = 0.
Or S(u*) <0 et n* > 0 donc on a aussi
(S(u),n") <0,
soit la relation
(S(u*),n*) = 0.
Le relation (7.37) implique alors la condition de stationnarité
ro0@(u*, ou) + (6S(u*, du),n*) > 0.

En utilisant le théoreme de Riesz sur le dual de C°([0,T]), il existe une
fonction v* & variation bornée telle que

T
(), ) = / S(u*)dv*,

ou l'intégrale est prise au sens de Stieljes.
Par ailleurs

N

ror + (z,7*) <0, Vr,z <0,

et ro = 0 donc (z,17*) < 0, pour tout z < 0, soit
T
(z,n") = / zdv* <0, ¥z <0,
0

et donc dv* > 0 sur [0,71], i.e. n* > 0.
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Applications des conditions précédentes au systeme

Une contrainte de la forme & = f(z,u) peut étre incluse dans le probléme
précédent et le Lagrangien s’écrit

T T
L =ro®(=(T)) + /0 p(f — &)dt + /0 c(x)dv*,

ol p est un vecteur ligne et ol p, v* sont des fonctions a variations bornées.
Chaque fonction a variations bornées peut étre écrite comme la somme d’une
fonction absolument continue pour la mesure de Lebesgue, d’'une fonction
saut et d’'une fonction singuliere. En supposant la partie singuliere nulle et en
intégrant par parties, on obtient

T T
L= (ro@(x(T)) + p(T)x(T)) +/0 (pfdt + xdp) + /0 c(x)dv*

+ Y () = pt))z(t:),

et en considérant des variations en x et en u, on obtient

T
§L = (rogf —p(T)) dx(T)+ (/ (pgidt +dp + g;dV*>> ox
0
T af

Cela conduit a choisir formellement p pour annuler les termes en dz et 'on
obtient

15)¢]
= R T .

P(T) = o9 (a(T)), (7.38)

et
af oc |,

dp = —pa—xdt - %dl/ . (7.39)
La condition de stationnarité donne

pg—z =0 p.p.sur [0,7]. (7.40)

Considérons la condition

T
/0 c(@(t))dv* () = 0, (7.41)

ot z(t) est un arc optimal. Sans nuire & la généralité, on peut supposer que
x est formé de 2 arcs intérieurs au domaine et un arc frontiere, o les temps
d’entrée et de sortie sont notés respectivement ¢4 et to. Alors
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t1 to T
/ cdv* + / cdv* + / cdv* =0
0 ty ta

ol ¢ = 0 sur le bord et ¢ < 0 a 'intérieur. Par ailleurs dv* > 0. On en déduit
que v* est constant sur [0,t1] et [t2, T.

Lemme 51. Sous nos conditions de régularité, on a, formellement, le long
d’un arc frontiére

dv* _ p()y(t)
dt = (W),

ot Y(t) est une fonction lisse.

Preuve. On a pf, =0 et en dérivant formellement, il vient

d .
- w) — u ) u = Oa
7 Pfu) =pfu+Df
. . v .
oup=—pfs— E% , Soit

*

. dv
pfu _pfmfu - ﬂczfu =0.

Or ¢ = ¢, f et si la contrainte est d’ordre 1 on a (¢) = ¢, f, # 0 le long de
I’arc frontiere. Sous nos hypotheses, on a donc

v ptyle)

i =),

Le cas d’ordre supérieur se traite de fagon similaire, d’ou le résultat.

*

dt

On peut donc poser n = ou 7 est nulle a l'intérieur du domaine et

continue sur le bord.
Par ailleurs on peut calculer le saut lors de la jonction avec I’arc frontiere
ou le départ de I'arc frontiere,

dp = pfedt — dv*cy,

et en #
.
Mﬁ%m@UZ*/ dv*e,
iy

= —((t) = n(tr))ea(tr).
Posons v(t;) = n(t]) — n(ty) = 0. 1l vient

p(t) = p(ty) — vti)ea(te). (7.42)
On peut aussi montrer la condition
p(E) f = p(t7) - (7.43)

On a donc montré les conditions nécessaires de [39].
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Théoreme 48. Les conditions nécessaires d’optimalité sont

P = —pfe —Nce, p(T) = st(T)7 pfu=0,

ot n(t) est une fonction nulle sic < 0 et continue, positive sur un arc frontiére.
De plus, on a les conditions de saut

p(t7) = p(ty) — viti)ca(ts),

ot v(t;) = 0 lors de Uentrée ou la sortie avec larc frontiére, la fonction pf
restant continue.

Remarque 28. 1. On a montré formellement les conditions. Le probleme tech-
nique, dans la pratique, est de justifier rigoureusement ’existence d’une
mesure dv* dont la composante singuliere est nulle.

2. On peut aussi montrer des conditions nécessaires analogues avec des con-
ditions finales imposées.

7.2.3 Le cas affine et le principe du maximum de Maurer
Préliminaires

Dans cette section on se propose de calculer un controle u(t) scalaire et continu
par morceaux qui minimise un cotit de la forme

J(u) = 2(x(T)),
sous les conditions
&= f(z,u) = X(x) +uY(z), z(0) =0, ¢(2(T)) =0,

avec une contrainte sur le contrdle |u(t)| < 1, une contrainte scalaire sur I’état
¢(z) <0, et ol tous les objets sont supposés lisses. L’ordre de la contrainte est
le premier entier m tel que w apparaisse explicitement dans la m®™® dérivée.
Les contraintes

é=...=cm =90
sont dites secondaires, et on a
™ () = a(x) + ub(z), b#0.

Soit v, un arc frontiere non réduit a un point, et soit u; le controéle frontiere
associé

Hypothéses. Soit t — ~,(t), t € [0,T], un arc frontiere associé & up. On
introduit les hypothéses suivantes :
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e (C1) Le long de v, b}, = LyL%‘lcm # 0 ot m est l'ordre de la con-
trainte.
(Ca) |up| < 1 sur [0,7T], i.e. le contréle frontiere est admissible.

e (C3) |up] < 1 sur [0,T], i.e. le contréle frontiére est admissible et non
saturant.

Formulation des conditions nécessaires

Supposons que t — x(t), t € [0,T], est une solution optimale lisse par
morceaux qui entre en contact avec la frontiere ¢ = 0 aux instants to;_1,
i=1,...,M, et qui quitte la frontiére aux instants to;, ¢ = 1,..., M. Sup-
posons de plus que le long d’un arc frontiére les hypotheses (C1) et (C3) sont
satisfaites en un point de contact ou de jonction. Introduisons le Hamiltonien

H(z,p,u,n) = (p, X +uY) +nc,

ol p est le vecteur adjoint et i le multiplicateur de Lagrange de la contrainte.
Les conditions nécessaires sont les suivantes.

1. 11 existe t — n(t) et des réels n, > 0, 7 € R, tels que le vecteur adjoint

vérifie
) 0X )4 Oc
p=-p (8:10 + u@m) “ N PP (7.44)
0P ow
P(T) = o (@(T) + 75— (2(T)). (7.45)

2. L’application ¢ — n(t) est continue & l'intérieur d’un arc frontiére et vérifie
n(t)e(a () = 0, ¥ € [0,T].

3. Lors d’un contact ou d’une jonction au temps ¢; avec la frontiere on a

H(E) = H(t;),

p(t) = P17 — v o (a(t), i 0.

4. Le controle optimal u(t) minimise presque partout le Hamiltonien

H(x(t),p(t), u(t),n(t)) = ﬁf\ﬂgnl H{(x(t),p(t),v,n(t)).

Application au probléeme du temps minimal

Dans le probleme du temps minimal, le temps de transfert 7" n’est pas fixé.
On reparameétrise les trajectoires sur [0,1] en posant s = ¢t/T et z = T. Le
probléme est alors de minimiser ¢(1) pour le systéme étendu
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dx dt dz

Les conditions de transversalité impliquent
ps =2 0pour s=1et p, =0 pour s =0,1,

et le systeme adjoint se décompose en

dp . (3X 8Y) Oc

as ~ P\oz "oz ) "ox

dpt dpz

S = (X Y) —

dS 9 dS p( +u ) Dt,
et de plus

M = min H = 0.
lv|<1
En reparamétrisant par ¢t et en remplagant M par M/z on obtient le résultat
suivant.

Proposition 74. Les conditions nécessaires d’optimalité pour le probléme du
temps minimal sont

z=X+uY p.p.,

. 0X n oY Jdc
=—p|l—+4+u—)—-—n— pp,

P P\ oz ox or PP

uwp,Y) = ‘ |i<nl<p,X +uY)+p=0 p.p., p#0.

Lors d’un contact ou d’une jonction avec la frontiére, on a

Oc
t+ = t. ) — 18 i> 07
p(t7) = p(t7) —vig, v

etp,=>0,m1>0,1n=0, quand c <0 et n est C° sur le bord c = 0.

Définition 85. Une extrémale est une solution des conditions nécessaires
précédentes. elle est dite exceptionnelle si p; = 0. dans le cas non exception-
nelle, on peut normaliser py a 1/2. Une extrémale est dite bang-bang si elle cor-
respond & un contréle continu par morceauz u(t) = —signe(p(t), Y (z(t))). Une
extrémale du probléme non contraint est dite singuliére si (p(t),Y (z(t))) = 0.
On note d(t) = (p(t),Y(x(t))) la fonction de commutation. La surface de
commutation est le lieu X formé des points ou le contrdle optimal est dis
continu.

Calcul des multiplicateurs

On peut calculer les multiplicateurs associés a la contrainte. On présente ces
conditions quand les ordres sont m = 1,2, le calcul étant lié & I'action de
lalgebre de Lie engendrée par (X,Y") agissant sur la fonction de contrainte c.
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Lemme 52. Supposons que l'ordre de la contrainte est m = 1.

1. Le long de la frontiére, on a

(p, [Y, X](x))
(Yoo)(z)

2. Supposons le contréle discontinu lors du contact ou de ’entrée d’un arc
bang-bang avec la frontiére. Alors le multiplicateur associé vérifie v; = 0,
le vecteur adjoint restant continu.

Preuve. A lintérieur de la frontiére, on a |up| < 1, et la condition de maximi-
sation de H impose ¢ = (p,Y) = 0. En dérivant, on obtient

0= = (p,[Y, X](x)) = n(Y.c)(x),

et Lyc # 0 car 'arc frontiere est d’ordre 1. D’ou 1).

Prouvons 2). Posons a = Lxcet b = Lyc. On a ¢ = a4+ ub. Soit Q) le point
de contact d’un arc bang t — xz(t) avec la frontiere au temps ¢;. Soit € > 0
petit. On a

c(z(t; —e)) <0, c(z(t; —e)) <O0.

En passant a la limite avec € — 0, on obtient
(a+bu)(t;) =0, (a+bu)(t) > 0.

En faisant la différence, il vient
b (t:))(ult;) — ult)) > 0.

Supposons par exemple que b(z(t;)) > 0. Donc u(t;) — u(t]) > 0 car le
controle est discontinu. D’apres le principe du maximum on doit avoir

D(t) = O(t; ) — vib(x(t:)),

et Pon en déduit v;b(z(t;)) < 0. Par ailleurs on doit avoir v; > 0. Donc
si v; > 0 on doit avoir b(z(t;)) < 0, ce qui contredit I'hypothese. Le cas
b(z(t;)) < 0 est semblable.

La discussion est similaire lors de la jonction avec un arc frontiere.

Lemme 53. Supposons que Uordre de la contrainte est m = 2.
1. Le long d’un arc frontiére, on a

n= <p7 [[Ya X],X](LE» + Ub<p, [[Yv X],Y]((E»
([Y;, X].c)(x) '

2. En un point de contact, d’entrée, ou de sortie, on a

() = B(t;).
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3. En un point d’entrée, on a

P(t;)
(Y. X].0)(x(t;))’

et en un point de sortie,

Vi =

()
([, X].c)(x(t:))

Preuve. Prouvons 1). Le long de la frontiére, on a & = (p,Y) = 0, et en
dérivant, il vient

Vi = —

0= = (p, [V, X]()),
0= = (p, [V, X], X] (2)) + unp, [V: X], Y)(@)) — n([Y, X].)e(x).

Prouvons 2). On a

B(t7) = B(t;) - vi(Yeo) (@),

(3

et Y.c = 0. D’ol le résultat.
Prouvons 3). Lors de la jonction avec la frontiére on a

0= o(tf) = (p(t}), [Y, X](x(t:)))

= (plt7) — i ¥, X (o (10)
= d(eF) ~ vi([Y; X])(a(11)

et de méme en un point de sortie.

7.2.4 Classification locale des synthéses temps minimales
pour les problémes avec contraintes

L’objectif de cette section est de présenter les techniques et des résultats par-
tiels de classification des synthéses optimales pour des systemes en dimension
2 et 3, avec contraintes sur I’état. Elles fournissent des conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalité, & comparer avec les conditions nécessaires du principe
du maximum.

Préliminaires

On considére un probléme de la forme & = X (z) + uY (z), |u] < 1, 2(0) = z¢
fixé et on note z(t,zo,u) la solution issue de zo en t = 0. Soit At (zp)
I'ensemble des états accessibles en temps petit, Uy asses petitZ(f, o, u). Le
systeme étendu associé au probleme du temps minimal est le systeme

i=X+uY, 2% =1, 2°(0) = 1.
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Notons = (z,2°) et AT (%) I'ensemble des états accessibles en temps pe-
tit pour le systéme étendu, avec Ty = (zp,0). On note B(%g) sa frontitre,
qui contient a la fois les trajectoires temps minimales et temps maximales,
paramétrées par le principe du maximum. Soit 7' > 0, on note B(xo,T) les
extrémités des trajectoires temps minimales a T fixé. Le lieu de coupure C(zq)
est le lieu des points x1 pour lesquels il existe deux trajectoires minimisantes
issues de zp. Considérons le systéme avec la contrainte ¢(z) < 0, on définit
de fagon similaire les états accessibles, leurs frontieres et le lieu de coupure.
Ils sont notés avec 'indice b. Un programme de recherche important est de
calculer Cy(xo) et de stratifier By(go,T). On se limite ici & quelques cas en
dimension 2 et 3, applicables a notre étude.

Le cas plan

Soit w = (z,y) € R% On note w = pdw la forme horloge définie sur le lieu des
points o X et Y sont indépendants par w(X) = 1, w(Y') = 0. Les trajectoires
singulieres sont localisées sur le lieu

§ = {w € R? | det(Y (w), Y, X](w)) = 0},
et le controdle singulier est solution de
(p, [[Y, X], X](w)) + us(p, [[Y, X], Y](w)) = 0.

La 2-forme dw s’annule précisément sur S.

Soit wp un point de la frontiere ¢ = 0, identifié a 0. Le probleme est de
déterminer le statut d’optimalité locale d’un arc frontiere ¢t — ~,(t) associé
a un contrdle up et de calculer les syntheses optimales au voisinage de 0. La
premiere étape est de construire une forme normale en supposant la contrainte
d’ordre 1.

Lemme 54. Supposons que

1. X (wp), Y (wp) soient indépendants ;
2. la contrainte soit d’ordre 1, c¢’est-a-dire Ye(wg) # 0.

Alors, en changeant si nécessaire u en —u, il existe un difféomorphisme
local préservant wg = 0 tel que le systéme contraint s’écrive

& =1+ ya(w),
y=>bw)+u, y<0.

Preuve. En utilisant un systéme de coordonnées locales préservant 0, on peut
identifier Y & a@ et larc frontiére v, & t — (¢,0). Le domaine admissible est
soit y < 0, soit y > 0. En changeant si nécessaire u en —u, on peut 'identifier
ay<0.
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Le cas générique Ay

Faisons de plus les hypotheses suivantes :

1. Y(0) et [X,Y](0) sont indépendants ;
2. Darc frontiere est admisible et non saturant en 0.

Avec ces hypotheses, dans la forme normale on a a(0) # 0, [6(0)| < 1. Pour
analyser la syntheése optimale au voisinage de 0, on pose a = a(0), b = b(0),
et le modele local est

=1+ ay,
y=b+u, y<O0.
La forme horloge est w = v et dw = Ldm Ady.
1+ ay (1+ ay)?

Synthéses locales

Considérons tout d’abord le cas non contraint. Si a > 0, dw > 0 et chaque
trajectoire optimale est de la forme v, y_, une trajectoire de la forme v_~,
étant temps maximale, o1 v, y_ désigne un arc y, associé a u = +1 suivi d’'un
arc y_ associé a u = —1. Si a < 0, dw < 0 et chaque trajectoire optimale est
de la forme y_+y,, une trajectoire de la forme v, ~y_ étant temps maximale.

Pour le cas contraint, le méme raisonnement utilisant w montre que l'arc
frontiére est temps minimal si et seulement si ¢ > 0. On a donc prouvé le
résultat suivant.

Proposition 75. Dans le cas Ay :

1. pour le probléme non contraint : si.a > 0 un arc vy, y_ est temps minimal
et un arc y_-y, est temps mazrimal et inversement si a <0 ;

2. pour le probléme contraint, un arc frontiére est optimal si et seulement si
a > 0 et dans ce cas une politique optimale est de la forme v v,y_. Si
a < 0, chaque politique optimale est de la forme v_~y, .

Lien avec le principe du minimum

" (p, [Y, X](w))
Le long de la frontiére, n = —————" et (p,Y(w)) = 0. En notant p =
(Y.e)(w)
(pz,py), on obtient n = —ap, et p, est orienté avec la convention (p, X +

uYy+ps =0, pr = 0. Donc p, < 0 et signe(n) = signe(a), et la condition
nécessaire est violée si a < 0.
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Le cas singulier By

SiY et [X,Y] sont dépendants en 0, alors a(0) = 0. Supposons que le lieu
S = {w € R? | det(Y(w),[X,Y](w)) = 0} est une courbe simple. Avec nos
normalisations la pente de S en 0 est un invariant. En approchant S par une
droite les équations deviennent

& =1+y(ay + bx),
y=ct+u y<O0,

ou S est identifiée & 2ay + bx = 0. On suppose a # 0. Considérons tout
d’abord le systeme sans contrainte et u € R. L’arc singulier peut étre temps
minimal ot temps maximal et les deux cas sont distingués par la condition de
Legendre-Clebsch :

e sia < 0 alors I’arc singulier est temps minimal ;
e sia > 0 alors I'arc singulier est temps maximal.

Le controle singulier est solution de b(1 + y(ay + bz)) + 2a(c + us) = 0
et sa valeur en 0 est us = —c — b/2a. La contrainte |ug| < 1 impose donc la
condition |¢ 4+ b/2a| < 1. La forme horloge est

dx 2ay + bx
=  etdov=————dx Nd
v ay? + bxy’ v aw (ay? + bry)? T A Y,

et signe(dw) = signe(2ay + bx). On suppose l’arc frontiére admissible et non
saturant, |¢| < 1. On a trois situations & distinguer pour le probléme non con-
traint, correspondant au comportement des extrémales bang-bang, au voisi-
nage de la surface de commutation. En dérivant ¢ = (p,Y (w)), on a en effet

@ = <p» [Yv X](U)»,
® = (p, [[Y, X], X](w)) + u(p, [[Y, X], Y](w)),

avec u = 1, u(t) = —signe(p, Y (w)), et p est orienté avec la convention
(p, X + uY) < 0. Les trois cas sont :

e Cas hyperbolique : &, <0, &_ > 0 pour (p,Y) = (p, [V, X]) = 0 ot &, et
&_ désignent les dérivées de & avec u = +1 et u = —1 respectivement.
Cas elliptique : @, > 0, d_ < 0 pour (p,Y) = (p,[Y, X]) = 0.

Cas parabolique : &, et @_ ont le méme signe pour (p,Y) = (p, [Y, X]) = 0.

Dans le cas hyperbolique, 'arc singulier est admissible, non saturant et
temps minimal et la synthese optimale est de la forme v v ,v4.

Dans le cas elliptique 'arc singulier est admissible, non saturant et la
synthese optimale est bang-bang avec au plus une commutation.

Dans le cas parabolique ’arc singulier n’est pas admissible et la synthese
optimale est bang-bang, avec au plus deux commutations.

On va analyser le cas contraint, en se limitant a la situation hyperbolique.
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Cas hyperbolique

a <0,lc+b/2a| < 1,|c| < letb#0.0nadeuxcasb > 0et b < 0. Considérons
par exemple le premier cas. Pour le probleme contraint, on utilise la forme
horloge et I'on en déduit que I'arc frontiere est optimal si z > 0 et non optimal
si < 0. Dans ce cas une trajectoire joignant deux points de la frontiere est
de la forme v_~,v,. Chaque courbe optimale, au voisinage de 0, a au plus 3
commutations et la synthese optimale est de la forme v, v, v, 7. -

Proposition 76. Sous nos hypothéses, dans le cas hyperbolique,

1.5t b > 0, un arc frontiere est optimal si et seulement si x > 0, et la
synthése optimale est de la forme v L7,V V4 ;

2.5t b < 0, un arc frontiére est optimal si et seulement si x < 0, et la
synthése optimale est de la forme v vyyysVa-

Le cas de dimension 3

Supposons le systéme en dimension 3 et notons w = (,y, z) les coordonnées.
Un premier résultat standard et important est le suivant.

Proposition 77. Supposons que X, Y et [Y,X] sont indépendants en wo,
alors l’ensemble des états accessibles AT (wg) en temps petit est homéomorphe
a un cone convexre d’intérieur non vide et dont la frontiere est formée de
deux surfaces, S1 et Sy formées des extrémités respectives d’arcs de la forme
v_ vy ety v_. De plus chaque point de l'intérieur est accessible avec un arc

VY4 V4 €L un arcy vy 4.

Pour construire la synthése optimale on doit analyser la frontiere de cet
ensemble d’état accessible, en considérant le systeme étendu. On considere
tout d’abord le cas non contraint. En dérivant la fonction de commutation
&(t) = (p(t), Y (w(t))), on obtient

(1) = (plt), [¥, X (w(®)),

o(t) = (pt), [[Y, X], X + uY](w(t))),
et si (p,[[Y; X],Y](w)) ne s’annule pas on peut calculer le contréle singulier
en résolvant @ = 0. On obtient

(Y. X] X))

(p, [[Y, X], Y](w))

Supposons Y et [X,Y] indépendants. En utilisant ’homogénéité et les re-
lations (p,Y) = (p,[Y,X]) = 0, on peut éliminer p . Introduisons D =
det(Y, [Y, X], [[Y, X],Y]) et D' = det(Y,[Y, X],[[Y, X], X]). Le controle sin-
gulier est donné par D'(w) + usD(w) = 0 et par chaque point générique
passe une direction singuliere. La condition de Legendre-Clebsch permet de
distinguer entre les directions rapides et lentes. On a deux cas dans le cas non
exceptionnel ot X, Y et [X,Y] sont indépendants.
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e Casl:si X, [[Y,X], Y] pointent dans des directions opposées par rapport
au plan engendré par Y et [ X, Y], alors l’arc singulier est localement temps
minimal avec u € R.

e (Cas 2 : dans le cas contraire, I’arc singulier est localement temps maximal.

Prenons maintenant en compte la contrainte |us| < 1. L’arc singulier
est strictement admissible si |ug| < 1, saturant si |us] = 1 en wy et non
admissible si |us| > 1. On a trois cas génériques. Supposons X, Y et
[X,Y] indépendants et p orienté ave la convention du principe du maximum
(p, X+uY) < 0. Soit t un instant de commutation d’une extrémale bang-bang,
&(t) = (p(t), Y (w(t))) = 0. Nest dit d’ordre 1si $(t) = (p(t), [Y, X](w(t))) # 0
et d’ordre 2 si &(t) = 0 mais (t) = (p(t),[[Y, X], X + uY](w(t))) # 0 pour
u = £1. La classification des extrémales au voisinage d’un point d’ordre 2 est
similaire au cas plan et on a 3 cas :

Cas parabolique : & ont le méme signe.
Cas elliptique : &1 >0 et & <0.
Cas hyperbolique : ¢, <0 et &_ > 0.

Dans les cas parabolique et hyperbolique, la synthese locale est déduite en
utilisant la classification des extrémales et la condition de Legendre-Clebsch.

Proposition 78. ¢ Dans le cas hyperbolique, chaque politique optimale est
de la forme vy v4y4-

e Dans le cas parabolique, chaque politique optimale est bang-bang avec au
plus deuxr commutations, une politique parmi v, v_ v, et y_7vy,vy_ étant
temps minimale et ’autre temps mazimale.

L’ensemble B(wg,T) décrivant la synthése optimale en un temps T est
homéomorphe & un disque fermé, dont la frontiere est formée d’extrémités
d’arcy_~y, et v, v_ dont I'intérieur est donné par les extrémités des extrémales
de la proposition précédente.

Dans le cas elliptique la situation est plus complexe. Chaque politique
optimale est bang-bang, avec au plus deux commutations, mais 1’extrémalité
n’est pas suffisante pour construire la politique optimale car il existe un lieu
de coupure C'(wo) formé de points ot deux trajectoires v, vy_v et y_vy, v_
ayant le méme temps se recoupent.

On va analyser le cas contraint. Si la contrainte est d’ordre 1, la situation
est semblable au cas plan. On va donc considérer le cas d’ordre 2 et pour des
raisons de simplicité et d’application au probleme de rentrée atmosphérique,
on se restreint au cas parabolique.

Le cas parabolique contraint en dimension 3
Forme normale et synthése optimale

Dans le cas parabolique, X, Y et [X,Y] forment un repére et en introduisant
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[V, X],X£Y]=ax X +b.Y 4+ co[Y, X],

a4+ ont le méme signe et la synthese optimale pour le probleme non contraint
ne dépend que de ce signe.

Si ay <0, la politique temps minimale est v_y,v_ et la politique temps
maximale est v, v_v, et inversement si a; > 0. Pour construire la synthese
optimale, on peut utiliser un modele nilpotent ou les crochets de Lie de
longueur supérieure a 4 sont nuls. De plus la direction singuliére si elle ex-
iste n’est pas admissible et on peut donc la faire disparaitre en supposant que
[[Y, X],Y] = 0. On aalors ax = a et cela forme un modele géométrique. On va
maintenant construire une forme normale, en prenant en compte la contrainte
sur 1’état. Elle est supposée d’ordre 2 et on suppose que les conditions C et
C3 sont vérifiées : le long d’un arc frontiere ~,, [X,Y].c # 0, et le controle
frontiere est admissible et non saturant.

Lemme 55. Sous mnos hypothéses, un modele local générique dans le cas
parabolique est
T =air+ azz,
1+ b1.13 + b32’,
Z=cH+u+crz+cy+esz, Jul <1,

ot az > 0, la contrainte est x < 0 et larc frontiére est identifié a 7y, : t —
(0,t,0). Il est admissible et non saturant si |c| < 1. De plus a = asby—aibs #0
et ag = [X,Y].c.

Preuve. Décrivons les normalisations.
Normalisation 1. Puisque Y (0) # 0, on peut identifier localement Y & %. Les

0
difféomorphismes locaux ¢ = (1, ©q, ©3) préservant 0 et Y vérifient % =
z
0 0
% =0et % = 1. La contrainte étant d’ordre 2, Y ¢ = 0 au voisinage de 0,
z z

et le champ Y est tangent a toutes les surfaces ¢ = «, « petit, donc @ =0.

Normalisation 2. Puisque ¢ ne dépend pas de z, en utilisant un diﬂéomori)hisme
local préservant 0 et Y, on peut identifier la contrainte a ¢ = x. Le systéme
se décompose en & = X;(w), § = Xao(w), 2 = X3(w) +u et x < 0. La con-
trainte ¢ = 0 est © = 0 et par hypothese un arc frontiere v, est contenu dans
r = & = 0 et passe par 0. Dans le cas parabolique, ’approximation affine est
sufisante pour I'analyse et le modele géométrique est

= a1 + a2y + asz,
y = by + brx + boy + b3z,
z=rcy+crx+ coy+c3z+u.

Normalisation 3. La normalisation finale concerne I’arc frontiere. Dans le plan
x = 0, en faisant une transformation z = ay + z, on peut normaliser ’arc
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frontiere & x = z = 0. Avec un difféomorphisme y’ = ¢(y) on peut identifier
v, &t — (0,¢,0).

On en déduit la forme normale en changeant éventuellement u en —u, ce
qui a pour effet de permuter les arcs vy + ety

Cette forme normale est utile pour calculer la synthése optimale locale.

Théoréme 49. Considérons le probleme du temps minimal pour un systeme
de la forme 1w = X (w)+uY (w), w € R®, |u| < 1, avec la contrainte c(w) < 0.
Soit wy un point du bord ¢ = 0. Supposons que les hypothéses suivantes soient
vérifiées :

1. X, Y et[X,Y] sont indépendants en wy et [V, X], X +Y|(wo) = ax X(wo)+
b1 Y (wo) + cx[Y, X](wo) avec ayx < 0.

2. Les contraintes sont d’ordre 2 et les hypothéses C et C3 sont satisfaites
en wy.

Alors larc frontiére passant par wq est localement temps minimal si et
seulement si l’arc v_ passant par wg est contenu dans le domaine non admis-
sible ¢ > 0. Dans ce cas la synthése temps optimale avec arc frontiére est de
la forme walfybwlﬂyf, ot 'yI sont des arcs tangents a la frontiéere.

Preuve. Suppsons le systéme normalisé, alors wg = 0 et 'arc frontiere +,
est identifié a t — (0,¢,0) et puisque ag > 0, les arcs associés & u = £1 et
tangents a v, sont contenus dans le domaine ¢ < 0 si u = —1 et le domaine
¢ > 0 si uw=+1. Soit B un point de 'arc frontiere voisin de 0, B = (0, yo, 0).
Si u = +1, les arcs associés issues de B sont approchés par

z(t) = as(co + cayo +u)t?/2 + o(t?),
2(t) = (co + cayo + u)t + o(t).

Les projections dans le plan (x,z) des arcs y_vy v_ et y,y_v, joignant 0 &
B sont des boucles notées v_7y,%_ et ¥,5_%,. Puisque a3 > 0, les boucles
Y_Y47_ et ¥, _7, sont respectivement contenues dans x < 0 et x > 0.
Revenons au systeme d’origine. L’arc v_v,~y_ joignant 0 a B est temps
minimal pour le systéme non contraint et s’il est contenu dans ¢ < 0, il est
optimal pour le probléme contraint. A 'opposé on peut joindre 0 & B par un
arc v, v_7, dans ¢ < 0, mais cet arc est temps maximal. Dans ce cas I'arc
frontiére est optimal. On en déduit alors aisément la synthese optimale.

Lien avec le principe du mazimum et interprétation géométrique

Supposons le systeme normalisé. Alors

<p,[[Y,X],X+ubY](w)> <p7 [[YvX]aX](w»

Y, X]e(w) Y Xe(w) 7

et [V, X](w) = —a3 < 0. Par ailleurs par extrémalité (p, X) < 0. La condition
nécessaire n > 0 impose a > 0. Dans ce cas v, v_v, est la politique optimale



7.3 Notes et sources 195

du probléme non contraint et elle est contenue dans ¢ > 0. Donc la condition
7 = 0 est violée si a < 0 et c’est le cas ou I'arc frontiére est non optimal.

Si on note B et By respectivement les points d’entrée et de sortie avec la
frontiére, les sauts vy et vo sont calculés avec les arcs joignant la frontiere et
quittant la frontiere.

Pour calculer la politique optimale joignant deux points P et @ de ¢ < 0,
on doit ajuster les commutations pour arriver sur la frontiere et partir de
la frontiere avec la contrainte (p,Y) = 0. D’un point de vue pratique, pour
calculer ’arc frontiere on doit a partir de P viser la frontiére, et au départ de la
frontiére viser @, en ajustant la commutation avant d’atteindre la frontiere et
en partant de la frontiere. Cela permet de calculer précisément la trajectoire
optimale avec un algorithme de tir ol les parametres sont les instants de
commutation, le vecteur adjoint étant éliminé.

Connezion de deux contraintes d’ordre 2 dans le cas parabolique

Dans notre application au probléme de rentrée, on va devoir analyser le cas
ou l'on doit connecter deux contraintes d’ordre 2, dans le cas parabolique.

Proposition 79. Considérons un systéme w = X +uY, |u| <1, w € R3, avec
deux contraintes distinctes, c;(w) < 0, i = 1,2. On suppose que les hypothéses
du théoréme précédent sont vérifiées. Supposons de plus que les arcs frontieres
sont optimauz. Soit U un voisinage wo contenant des arcs frontiéres v} et 712)
et supposons que l’arc 'yll) traverse la frontiére co = 0. Alors il existe un modéle
géométrique de la forme

T =a1T+ asz,
y:1+b1$+b32’7
Z=ct+u+tciz+chy + sz,

\

ot les arcs contraints sont identifiés a c¢1(w) = x, ca(w) = v + €y, € > 0
petit. De plus la politique optimale locale avec arc frontiére est de la forme
'y+7j7i7j'y§'y;'—7+, ou Uarc intermédiaire v est le seul arc tangent auz deux

contraintes.

Preuve. La preuve est aisée. On normalise le systéme au voisinage de la
premiére contrainte et on normalise ensuite co. La situation est claire car
géométriquement il existe un seul arc 4! tangent aux deux contraintes et qui
forme un pont entre les frontieres.

7.3 Notes et sources
Le principe du maximum classique a été prouvé par L. Pontriaguine, V. Boltian-

ski, R. Gamkrelidze, et E. Michtchenko, dans les années 50. Leur livre [60]
contient une preuve complete. L’approche utilisée est de construire un cone de
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perturbation, comme dans [46], contrairement & I'approche utilisée par [38],
qui est plus fonctionnelle. La preuve présentée dans ce chapitre est principale-
ment inspirée de [1, 46]. Le lemme fondamental 46, qui est un théoréme de
point fixe, est tiré de [1].

Les travaux de Weierstrass présentés dans ce chapitre sont extraits de
louvrage de Bolza [6]. Pour les principes du maximum avec contraintes sur
Pétat, voir le survey de [34]. Les conditions utilisées dans cette section sont
heuristiquement dues & Bryson et Ho [15] et prouvées formellement dans
Particle de Jacobson [39] pour le cas d’un systéme général. La version concer-
nant le cas affine est due & Maurer [49]. Pour un principe du maximum général
pour lequel la mesure sur le bord n’est pas décrite, voir [38]. L’approche dite
indirecte a été suggérée par Pontriaguine [60] ol la dérivée de la contrainte
est pénalisée. Des conditions nécessaires rigoureuses sont établies sous des
conditions de régularité et la mesure est alors non singuliere. Pour la classi-
fication des synthéses en petite dimension, voir [10] et pour le probléme avec
contraintes sur 1’état, voir [11].
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Le controdle de I’arc atmosphérique

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléeme de controle optimal d’une navette
spatiale en phase de rentrée atmosphérique, ou le controle est ’angle de gite, et
le cotit est le flux thermique total (facteur d’usure de la navette). L’objectif est
de déterminer une trajectoire optimale jusqu’a une cible donnée, de stabiliser
le systéeme autour de cette trajectoire nominale, en tenant compte du fait que
I’engin est de plus soumis a des contraintes sur I’état. Ce probléme a été défini
et résolu dans une série d’articles [12, 11, 14], en tenant compte des conditions
limites du cahier des charges du CNES.

8.1 Modélisation du probléeme de rentrée atmosphérique

8.1.1 Présentation du projet

Ce projet a été posé par le CNES, et est motivé par l'importance crois-
sante de la théorie du controle, et du contréle optimal, dans les techniques
d’aérocapture :

problemes de guidage, transferts d’orbites aéroassistés,
développement de lanceurs de satellites récupérables (ou l'enjeu financier
est trés important),

e problemes de rentrée atmosphérique : c’est ’'objet du fameux projet Mars
Sample Return développé par le CNES, qui consiste & envoyer une navette
spatiale habitée vers la planete Mars, dans le but de ramener sur Terre
des échantillons martiens.

Le role de ’arc atmosphérique est

e de réduire suffisamment 1’énergie cinétique, par les forces de frottement
dans 'atmosphere,
e d’amener ’engin spatial d’une position initiale précise a une cible donnée,
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e de plus, il faut prendre en compte certaines contraintes sur 1’état :
contrainte sur le flux thermique (non destruction de la navette), sur
laccélération normale (présence humaine dans la navette), et sur la pres-
sion dynamique (contrainte structurelle),

e enfin, on cherche de plus & minimiser un critere d’optimisation : le flux
thermique total de la navette, représentant un facteur d’usure.

Une trajectoire optimale étant ainsi déterminée, on peut également se
poser le probleme de stabiliser la navette autour de cette trajectoire, de fagcon
a prendre en compte de possibles perturbations.

Le controle est la configuration aérodynamique de la navette. La premiere
question qui se pose est la suivante : les forces aérodynamiques peuvent-elles
contribuer a freiner la navette de maniere adéquate ? En fait si l'altitude
est trop élevée (supérieure a 120 km), alors la densité atmosphérique est trop
faible, et il est physiquement impossible de générer des forces aérodynamiques
suffisammanent intenses. Au contraire, si l'altitude est trop basse (moins
de 20 km), la densité atmosphérique est trop grande, et le seul emploi des
forces aérodynamiques conduirait a un dépassement du seuil autorisé pour le
flux thermique ou la pression dynamique. En effet la rentrée atmosphérique
s’effectue a des vitesses tres élevées. En revanche si laltitude est comprise
entre 20 et 120 km, on peut trouver un compromis. C’est ce qu’on appelle la
phase atmosphérique.

Durant cette phase atmosphérique, la navette se comporte comme un pla-
neur, les moteurs sont coupés : il n’y a pas de force de poussée. L’engin est donc
soumis uniquement & la gravité et aux forces aérodynamiques. Le controle est
I’angle de gite cinématique qui représente l'angle entre les ailes et un plan
perpendiculaire a la vitesse. Enfin, on choisit comme critére d’optimisation le
flux thermique total de la navette.

La modélisation précise du probleme a été effectuée dans [14]. Nous la
rappelons maintenant.

8.1.2 Modélisation du probléme

Pour le probleme de rentrée, la planéte peut étre la Terre ou Mars pour le
programme d’exploration. Dans les deux cas les équations sont les mémes
sauf pour les parametres spécifiques & chaque planéte (rayon, masse, vitesse
de rotation, densité de 'atmosphere, etc). Dans nos calculs on va supposer
que la planete est la Terre. Pour modéliser le probleme, on utilise les lois de
la mécanique classique, un modele de densité atmosphérique et un modele
pour les forces s’exercant sur la navette, la force gravitationnelle et la force
aérodynamique qui se décompose en une composante dite de trainée et une
composante dite de portance. Le controle est la gite cinématique ('angle
d’attaque est fixé).

On donne un modele général tenant compte de la rotation (uniforme) de
la Terre autour le 'axe K = NS, a vitesse angulaire de module (2. On note
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E = (e1,e2,e3) un repere galiléen dont l'origine est le centre O de la Terre,
Ry = (I, J, K) un repére d’origine O en rotation & la vitesse {2 autour de laxe
K, et I I'intersection avec le méridien de Greenwich.

Soit R le rayon de la Terre et G le centre de masse de la navette. On note
R} = (e, e, er) le repére associé aux coordonnées sphériques de G = (1,1, L),
r > R étant la distance OG, [ la longitude et L la latitude, voir figure 8.1, (i).

€L
Ya
7 - J
I v

() (ii)
Fig. 8.1.

Le systeme de coordonnées sphériques présente une singularité au pole
Nord et au pole Sud. Pour écrire la dynamique sous forme plus simple on
introduit le repére mobile Ry = (4,7, k) dont l'origine est G de la maniére
suivante. Soit ¢ : t — (z(t),y(t), 2(t)) la trajectoire de G mesurée dans le
repere Ry et v la vitesse relative v = &I + yJ + 2K. Pour définir ¢ on pose :
v = |v]i. Le vecteur j est un vecteur unitaire du plan (7, e,) perpendiculaire
a i et orienté par j.e, > 0. On pose k = 7 A j. La direction de la vitesse est
paramétrisée dans le repére R| = (e, e;,er) par deux angles, voir figure 8.1,
(i) :

e la pente vy, aussi appelée angle de vol, qui représente 1’angle entre le plan
horizontal et un plan contenant le vecteur vitesse,
e lazimut y, qui est 'angle entre la projection de v dans un plan horizontal

et le vecteur ey, voir Fig. 8.1.

L’équation fondamentale de la mécanique, qui est une équation différentielle
du second ordre sur R3, se traduit par un systéme dans les coordonnées
(r,l, Lyv, vy, x)-

Par ailleurs on fait les hypotheses suivantes, le long de I’arc atmosphérique :

Hypothése 1 : la navette est un planeur, c’est-a-dire que la poussée de la
navette est nulle.
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Hypotheése 2 : on suppose que la vitesse de 'atmosphere est la vitesse de
la Terre. La vitesse relative de la navette par rapport a la Terre est donc la
vitesse relative v.

8.1.3 Les forces

Les forces agissant sur la navette sont de deux types :

e force de gravité : pour simplifier on suppose que la Terre est sphérique et
que la force de gravité est orientée selon e,.. Dans le repéere Ry elle s’écrit :

P = —mg(isiny + j cosvy),

ot g = go/r”.

e force aérodynamique : la force fluide due a I'atmosphere est une force
F qui se décompose en :
— une composante dite de trainée opposée a la vitesse de la forme :

1
D :(ipSCDﬁ)i, (8.1)
— une force dite de portance perpendiculaire a v donnée par :
1
L= gpSCva(jcos,u—i—ksinu), (8.2)

ou p est langle de gite cinématique, p = p(r) est la densité de
Patmosphere, et Cp, C', sont respectivement les coefficients de trainée
et de portance.

Hypothése 3 : les coefficients C'p et C dépendent de I'angle d’attaque «
qui est 'angle entre ’axe du planeur et le vecteur vitesse. C’est a priori un
controle mais on suppose que durant ’arc atmosphérique il est fixé.

Notre seul controle est donc l'angle de gite p dont effet est double :
modifier 'altitude mais aussi tourner a droite ou a gauche.

On choisit pour la densité atmosphérique un modele exponentiel :

p(r) = poe” ", (8.3)
et par ailleurs on suppose que

_9%
r2’

g(r) (8.4)

Le repére n’étant pas absolu, la navette est également soumise & la force
— — —
de Coriolis 2m {2 A ¢ et a la force d’entrainement m {2 A (£2 A q).
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8.1.4 Les équations du systéme

Finalement, I’arc atmosphérique est décrit par le systeme suivant :

dr .
2 s
5 = Usiny
d 1 SC
dit} = —gsiny — ip—sz + 227 cos L(sin~ cos L — cosy sin L cos x)
m

d 1 sC
9 (3087(—g + E)—i— =p chosu—k 282 cos Lsin x
dt v 2" m

r

+ £2%— cos L(cos vy cos L + sinysin L cos

” (cosy gl X) (8.5)
dL v
— = — COS "y COS
dt r TEOSX
dl  wvcosysiny
dt r cosL
dX - 1 SCL

p sinu—i—gcosvtaaninx
dt 2" m cosvy T
o7 sin L cos Lsin x

+ 282(sin L — tany cos L cos x) + 2°—
v cos

ou l'état est ¢ = (r,v,7,1, L, x) et le controle est 'angle de gite .
Dans la suite on pose 7 = rr + h, ou rr est le rayon de la Terre, et h est
I’altitude de la navette.

8.1.5 Coordonnées Kepleriennes

En supposant la Terre fixe (i.e. 2 = 0) et que le systéme n’est soumis qu’a la
force de gravitation, les trajectoires ont les propriétés suivantes :

Propriété 1 : Elles sont planes.
Propriété 2 : Si ’énergie est strictement négative, ce sont des ellipses dont le
centre de la Terre est un foyer.

Ces propriétés sont la conséquence de l'existence d’intégrales premieres qui
sont :

e le moment cinétique M = mx A &, ou = est la position et & la vitesse, la
conservation du moment cinétique impliquant que le mouvement est dans
un plan normal a M.
Iénergie totale £ = m;Q - %,

Iintégrale de Laplace, due a la nature spécifique du potentiel, L = & A

M — goe,.
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Le mouvement Keplerien est donc caractérisé par la normale au plan de
Pellipse ‘;A\‘; £ I’angle w du péricentre, la longueur du grand axe et ’excentricité
de Pellipse, voir figure 8.2, (i).

La position du satellite sur I’ellipse est caractérisée par un angle 6 que ’on
remplace en général par 'anomalie excentrique ¢, voir figure 8.2, (ii).

G satellite

P péricentre

a\w

Oplanete

Fig. 8.2. 0 (i)

On rappelle les relations

90 EM?
e TN g

L’angle w caractérisant le péricentre est plus complexe a calculer. Pour un
mouvement général dans un champ central ’angle entre deux passages par un
péricentre n’est pas en général constant et dans le probleme de Kepler on doit
pour le caractériser utiliser I'intégrale premiere de Laplace.

Notons 19 = |OGy| la position initiale, v la vitesse initiale, cg 'angle

entre OGy et v, soit C = rgvg sin g, jo vecteur unité perpendiculaire a O Py
dans le plan du mouvement, et H le vecteur défini par 1’égalité

vo =~ o + H).

L’angle w est défini par la propriété que angle entre H et OP est égal a 7/2.
L’évolution sur la trajectoire elliptique est donnée par ’équation de Kepler

. 2
p —esing = ?(t—tp),

ou tp est 'instant de passage au péricentre, et T = 27ra3/21 /gﬂ0 est la période

de révolution. Définissons
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. T
Y= (p—esing)_.
s
Alors w = 1, et on obtient la proposition suivante.

Proposition 80. Dans les coordonnées q = (%, a, e, w, ¢), léquation de
Kepler est linéaire, K = %.

La dérive du systeme décrivant la navette est donc linéarisée dans un tel
systeme de coordonnées. On appelle ellipse osculatrice a une trajectoire du
systeéme en un point ¢; ’ellipse du systeme libre passant par ¢;. Le systeme de
coordonnées Keplerien est bien adapté pour étudier 'action de la trainée qui
est colinéaire a v et le plan contenant I'ellipse osculatrice est dans ce cas fixe
et coincide avec le plan osculateur contenant la vitesse et l'accélération. Par
contre la force de portance est perpendiculaire a v. Un choix de coordonnées
canoniques pour étudier le systeme est délicat.

8.1.6 Le probléme de contréle optimal

Le probleme est d’amener 1’engin spatial d’une variété initiale My a une variété
finale My, ol le temps terminal ¢; est libre, et les conditions aux limites sont
données dans le tableau 8.1.

Conditions initiales Conditions finales
altitude (k) |119.82 km 15 km
vitesse (v) 7404.95 m/s 445 m/s
angle de vol ()| —1.84 deg libre
latitude (L) 0 10.99 deg
longitude (1) libre ou fixée a 116.59 deg|166.48 deg
azimut (x) libre libre

Tableau 8.1. Conditions aux limites

La navette est, au cours de la phase de rentrée atmosphérique, soumise a
trois contraintes :

e Contrainte sur le flux thermique

@ = Cqy/pv® < o™, (8.6)
e Contrainte sur l’accélération normale

Tn = Tno(@)pv® <907, (8.7)

e Contrainte sur la pression dynamique

1
§pv2 < pPmer, (8.8)
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Elles sont représentées sur la figure 8.3 dans le domaine de vol, en fonction
de l'accélération d = 1 SCD pv? et de v.
Le probléeme de controle optimal est de minimiser le flux thermique total

1) = /0 "o i, (8.9)

Remarque 29. Concernant ce critere d’optimisation, plusieurs choix sont en
fait possibles et les criteres a prendre en compte sont le facteur d’usure
lié a lintégrale du flux thermique et le confort de vol lié a l'intégrale de
l’accélération normale. On choisit le premier critere, le temps final ¢y étant
libre.

d

presslon A
dynamlque dccélération normale |

ﬂux gthe?rmi que

v

Fig. 8.3. Contraintes sur 'état, et stratégie de Harpold/Graves

8.1.7 Stratégie d’Harpold et Graves

Si on fait 'approximation © ~ —d, le cott peut étre écrit
=K / —dv K >0,

et la stratégie optimale consiste alors a maximiser ’accélération d pendant
toute la durée du vol. C’est la politique décrite dans [33], qui réduit le probléme
a trouver une trajectoire suivant le bord du domaine d’états autorisés, dans
Pordre suivant : flux thermique maximal, puis accélération normale maximale,
puis pression dynamique maximale, voir Fig. 8.3.

Cependant cette méthode n’est pas optimale pour notre critere, et notre
but est tout d’abord de chercher une trajectoire optimale, puis de la stabiliser.

8.1.8 Données numériques

e Données générales :
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Rayon de la Terre : rp = 6378139 m.
Vitesse de rotation de la Terre : £2 = 7.292115853608596.10~° rad.s~*.
Modéle de gravité : g(r) = 22 avec gy = 3.9800047.10' m?.s~2,
r
® Modele de densité atmosphérique :

plr) = poesp (= 7-(r = 1)

S

avec py = 1.225 kg.m ™3 et hy = 7143 m.

5
e Modele de vitesse du son : vgon(r) = E a;r', avec
i=0

as = —1.880235969632294.10° 22, a4 = 6.074073670669046.10~ 15,
as = —7.848681398343154.107%, ay = 5.070751841994340.107 1,
a; = —1.637974278710277.10°, a¢ = 2.116366606415128.10*2.
Nombre de Mach : Mach(v,r) = v/vson(T).
Données sur la navette :

Masse: m = 7169.602 kg.
Surface de référence : S = 15.05 m?.

15C
Coefficient de trainée : k = = ~—2.,
2 m
1
Coefficient de portance : k' = 3 SCL.
m

e Coeflicients aérodynamiques :

Table de Cp(Mach, incidence)

0.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00 deg
0.00]0.231 0.231 0.269 0.326 0.404 0.500 0.613 0.738 0.868 0.994 1.245
2.00|0.231 0.231 0.269 0.326 0.404 0.500 0.613 0.738 0.868 0.994 1.245
2.30|0.199 0.199 0.236 0.292 0.366 0.458 0.566 0.688 0.818 0.948 1.220
2.96(0.159 0.159 0.195 0.248 0.318 0.405 0.509 0.628 0.757 0.892 1.019
3.95|0.133 0.133 0.169 0.220 0.288 0.373 0.475 0.592 0.721 0.857 0.990
4.62|0.125 0.125 0.160 0.211 0.279 0.363 0.465 0.581 0.710 0.846 0.981

10.00(0.105 0.105 0.148 0.200 0.269 0.355 0.458 0.576 0.704 0.838 0.968
20.00/0.101 0.101 0.144 0.205 0.275 0.363 0.467 0.586 0.714 0.846 0.970
30.00(0.101 0.101 0.144 0.208 0.278 0.367 0.472 0.591 0.719 0.849 0.972
50.00|/0.101 0.101 0.144 0.208 0.278 0.367 0.472 0.591 0.719 0.849 0.972
Mach
Table de CL(Mach, incidence)
0.00/0.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00 deg
0.00{0.000 0.185 0.291 0.394 0.491 0.578 0.649 0.700 0.729 0.734 0.756
2.00(0.000 0.185 0.291 0.394 0.491 0.578 0.649 0.700 0.729 0.734 0.756
2.30(0.000 0.172 0.269 0.363 0.454 0.535 0.604 0.657 0.689 0.698 0.723
2.96(0.000 0.154 0.238 0.322 0.404 0.481 0.549 0.603 0.639 0.655 0.649
3.95|0.000 0.139 0.215 0.292 0.370 0.445 0.513 0.569 0.609 0.628 0.626
4.62(0.000 0.133 0.206 0.281 0.358 0.433 0.502 0.559 0.600 0.620 0.618
10.00/0.000 0.103 0.184 0.259 0.337 0.414 0.487 0.547 0.591 0.612 0.609
20.00(0.000 0.091 0.172 0.257 0.336 0.416 0.490 0.552 0.596 0.616 0.612
30.00(0.000 0.087 0.169 0.258 0.338 0.418 0.493 0.555 0.598 0.619 0.613
50.00({0.000 0.087 0.169 0.258 0.338 0.418 0.493 0.555 0.598 0.619 0.613
Mach

e Profil d’incidence imposé : Si le nombre de Mach est plus grand que 10
alors I'incidence est égale a 40. Si le nombre de Mach est compris entre 2 et
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10 alors I'incidence est une fonction linéaire du nombre de Mach, entre les
valeurs 12 et 40. Si le nombre de Mach est plus petit que 2 alors I'incidence
est égale a 12 (voir figure 8.4).

incidence
40

12 nombre de Mach

2 10

Fig. 8.4. Profil d’incidence imposé en fonction du nombre de Mach

e Contraintes sur ’état :
Contrainte sur le flux thermique ¢ = Cy/pv® < ¢

max , O.l‘l

Cy=1.70510"* S.I. et ™ = 717300 W.m 2.

Contrainte sur 'accélération normale

S L\’
¥, = ~— pv2Cpy[1+ —L < 4R =29.34 m.s™ 2
2m Cp

1
Contrainte sur la pression dynamique P = —pv? < P™* = 25000 kPa.

e (Conditions initiale et terminale : voir tableau 8.1.

8.1.9 La notion de trajectoire équilibrée

C’est un concept important dans la littérature spatiale que I'on peut traduire
ainsi. Considérons I'équation d’évolution de la pente, ou le terme en {2 est

négligé,
d v 1 SC
e COSV(_% + ;)—i_ 2"

L
U COS L.

Le domaine de vol équilibré est 1’ensemble des conditions initiales tel que
0 € [Yu,=—1>Vu,—11] avec ug = cos p1. Avec cosy ~ 1 et en négligeant le terme
en ¥ on obtient la condition

1 SCL g

= 1
2" m >112 (8.10)

(voir figure 8.5).
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contrainte sur la pression dynamique

v A équilibre
474000 |
77 77 77 i i contrainte sur le
flux thermique
7777777777777777777777777777777777 [“7[‘0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, € 2hs
4000
Fig. 8.5.

Cette condition n’est pas toujours réalisée, en particulier en début de tra-
jectoire, car il faut que la vitesse soit assez petite pour que la trajectoire soit
elliptique : £ = %mv2 —9 < 0. Par ailleurs le domaine de vol équilibré dépend
de la densité de 'atmosphere (faible en début de trajectoire) et inversement
proportionnelle & la masse. C’est une condition de controlabilité cruciale qui
signifie que la portance peut équilibrer le terme de gravité.

On peut observer que pour p = km la portance est contenue dans le plan
de lellipse osculatrice et le mouvement est plan.

8.1.10 Réduction du probleme, modele simplifié en dimension trois
Remarquons que le systeme (8.5) décrivant I’arc atmosphérique est de la forme
¢ = X(q) +wYi(q) +u2Ya(q),

avec u; = cosp, us = sinp et ¢ = (r,v,v,L,l,x). Posons ¢1 = (r,v,7) et
g2 = (L,1,x). Alors on peut décomposer le systéme de la maniere suivante :

G = fl(Q17u1) + 0(0)7 Go = fQ((LUQ)'

Plus précisément, le premier sous-systeme, qui représente le mouvement lon-
gitudinal de la navette, s’écrit

7 = vsin-y,
0= —gsiny — kpv® +0(2), (8.11)
A = cosy (—% + g) + K pvuy + O(02),

et le second sous-systeme, qui représente le mouvement latéral, est
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)
L =—cos~ycosy,
r

. v Ccosysiny
l=———=
r cosL (8.12)

. Kpv

= ug—&—gcosvtaaninx—i—O(Q),
cos 7y r

avec

1SCp ,, _18Cs

De plus, pour le contréle de I’arc atmosphérique, le probléme majeur au cours
du vol est de respecter la contrainte sur le flux thermique, et ceci requiert une
analyse fine du mouvement longitudinal de I’engin.

Ces remarques nous amenent a construire un modele simplifié en dimension
3 du probleme de rentrée atmosphérique. En effet, en négligeant la vitesse de
rotation de la planéte, ou bien en supposant la force de Coriolis constante, le
systeme décrivant 1’évolution de la navette se décompose en

1 = filqr,u1), G2 = fa(q,uz).

Dans les coordonnées g1 = (r,v,7y), ou le contrdle est u; = cos y, et ol on
suppose la force de Coriolis constante, ce modele simplifié s’écrit

7 =vsin-y,

0= —gsiny — kpv?, (8.13)

A= cos'y(—g + 9)4— K pvuy + 212,
v

ou le controle w; vérifie la contrainte |ui| < 1. Pour ce modeéle simplifié, on
ne prend en compte que la contrainte sur le flux thermique

o= Cq\/ﬁv?) < sDnmcc.

Dans la section suivante, nous analysons en détails ce sous-probleme.

8.2 Controéle optimal et stabilisation sur le modéle
simplifié en dimension trois

Dans cette section on résout théoriquement puis numériquement le probleme
de controle optimal pour le systeme simplifié en dimension trois, d’abord en
ne tenant pas compte de la contrainte sur le flux thermique, puis en la prenant
en compte.
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8.2.1 Le probléeme sans contrainte
Rappels sur le principe du maximum

Rappelons un énoncé de ce théoreme fondamental adapté a notre probléeme.

Théoréme 50. Considérons le systéme de contréle dans R™

@(t) = f(a(t), ult)), (8.14)

ot f : R"xR™ — R" est de classe C' et ot les contréles sont des applications
mesurables et bornées définies sur des intervalles [0,t(u)] de RY et ¢ valeurs
dans U C R™. Soient My et M; deuzx sous-ensembles de R™. On note U
l’ensemble des contriles admissibles dont les trajectoires associées relient un
point initial de My a un point final de My. Pour un tel contréle on définit le
cott

t(u)
Cu) = / £ (), u(t)dt,

ou fO: R" x R™ — R est lisse et x(-) est la trajectoire solution de (8.14)
associée au contréole u (probleme de contréle optimal d temps final non fizé).

Si le controle u € U est optimal sur [0,t,], alors il existe une application
non triviale (p(-),p°) : [0,ts] — R™ x R absolument continue appelée vecteur
adjoint, ou pY est une constante négative ou nulle, telle que la trajectoire
optimale x associée au controle u vérifie presque partout sur [0,t.] le systeme

H
T = %%(m>papoau)7 p = _867(1'71771907”)7 (815)

ou H(x,p,p% u) = (p, f(z,u)) + pfO(x,u) est le Hamiltonien du systéme, et
on a la condition de mazimisation presque partout sur [0, t.]

H(x(t), p(t),p°,u(t)) = M(x(t), p(t), p") (8.16)

ou M(z(t),p(t),p) = maxyey H(z(t),p(t),p°, u). De plus on a, pour tout
t € [07 *];

M (x(t), p(t), p°, u(t)) = 0. (8.17)

Si My et My (ou juste l'un des deuzx ensembles) sont des variétés de R™ ayant
des espaces tangents en x(0) € My et x(t.) € My, alors le vecteur adjoint peut
étre choisi de maniere a satisfaire les conditions de transversalité auxr deux
extrémités

p(O)J_TI(O)MO et p(t*)J_Tm(t*)Ml.

Remarque 30. L’application du principe du maximum permet de ramener un
probléeme de contréle optimal & un probléme aux valeurs limites, qui se résout
ensuite numériquement avec une méthode de tir (cf [66]), ce que nous ferons
plus loin.
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Application au probleme de la navette

Le systéme simplifié (8.13) en dimension trois peut s’écrire comme un systéme
de controle affine mono-entrée

#(t) = X (2(t) +u(®)Y (2z(t), lu(t)] <1, (8.18)

ou z = (r,v,7), et

. . 9y 0 (g v>8
X_vsm'yar (gsiny + kpv )av+cos'y v+7“ oy’
0

Y =kKpv—
pvafy?

Le cofit est le flux thermique total

ty
C(u):/ pdt,
0

avec ¢ = Cy/p(r)v3. On suppose de plus que g est constant.

Proposition 81. Toute trajectoire optimale est bang-bang, i.e. est une suc-
cesston d’arcs associés au contréole u = +1.

Preuve. Dans notre cas le Hamiltonien s’écrit
H(z,p,p°,u) = (p, X (x) + uY (z)) + p°o(2),

et la condition de maximisation implique que u = signe({p,Y)) si (p,Y) # 0. 11
suffit donc de montrer que la fonction ¢t — (p(t), Y (z(t))), appelée fonction de
commutation, ne s’annule sur aucun sous-intervalle, le long d’une extrémale.
Supposons le contraire, i.e.

sur un intervalle I. En dérivant deux fois par rapport a ¢ il vient

{p(1), [X, Y](x(t))) = 0,
(p(®), [X, [X, YI(2(1))) + u(®) (p(), [V, [X, Y]|(2(t))) = 0,

ou [.,.] est le crochet de Lie de champs de vecteurs. Par conséquent sur
I'intervalle I le vecteur p(t) est orthogonal aux vecteurs Y (x(t)), [X, Y](x(t)),
et [X, [X,Y]](z(t)) + u(t)[Y, [X,Y]](x(t)). Or on a le lemme suivant.

Lemme 56. Pour tout u tel que |u| <1, on a

det (Y (), [X, Y](z), [X, [X, V]](z) + ulY, [X, Y]](z)) # 0.
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Preuve (Preuve du lemme.). Le calcul donne
0 0
[X,Y] = Veos Y5 — geosy o
0 0
Y, [X,Y]] = vsin'ya — gsinva

et donc [Y,[X,Y]] € Vect(Y,[X,Y]). Par ailleurs, det (Y, [X,Y],[X, [X,Y]])
n’est jamais nul dans le domaine de vol (ot cosy # 0).

11 ’ensuit que p(t) = 0 sur I. Par ailleurs le Hamiltonien est identiquement
nul le long de I'extrémale, et par conséquent, p®p(x(t)) = 0 sur I. Comme
© # 0, on en déduit p® = 0. Donc le couple (p(-),p") est nul sur I, ce qui est
exclu par le principe du maximum.

Le controle optimal u(t) est donc bang-bang, i.e. ¢’est une succession d’arcs
u = 1. Nous avons le résultat suivant, qui découle d’une étude géométrique
détaillée dans [11, 14].

Proposition 82. La trajectoire optimale satisfaisant les conditions initiale et
finale (voir tableau 8.1) est constituée des deux arcs consécutifs u= —1 puis
u=+1.

Pour expliquer ce résultat suffit d’appliquer la proposition 78 du Chap. 7,
qui décrit la syntheése temps-minimale locale en dimension 3. Pour cela il
faut reparamétriser notre systéme par le flux, de maniére a se ramener a un
probléme de temps minimal.

On introduit un nouveau paramétrage s du systéme (8.18) en posant

ds = p(q(t))dt. (8.19)

En notant ’ la dérivée par rapport & s, le systeme (8.18) s’écrit

2 = X(x) +uz(q), |ul <1 (8.20)
ou X =X, Y =Y, et o = i. Le probleme de controle optimal équivaut
alors a un probleme de temps minimal. On établit le lemme suivant a ['aide
de Maple.

Lemme 57. Dans le domaine de vol ot cosy # 0, on a :

1. X,Y,[X,Y] sont linéairement indépendants.
21V, [X.7]) € Vet [V [X 7). -
3. [X, (X, Y](z) = a(2) X (z) + b(2)Y (2) + c(2)[X, Y](z) avec a < 0.

Avec les résultats du Chap. 8, la proposition s’ensuit.
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Simulations numériques

La trajectoire optimale est donc de la forme y_~y_, ott y_ (resp. v, ) représente
un arc solution du systéme (8.13) associé au controle u = —1 (resp. u = +1).
Il s’agit donc de déterminer numériquement le temps de commutation ¢, i.e.
le temps auquel le controle u(t) passe de la valeur —1 & la valeur +1. Pour
cela, on peut procéder par dichotomie, de la maniere suivante. Etant donné
un temps de commutation ¢., on intégre le systeme en (r,v, ), jusqu’a ce que
la vitesse v atteigne la valeur requise, soit 445 m/s. On effectue alors une
dichotomie sur ¢, de maniere & ajuster Paltitude finale r(t;) = rr + h(ty) a la
valeur souhaitée, soit 15 km.

Remarque 31. 11 s’agit d’'un cas particulier de méthode de tir, qui se ramene
ici pour le probléme simplifié & une dichotomie. Dans le cas général traité plus
loin, la mise en oeuvre d’une méthode de tir (multiple) est nécessaire.

Les résultats obtenus sont tracés sur les figures 8.6 et 8.7. On se rend
compte que cette stratégie ne permet pas de respecter la contrainte sur le
flux thermique, et n’est donc pas adaptée au probleme. La prise en compte de
cette contrainte sur ’état est donc bien indispensable.

x 10 Altitude
15 T
10 B
5+ i
0 | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Vitesse
8000 T
6000 - B
4000~ 1
2000 B
0 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Angle de vol
0.4
0.2+ B
(0] = i
-0.2f B
—0.4 I I I I I

Fig. 8.6. Coordonnées d’état pour le probleme sans contrainte
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Fig. 8.7. Flux thermique, et angle de gite (contrdle), pour le probleme sans
contrainte

8.2.2 Le probleme avec contrainte sur 1’état
On tient maintenant compte de la contrainte sur le flux thermique.

Lemme 58. En supposant que Cp et Cp, sont constants, la contrainte sur le
fluz thermique est d’ordre deuz, et I’hypothése Cy, a savoir “Y Xc ne s’annule
pas sur la frontiére” (voir Chap. 8), est satisfaite dans le domaine de vol.

Dans la partie du domaine de vol ou l'arc frontiere est admissible et
non saturant (hypothése C3), larc y_ viole la contrainte au voisinage
de la frontiere. On déduit donc du théoreme 49 du Chap. 7 le résultat suivant.

Proposition 83. [12, 11] La trajectoire optimale satisfaisant les conditions
initiale et finale requises est de la forme 7_71%71, i.e. elle est constituée
des quatre arcs consécutifs : u = —1, u = +1, un arc frontiére correspondant
a un flux thermique maximal, puis u = +1.

Comme pour le probléme sans contrainte, on a trois temps de commutation
a calculer numériquement :

le temps de commutation ¢; de —1 a +1,
le temps de commutation to de +1 a ug, ol us est 'expression du controle
permettant un flux thermique maximal,

e le temps de commutation t3 de us a +1.

Calcul du controle iso-flux ug

Le long d’un arc frontiere restant a flux thermique maximal, on doit avoir
p = @ Par dérivation, on obtient
1o 390
p = p(—=-—siny — —siny — 3kpv),
o= o( o7, S~ 2, ST pv)
» = A+ Bu,
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ou les coefficients A et B sont calculés a 'aide de Maple. Le long de 'arc
frontiere iso-flux, on doit avoir

d’ott 'on déduit

L’expression obtenue pour u(t) est
Ug = ( gor?v? + Tkpv*rtsiny — r3vt cos? v — 202r*v3 cosy
— 18gohsrv? cos? v — 6gahs + 12g5h cos® 7y + 12gohsrv?
—1202gohsr*v cosy + 6k2hsp2r4v4)

/(k'r2v2p(r2v2 + 6gohs) cos ).

Remarque 32. Les simulations a venir nous permettront de vérifier a posteri-
ori que ce controle ug est bien admissible, i.e. vérifie la contrainte |us| < 1,
pendant la phase iso-flux.

Simulations numériques

Le temps de commutation t; est calculé de la maniere suivante. On integre
le systeme (8.13) jusqu’a ce que ¢ = 0. On calcule alors ¢; par dichotomie
de fagon a ajuster ¢ a sa valeur maximale ™" en ce temps d’arrét. On
détermine ainsi numériquement le premier temps de commutation ¢t; = 153.5.
Le temps de sortie de la phase iso-flux est déterminé de maniere completement
analogue. Finalement, on arrive aux résultats représentés sur les figures 8.8
et 8.9.

On a donc ainsi déterminé numériquement une trajectoire optimale satis-
faisant les conditions aux limites souhaitées, et respectant la contrainte sur le
flux thermique.

Remarque 33. Pour le modele non simplifié en dimension 6, ce n’est pas le
cas : les contraintes sur le facteur de charge et sur la pression dynamique ne
sont pas respectées, et il faut envisager une phase iso-accélération normale,
voir section suivante.

8.2.3 Stabilisation autour de la trajectoire nominale

On se propose maintenant de stabiliser le systeme simplifié autour de la trajec-
toire construite dans le paragraphe précédent, de fagon & prendre en compte
d’éventuelles perturbations, dues aux erreurs de modeles, aux perturbations
atmosphériques, etc. Pour cela, on utilise la théorie linéaire-quadratique, qui
permet d’exprimer le controle sous forme de boucle fermée, au voisinage de la
trajectoire nomimale, de fagon & la rendre stable.
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Fig. 8.8. Coordonnées d’état pour le probleme avec contrainte
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Fig. 8.9. Flux thermique, et angle de gite (controle), pour le probleme avec
contrainte

Rappels sur ’équation de Riccati et sur les problémes
de régulateurs

Soit T" > 0 fixé, et soit z € R™. Considérons le probleme LQ de trouver une
trajectoire solution de

#(t) = A(t)z(t) + B)u(t), z(0) = =, (8.21)

minimisant le cout quadratique

Cr(u) = =(T)Qx(T) +/0 ("W () (t) + u(t)U(t)u(t)) dt, (8.22)
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ou, pour tout t € [0,T], U(t) € M, (R) est symétrique définie positive, W (¢) €
M, (R) est symétrique positive, et @ € M, (R) est une matrice symétrique
positive. On suppose que la dépendance en ¢t de A, B, W et U est L> sur
[0, T]. Par ailleurs le cotit étant quadratique, ’espace naturel des contrdles est
L2([0,T),R™).

La fonction valeur ST au point x est la borne inférieure des cotits pour le
probléeme LQ. Autrement dit,

St(x) = inf{Cr(u) | 2,(0) = x}.

On fait 'hypothese suivante sur U :

Ja > 0, Yu € L2([0,T], R™) / U@ > o / " ety
(8.23)

Par exemple cette hypotheése est satisfaite si application ¢ — U(t) est con-
tinue sur [0,7] et T' < 400, ou encore s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour tout ¢ € [0,T] et pour tout vecteur v € R™ on ait wU (t)v > chw.

Théoréme 51. Sous l'hypothése (8.23), pour tout x € R™ il existe une unique
trajectoire optimale x associée au controle uw pour le probléeme (8.21), (8.22).
Le controle optimal se met sous forme de boucle fermée

u(t) = U@t) VBt E(t)x(t), (8.24)
ot E(t) € M, (R) est solution sur [0,T] de I’équation matricielle de Riccati

E(t) = W(t) = "A)E(t) — E()A(t) - E()BOU (1) 'B(O)E(),

(8.25)
E(T)=-Q.
De plus pour tout t € [0,T] la matrice E(t) est symétrique, et
Sr(x) = —"zE(0)x. (8.26)

Remarque 34. En particulier le théoréme affirme que le controle optimal u se
met sous forme de boucle fermée

u(t) = K(t)x(t),

ot K(t) = U(t)"''B(t)E(t). Cette forme se préte bien aux problémes de
stabilisation, comme nous le verrons plus loin.

Remarque 35. 11 est clair d’apres l'expression (8.26) du colit minimal que la
matrice E(0) est symétrique négative. Si la matrice @ est symétrique définie
positive, ou bien si pour tout ¢t € [0,7] la matrice W(t) est symétrique
définie positive, on montre que la matrice F(0) est de plus symétrique définie
négative.
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Remarque 36. Pour 'implémentation numérique de 1’équation de Riccati, on
utilise une représentation linéaire de cette équation de Riccati, voir par ex-
emple [43].

Appliquons maintenant la théorie LQ précédente au probleme du régulateur
d’état (ou “probléeme d’asservissement”, ou “probléme de poursuite”, en
anglais “tracking problem”). Considérons le systéme de controle linéaire per-
turbé

#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t), z(0) = zo, (8.27)

et soit £(t) une certaine trajectoire de R™ sur [0, T, partant d’un point &, (et
qui n’est pas forcément solution du systeéme (8.27)). Le but est de déterminer
un controle tel que la trajectoire associée, solution de (8.27), suive le mieux
possible la trajectoire de référence £(t). La théorie LQ permet d’établir le
résultat suivant.

Proposition 84. Soit £ une trajectoire de R™ sur [0,T], et considérons le
probléme de poursuite pour le systéme de controle

i(t) = Az (t) + B)u(t) + r(t), 2(0) = xo,
ot Uon veut minimiser le coiit
Clu) ="((T) - &(T)Q(x(T) — &(T))+
/0 ' (‘z(t) = QW () (x(t) = £(1) + w()U(t)ult)) dt.
Alors il existe un unique controle optimal, qui s écrit
u(t) = U)"BE()(x(t) — £(t) + U() " B(1)h(?),
ot B(t) € M, (R) et h(t) € R sont solutions sur [0,T] de

E =W —'AE - EA— EBU''BE, E(T) = —Q,
h=—'Ah — E(Af — &+ 1) — EBU''Bh, h(T) = 0,

et de plus E(t) est symétrique. Par ailleurs le coit minimal est alors égal a
— (@(0) = £(0)E(0)((0) — £(0)) — 2'(0)(x(0) — £(0))
T
- / (2140 = &@) + r@®)h(t) + ROBOU®) B ) dt.

Remarque 37. Notons que le contréle optimal s’écrit bien sous forme de boucle
fermée

u(t) = K(t)(x(t) — £() + H(t).
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Considérons maintenant le systéme de controle non linéaire dans R™

&(t) = f(2(t), u(t)),

ol f:R® x R™ — R" est C!, et les controles admissibles u sont & valeurs
dans 2 C R™. Soit (z¢(-), ue(+)) une trajectoire solution sur [0, 7], telle que

pour tout ¢t € [0,7] on ait u(t) € 0.

Supposons maintenant que le systéme soit légerement perturbé, ou bien
que l’on parte d’une condition initiale proche de x.(0), et que 'on veuille suivre
le plus possible la trajectoire nominale z.(-). Posons alors y(-) = z(-) — (")
et v(-) = u(-) — ue(:). Au premier ordre, y(-) est solution du systéme linéarisé

(1) = A@)y(t) + B(t)v(t),

AW = P e, uew), B0) = 2 @ett),uelv).
Le but est alors de rendre l'erreur y(-) la plus petite possible, ce qui nous ameéne
a considérer, pour ce systeme linéaire, un cout quadratique du type précédent,
ou les matrices de pondération @), W, U sont a choisir en fonction des données
du probleme. Il s’agit, au premier ordre, d’'un probléme de poursuite avec
¢ = x.. En particulier on a h = 0 pour ce probleme.
C’est cette stratégie que I'on adopte pour stabiliser la navette vers sa

trajectoire de référence.

Application au probleme de stabilisation de la navette

Pour tenir compte de la contrainte sur le controle, il faut d’abord modifier la
trajectoire nominale . (-) obtenue précédemment de fagon & ce qu’elle respecte
la nouvelle contrainte sur le contréle |u.| < 1 —g, ol € est un petit parametre.
On choisit par exemple ¢ = 0.05. On trouve alors de nouveaux temps de
commutation, qui sont

t1 = 143.59, t9 = 272.05, t3 = 613.37.

Les simulations sont effectuées en prenant des conditions initiales proches,
mais différentes, de celles du tableau 8.1. Le choix des poids est important. On
obtient des poids adaptés par tatonnements, et en tenant compte de l'ordre
respectif des variables du systeme. Ici on a pris

107 0 0 10700
W=| 0 1020], Q=] 0 00| et U=10%.
0 0 10 0 00

Bien entendu d’autres choix sont possibles. Ici notre choix de @ force 'altitude
finale & étre proche de I'altitude souhaitée. En revanche on laisse plus de liberté
a la vitesse finale et & I’angle de vol final.

La trajectoire z(-) part d’un point x(0) différent de z.(0). On a pris les
données numériques suivantes :
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écart sur laltitude initiale : 1500 m,
écart sur la vitesse initiale : 40 m/s,
écart sur 'angle de vol initial : —0.004 rad, soit —0.2292 deg.

Les résultats numériques obtenus sont assez satisfaisants : 'altitude finale
obtenue est 15359 km, et la vitesse finale est 458 m/s. L’écart par rapport aux
données souhaitées (altitude 15 km, vitesse 440 m/s) est donc assez faible.

Notons que I’écart sur I’angle de vol initial que nous avons pris ici est assez
important. Cette pente initiale est en effet un parameétre trés sensible dans
les équations : si a ’entrée de la phase atmosphérique ’angle de vol est trop
faible, alors la navette va rebondir sur 'atmosphére (phénomene bien connu,
dit de rebond), et si au contraire il est trop important il sera impossible de
redresser 1’engin, qui va s’écraser au sol.

Les figures suivantes sont le résultat des simulations numériques. La figure
8.10 représente ’écart entre 1’état nominal et 1’état réel, et la figure 8.11
Pécart entre le contrdle nominal et le controle réel (controle bouclé, ou controle
feedback). La figure 8.12 représente 1’état, et la figure 8.13 le flux thermique.
On constate que la contrainte sur le flux thermique est a peu pres respectée. On
peut conclure que la procédure de stabilisation ainsi réalisée est satisfaisante.

écart d'altitude
2000 T T T T T T T T
1000 | 1
0 - -
-1000 1
72000 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
écart de vitesse
100 T T T T T T T T
50 B B
0 - -
50 } 4
71 OO 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
écart sur l'angle de vol
0.02 T T T T T T T T
0.01 [ 1
0 - -
_001 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Fig. 8.10. Ecart entre I’état nominal et ’état réel
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écart sur le contréle
0.08 T T T T T T T T

0.06F i
0.04
0.02

-0.02
-0.04
-0.06} g

700 200 300 400 500 600 700 800 900

contréle feedback

0.2t
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Fig. 8.11. Controle bouclé, et correction par rapport au controle nominal
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!
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Ow\ 1
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Fig. 8.12. Etat avec le controle feedback

8.3 Controéle optimal du probléeme complet

Dans cette section nous effectuons le contréle optimal de ’arc atmosphérique
du systéme complet (8.5), en dimension six, soumis aux trois contraintes sur
I’état : flux thermique, accélération normale, et pression dynamique.

8.3.1 Extrémales du probléme non contraint

Considérons tout d’abord le probleme sans contrainte sur ’état. Le Hamil-
tonien du systeéme s’écrit



8.3 Controéle optimal du probléme complet 221

x10° Flux thermique(W/m?)

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Fig. 8.13. Flux thermique avec le controle feedback

H(Q>p7 u) - <p7X(q)> + U1 <p7 Yl(q)> + u2 <p7 YQ(q)> +p0507

ou u = (u1,u2), Uy = cosp, us = sinp et p = (pr,Dv; Pys PL, DI, Py) €St le
vecteur adjoint.

En paramétrisant les trajectoires par ds = ¢(q)dt, on se rameéne & un
probléeme de temps minimal. Les controles vérifient la contrainte non con-
vexe us + u3 = 1, que I'on convexifie selon u? + u2 < 1 de maniére & as-
surer l'existence de solutions optimales. D’apres le principe du maximum,
les contrdles extrémaux sont donnés, en dehors de la surface X' : (p,Y7) =

(p,Y2) =0, par

"y = cos ji = (p, Y1) _ cosypy
V(p,Y1)% + (p, Y2)? \/COS2 vp2 +pi
(8.28)
Y-
us =sinpy = (p. ¥2) = Px

VP, Y1)? + (p, Y2)? \/cos?yp2 +p2

Les extrémales correspondantes sont dites réguliéres, et celles qui sont con-
tenues dans la surface X' sont dites singuliéres.

Remarque 38. Supposons que {2 soit négligeable. Si on impose us = 0, on
obtient un systeme de controle affine mono-entrée étudié dont la projection
sur lespace (r,v,7) a été étudiée dans la section précédente. Dans ce cas, la
force de portance est tangente au plan de la trajectoire du systeéme libre, et
I’algebre de Lie engendrée par X,Y; est de dimension < 4. Les relations

dx v

iy tan L dL v
= ~cosysinytanL, — = — cos~ycosY,
dr g COPTEIX P

conduisent a la réduction cruciale
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d
d% =tanytan L,

X L
/ X _ / tan L dL.
x(0) tanx  Jr(o)

En particulier I’évolution L — x(L) ne dépend pas du controle.

et la relation

Calcul des extrémales singulieres

Calculons les extrémales contenues dans la surface X, i.e. telles que p, =
py = 0. Elles se projettent sur les trajectoires singulieres du systéme affine
¢ = X(q) + u1Y1(q) + u2Y2(q). Les trajectoires singulieres (singularités de
Papplication entrée-sortie) étant feedback invariantes (voir [10]), on peut rem-
placer Y7 par le champ de vecteurs constant 9/0v, et Y2 par 9/0x. Dans ce
cas, [Y1, Y2] = 0, et on peut considérer v et x comme des contrdles. Des calculs
formels sur les crochets de Lie conduisent au résultat suivant (pour plus de
détails, voir [14]).
Lemme 59. Les trajectoires singuliéres du systéme bi-entrée ¢ = X(q) +
u1Y1(q) + uaYa(q) vérifient x = kr, k € Z.

Les simulations numériques montrent que cette situation n’arrive jamais,
en fait on verra que x(t) €]0,7/2] dans le domaine de vol.

Calcul des extrémales régulieres

Les contrdles extrémaux sont alors donnés par les formules (8.28). Le calcul

du systeme extrémal est compliqué en raison du nombre de termes, et a été

réalisé avec Maple. Le Hamiltonien est H = (p, X + u1Y; + uaYs) + p%p ott
0

p° <0.

dr .
— = vsin
dt 7
d .
dit) = _% s;n’y —kpv*+ 02%r cos L (sin~y cos L — cosy sin L cos x)
dvy ’ :
i (———i— )cos*y—|—k pv cos i+ 282 cos L sin y
+ cos L (cos~y cos L + sin~y sin L cos x)

dL v

= — COS7y COS
dt r K X
dl v cosysiny
dt  r cosL
dx Epv . v i )

= —— sinp+ —cosy tan L siny + 2 {2 (sin L — tany cos L cos x)
dt cos 7y r

2’ sin L cos L sin x
v cos 7y



8.3 Controéle optimal du probléeme complet 223

dp. v<2go sinv+kpv2

el 3 T + 22 cos L (sin~y cos L

— cos~y sin L cos X))
90 v K pv
— 2 —— — —) cosy— cos
pv(( r3v 7"2) K hs a
92
+ — cos L (cosy cos L + sin+y sin L cosx))
v

v v €Oos7y sin y
+pLT—2 COs7y cos X + pi e

r2  cosL
kE pv v .
—px(—isinuf— cosy tan L sin x
hs cos~y r2
n 2% sinL cos L sinx)
v Cos 7y
+° Cq /pv?
2h
dp . go 1
dtv = —p, 51nf}/+2pvkpfufp,y<(w+ ;) cosy + k' p cosp
2
— 2r cos L (cos~y cos L + sin-y sin L cosx)) —pr
v
cos 7y sin 'y
P 7 cos L
! cosytanL siny §22r sinL cos L sin x
—px( sin p + - )
cosy T v cosy
—3p° Gy y/pv?
d,
% = — P,V COSY — Py (—g—g cosy 4+ 227 cos L (cosy cos L
r

+ sin+y sin L cos X))
22y

_p7(<r9270v_§) sin~y + ” cos L (—sin~y cos L

+ cosy sin L cos X))
v sin-y siny

v,
+ pL— sy cosx + pi
r r coslL

sin v
— Dy (k:’ pu cos;y sin p — - sin v tan L sin y

92 . L L . .
_90 (1 + tan2 A/) cos L cos x + T Sin COS sy Sy

cos? vy

)



224 8 Le contrdle de I'arc atmosphérique

d
% = fpv<f(227" sin L (sin+y cos L — cos+y sin L cos x)
+ 227 cos L (—sin~y sin L — cosy cos L cosx))
o 2Pr
—p,y<—2.Q sin L sin y — sin L (cosy cos L
+ sin~y sin L cos x)
2
2T cos L (—cosy sin L + sin~y cos L cosx))
v cos+y sinx sin L
T cos? L
(f cosy (1 +tan? L) sinx + 2 2 (cos L + tan+y sin L cos x)
n 227 cos? Lsiny 227 sin® L sinx)
v cosy v cos 7y
dpi
L
dt
d
% = —p, 2°7 cos L cos~ sin L sin

2

— D~y (2!2 cos L cosy — " cos L sin L sin 7y sinx)

U COS7Y COS X

+ P~ cosy sinx — e
r cos L

—px(y cosy tan L cos x + 2 {2 tan-~y cos L sin x
T

N £22r sinL cos L cosx)
v cos y

Remarque 39. L’analyse du flot extrémal, initialisée dans [14], est complexe.
Ceci est dit d'une part aux singularités méromorphes en p, = p, = 0,
d’autre part a I'existence d’extrémales singulieres. Heureusement, dans notre
probléme, on n’a pas besoin de connaitre une classification des extrémales,
car les conditions limites conduisent via les conditions de transversalité a des
simplifications et réductions notables.

8.3.2 Construction d’une trajectoire quasi-optimale

On prend maintenant en compte les trois contraintes sur ’état. Les sim-
ulations numériques montrent que la contrainte sur le flux thermique con-
cerne les vitesses élevées, celle sur I’accélération normale concerne les vitesses
moyennes, et celle sur la pression dynamique concerne les basses vitesses.
Dong, si la trajectoire contient des arcs frontieres, cela doit étre dans ’'ordre
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suivant : flux thermique, accélération normale, pression dynamique. Par
ailleurs I’étude faite sur le systéme simplifié en dimension trois montre qu’un
arc frontiere iso-flux est inévitable ; en fait cet arc représente le moment
stratégique du vol, et aussi le plus dangereux.

Début de la trajectoire

Pour construire le début de la trajectoire, faisons deux remarques préliminaires.

1. Observation numérique : la force de Coriolis. Selon les données numériques
du tableau 8.1, les valeurs initiale et finale r(0), v(0), v(0), L(0), (t¢), v(ty),
L(ts), l(ty) sont fixées, et par ailleurs [(0) est libre ou fixée, et x(0), v(ty),
X(ts) sont libres.

Numériquement on observe le phénomene suivant. Si {2 = 0, alors pour
tout controle u(t), la trajectoire associée partant de (r(0),v(0),~v(0)) viole la
contrainte sur le flux thermique en un temps ¢ tel que r(t) < rr + 40000.

Par conséquent, la force de Coriolis ne peut pas étre négligée au début de
la trajectoire. Elle est en fait utilisée pour permettre a la navette de joindre
un arc frontiere iso-flux. Cela peut se comprendre en analysant I’équation

4 = (—g + B) cosy + k'pvcosu + F, + Fe,
voor

F, =2{2cos Lsinx

est la composante de Coriolis, et
T
F, = 2%~ cos L(cos vy cos L + siny sin L cos x)
v

est la composante centripete. Au début de la phase de rentrée atmosphérique,
la force de portance est trés peu intense, et F, compense le terme gravitation-
nel —g/v. En particulier, au début de la trajectoire il faut que F. + F, > 0.
Concretement, la force de Coriolis aide la navette a se redresser de maniere a
respecter la contrainte sur le flux thermique. Par ailleurs il est facile de voir
que F, est maximale lorsque L = 0 et x = m/2. Ceci est confirmé par les simu-
lations numériques, qui montrent que les trajectoires respectant la contrainte
sur le flux thermique doivent étre telles que x(0) est proche de 7/2 (notons
par ailleurs que la donnée L(0) = 0 est imposée).

2. Une extrémale particuliére. Sans avoir a négliger (2, on observe que les
trajectoires telles que x(0) = +£7/2 et L(0) = 0, associées & un controle tel
que sinp = 0, vérifient x(t) = £7/2 et L(¢t) = 0 pour tout ¢t. En fait on
peut montrer que ces trajectoires sont des projections d’extrémales pour le
probléme (auxiliaire) de maximiser la longitude finale (voir [12]).

Ces deux remarques préliminaires montrent que, au début de la phase at-
mosphérique, on peut considérer avec une bonne approximation que la trajec-
toire se projette sur la trajectoire optimale du systéme simplifié en dimension
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trois, étudié a la section précédente. On est donc amené a choisir le controle
u =7, puis 4 = 0, 'instant de commutation étant un parametre permettant
de régler I'entrée dans ’arc iso-flux.

Seconde partie de la trajectoire

En fait la rotation de la Terre n’est non-négligeable qu’au début de la trajec-
toire, mais & partir du moment ou on a rejoint la phase iso-flux on constate
numériquement que les forces de Coriolis et centripete sont négligeables par
rapport aux forces de frottement et de gravitation. On peut donc désormais
supposer que {2 = 0. L’avantage est que le sous-systeme longitudinal étudié
précédemment est autonome.

Concernant les contraintes sur 1’état, on vérifie numériquement que les
deux contraintes sur le flux thermique et sur l'accélération normale sont ac-
tives, mais que si on cherche a saturer la contrainte sur la pression dynamique
alors le point final désiré n’est plus accessible. Ainsi, les conditions aux lim-
ites impliquent que la contrainte sur la pression dynamique n’est pas active
au cours vu vol.

Par ailleurs, d’apres la proposition 79 du Chap. 7 on a le résultat suivant.

Lemme 60. Considérons le systtme @ = X +uY, ou z € R3 et |u] < 1
décrivant le mouvement longitudinal soumis aux deux contraintes c;(x) <
0,7 = 1,2, sur le flur thermique et l’accélération normale. Soit xog un point
tel que c1(xo) = ca(xg) = 0. Alors, dans un voisinage de g, la politique op-
timale est de la forme ’y_’yivﬂux’yfvaw'yi’y_, 0U Y flyzs Vace SONL des arcs
frontiéres, et fyf est le seul arc intermédiaire entre les deux contraintes, tan-
gent aux deux surfaces c;1 =0 et co = 0.

A ce point de I’étude, il faut distinguer deux problémes, car dans les con-
ditions limites la longitude initiale peut étre fixée ou non.

Probléeme 1 : longitude initiale libre

Dans ce cas, la longitude | n’apparaissant pas dans le second membre du
systeme, on se ramene a un systeme de dimension 5. Le lemme précédent
décrit la politique optimale locale du sous-systéme cinématique (mouvement
longitudinal) pour des conditions aux limites fizées sur (r,v,~). L’angle final
v(ts) étant libre, on en déduit (condition de transversalité) p.,(ty) = 0, et
il faut retirer une commutation dans la politique précédente. Autrement dit,
la politique optimale locale est dans ce cas de la forme v_~%~ flux7f7a007£~
Ceci est en fait valable pour le systeme entier puisque d’apres la remarque
38, le parametre x(0) (proche de 7/2) permet d’ajuster la valeur finale L(ty)
de la latitude. De plus ce résultat est global, car on vérifie numériquement
que cette extrémale ainsi construite est la seule a satisfaire les conditions aux
limites désirées.
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Probléme 2 : longitude initiale fixée

Remarquons tout d’abord que, dans le probleme 1, on obtient numériquement
l(ty) —1(0) ~ 40 deg. Pour le probléme 2 ou la longitude initiale est imposée,
cette différence doit étre de 'ordre de 50 deg. Par conséquent la stratégie
consiste, par rapport au probléme précédent, a augmenter la longitude initiale
dont I’évolution est décrite par

v €OS 7y sin Y
r cosL

)

avec L proche de 0. On peut alors vérifier que I(t) est forcément, pour ces
conditions aux limites, une fonction strictement croissante (cela est di au fait
que x(t) €]0,7/2[ au cours du vol). On peut donc reparamétriser le systeme
par la longitude :

dr tan~y cos L

Sl it

dl sin

dv v cosL grcosLtanvy
— = —kpr — = .

dl cos 7y sin y vsin y
dL — cosL

dl  tany

d K L
o _ pr C?S sin pt 4 sin L
dl cos? v sin y

On a de plus déja remarqué que si sinp = 0 alors tan y tan LdL = dy. Par
conséquent on s’est ramené au probléme d’atteindre de maniére optimale le
point (r(l¢),v(lf), L(lf)), ou lf est fixé. Comme précédemment, x(0) permet
de régler L(l¢). Un arc final y_ est donc requis pour atteindre le point termi-
nal.

Par ailleurs numériquement on constate que dans ce cas la contrainte sur
I’accélération normale n’est plus active. On en déduit que dans ce cas la poli-
tique optimale est donnée, en approximation, par 77’){7 ﬂm‘,'y{'yi.

Résumons ces résultats dans une proposition.

Proposition 85. La trajectoire optimale de ’arc atmosphérique satisfaisant
les conditions aux limites du tableaw 8.1 est, en approzimation, de la forme :

’Y—’Y+7flux’7+’7acc’7{_ pour le probléme 1 (longitude initiale libre),
® YV fluzV+Y— pour le probleme 2 (longitude initiale firée),

ot v, (resp. y_) est un arc associé au controle p =0 (resp. 1 =17), €t 1,
(Tesp. Yoee) €St un arc frontiére pour la contrainte sur le flux thermique (resp.
sur Uaccélération normale), voir figures 8.14 et 8.15.

Ce résultat est une approximation qui consiste a écrire sin p =~ 0 en dehors
des arcs frontieres. Or, une simulation numérique du flot extrémal complet
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EE;;?&?qué acceleratlon nor nalb
- Yace i ‘

{ flux thermique

Y flu‘.t

Fig. 8.14. Trajectoire quasi-optimale du probleme 1

pre%slon : i P
dynamlque acceleratlon normale

flux thermlq

Fig. 8.15. Trajectoire quasi-optimale du probleme 2

montre que cette approximation est trées bonne, car |p,/p,| reste trés petit
(de 'ordre de 1073) sauf pendant des temps trés courts (lorque p., s’annule).

L’expression des controles frontieres est calculée, comme dans la section
précédente, & I'aide de Maple (pour le détail des calculs, voir [12]). Les sim-
ulations numériques sont effectuées dans le chapitre suivant, a I’aide d’une
méthode de tir multiple.

8.4 Notes et sources

Pour le modele, voir [24]. Les résultats de nos recherches sont présentés dans
[14, 11, 12].
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Méthodes numériques en contrdle optimal

9.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter des méthodes numériques indirectes
en contréole optimal, utilisées dans nos études pour calculer numériquement
les solutions optimales. Par opposition aux méthodes directes, qui consistent
a discrétiser totalement le probleme de controle optimal et se rameénent a un
probléme d’optimisation non linéaire avec contraintes, les méthodes indirectes
sont fondées sur le principe du maximum, et nécessitent une étude théorique
préalable, a savoir une analyse géométrique préliminaire du flot extrémal.
L’application du principe du maximum réduit le probleme a un probléme
aux valeurs limites, que I’on résout numériquement avec une méthode de tir
(fondée sur une méthode de Newton).

Etant donné le contexte de cet ouvrage, on se limite aux méthodes indi-
rectes. L’objectif est de fournir des algorithmes facilement implémentables, qui
permettent de calculer des trajectoires optimales pour la topologie C°, sous
des conditions génériques, qui integrent le calcul des extrémales solutions du
principe du maximum et la vérification des conditions suffisantes d’optimalité
du second ordre.

L’organisation de ce chapitre est la suivante.

Nous rappelons tout d’abord une version générale du principe du maxi-
mum, puis expliquons le principe de la méthode de tir simple et de tir multiple.
Ces méthodes sont illustrées par deux applications non triviales : le transfert
orbital, et le probleme de rentrée atmosphérique. Nous expliquons ensuite la
méthode de continuation, essentielle lors de la mise en oeuvre de la méthode
de tir.

La section suivante est consacrée aux méthodes du second ordre. Le
principe du maximum donne en effet une condition nécessaire d’optimalité
du premier ordre, mais réciproquement la projection d’une extrémale n’est
pas nécessairement optimale. Nous rappelons la théorie des points conjugués,
et donnons des algorithmes de calculs.
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9.2 Méthodes du premier ordre : tir simple, tir multiple

9.2.1 Préliminaires
Rappelons le principe du maximum, le temps final étant libre.
Principe du mazimum sans contrainte sur [’état

Considérons le systeme de controle dans R™

&(t) = f(x(t), u(t)), (9.1)

ou f : R" x R™ — R™ est lisse et ou les controles sont des applications
mesurables et bornées définies sur des intervalles [0,¢(u)] de RT et & valeurs
dans U C R™. Soient My et M; deux sous-ensembles de R™. On note U
I’ensemble des controles admissibles dont les trajectoires associées relient un
point initial de My a un point final de M;. Pour un tel controle on définit le
cotit

t(u)
Clu) = / £O(a(t), u(t))dt,

ot fO:R"™ x R™ — R est C! et x(:) est la trajectoire solution de (9.1)
associée au controle u (probléeme de controle optimal a temps final non fixé).

Si le controle u € U est optimal sur [0,t.], alors il existe une application
non triviale (p(-),p%) : [0, t.] — R™ x R absolument continue appelée vecteur
adjoint, ot p¥ est une constante négative ou nulle, telle que la trajectoire
optimale x associée au controle u vérifie presque partout sur [0, ¢,] le systéme

CoH, o . oH,
T = ap (xvpap ,U), p=— ox (.T,p,p 7u)? (92)

ott H(z,p,p°,u) = (p, f(z,u)) + p°f°(z,u) est le Hamiltonien du systéme, et
on a la condition de maximisation presque partout sur [0, ]

H(x(t),p(t),p°,u(t)) = M(x(t), p(t), "), (9-3)

ot M(z(t),p(t),p") = max,cp H(x(t),p(t),p°,v). De plus on a pour tout
t € [0,t]

M (x(t),p(t),p") = 0. (9.4)

Si My et M; (ou juste 'un des deux ensembles) sont des sous-variétés régulieres
de R™ ayant des espaces tangents en x(0) € My et z(t.) € M, alors le vecteur
adjoint peut étre choisi de manieére a satisfaire les conditions de transversalité
aux deux extrémités

p(O)J_Tx(O)MO et p(t*)J_Tx(t*)Ml.

Définition 86. On appelle extrémale un quadruplet (z(-),p(-),p% u(-)) solu-
tion de (9.2) et (9.3). Si de plus les conditions de transversalité sont
satisfaites, on dit que l’extrémale est une BC-extrémale.
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Principe du mazximum avec contraintes sur l’état
Considérons le cas plus général ou il existe des contraintes sur I'état de la
forme ¢;(z) < 0,7 = 1,...,k, et ou les ¢; : R — R sont lisses. Alors le

vecteur adjoint p(-) n’est pas nécessairement continu, et p(-) est solution de
I’équation intégrale

b OH b b Oc;
p@—mm+[wﬁ—;f L

ol les yu; sont des mesures positives ou nulles dont le support est contenu dans
{t €[0,t.] | ci(x(t)) = 0}.

9.2.2 Méthode de tir simple

Le principe du maximum donne une condition nécessaire d’optimalité et af-
firme que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. Si l’on
est capable, a partir de la condition de maximum, d’exprimer le contréle
extrémal en fonction de (z(t), p(t)), alors le systéme extrémal est un systéme
différentiel de la forme 2(t) = F(t, z(t)), ou z(t) = (x(t),p(t)), et les conditions
initiales, finales, et les conditions de transversalité, se mettent sous la forme
R(z(0), z(t«)) = 0. Finalement, on obtient le probléme aux valeurs limites

{z’:(t) = F(t,zgt)), | ©5)

Remarque 40. Dans le cas non contraint, ce probléme est bien posé car le
nombre d’équations est égal au nombre d’inconnues. En revanche, dans le cas
contraint, il existe une indétermination due a l’existence d’une mesure. Par
ailleurs, si le temps final est libre, ’annulation du Hamiltonien fournit une
équation supplémentaire.

Définition 87. Notons z(t, zg) la solution du probléme de Cauchy
5(0) = P(t,2(1), 2(0) = 2,
et définissons la fonction de tir
G(t«,20) = R(z0, 2(t«, 20))- (9.6)
Le probleme (9.5) aux valeurs limites est alors équivalent &
G(ts,20) =0,

i.e. il s’agit de déterminer un zéro de la fonction de tir G.
Ceci peut se résoudre par une méthode de Newton.
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Remarque 41. Si la condition de maximisation (9.3) permet de déterminer
localement le contréle comme une fonction u(z,p) lisse, alors la fonction de
tir G est lisse, ce qui assure la validité de la méthode. De plus, pour appliquer
une méthode de Newton il faut que G soit localement une immersion, ce qui
est lié a l'existence de temps conjugués, voir plus loin.

Remarque 42. Rappelons brievement le principe des méthodes de Newton. Il
s’agit de résoudre numériquement G(z) = 0, ou G : R? — RP est une fonction
de classe C'. L’idée de base est la suivante. Si 2, est proche d'un zéro z de G,
alors

0=G(2) = G(zr) + dG(zx).(z — z1) + o(z — zg).

On est alors amené a considérer la suite définie par récurrence
-1
Zk+1 = Rk — (dG(Zk;)) .G(Zk),

un point initial zy € RP étant choisi, et on espere que z converge vers le zéro
z. Ceci suppose donc le calcul de 'inverse de la matrice jacobienne de G, ce
qui doit étre évité numériquement. Il s’agit alors, a chaque étape, de résoudre
I’équation

G(zr) +dG(zg).dx, = 0,

ol dy, est appelé direction de descente, et on pose zpy+1 = zx + dj.

Si la fonction est de classe C?, I’algorithme de Newton converge, et la
convergence est quadratique, voir par exemple [66]. Il existe de nombreuses
variantes de la méthode Newton : méthode de descente, de quasi-Newton,
de Newton quadratique, de Broyden, ... Cette méthode permet, en général,
une détermination tres précise d’un zéro. Son inconvénient principal est la
petitesse du domaine de convergence. Pour faire converger la méthode, il faut
que le point initial zg soit suffisamment proche de la solution recherchée z.
Ceci suppose donc que pour déterminer le zéro z il faut avoir au préalable une
idée approximative de la valeur de z.

Du point de vue du controle optimal, cela signifie que, pour appliquer
une méthode de tir, il faut avoir une idée a priori de la trajectoire optimale
cherchée. Ceci peut sembler paradoxal, mais il existe des moyens de se donner
une approximation, méme grossiere, de cette trajectoire optimale. Il s’agit la
en tout cas d’une caractéristique majeure des méthodes de tir : elles sont tres
précises mais requierent une connaissance a priori (plus ou moins grossiére)
de la trajectoire optimale cherchée.

9.2.3 Méthode de tir multiple

Dans le cas du controle optimal, le systeme extrémal, qui est Hamiltonien,
est toujours instable, ce qui peut créer des problémes numériques dans
I’application de la méthode de tir simple si le temps d’intégration est grand.
Ceci justifie I'introduction de la méthode de tir multiple.
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Par rapport a la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple découpe
I'intervalle [0,¢7] en N intervalles [t;,¢;+1], et se donne comme inconnues les
valeurs z(t;) au début de chaque sous-intervalle. I1 faut prendre en compte
des conditions de recollement en chaque temps ¢; (conditions de continuité).
L’intérét est d’améliorer la stabilité de la méthode. Une référence classique
pour l'algorithme de tir multiple est [66].

De maniere plus précise, considérons un probléme de controle optimal
général. L’application du principe du maximum réduit le probleme a un
probléme aux valeurs limites du type

Fo(t,z(t)) si tg<t<ty
<

Fl(t,Z(t)) si ty <19
)= F(t.2(0) = 9.7)

t
t

Fu(t,z(t)) si ts <t <ty

ot z = (x,p) € R?™ (p est le vecteur adjoint), et t1,ts,...,ts € [to, tf] peuvent
étre des temps de commutation; dans le cas ou le probleme inclut des con-
traintes sur I’état, ils peuvent étre des temps de jonction avec un arc frontiere,
ou bien des temps de contact avec la frontiere. On a de plus des conditions de
continuité sur 1’état et le vecteur adjoint aux points de commutation. Dans
le cas de contraintes sur 1’état, on a des conditions de saut sur le vecteur
adjoint, et des conditions sur la contrainte ¢ en des points de jonction ou de
contact, voir & ce sujet [39, 49, 15, 51, 11, 12]. De plus on a des conditions
aux limites sur 1'état, le vecteur adjoint (conditions de transversalité), et sur
le Hamiltonien si le temps final est libre.

Remarque 43. A priori le temps final ¢; est inconnu. Par ailleurs dans la
méthode de tir multiple le nombre s de commutations doit étre fixé ; on
le détermine lorsque c’est possible par une analyse géométrique du probleme.

La méthode de tir multiple consiste & subdiviser l'intervalle [tg,t] en N
sous-intervalles, la valeur de z(¢) au début de chaque sous-intervalle étant
inconnue. Plus précisément, soit tg < o1 < --- < o < t; une subdivision
fizée de 'intervalle [to,t¢]. En tout point o; la fonction z est continue. On
peut considérer o; comme un point de commutation fixe, en lequel on a

{ z(aj) = z(0} ),

0; = a; fixé.
On définit maintenant les neeuds
{7—17 s 7Tm} = {thtf} U {0-17 s ,O'k} U {t17 s 7ts}' (98)

Finalement on est conduit au probleme aux valeurs limites
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Fi(t, 2(t)) siTq

t<T9
Fy(t,2(t)) siTo <t

<
<t< T3

Foq(t,z(t)) siTme1 <t<Tm

e Vje{2,....,m—1} ’I"j(Tj,Z(Tj_),Z(T;_)) =0

o 7 (T, 2(71),2(Tm)) =0

ou 71 = tg est fixé, 7,, = ty, et les 7; représentent les conditions intérieures
ou limites précédentes.

Remarque 44. On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le nombre
de noeuds. C’est la en effet le principe de la méthode de tir multiple, par
opposition a la méthode de tir simple ol les erreurs par rapport a la condition
initiale évoluent exponentiellement en fonction de t-tg, voir [66]. Bien str
dans la méthode de tir multiple il y a beaucoup plus d’inconnues que dans
la méthode de tir simple, mais éventuellement l'intégration du systéme (9.7)
peut se paralléliser.

Posons z;“ = z(T;“), et soit Z(t,Tj_17Z;’;1) la solution du probléeme de
Cauchy
() = F(t,2(t)), 2(rj-1) = 2.
On a

2(17) = 2(7;,7j-1, zjtl).

Les conditions intérieures et frontieres s’écrivent

Vie{2,....,m—1} rj(Tj,z(T;,Tj,l,z]J-Zl),z;-r) =0, (9.10)
Pon(Toms 23, 2(T0  Ton1, 25 1)) = 0.
Posons maintenant
Z =28 Tm, 28, T2y s 2 1 Tmo1)? € R(ZrA1)(m=1)
(ot z € R?™). Alors les conditions (9.10) sont vérifiées si
R )
o(z) = 7‘2(7272(72’7.1’31 ),22) o (0.11)

Tm—l(Tma Z(T;L—la Tm—2, Z;:;—Q)’ z:r_L—l)

On s’est donc ramené a déterminer un zéro de la fonction G, qui est définie
sur un espace vectoriel dont la dimension est proportionnelle au nombre de
points de commutation et de points de la subdivision. L’équation G = 0 peut
alors étre résolue itérativement par une méthode de type Newton.
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9.2.4 Quelques remarques

Si la dynamique du systeme de controle est compliquée, le calcul du systeme
extrémal, notamment des équations adjointes, peut étre effectué avec un logi-
ciel de calcul formel comme Maple, et donc ne pose pas de probleme partic-
ulier.

Les méthodes indirectes fournissent une extréme précision numérique. De
plus, la méthode de tir multiple est, par construction, parallélisable, et son
implémentation peut donc étre envisagée sur un réseau d’ordinateurs montés
en parallele.

En revanche,

e les méthodes indirectes calculent les controles optimaux sous forme de
boucle ouverte ;

e elles sont fondées sur le principe du maximum qui est une condition
nécessaire d’optimalité seulement, et donc il faut étre capable de vérifier
a posteriori 'optimalité de la trajectoire calculée ;

e la structure des commutations doit étre connue & 'avance (par exemple
par une étude géométrique du probléeme). De méme, il n’est pas facile
d’introduire des contraintes sur 1’état.

e Deuxiémement, il faut étre capable de deviner de bonnes conditions ini-
tiales pour l’état et le vecteur adjoint, pour espérer faire converger la
méthode de tir. En effet le domaine de convergence de la méthode de
Newton peut étre assez petit en fonction du probleme de contréle optimal.

Il faut étre capable de vérifier, a posteriori, que 'on a bien obtenu la
trajectoire optimale. Les méthodes indirectes sont fondées sur le principe du
maximum qui donne une condition nécessaire d’optimalité locale. Une fois
ces trajectoires déterminées, la théorie des points conjugués (voir plus loin)
permet d’établir qu’une extrémale est localement optimale avant son premier
temps conjugué. L’optimalité globale est beaucoup plus difficile a établir en
général, et sur des exemples spécifiques on 1’établit numériquement.

Pour pallier I'inconvénient majeur des méthodes indirectes, a savoir la
sensibilité extréme par rapport a la condition initiale, on propose plusieurs
solutions.

Une premiere solution raisonnable consiste a combiner les deux approches :
méthodes directes et indirectes. Quand on aborde un probléme de contréle op-
timal, on peut d’abord essayer de mettre en oeuvre une méthode directe. On
peut ainsi espérer obtenir une idée assez précise de la structure des commu-
tations, ainsi qu’une bonne approximation de la trajectoire optimale, et du
vecteur adjoint associé. Si on souhaite plus de précision numérique, on met
alors en oeuvre une méthode de tir, en espérant que le résultat fourni par
la méthode directe donne une approximation suffisante de la trajectoire opti-
male cherchée, fournissant ainsi un point de départ appartenant au domaine
de convergence de la méthode de tir. En combinant ainsi les deux approches
(méthodes directes puis indirectes), on peut bénéficier de I’excellente précision
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numérique fournie par la méthode de tir tout en réduisant considérablement
le désavantage du a la petitesse de son domaine de convergence.

En appliquant d’abord une méthode directe, on peut obtenir une approx-
imation de I’état adjoint. En effet, on a vu qu’une méthode directe consiste
a résoudre numériquement un probléme de programmation non linéaire avec
contraintes. Les multiplicateurs de Lagrange associés au Lagrangien de ce
probleme de programmation non linéaire donnent une approximation de I’état
adjoint (on a déja vu que le vecteur adjoint n’est rien d’autre qu'un multipli-
cateur de Lagrange). A ce sujet, voir [15, 70, 28].

Une deuxiéme solution consiste & utiliser une méthode d’homotopie (ou
méthode de continuation).

9.2.5 Méthode de continuation
Le principe de la méthode

Il s’agit de construire une famille de problemes de contréle optimal (Pa)ac(o,1]
dépendant d’un parameétre « € [0, 1], ot le probléme initial correspond a Py.
On doit s’arranger pour que le probléme P; soit plus simple a résoudre que Py.
Une telle famille ne peut étre construite que si I’on posseéde une bonne intuition
et une bonne connaissance de la physique du probléeme. Par la méthode de tir,
chaque probleme de controle optimal P, se ramene a la détermination d’un
zéro d’une fonction. On obtient donc une famille a un parametre d’équations
non linéaires

Ga(Z)=0, a € 0,1].

Supposons avoir résolu numériquement le probleme P;, et considérons une
subdivision 0 = ag < ag < -+ < oy = 1 de I'intervalle [0, 1]. La solution de Py
peut alors étre utilisée comme point de départ de la méthode de tir appliquée
au probleme P,,_,. Puis, par une procédure inductive finie, la solution du
probléme P, , constitue une condition initiale pour appliquer la méthode de
tir au probleme P,,. Bien entendu il faut choisir judicieusement la subdivision
(), et éventuellement la raffiner.

Pour faciliter l'intuition, il est important que le paramétre « soit un
parametre naturel du probléeme. Par exemple si le probleme de contréle opti-
mal comporte une contrainte forte sur I’état, du type c¢(z) < 1, une méthode
d’homotopie peut consister a relaxer cette contrainte, en résolvant d’abord des
problémes o ¢(z) < A, avec A > 0 grand. Cela revient donc & résoudre une
série de problemes de controle optimal ot ’on introduit petit a petit la con-
trainte sur ’état. Mathématiquement, pour pouvoir espérer la convergence de
la méthode en passant d’un pas a un autre, il faut que la chaine de problemes
de contréle optimal introduite dépende continiment du parametre .

On peut généraliser cette approche par homotopie :

e chaque probleme P, peut lui-méme étre résolu par homotopie, i.e. par la
résolution de sous-problémes (ce peut étre le cas si par exemple le probléme
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de contrdle optimal initial comporte plusieurs contraintes sur 1’état forte-
ment actives) ;

e la classe de problemes considérés peut dépendre de plusieurs parametres.
dans ce cas il faut choisir un chemin dans ’espace des parameétres, reliant
le probléme initial au probleme plus simple a résoudre.

Validité de la méthode
La justification de la méthode repose sur le résultat suivant, voir [71].

Théoreme 52. Soit B la boule unité de R™, et soit F : B — B une ap-
plication de classe C?. Pour a € B et A\ € [0,1], on pose p,(\,x) =
Az — F(x)) + (1 — X)(x — a). Supposons que pour chaque point five de F,
la matrice Jacobienne de application x — x — F(x) est non singuliére. Alors
pour presque tout point a appartenant a l'intérieur de B, l’ensemble des zéros
de p, consiste en un nombre fini de courbes C*, disjointes et de longueur finie,
de la forme :

1. une courbe fermée de [0,1] X B ;
2. un arc d’extrémités appartenant a {1} x B ;
3. une courbe joignant (0,a) a (1,%), ot T € B est un point fize de F (voir

figure 9.1).
NEND C
O (1,7)
A
0 u 1

L’algorithme consiste donc a suivre la courbe de zéros de p,, en appliquant
une méthode de Newton. Une approche plus fine consiste a paramétrer la
courbe des zéros par la longueur d’arc, s — p,(A(s), p(s)), ce qui revient a
résoudre le probleme de Cauchy

Fig. 9.1.
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d
£pa()\(s),x(s)) =0, :v(O) =a, )‘(0) =0,
avec A(s)? + i(s)2 = 1.

La difficulté de I'utilisation de cette méthode est liée a la complexité du
lieu des zéros en fonction du point initial a. Une analyse préliminaire du flot
extrémal du probleme de controle optimal est donc nécessaire pour estimer

cette complexité.
Description algorithmique
Considérons la famille de probléemes P,, « € [0,1],

(Pa) Y = f(z,y,2), r(y(a),y(b),a) = 0.

Le probléme consiste & déterminer la solution y(«,x), pour @ = 1, en sup-
posant que la solution pour o = 0 soit simple a déterminer.
Considérons une subdivision de l'intervalle [0, 1]

O=ap<a; < - - <a,=1,

et notons y(«;, x) la solution obtenue pour chaque «;. Au rang i, la solution
y(a;, x) sert de donnée initiale dans la méthode de Newton pour déterminer
au rang i + 1 la solution y(oy1,z) (voir figure 9.2).

Méthode
Donnée initiale | ——————— | Résultat numérique
de Newton
Yo(z) - y(ao, )
yla.) — o, o)
y(o‘n—27l‘) / y<anflax)
y(an—1,2) | —————— | ylom,2)

Fig. 9.2.

Finalement, y(c,, x) constitue la solution désirée, du probléme de départ.

Remarque 45. Pour que la méthode fonctionne, il faut que les pas de la sub-
division «;+1 — a; soient assez petits.
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Remarque 46. L’introduction de parametres artificiels, sans rapport avec la
physique du probléme, du type

f(l‘vyva) = ozf(ac,y) + (1 - Oé)g(.T,y),

ou f(z,y) est la dynamique du systéme de départ, et g(x, y) est une dynamique
“simple” choisie au hasard, ne marche pas en général, voir [26] pour plus de
détails et d’autres commentaires.

9.2.6 Application au probléeme du transfert orbital plan

On reprend ici les notations du Chap. 6. On se restreint aux extrémales
d’ordre 0, évitant ainsi la IT-singularité (néanmoins, une méthode & pas
adaptatifs permet de gérer ce probleéme). Les extrémales sont donc solutions
d’un champ lisse Hg. Dans ce probleme de transfert orbital plan, I'utilisation
d’une méthode de tir simple, couplée a une méthode de continuation, s’avere
plus judicieuse qu’'une méthode de tir multiple. Pratiquement, le parametre
physique de continuation est la poussée maximale F, ., dont le champ Hj
dépend de fagon lisse d’apres le principe du maximum. L’homotopie choisie
permet d’initialiser facilement 1’état adjoint & l'instant initial, 'application
Fraz — p(0, Frraq) étant suffisamment réguliere. En revanche, elle ne per-
met pas cette initialisation a d’éventuels autres instants de tir ; en effet
lorsque Fiqq diminue, le temps final ¢y augmente. Cela justifie la pertinence
de T'utilisation du tir simple. La méthode de continuation consiste a suivre
la solution optimale, d’une grande valeur de F,4., jusqu’a une petite valeur,
correspondant a une poussée faible : par exemple, on passe de 60 N a 0.3 N,
sachant que dans le cas d’une poussée forte (60 N), la méthode de tir simple
converge sans difficulté.
Numériquement, on constate (voir [16]) que

tfFmae =~ C Cste.

Cette information supplémentaire permet, dans I'application de la méthode
de continuation, de rester sur la branche du lieu des zéros qui conduit a la
solution optimale.

Notons que le choix des coordonnées est crucial. Ici, on travaille avec les
coordonnées orbitales, qui permettent de séparer les variables lentes de la
variable rapide .

Les données initiales et terminales sont

PY=11.625km P/ = 42.165 km
e =0.75 e =0
e =0 eg = 0
K9 = 0.0612 M = 0
hy =0 o= 0
=0 17 libre

m®=1500kg  pu° = 5.1658620912 10° m3h =2
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L’état et les controles obtenus pour les poussées successives
Fmam = 607 97 05, 03,

sont représentés sur les figures 9.3, 9.4, 9.5, et 9.6, voir aussi [16].

x 10
20
4
o —
2 10 I/
0 0
0 5 10 0 5 10
1 t 0.2 t
o 0 < 04
-1 0
0 5 10 0 5 10
0.5 t 0.02 t
o 0 = 0
-0.5 -0.02
0 5 10 0 5 10
1500 t o
€ 1400} E
1300 Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14
1000 T T T t— T T T
En 0
_1000 Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14
1000 T T T t— T T T
L 0
71000 Il Il Il Il Il Il Il
2 4 6 8 10 12 14
500 T T T t— T T T
° 0
~500 I L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14

Fig. 9.3. Poussée de 60 N

Algorithme

Ci-dessous, on décrit un algorithme pour les simulations numériques. La pro-
grammation peut étre effectuée avec un logiciel de calcul numérique comme
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Matlab qui contient de nombreuses routines standards. Par exemple, on peut
utiliser la routine d’intégration numérique d’équations différentielles ordinaires
odel13.m, qui met en ceuvre la méthode d’Adams-Moulton (méthode multi-
pas a ordre variable). Par ailleurs, une routine implémentant la méthode de
Newton est fsolve.m. Enfin, le systéme extrémal peut étre calculé a ’aide d’un
logiciel de calcul formel comme Maple.

% Initialisation des variables :
m® = 1500; u° = 5.1658620912¢9;
% Initialisation des conditions initiales et finales :
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1000
4

o, / — 500
0 0
o 500 1000 1500 0 500 1000 1500
1 : 0.1 :

o0 JE

1500 T t— T

I I I I I I I I
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
t

I

D

B S—
G

_10 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
10 T T T —t
:a) 0 HH JA/A'A'A'A"ATATA'aTa'aTaTaTaYa aTaTaY TaTa¥ Ya¥
aARaRREEl HHIHH[H”HHH'Hlll”“”][ulvlll”llvwuuuv vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv
_10 Il Il Il Il Il Il Il Il
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

t

Fig. 9.5. Poussée de 0.5 N

P =11.625¢6; e = 0.75; €3 = 0; A =0.0612; h9 = 0; I° = 0;
% Initialisation de la poussée & 60 N :
Fmax = 60a
% Initialisation du vecteur adjoint p(0) au temps O :
po=[1111117];

% Méthode d’homotopie : on diminue petit & petit la valeur de F,,q, :
While Fiq: > 0.3

Fmam = Pmax — Step;
% Initialisation de ¢ :
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Fig. 9.6. Poussée de 0.3 N

tf = C/Fmaa:;
% Calcul du nouveau pg, correspondant a Fj,,., et tel
% que les conditions finales soient vérifiées :
(Do, t] = Newton(F, [po, t]);
% En cas d’échec, diminuer la valeur du pas :
If echec
step = step/2 ;
Fmax = Fmaw + Step;
end
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end

% Définition de la fonction F' dont on cherche un zéro :
function y = F(po, ty)
% Intégration numérique du systeéme extrémal,
% avec une routine ode :
[t,x, p] = ode(systemeextremal, [0,tf], [zo,po]);
% Conditions finales souhaitées,

% et annulation du Hamiltonien au temps final :
y = [ Pf —42.165¢6

Hamiltonien(ty) |;

% Définition de la fonction systemeextremal :
function zdot = systemeextremal(t, z)
% Implémentation du systéme extrémal.

% Définition de la fonction ode :

function [t, z] = ode(systemediff, [0, T, zo)

% Implémentation d’une méthode numérique d’intégration du
% systeme différentiel systemediff sur Pintervalle de temps

% [0,T], avec la condition initiale z(0) = zo.

% Définition de la fonction Newton :

function z = Newton(f, zo)

% Implémentation d’une méthode de Newton, déterminant un
% zéro de la fonction f, en partant de la condition initiale zg.

Remarque 47. On a utilisé une méthode de tir simple car le temps de transfert
est assez court. Il n’y a pas de phénomene d’instabilité exponentielle.

En revanche, sur 'exemple suivant (rentrée atmosphérique), le systéme
est raide. Par exemple, la densité atmosphérique passe de 10712 en début de
vol a 1 en fin de vol. Il y a donc, lors de 'intégration numérique, de fortes
instabilités exponentielles. Pour les compenser, 'emploi d’une méthode de tir
multiple est inévitable.

9.2.7 Application au probléme de rentrée atmosphérique

On se replace dans le contexte du Chap. 8, et on distingue entre les deux
problemes : longitude initiale libre, et longitude initiale fixée.
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Probléme 1: longitude initiale libre

Les temps de commutation et les valeurs initiales de la longitude et de 'azimut
sont calculés avec la méthode de tir multiple. Plus précisément :

Le premier temps de commutation, de v_ a v, , permet d’ajuster ’entrée
dans la phase iso-flux, qui est caractérisée par ¢ = ™ ¢ = 0.

Le troisieme temps de commutation, de g, a 7, , est utilisé pour régler
I’entrée dans la phase iso-accéleration normale.

Le cinquietme temps de commutation, de 7v,.. & v, permet d’ajuster la
vitesse finale v(ts).

L’azimut initial x(0) sert & régler la latitude finale L(ty).

Par ailleurs le temps final est déterminé par ’altitude finale.

Les résultats numériques sont représentés sur les figures 9.7 et 9.8.

4 Altitude (m) Vitesse (m/s Angle de vol (rad
10 X10 (m) 8000 (m/s) 0059 (rad)

10 0
s 6000 -0.05
Al
6 4000 0
-0.15]
4
2000 -02
2 -0.25]
0 0 -0.3
0 500 1000 0 500 1000 O 500 1000
Latitude (ra Longitude (r Azimut (r:
025 (rad) 59 gitude (rad) 5 (rad)
28
0.2
27 15
0.15 26
1
0.1 25
24
05
005 23
0 22 0
0 500 1000 0 500 1000 O 500 1000

Fig. 9.7. Coordonnées d’état pour le probleme 1

Probleme 2: longitude initiale fixée

Les temps de commutation et la valeur initiale de I’azimut sont calculés avec
la méthode de tir multiple. Plus précisément :

Le premier temps de commutation, de v_ a v, , permet d’ajuster I'entrée
dans la phase iso-flux.

Le troisieme temps de commutation, de vg,, & 7., permet de régler la
vitesse finale v(ts).

Le quatrieme temps de commutation, de v, a ~y_, est utilisé pour régler
la longitude finale {(ty).
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8X105 Flux thermique (Wm?)
6l
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2
4 Angle de gite (rad) 0
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30}
2 20r
10t
1 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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ol
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Fig. 9.8. Angle de gite (contrdle), et contraintes sur I’état, pour le probleme 1

e L’azimut initial x(0) permet d’ajuster la latitude finale L(ty).

Les résultats numériques sont sur les figures 9.9 et 9.10.

Altitude (m) Vitesse (m/s) Angle de vol (rad
; 2x1o" (m) 8000 (m/s) 01 g (rad)
10 0]
6000
8 -0.1
6 4000 -02
4 -0.3
2000}
2 -04
0 0 -0.5
0 500 1000 1500 O 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Latitude (rad Longitude (r: Azimut (ra
025 (rad) 3 ngitude (rad) (rad)
0.2 28 15
0.15 26
01 24
0.05 22
0

0 500 1000 1500 2O 500 1000 1500 O 500 1000 1500

Fig. 9.9. Coordonnées d’état pour le probleme 2

secondes
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x10° Flux thermique (Wm?)

Angle de gfite (rad)

0 200 400 500 800 1680 1200 1400
Accélération normale (m/s”)

% 200 400 600 800 1000 1200 1400
3x10% Pression dynamique (kPa)
2L
s
. W
200 400 600 800 1000 1200 1400 O 200 400 600 800 1000 1200 1400
secondes secondes

Fig. 9.10. Angle de gite (controle) et contraintes sur 1’état pour le probléeme 2

9.3 Méthodes du second ordre : théorie des points
conjugués

9.3.1 Rappels sur les variétés Lagrangiennes - Equation de Jacobi

Définition 88. Soit (N,w) une variété symplectique de dimension 2n. Une
sous-variété réguliere L de N est dite isotrope si son espace tangent en tout
point est isotrope, i.e. la restriction de w(x) ¢ T, L x T, L est nulle, pour tout
x € L. Si de plus L est de dimension n, alors L est dite Lagrangienne.

Ezxemple canonique

Soient (x,p) des coordonnées de Darboux sur N = R?". Soit S : x — S(z)
une fonction lisse sur R", et soit

1= { (o= B 1rew).

Alors L est une sous-variété Lagrangienne de N. En effet,

- " 9S . 9%S
dp; N dx; = d— Ndx; = ——dx; Ndx; = 0.

,j=1
Plus généralement, on a

Proposition 86. Soit L une variété Lagrangienne de dimension n. Alors il
eviste des coordonnées canoniques (z,p) et une fonction lisse S(xy,pr), ot
I={1,....m}, I={m+1,...,n}, telles que L est définie par les équations

S 0S5

=—, x;=——.
dxp” ! Opr

pr
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Définition 89. La fonction S s’appelle la fonction génératrice associée a L.

Lemme 61. Soit L une variété Lagrangienne, et ¢ un difféomorphisme sym-
plectique. Alors ¢(L) est une sous-variété Lagrangienne. En particulier, si
H est un champ de vecteurs Hamiltonien, de groupe local a un paramétre
o, = exp(tH), alors (localement) Ly = ¢,(L) est une variété Lagrangienne.

A partir de maintenant, on suppose que N = T*M, ou M est une variété
lisse de dimension n.

Définition 90. Si L est une sous-variété Lagrangienne de T*M, et si 7w :
(¢,p) — q désigne la projection canonique, un vecteur tangent non trivial v
de L est dit vertical si dm(v) = 0. On appelle caustique l’ensemble des points
x au-dessus desquels il existe au moins un champ vertical.

Les exemples suivants montrent I’importance de la notion de variété
Lagrangienne en théorie du controle optimal.

Exemple 8. Soit wg € M. La fibre Lo = T; M est une variété Lagrangienne
linéaire de T* M dont tous les vecteurs tangents sont verticaux.

Plus généralement, soit My une sous-variété réguliere de M. Alors, ’ensemble
Mg- des éléments (z,p) de T*M vérifiant * € My et p L T, M est une
sous-variété Lagrangienne de T* M.

Définition 91. Soit H un champ de vecteurs Hamiltonien lisse sur T*M, et
soit z(t) = (x(t), p(t)) une trajectoire de H définie sur [0,T). L’équation auz
variations

62(t) = %—I:(z(t))(sz(t)

s’appelle l’équation de Jacobi. On appelle champ de Jacobi J(t) = (dz(t), op(t))
une solution non triviale de I’équation de Jacobi. Il est dit vertical a l'instant
t si dx(t) = 0. Un temps t. est dit conjugué s’il existe un champ de Jacobi
vertical aux instants 0 et t. ; le point x(t.) est alors dit conjugué a x(0).

Définition 92. Pour tout (xo,po) € T*M, on note

Z(ta anpO) = (x(t7 .’If(),p()),p(t, x07p0)>

la trajectoire de H partant du point (xg,po) au temps t = 0. On définit
Uapplication exponentielle par

€TP,, (tap()) = (E(t, xO»PO)-

Proposition 87. Soient xo € M, Lo = T; M, et L; l"image de Lg par le
groupe local a un paramétre exp(tH). Alors Ly est une sous-variété Lagrangi-
enne de T* M, dont l’espace tangent est engendré par les champs de Jacobi par-
tant de Lo, et x(t.) est un point conjugué & xq si et seulement si lapplication
exp,, (te, ) n'est pas une immersion au point po.
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La preuve de la proposition résulte facilement de 'interprétation géométrique
de I’équation aux variations.

Une généralisation du concept de point conjugué est la suivante.
Définition 93. Soit M une sous-variété réguliere de M, et

On dit que T est un temps focal, et que q(T) est un point focal, s’il existe un
champ de Jacobi J(t) = (6x(t),0p(t)) tel que dx(0) =0 et J(T) est tangent
i M.

9.3.2 Méthodes de calcul des temps conjugués
Test de verticalité

Soit z(t) = (x(t),p(t)) une trajectoire de H de référence, et x¢ = x(0). Con-
sidérons une base (e1,...,e,) de Ty M, et notons Ji(t) = (6x;(t),dp;(t)),
i = 1,...,n, les champs de Jacobi correspondants, vérifiant dz;(0) = 0 et
0p;(0) = e;. Alors le temps t. est conjugué si et seulement si le rang de

dﬂ(z(tc))'(‘]l(tc)7 sy Jn(tc)) - (5$1(t6)7 cee ,51’n(tc))

est strictement inférieur a n.

Pour tester un point focal, on procede similairement, mais il faut intégrer
le systeme variationnel en remontant le temps a partir de la variété terminale.
Plus précisément, soit z(¢) = (x(t),p(t)) une trajectoire de H de référence,
définie sur [—T,0], et soit zyp = z(0). Considérons une base (f1,..., fn) de
T(wo’pO)MlL, et notons J;(t) = (5x;(t),dpi(t)), i = 1,...,n, les champs de
Jacobi correspondants, définis sur [—T, 0], vérifiant J;(0) = f;. Alors le temps
t. est focal si et seulement si le rang de

A (2(—t)). (i (—te)s o Tn(—t0)) = (021 (—te), - ., 6xn(—te))

est strictement inférieur a n.

Equation de Riccati

L’équation aux variations est un systeme linéaire de dimension 2n, de la forme
Z(t) = A(t)Z(t), ot Z est le vecteur colonne (8z,dp), et la matrice A(t) est
Hamiltonienne. On définit la résolvante &(t) du systéme par D(t) = A(t)d(t),
$(0) = Id. En décomposant

D4 (t) Dao(t)
o) = <¢3<t> @i(t)) ’
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Pexistence d’un champ de Jacobi vérifiant 0x(0) = dx(t.) = 0 équivaut & la
condition
rang Po(tc) < n.

En introduisant les coordonnées projectives R(t) = ®@4(t)Po(t) 71, le test
précédent équivaut donc & |R(t)|| — oo lorsque t — t.. Cela revient &
considérer ’équation de Riccati. En effet, considérons un systeme linéaire

matriciel du type
4 (X)) _(Cl) Alt) ) (X(t)
dt \Y(t)) \-D(t) =B(t)) \Y (1))~
ol X (t) est un bloc n x k, et Y (t) est une matrice k x k inversible. Alors
W(t) = X(t)Y ()~ est solution de I’équation de type Riccati
W(t) = A(t) + W) B(t) + COW (t) + W (t)D(t)W (t),

I’équation présentant des symétries dans le cadre Hamiltonien.

9.3.3 Temps conjugués en controéle optimal

Le concept géométrique de point conjugué introduit précédemment est 1’outil
de base pour obtenir des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’optimalité
du second ordre pour des problémes de controle optimal.

Probléme linéaire-quadratique

Soit T' > 0 fixé, et soient xg, z; € R™. Considérons le probleme LQ de trouver
une trajectoire solution du systéme linéaire autonome controlable

&(t) = Ax(t) + Bu(t), =(0) = zo, z(T) = z1, (9.12)

minimisant le cout quadratique

T
Cr(u) = /0 (‘)W (t) + u(t)Uu(t)) dt, (9.13)

ouU € M,,(R) est symétrique définie positive, et W € M,,(R) est symétrique.
D’apres le principe du maximum, le contréle extrémal est donné par

u(t) = U~ 'B'p(t),
ou le vecteur adjoint p(t) satisfait
P(t) = —p(t) A+ "z (t)W.

Le résultat suivant est standard.
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Proposition 88. Les solutions du principe du mazximum sont optimales avant
leur premier temps conjugué, donné par l’algorithme précédent.

Ezemple 9. Considérons le systéeme de contrdle & = wu, z(0) = 0, et le coiit
quadratique

T
Cr(u) = /O (u(t)? — z(t)?)dt.

Le Hamiltonien est H = pyu — 3(u

3 — 22), et le controle extrémal s’écrit
u = p,. Le premier temps conjugué pour la trajectoire z(¢) = 0, correspondant

au controle u = 0, est t. = .

2

Cas sous-Riemannien

Dans cette section, on montre comment appliquer la théorie des points con-
jugués vue précédemment au cas sous-Riemannien, modulo une réduction
standard. Considérons donc le probléeme de controle optimal

m

m T
j::Zuifi(z), m&n/o (Zu?)lﬂdt,
i=1

i=1

le cotit représentant la longueur d’une courbe tangente a la distribution D =
Vect(f1,. .- fm), les champs fi étant choisis orthonormés et fixant ainsi la
métrique. La longueur [(z fo ™ u?)Y/2dt de la courbe z(-) ne dépend
pas de la paramétrisation. Le probleme rentre dans la catégorie des problemes
paramétriques du calcul des variations. On peut réduire le probléeme en fixant
la paramétrisation. Un choix est d'imposer > ;" u? = 1, et alors [(z(:)) =
T. Le probleme est alors de minimiser le temps. On procede ici autrement.
D’apres le principe de Maupertuis, minimiser la longueur revient & minimiser
I'énergie E(z fo > u2dt, le probléme étant alors a temps fixé T'. Le
principe du maximum dans le cas normal consiste & introduire le Hamiltonien
H = (p,>" u;fi(x)) — 37" u?. La condition de maximisation %—Z =0
conduit & u; = (p, fi(x)). Le Hamiltonien réduit dans le cas normal s’écrit

donc .
1 2 1 2
=1 =1
Le controle est linéaire en p, et en changeant p en Ap, on obtient la trajec-
toire reparamétrisée. On peut donc normaliser les trajectoires sur le niveau
d’énergie H, = 1/2. Les trajectoires extrémales sont solutions de

. _OH, .  OH,
= o P=—"5"" (9.14)

L’algorithme des points conjugués décrit précédemment s’applique. Notons
Ji(t) = (0z;(t),dpi(t)) le champ de Jacobi vérifiant dz;(0) = 0 et dp;(0) = e;,
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ol (e;)1<i<n est la base canonique de R”. Un temps conjugué correspond alors
a 'annulation du déterminant

D(t) = det(0z1(t), ..., 0z, (t)).
Réduction du calcul

On réduit dans le cas paramétrique le calcul, en observant que les extrémales
solutions de (9.14) vérifient les relations d’homogénéité

l’(t,l‘o7 )\pO) = :C()\ta IOapo)a p(t,Io, >‘p0) = )\p(Ata Z'O;p())'

Un des champs de Jacobi est alors trivial. Plus précisément, en considérant
une courbe dans la fibre a(e) = (zo, (1 + €)po), si J(t) désigne le champ de
Jacobi associé, alors dm(J(t)) est colinéaire & &(t).

L’algorithme de calcul des temps conjugués se réduit alors a tester le rang
de (0x1(t),...,0xn_1(t)), ot J;(t) = (dx4(t), dp;(t)) est le champ de Jacobi tel
que dz;(0) = 0, et op;(0) L po.

En fixant H, = 1/2, on voit que le domaine de l'application exponentielle,
définie par

exp,, (t,po) = x(t, 20, o),

est le cylindre R x S™~1 x R"~™. Le temps t. est conjugué si et seulement si
'application exp, (t.,-) n’est pas une immersion en (%, po).

Lien avec optimalité

Rappelons qu'une extrémale z(t) = (z(t),p(t)) solution de (9.14) est dite
stricte sur [0, T si la trajectoire z(-) n’admet qu’un seul relévement extrémal,
a scalaire pres, sur [0,7]. Le résultat suivant résulte de linterprétation du
probleme sous-Riemannien comme un probleme de temps minimal, et de la
section suivante.

Proposition 89. Soit z(t) = (x(t),p(t)) une extrémale stricte sur tout in-
tervalle solution de (9.14). La trajectoire x(-) est localement (au sens de la
topologie L sur le contrdle) optimale jusqu’au premier temps conjugué.

FEzxzemple 10. Considérons le cas dit de Martinet, avec n = 3, m = 2, et

8 3o B

=t e Py

Les simulations sont faites le long de 'extrémale partant du point
2(0) = y(0) = 2(0) = 0, p=(0) = —0.9, py(0) = 0.19, p.(0) = 100.

Sur la figure 9.11 sont représentés, d’une part, la projection sur le plan (zy) de
la trajectoire associée (c’est un élastique d’Euler), d’autre part, le déterminant
des champs de Jacobi, qui s’annule a t. = 1.112 environ.
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Projection de la trajectoire x107° Déterminant

0.4

0.3r

0.2

0.1

-0.6 -0.4 -0.2 0 0 0.5 . 1 1.5
X

Fig. 9.11. Déterminant, cas de Martinet

Probléme du temps minimal

Considérons le probleme du temps minimal pour le systeme de controle

z(t) = f(z(t),u(t)), z(0) = xo, (9.15)

ou f:R"™ x R™ — R”™ est une application lisse, o € R”, et u(t) € R™ (cas
sans contrainte sur le controle).

Tout contréle v temps minimal sur [0, 7] est alors singulier, i.e. ¢’est une
singularité de l'application entrée-sortie £ en temps 7. D’apres le principe
du maximum, la trajectoire x(-) est projection d’une extrémale (z(-),p(")),
solution des équations

= M epw, = -2 (e
‘,I;_ ap x7p7u7p_ ax x7p)u7
et oH

%(I,]LU):O?
ou

H(z,p,u) = (p, f(z,u)).

D’apres la condition de maximisation, on peut supposer que H (z(t), p(t), u(t)) >
0 le long de l'extrémale.
Dans cette section, on fait les hypotheéses suivantes.
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Hypotheéses

1. H(z(t),p(t),u(t)) # 0 le long de extrémale.
2. La Hessienne
0’H
ou?
est définie négative (hypothese de Legendre stricte).
3. La singularité est de codimension un sur tout sous-intervalle (hypothese
de régularité forte, cf [62]).

(z,p,u)

L’application du théoreme des fonctions implicites conduit alors a définir
plusieurs familles de contrdles extrémaux u(z,p), chacun d’eux étant utilisés
pour construire une partie de la synthése optimale, dans une direction donnée.
C’est I’aspect microlocal. Ainsi, localement, on calcule u(t) = u(x(t), p(t)). On
définit alors (localement) le Hamiltonien réduit

H,(z,p) = H(z,p,u(z,p)).
Toute extrémale vérifie

= ), 5=~ )
x_ ap x’p)p_ al’ x?p?

soit, en notant z = (z, p),

2(t) = H,(2(1)). (9.16)

Faisons l'observation suivante.
Lemme 62. Le contréle u(x,p) est homogéne en p de degré 0, i.e.

u(z, Ap) = u(z, p),
et les solutions du systéme réduit vérifient la condition d’homogénéité
z(t, xo, Apo) = x(t, 0, o), P(t:To, Apo) = Ap(t, o, po)-
Définition 94. On définit 'application exponentielle par
exp,, (t,po) = z(t, 20, Po),

ot (x(t,xo,p0), p(t, To,po)) est la solution du systéme (9.16) partant du point
(xo,p0) ent =0.

Précisons le domaine de cette application. Tout d’abord, le temps t varie
dans R™ (du moins, tant que la solution est bien définie). Ensuite, le vecteur
adjoint initial py est défini a scalaire multiplicatif pres, sachant que ’on sup-
pose H,(xg,po) # 0. On peut donc supposer que pp € S"~*. Finalement,

exp,, : RT x 8" N {po | Hy(wo,po) # 0} — R™.

La contribution fondamentale de [2, 13, 62] est la suivante.
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Théoréme 53. Sous les hypothéses précédentes, la trajectoire x(-) est locale-
ment (au sens de la topologie L*° sur le contréole) temps minimale jusqu’au
premier temps conjugué t..

Preuve. La preuve de ce théoreme repose sur le fait suivant que I’on va mon-
trer : application exponentielle n’est pas immersive au temps ¢ si et seulement
si la dérivée seconde intrinseque Q¢ de ’application entrée-sortie le long de
Pextrémale (z(:),p(-),u(-)) admet un noyau non trivial, ot Q¢ est définie par

Qi (6u) = p(t).d° By () xer i, (u) x ker d, (u)- (90, 0) = 2p(t).822(1),

et olt §12(+), d22(+) sont solutions de

o1z = %{;(x’ u)orx + g(x,u)&t,

Ju
. of 102f o0 f
dox = %(x, u)dox + 5@(% u).(01x,01x) + 20u (z,u).(01z, 0u)
10%f
§w(x,u).(§u, ou),

avec 912(0) = 022(0) = 0. En effet, si la forme quadratique Q; est définie
positive, alors on peut montrer, par des arguments du type lemme de Morse,
que la trajectoire x(-) est localement isolée en topologie L (voir [2]).

Montrons donc cette correspondance. On rappelle tout d’abord les no-
tations. La trajectoire x(-) est la projection de l'extrémale de référence
(z(+),p(),u(-)) solution de

0 = 2 (a(0), (1) 5(0) = 5 o0, 0(0)),

ou H,(z,p) = H(z,p,u(x,p)), et u(x,p) est solution de

%—f(ax,p,u(m,p)) =0. (9.17)

En particulier, on a les formules

O’ H O’H
Ou _ dxdu du _ Opou 9.18
%__BQH?FP__QzH' ( )
ou? Ou?

Rappelons aussi que exp,, (t,po) = z(t, 2o, po), et que

dexp,,
dpo

(t, po).0po = dx(t),

ou (dz(t), 0p(t)) est solution du systéme variationnel
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0°H 0% H,
920p “(z,p).0x + - a7

. 32H 0%*H,

S =

——-(x,p).0p, 6x(0) =0,
(9.19)

Calculons les coefficients du systeme variationnel. Par dérivation, en tenant
compte des formules (9.17) et (9.18), on obtient

P AN
2
0°H, (apau)

2 02H
op o
8°H 9*H
82 82H Opdu dxdu
0xz0p  Ox0p 2H

2
9°H 9°H (ﬂ)
: Opdu xd Opou
S = <P“w“> o — | 2 =2

2H 2H op,
Ou? Ou?
9 (9.20)
8°H 2 2
5. _ 82H _ (6z8u) S — 82H _ gpgt gw('l)i s
P= 0z v dz0p e P

avec dz(0) = 0 et op(0) = dpo.
D’autre part, soit M (s), matrice n x n, la solution du probléeme de Cauchy

. 0
Vi(s) = 9L (als),uls)) M(s), M(0) = T
Alors,
dE(u).0u = 61x(t) / M(s)"*B(s)ou(s)ds,
et
d*Ey(u).(0u, 6u) = 2(52I( )
92
o°f
/ M(s ((5133 d1x) pe au.(élx,éu) (9.21)
o0 f
+ el (6u,§u))ds
Soit P(s) la solution du probléme de Cauchy
- 8f 82f o f B
P=- % - a 9.2 (5156 ) paxau(76u)7 P(O) - 5])0.
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Lemme 63. On a
Q6w = [ a (50 ) (6)uple),u() Bra(s). o), u(s) () s

Preuve (Preuve du lemme). Par définition de P, on a

0% f o*f

of 02
Oz a2 (51$ 51I) Oz

f
o )5135 +p%.(51m, ou).

(01, 0u) = ( P—-P—=

En remplacant dans (9.21) et en intégrant par parties, on obtient

p(t).d* Ey(u).(5u, du)
2

2
:fP(t).éla:(t)Jr/O ( ‘;f(s +pg af (812, 6u)+pg£(5u su)d )

Or, d’une part, quand on se restreint a ker dE;(u), on a §1x(t) = dEy(u).0u =

0. D’autre part, %’Z = p%(m,u), donc

OH o2 f of o2 f
d(au> pogSede - dp + p. g du,

et on en déduit la formule du lemme.

On est maintenant en mesure de prouver le théoreme.

Tout d’abord, si dexp, (tc,po) n’est pas immersive, alors il existe une
solution (dz(-),dp(:)) du systeéme variationnel telle que dx(t.) = 0. Un calcul
facile montre alors que

o0H
d <6u) (x,p,u).(dz, dp, ou) = 0,

N __ Ou ou S
ou ou = 50w + a—pép,. et donc, Q¢, a un noyau non trivial.
Réciproquement, si (J;, a un noyau non trivial, alors

OH
d <3u> (x,p,u).(012, P,du) = 0.

On en déduit que

92H gzéi

_ dxd pou
ou = —3a5 012 — e P,

Ou? ou?

et en remplacant dans les équations différentielles de §,x et P, on obtient que le
couple (012, P) vérifie le méme probleme de Cauchy que le couple (dz, dp). On
en déduit que 0z = dx1, et, en particulier, dz(t.) = d12(t.) = dFy_(u).du = 0.
Par conséquent, dexp, (t,po) n’est pas immersive. Le théoreme est prouvé.
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Tests de calcul des temps conjugués

On a trois tests équivalents.

e Test 1. On se restreint a ’espace vectoriel de dimension n —1 des champs
de Jacobi J;(t) = (dx;(t),dp;i(t)), i =1,...,n—1, verticaux en 0, vérifiant

(po,dpi(0)) = 0. (9.22)

Il s’agit donc de calculer numériquement les champs de Jacobi correspon-
dants, et de déterminer a quel instant le rang

rang dr(J1(t), ..., Jn_1(t)) =rang (6z1(t),...,0xn—1(t)),

est inférieur ou égal a n — 2.

e Test 2. Une autre possibilité est de calculer numériquement les champs de
Jacobi J;(t) = (dz;(t), 0pi(t)), i = 1,...,n, correspondant aux conditions
initiales 0p;(0) = e;, 7 = 1,...,n, ol (e;)1<i<n représente la base canonique
de R™, et calculer le rang

rang(6x1(t),. .., 0w, (t)),

celui-ci devant étre égal a n — 1 en dehors d’un temps conjugué, et étant
inférieur ou égal a n — 2 en un temps conjugué.

e Test 3. Par ailleurs, la dérivée de ’application exponentielle par rap-
port a t est égale a la dynamique f du systeme. Pour tester les temps
conjugués, on peut donc également prendre une base (0p1,...,0pn—1)
vérifiant (9.22), calculer numériquement les champs de Jacobi correspon-
dants J;(t) = (dz;(t),0pi(t)), ¢ = 1,...,n — 1, et tester 'annulation du
determinant

det(0x1(2), . .., 0xn -1 (1), f(2(t), u(z(t), p(t))))-

En effet, par hypothese le Hamiltonien est non nul le long de I'extrémale,
et donc &(t) est transverse a dm(J1(t),. .., Jo—1(t)).

Commentaires sur l'implémentation numérique

L’algorithme précédent est tres simple a programmer : il suffit d’intégrer
numériquement une équation différentielle (de trés nombreuses méthodes ef-
ficaces existent), puis de tester la nullité d’'un déterminant, ou une chute de
rang. Pour calculer numériquement un déterminant ou un rang, de maniere
efficace, il faut bien entendu passer par une décomposition LU, QR, ou SVD
de la matrice. La méthode la plus pratique pour calculer la chute de rang étant
la décomposition SVD de la matrice (décomposition aux valeurs singuliéres),
le rang chutant lorsque la derniére valeur singuliére s’annule. Ces algorithmes
d’intégration numérique et de décomposition sont standards et sont intégrés
a des logiciels de calcul numérique comme Matlab.
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Par ailleurs, pour tester la nullité du déterminant, on peut se contenter
de programmer une simple dichotomie. Mais cela suppose que la solution
numérique de I’équation aux variations soit suffisamment lisse. En fait, si le
systeme est raide la solution peut numériquement se présenter sous forme
de fonction constante par morceaux, auquel cas la procédure de dichotomie
peut échouer. On peut alors affiner la méthode de discrétisation de 1’équation
différentielle, en prenant par exemple un pas plus petit. Mais cela s’avére
couteux et peu efficace. Une meilleure solution consiste a interpoler les points
de la solution discrétisée (méthode de collocation), ce qui consiste & lisser
la solution. La encore, de telles routines sont standards (voir Matlab), par
exemple [63] a développé une formule de collocation dont le polynéme fournit
une approximation C! de la solution, précise a l'ordre 4 sur Iintervalle en
question.

Cela a été implémenté dans le logiciel COTCOT (Conditions of Order
Two and COnjugate Times), disponible sur le web! (voir aussi le rapport
technique [8]), dont le fichier principal est une routine matlab, cotcot.m. Le
calcul du systéme adjoint s’effectue par différentiation automatique, a l’aide
du software Adifor, disponible sur internet. Le code Fortran définissant le
Hamiltonien est généré de maniere automatique, et des fichiers mez sont
créés pour Matlab. L’intégration numérique des équations différentielles et
la solution du probléme de tir associé sont effectués avec des codes standards
Netlib, interfacés avec Matlab. Plus précisément, la routine Matlab utilisée
pour implémenter la méthode de Newton est hybrd.m, qui fait appel au code
Fortran hybrd.f de Netlib. Cette routine, fournie dans le package COTCOT,
est beaucoup plus fiable et robuste que les routines fournies dans la Toolbox
optim de Matlab.

Un exemple canonique

Considérons le systéme de contrdle dans R?

2

)

t=u, g=1-u’+zx

et la condition initiale z(0) = y(0) = 0. Le Hamiltonien est H = pyu+py(1 —
u? + %), et le controle extrémal s’écrit u = p,/2p,. On calcule facilement

in 2¢
exp(t,\) = ()\ sint,t — \? SH; )7

et a I’aide de ce calcul explicite on trouve que le premier temps conjugué pour
la trajectoire (x(t) = 0,y(t) = 1), correspondant au contréle v = 0, est t. = 7.

Une simulation numérique permet de vérifier ceci. La figure 9.12 représente
la quantité det(dx1(t), dz2(t), f), ou f est la dynamique du systéme. On ob-
serve bien que cette quantité s’annule pour la premiere fois en t = 7.

! http://www.n7.fr/apo/cotcot.zip
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1.5

1

0.5

T 2 8 4 5 6 7 68 9 10
Fig. 9.12. det(dz1(¢), dz2(), f)

9.3.4 Application au probleme du transfert orbital
Dans le repere orthoradial, on a

i = Fo(z)+ % (U Fo (%) + tton Fo () + e Fi(2) 9.23)
i = —dlul. (9.24)

Le Hamiltonien de ce systeme s’écrit
1 1 1
H= <pa FO(J:) + EUIFT(]J) + EuorFor(aj) + EU‘CFC(J:)> - 5pm|u|a

ol |u| € Umaz. D’aprés le Chap. 6, en dehors des IT-singularités le controle
temps minimal s’écrit
P

U = umax@a

ou @ = ({p, F.(x)), (p, For(x)), (p, Fe(x)}). On en déduit que m(t) = mgy —
OUmazt, €t on doit donc tester un point conjugué pour le systeme (9.23).

Commentaires

D’un point de vue numérique, le systéme extrémal est calculé, comme pour le
problkme de rentrée atmosphérique, & I’aide de Maple, ou par différentiation
automatique dans laroutine COTCOT présente précédemment. Pour déterminer
la trajectoire optimale, on utilise une méthode de tir simple. On teste ensuite son
optimalité avec un calcul de temps conjugué.

On utilise les données numériques du Chap. 6. Pour une poussée max-
imale de 3 N, le temps minimal de transfert est d’environ 12 jours, ce qui
correspond & environ 15 orbites autour de la Terre. Sur la figure 9.13, on a
pris le temps final comme unité. On prolonge les extrémales sur 3.5 fois le
temps minimal. Le premier temps conjugué apparait environ a 3 fois le temps
minimal, et le deuxiéme a environ 3.5 fois le temps minimal.
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oo

arcsh cetlsx)
»
arcsh del(3 )

[ ’

Fig. 9.13. Transfert orbital

9.3.5 Temps conjugués pour des systemes de contrdle affines
Préliminaires

Dans cette section, on considere le probleme du temps minimal pour le systeme
de controle affine mono-entrée

&(t) = Fo(x(t)) + u(t) Fi(x(t)), (9.25)

ou Fy et Fy sont des champs de vecteurs lisses sur R”, et u(t) € R. Toute
trajectoire x(-) temps minimale est singuliére, i.e. son contrdle associé u(-) est
une singularité de I’application entrée-sortie.

On fait les hypotheses suivantes.

(Hp) La trajectoire z(-) est lisse et injective.
Pour simplifier la présentation, on peut supposer que u = 0.

(Hy) L’ensemble {ad* Fy.Fy(x(t)), k € N} est de codimension un.
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Cette hypothese implique que la singularité de ’application entrée-sortie
est de codimension un, ou encore que le premier cone de Pontryagin K(t) =
Im dE;(u) est le sous-espace de codimension un

K(t) = Vect {ad"Fy.Fy(z(t)), k € N},

ou ad Fo.F1 = [Fo,Fl].
Le vecteur adjoint p(+) associé est unique & scalaire pres. On peut U'orienter
en utilisant la condition H > 0 du principe du maximum.

(Hz) ad®F,.Fy(x(t)) ¢ K(t) le long de la trajectoire.

On introduit les relevements Hamiltoniens associés aux champs Fj et Fy,

Ho(z,p) = (p, Fo(x)), Hi(z,p) = (p, F1(z)).
Avec ces notations, et sous les hypotheses précédentes, 'extrémale est associée

au controle
t ~ {{H1, Ho}, Ho}(,p)
{{Hlv HO}a Hl}(xvp)’

u(z,p) =
vérifie les contraintes
H, ={Hy,H,} =0,

et est solution de R R
. _OH .  O0H
= (97P, b= _%7

ol .

H($,p) = Ho(l‘,p) +u($,p)H1($,p).

Définition 95. 1. Si Hy >0 :
a) si {{H1,Ho},H1} > 0, on dit que la trajectoire est hyperbolique ;
b) si {{Hy,Ho}, H1} <0, on dit que la trajectoire est elliptique.
2. 81 Hy =0, on dit que la trajectoire est exceptionnelle.

Transformation intégrale

(Hg) La champ Fj est transverse a la trajectoire z(-) de référence.

Dans un voisinage tubulaire de x(-), on identifie le champ F; a

0
= T
Localement, le systeme se décompose en
= f(& x), (9.26)
En = g(Z,2,) + u, (9.27)

ouZ=(x1,...,Tn-1)-
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Définition 96. La transformation intégrale consiste a prendre comme nou-
veau contréle le contréole v = x,. On considére alors le systéme réduit (9.26),
qut s’écrit

= f(z,v).

Le Hamiltonien de ce systeme est

H(z,p,v) = (p, f(Z,0)).

Lemme 64. Le triplet (z,p,u) est une extrémale du systéme (9.25) si et
seulement si (Z,p,x,) est une extrémale du systéme réduit (9.26). De plus,

ooH __oH
ot du Oz,
0 0 0H  0°H

Qudt? du 9z’

En particulier, la condition de Legendre stricte pour le systéme réduit équivaut
a la condition dite de Legendre-Clebsch pour le systeme affine initial.

Faisons I’hypothese technique supplémentaire suivante.

(Hy4) Pour tout t € [0, 7], les n — 1 premiers vecteurs ad® Fy.Fy (x(t)),
k=0,...,n — 2, sont linéairement indépendants le long de la trajec-
toire de référence. Dans le cas exceptionnel ou Fy(z(t)) € K(t), on
suppose de plus que

Fo(z(t)) ¢ Vect {ad"Fy.Fy(x(t)), k=0,...,n — 3}.
On rappelle le résultat suivant de [13].

Théoréme 54. Sous les hypothéses précédentes, la trajectoire singuliére de
référence x(-), définie sur [0,T], est temps minimale dans les cas hyperbolique
et exceptionnel, et temps maximale dans le cas elliptique, jusqu’a un premier
temps ti. dit temps conjugué, parmi toutes les trajectoires du systéme con-
tenues dans un voisinage tubulaire de x(-).

L’enjeu est maintenant de donner des algorithmes de calcul des temps

conjugués.

Algorithmes dans les cas elliptique et hyperbolique

e Test 1. En utilisant la transformation intégrale, on se raméne au cadre de
la Sect. 9.3.3. On consideére le systeme extrémal réduit

oH . 0H
o0&’

T = =

6;5ap
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et on note Ji(t),...,Ju_2(t) les n — 2 champs de Jacobi verticaux en 0,
0p(0) vérifiant (6p(0),p(0)) = 0. 11 s’agit alors de calculer numériquement
I'instant auquel le rang

rang dit(Jy(t), ..., Jn—2(t))
est inférieur ou égal a n — 3.

Remarque 48. Le test n’a de sens que pour n > 3. Pour n =2, il n'y a pas
de temps conjugué sous les hypotheses précédentes.

Test 2. Ce deuxieme test est intrinseque et n’utilise pas la transformation
intégrale. On consideére les champs de Jacobi solutions de 1’équation aux
variations associée au systéme initial (9.25) et des contraintes linéarisées

dH, = d{Hy, H\} =0,

op(0) vérifiant (dp(0),p(0)) = 0, et 6x(0) € RF;(x(0)). Autrement dit, on
considere une base (0x1(0),...,0x,(0),0p1(0),...,0p,(0)) satisfaisant

(0pi(0), p(0)) = 0,

(0pi(0), F1((0))) + (pi(0), dF1(2(0)).02:(0)) = 0,

{0pi(0), [Fo, F1](2(0))) + (pi(0), d[Fo, F1}(2(0)).0:(0)) = 0,
6z4(0) € RFy(2(0)),

on calcule les n — 2 champs de Jacobi associés, et on détermine a quel
instant le rang

rang (dm(J1(t), ..., Ju_a(t)), Fi(z(t)))
= rang (621 (1), . .., 6zn_o(t), Fi(x(t)))

est inférieur ou égal a n — 2.
Puisque le champ Fj est transverse au cone de Pontryagin le long de la
trajectoire, ceci est équivalent a tester 'annulation du déterminant

det(dr(Jy(t), ..., Jns(t)), Fi(z(t)), Fo(x(t))).

Algorithme dans le cas exceptionnel

On
Hy

considere la restriction des extrémales singulieres sur le niveau d’énergie
= 0. Le test, présenté sans passer par la transformation intégrale, est le

suivant. On considere les n — 3 champs de Jacobi solutions de I’équation aux
variations associée au systéme initial (9.25) et des contraintes linéarisées

op(0

dH, = d{Hy,H,} = dHy =0,
) vérifiant (0p(0),p(0)) = 0, et dz(0) € RF;(x(0)), et on détermine

numériquement a quel instant le rang
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rang (dr(Ji(t), ..., Ju—s(t)), Fi(2(t)), Fo(z(t)))

est inférieur ou égal a n — 2.
Puisque le champ ad?F;.Fy est transverse au cone de Pontryagin le long
de la trajectoire, ceci est équivalent a tester ’annulation du déterminant

det(dm(Ji(t), ..., Jn_3(t)), Fi(z(t)), Fo(x(t)), ad*Fy.Fy(z(t))).
Remarque 49. Le test n’a de sens que si n > 4. Pour n = 3, sous les hypotheses
précédentes, il n’y a pas de temps conjugué.
Application au controle d’attitude
On rappelle que les équations d’Euler sont

01 = a1{2023 + byu,
25 = a1 25 + bou, (9.28)
Q3 = a3 2125 + bu,

ou

_b-I _L-L _L—1
I I, I,

voir Chap. 5. On applique I'algorithme de calcul des temps conjugués in-
trinseque vu en Sect. 9.3.5, avec les données suivantes :

ay as as

11:37 12:27 -[3:]-7

et
b1 =2, bp =1, bg=1.

On effectue le test avec les données initiales
27, =0.05, 25 =0.05, 23 =1.

La trajectoire associée est hyperbolique, et on obtient un premier temps con-
jugué a 1.37 environ, qui correspond a ’annulation de la norme de 'unique
champ de Jacobi, voir figure 9.14.

Les équations complétes du controle d’attitude consistent a ajouter aux
équations d’Euler les équations

R(t) = S(2(t)R(t), (9.29)

ou
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Trajectoire

Norme du champ de Jacobi

0
-1 -05 0

0 05 7 15 2 25 3

Fig. 9.14. Résultats numériques sur les équations d’Euler

La matrice R(t) est une matrice de rotation dans R3, représentée par un
élément de RY.

Pour le calcul des temps conjugués, on choisit ici la méthode de trans-
formation intégrale décrite a la Sect. 9.3.5. Le champ F; étant constant,
il s’agit juste d’'un changement linéaire de coordonnées. Plus précisément, bg
étant différent de 0, on réalise la transformation intégrale en prenant comme
nouveau contréle v = x3, et on définit les nouvelles coordonnées

b b
$=Q1—é93, yzgz—iﬁa

Le systeme réduit est de la forme

R(t) = S(x(t), y(t), v(1))R(t),
o) = fr(z(t), y(t),v(t)),
y(t) = fa(z(t),y(t), v(t)),

ou f1 et fo sont quadratiques.

Pour les simulations numériques, les données initiales sur I’état (qui est un
élément de R') sont

R(0) = Id, x(0) = 0.05, y(0) = 0.05.
Cas hyperbolique
Si on choisit le vecteur adjoint initial
p0)=(11111111111),

on est dans le cas hyperbolique. Pour calculer le rang de la matrice, on
utilise une décomposition aux valeurs singulieres (SVD). On constate qu’en
dehors d’un temps conjugué le rang de cette matrice est égal a 4. La figure
9.15 représente les valeurs singulieres 2, 3 et 4, le premier temps conjugué
correspondant a l'annulation de la quatriéme valeur singuliere. On obtient
tic = 285.729 environ.
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Deuxiéme valeur singuliére

L L
50 100 150 200 250 300
Troisieme valeur singuliere

Il Il
50 100 150 200 250 300
Quatriéme valeur singuliére
T

Fig. 9.15. Résultats numériques sur les équations du contrdle d’attitude, cas

hyperbolique

x107°

|
50 100 150 200 250 300

Deuxiéme valeur singuliere

x 10

50 100 150

Troisiéme valeur singuliere

0
0

Fig. 9.16. Résultats numériques

exceptionnel

50 100 150

sur les équations du controle d’attitude, cas

267
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Cas exceptionnel
Si on choisit le vecteur adjoint initial
p(0) = (11 0.99355412876393 11 111111),

on est dans le cas exceptionnel. Pour calculer le rang de la matrice, on utilise
de méme une décomposition aux valeurs singuli¢res (SVD). En dehors d’un
temps conjugué le rang de cette matrice est égal a 3. La figure 9.16 représente
les valeurs singuliéres 2 et 3, le premier temps conjugué correspondant a l’an-
nulation de la troisieme valeur singuliere. On obtient ¢;. =108.1318 environ.
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