
TH�ESE

pr�esent�ee par

Laurent TESTARD

pour obtenir le grade de DOCTEUR

de l'INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

(Arrêt�e minist�eriel du 30 mars 1992)

(sp�ecialit�e : Math�ematiques Appliqu�ees)

Calculs et visualisation en nombres complexes

Date de soutenance : 27 novembre 1997.

Composition du Jury :

F. ROBERT (pr�esident)

J.-C. YAKOUBSOHN (rapporteur)

D. BECHMANN (co-rapporteur)

P. SCHRECK (co-rapporteur)

J. DELLA DORA (examinateur)

F. JUNG (examinateur)

Th�ese pr�epar�ee au sein du Laboratoire LMC{IMAG.





Table des mati�eres

Remerciements 11

Introduction 15

I Nombres complexes et �equations di��erentielles 19

1 Quelques notions d'analyse complexe 21
1.1 Fonctions de la variable complexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.1.1 Fonctions analytiques, fonctions m�eromorphes . . . . . . . . . 21
1.1.2 Singularit�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.2 Fonctions multiformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.2.1 Prolongement analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.2.2 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.2.3 Surfaces de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.2.4 Int�erêt pratique des Surfaces de Riemann . . . . . . . . . . . . 33

2 EDOs dans le plan complexe 37
2.1 Les �equations di��erentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.1.1 Le th�eor�eme de Cauchy-Lipschitz complexe . . . . . . . . . . . 37
2.1.2 R�esolution des �equations di��erentielles . . . . . . . . . . . . . 38

2.2 Visualisation de solutions d'EDOs complexes . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.1 Di�cult�es du probl�eme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.2 Les portraits de phase des syst�emes r�eels de dimension 2 . . . 40
2.2.3 Application aux �equations di��erentielles de la variable complexe 44
2.2.4 Vision surfacique des r�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2.5 Complexit�e des r�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.3 Visualisation de solutions de syst�emes complexes . . . . . . . . . . . . 51
2.3.1 Passage des �equations aux syst�emes . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.3.2 Di��erents modes de repr�esentation . . . . . . . . . . . . . . . 53

3 Organisation logicielle 57
3.1 Synth�ese des chapitres pr�ec�edents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2 Id�ee g�en�erale d'un outil de calculs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.3 Premi�eres sp�eci�cations d'un outil graphique . . . . . . . . . . . . . . 61

3



II Un environnement de calculs en nombres complexes 65

4 Calculs en nombres complexes 67

4.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2 Position du probl�eme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.3 Traitements classiques du probl�eme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.4 La surface de Riemann du logarithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.5 Int�erêt des surfaces de Riemann pour les calculs en nombres complexes 74

4.5.1 D�e�nition du logarithme et de l'exponentielle . . . . . . . . . 75

4.5.2 Op�erations arithm�etiques usuelles . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.6 Un mod�ele d'environnement de calculs . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.7 Tests et applications : les \clearcut regions" . . . . . . . . . . . . . . 81

4.8 Premi�ere conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5 Les int�egrateurs dans le champ complexe 87

5.1 M�ethodes num�eriques d'int�egration dans le plan complexe . . . . . . 87

5.2 �Evaluations de fonctions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5.3 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

5.4 La m�ethode d'Euler modi��ee pour la prise en compte des num�eros de
feuillet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.5 Algorithme d'int�egration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.6 Impl�ementation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

5.7 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.7.1 R�esolution exacte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.7.2 R�esolution num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.7.3 Coh�erence des num�eros de feuillet des valeurs calcul�ees . . . . 104

5.7.4 Illustration des appels r�ecursifs . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.7.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

III L'environnement graphique GANJ 111

6 Le principe g�en�eral 113

6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

6.2 Le mod�ele GANJ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

6.2.1 Le serveur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

6.2.2 Le client . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

6.3 Int�erêt du mod�ele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

6.4 Choix d'impl�ementation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6.4.1 Graphique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6.4.2 Communications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

6.5 La grammaire de Ganj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

6.6 Le principe d'une session . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121



7 Le serveur 123
7.1 L'interpr�eteur graphique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

7.1.1 La librairie graphique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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Introduction

Ce document est la concr�etisation de trois ans de travail, ax�e principalement sur
deux centres d'int�erêts : les calculs en nombres complexes d'une part, et d'autre part
la visualisation d'objets issus de l'analyse complexe, plus particuli�erement adapt�ee
aux solutions d'�equations di��erentielles complexes. Les motivations de ce travail sont
�a l'origine d'ordre math�ematique : les probl�emes de r�esolutions d'�equations di��eren-
tielles dans le plan complexe et de calculs avec des fonctions multiformes rencontr�es
dans [Tes93] se sont bien vite transform�es en besoins d'exp�erimentations vari�ees. Le
premier probl�eme rencontr�e a �et�e de trouver des outils pour e�ectuer des op�erations
�el�ementaires dans des domaines tels que l'�evaluation de fonctions de la variable com-
plexe, la visualisation de ces fonctions, la sp�eci�cation de chemins, la v�eri�cation des
calculs, etc... Malheureusement, ce genre d'outils n'est pas actuellement tr�es fr�equent
dans les principaux syst�emes de calculs, que ceux-ci soient formels ou num�eriques.

La partie I de ce document pr�esente l'origine math�ematique des di��erents pro-
bl�emes rencontr�es, que ceux-ci soient du domaine du calcul avec des nombres com-
plexes (chapitre 1), ou du domaine des �equations di��erentielles de la variable complexe
(chapitre 2). En ce qui concerne les calculs, bien que les syst�emes de calcul formel
ou num�erique s'enrichissent de jour en jour de fonctionnalit�es nouvelles, le plan com-
plexe n'est repr�esent�e de mani�ere interne �a ces syst�emes que comme une transcription
\simpliste" de R2, ce qui est une grande source de di�cult�es. D�es que le stade des
�evaluations de formules simples est d�epass�e, les r�esultats sont g�en�eralement incom-
plets. Par exemple, la d�etermination continue d'une fonction multiforme reste encore
un probl�eme di�cile, dont le traitement, même dans les cas les plus simples, est im-
possible de mani�ere automatique dans les syst�emes de calcul actuels. De même, les
m�ethodes de visualisation des fonctions et autres objets issus de l'analyse complexe
sont la plupart du temps impl�ement�ees de mani�ere trop g�en�erale dans ces syst�emes
pour qu'une exploitation e�cace en soit possible �a peu de frais de programmation
suppl�ementaire. Les m�ethodes de visualisation �etant de plus bas�ees au-dessus des
m�ethodes de calcul, la visualisation des fonctions n�ecessitant des calculs �evolu�es reste
encore hors de port�ee d'un utilisateur quelconque.



Introduction

La d�emarche propos�ee tout au long de ce document est �a base d'exp�erimentations :
le travail de programmation que cela a demand�e a �et�e particuli�erement important,
et nous avons essay�e de formaliser ce qui a �et�e impl�ement�e, a�n que ces exp�eriences
puissent être r�eutilis�ees par la suite, �eventuellement par d'autres utilisateurs. Nous
proposerons dans le chapitre 3 un environnement d'exp�erimentations, qui sera ap-
pliqu�e par la suite aux exp�eriences issues de l'analyse complexe, mais qui pourrait
facilement être exploit�e dans d'autres domaines du calcul scienti�que. Le principe
de base que nous allons d�ecrire est celui d'une plate-forme d'exp�erimentations, et
nous avons appliqu�e des notions classiques (en termes de mod�eles de programmation)
aux probl�emes de calcul scienti�que. Il s'agit, dans un premier temps, de fournir un
environnement homog�ene permettant de coupler calculs et visualisation. Ainsi, les
interactions entre modules de calculs et modules de visualisation ont �et�e compl�ete-
ment sp�eci��ees. Cela signi�e en particulier que des modules de calculs int�egr�es dans
une telle plate-forme disposent de m�ethodes permettant de visualiser rapidement les
r�esultats produits.

La partie II pr�esente un environnement de calculs en nombres complexes qui a
�et�e e�ectivement r�ealis�e, et qui permet de g�erer des notions telles que les ind�etermi-
nations (chapitre 4), ind�eterminations qui peuvent se produire lors d'�evaluations de
fonctions simples, telles que les racines carr�ees, les logarithmes, ... Notre approche a
�et�e de consid�erer ces ph�enom�enes comme des ph�enom�enes normaux, et donc d'essayer
d'en tirer un maximum d'informations en vue d'un �eventuel traitement sp�eci�que �a
un probl�eme. Nous proposons de plus dans ce chapitre des outils logiciels in�edits pour
r�esoudre ces ind�eterminations : le principe de programmation expos�e dans le chapitre
4 permet de s�eparer la partie d�etermin�ee d'un calcul du m�ecanisme de r�esolution
des ind�eterminations. Le chapitre 5 montre une application des deux chapitre pr�ec�e-
dents, qui consiste �a int�egrer num�eriquement des �equations di��erentielles ordinaires
de la variable complexe d�e�nies par des fonctions dont le comportement peut être de
nature multiforme. Le but de ce chapitre, sans trop rentrer dans la th�eorie, est de
montrer que les environnements d�ecrits pr�ec�edemment peuvent, sans trop de travail
sp�eci�que, être utilis�es e�cacement pour r�esoudre des probl�emes d'ind�eterminations
dont une solution peut être donn�ee par la connaissance de donn�ees sp�eci�ques �a un
probl�eme, comme cela est le cas dans le cadre des �equations di��erentielles ordinaires.
Cette connaissance permet ainsi de r�esoudre des probl�emes d'ind�eterminations, pro-
bl�emes pouvant avoir des r�epercussions non n�egligeables sur les exp�eriences les ayant
provoqu�es.

La visualisation des di��erents objets manipul�es est pr�esente dans tous les aspects
de ce document, et pour cela l'outil graphique qui a �et�e r�ealis�e pour mettre en place
les exp�eriences de visualisation m�erite bien la totalit�e d'une partie de ce document,
la partie III.

Les environnements complets de visualisation commerciaux se d�eveloppent de jour
en jour (les plus importants �etant probablement AVS et Iris Explorer), et sont pour
la plupart des environnements modulaires de visualisation. Ils o�rent ainsi de nom-
breuses facilit�es pour être d�evelopp�es de fa�con modulaire, et ils permettent d'être
coupl�es �a n'importe quel code de calcul. Ces di��erentes caract�eristiques les rendent
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particuli�erement adapt�es �a la visualisation d'objets math�ematiques. Leur seul pro-
bl�eme (de taille) est qu'ils sont payants. De plus, pour être exploit�es pleinement, ces
environnements n�ecessitent des stations de travail acc�el�er�ees mat�eriellement pour le
graphique. Le besoin d'une solution g�en�erique, gratuite et facile �a utiliser est donc bien
r�eel. La r�ealisation de l'environnement graphique Ganj a �et�e particuli�erement moti-
v�ee par sa souplesse d'utilisation et sa facilit�e de manipulation. Son fonctionnement
g�en�eral est expliqu�e dans le chapitre 6, chapitre qui, avec le chapitre 7, peut sembler
assez technique pour certains lecteurs. Ces deux chapitres peuvent être parcourus
rapidement, car le plus important de cette partie en ce qui concerne l'exploitation
graphique de r�esultats math�ematiques se trouve dans le chapitre 8, qui pr�esente les
di��erentes interfaces de programmation qui ont �et�e con�cues a�n de faciliter le travail
de visualisation.

La derni�ere partie de ce document (la partie IV) pr�esente quelques applications.
Tout d'abord, le chapitre 9 montre l'impl�ementation des chemins dans le plan com-
plexe, qui a �et�e int�egr�ee �a la fois dans l'environnement de calcul du chapitre 4 et dans
l'environnement graphique de la partie III. �Etant donn�e que les chemins dans le plan
complexe sont les objets de base de l'analyse complexe, l'impl�ementation qui en a
�et�e faite est particuli�erement soigneuse. Apr�es avoir pr�ecis�e les conditions d'exp�eri-
mentation et montr�e comment les environnements d�e�nis pr�ec�edemment peuvent être
appliqu�es dans ce cadre, le chapitre 10 montre quelques exp�eriences sur la visualisa-
tion des solutions d'�equations di��erentielles complexes. Les m�ethodes de visualisation
seront illustr�ees par de nombreux exemples, puis le probl�eme de l'�etude des compor-
tements multiformes des solutions des �equations di��erentielles sera lui aussi abord�e. Il
est �a noter que ce chapitre a fait l'objet d'une communication �a la conf�erence \Visua-
lisation and Mathematics, VISMATH97" [Tes97], et qu'il donnera lieu �a publication.
En�n, le dernier chapitre (le chapitre 11) montrera une application �a la visualisation
de l'erreur globale commise pendant une int�egration d'une �equation di��erentielle de la
variable complexe. Ce chapitre expose non seulement un formalisme de repr�esentation
in�edit de l'erreur globale qui permet son interpr�etation visuelle et sa localisation dans
le plan complexe, mais il montre aussi un environnement exp�erimental permettant
de prendre en compte les donn�ees pr�ec�edentes a�n d'am�eliorer les r�esultats de l'in-
t�egration, grâce notamment �a des int�eractions avec l'utilisateur de l'environnement
exp�erimental. Ce travail a fait l'objet d'une communication �a SCAN97[ATV97].

Ce manuscrit comporte des planches en couleurs. Malheureusement, il n'a pas �et�e
possible d'en tirer tous les exemplaires en couleurs, et si jamais vous avez entre les
mains la version noir et blancs, les planches couleurs devraient être disponibles de
mani�ere �electronique, probablement accessibles �a partir des pages de l'�equipe.
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Chapitre 1

Quelques notions d'analyse

complexe

1.1 Fonctions de la variable complexe

1.1.1 Fonctions analytiques, fonctions m�eromorphes

Nous commencerons par introduire les fonctions analytiques, qui sont les fonctions
de base de l'analyse complexe.

1.1.1.1 D�e�nition (Fonction analytique [Die68]) SoitD un ouvert dans C . On dit qu'une
fonction complexe f : D �! C est analytique dans D si, pour tout point z0 2 D, il
existe un disque ouvert � : jz � z0j < r contenu dans D tel que l'on ait dans ce disque

f(z) =
1X
n=0

cn(z � z0)n

o�u le second membre est une s�erie enti�ere en z � z0, convergente dans �.

Nous introduisons aussi les fonctions holomorphes :

1.1.1.2 D�e�nition (Fonction holomorphe [Car61]) Une fonction de la variable complexe
f est holomorphe dans D si, en tout point z0 2 D, la quantit�e

f(z0 + h)� f(z0)
h

poss�ede une limite lorsque h tend vers 0 (h nombre complexe non nul).

Une fonction de la variable complexe est holomorphe si et seulement si elle est
analytique[Car61]. La d�e�nition 1.1.1.2 permet de percevoir les fonctions analytiques
comme des fonctions de deux variables r�eelles (parties r�eelle et imaginaire), mais
qui se comportent, du point de vue de la d�erivation, comme des fonctions d'une
seule variable. Cette propri�et�e est obtenue en consid�erant une version particuli�ere des
conditions de Cauchy :
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1.1.1.3 Theor�eme (Conditions de Cauchy[Car61]) Soit f une fonction de la variable com-
plexe. �Etant donn�e x = x1 + ix2, nous pouvons noter f(x) = ~f (x1; x2).

Pour que f soit holomorphe en un point, il faut et il su�t que la condition

@f

@x1
+ i

@f

@x2
= 0

soit v�eri��ee en ce point.

En �ecrivant x1 =
1
2
(z + �z) et x2 =

�1
2
(z � �z) nous pouvons aussi exprimer cette

condition en fonction de z et �z :

d ~f =
@f

@z
dz

ou encore

@f

@�z
= 0

Ainsi, une fonction est holomorphe si sa di��erentielle peut s'�ecrire en fonction
d'une seule variable. Ceci peut expliquer l'int�erêt des fonctions holomorphes en ana-
lyse complexe, qui bien que repr�esentant une classe r�eduite de fonctions �a �etudier,
permettent n�eanmoins de consid�erer les fonctions de la variable complexe qui se d�e-
rivent comme des fonctions d'une seule variable.

1.1.1.4 D�e�nition (Fonction M�eromorphe) On d�e�nit l'ensemble des fonctions m�ero-

morphes sur un domaine D par le corps des fractions de l'anneau int�egre des fonctions
analytiques sur D.

Soit f =
g

h
une fonction m�eromorphe sur un domaine D. Pour x0 2 D, si g(x0) 6= 0,

on dit que x0 est un pôle de f si h(x0) = 0.

1.1.1.5 D�e�nition (S�erie de Laurent [Car61]) Soit x0 2 C . On appelle s�erie de Laurent

au voisinage de x0 une s�erie de la forme

1X
�1

ai(x� x0)i

Si f est une fonction m�eromorphe sur un domaine D, alors f est d�eveloppable
en s�erie de Laurent au voisinage de tous les points de D [Car61]. De plus, la partie
principale des d�eveloppements en s�erie de Laurent (c'est-�a-dire les termes dans l'ex-
pression d'une s�erie de Laurent correspondant �a des exposants i n�egatifs) a toujours
un nombre �ni de termes. Au voisinage d'un pôle, ce nombre de termes est appel�e
l'ordre de ce pôle. Au voisinage d'un point de D qui n'est pas un pôle, la partie
principale est nulle.
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Exemples de visualisation de fonctions analytiques et m�eromorphes.

De nombreux outils existent pour visualiser les fonctions m�eromorphes (en par-
ticulier celles qui sont analytiques), aussi bien expliqu�es dans la litt�erature qu'im-
pl�ement�es dans les principaux syst�emes de calculs, formels ou num�eriques. Il faut
pr�eciser que ces fonctions ne sont pas tr�es di�ciles �a visualiser, comme le montrent
les exemples de modes de visualisation suivants :

{ Les repr�esentations graphiques traditionnelles, telles que des repr�esentations en
partie r�eelle/partie imaginaire, en module/argument, ou alors avec des contours
repr�esentant les courbes iso-modules : cela revient essentiellement �a consid�erer
les fonctions analytiques comme des fonctions de deux variables r�eelles �a valeur
dans R2, et donc �a appauvrir la port�ee de ces objets math�ematiques (c'est-�a-dire
�a oublier tout ce qui en fait leur sp�eci�cit�e, comme par exemple les conditions
de Cauchy).

{ Des repr�esentations plus �elabor�ees, sur un seul graphe, qui permettent d'avoir
une visualisation plus globale de la fonction analytique. Ces repr�esentations sont
bas�ees sur le plan, qui repr�esente les valeurs prises par la variable complexe, et
en altitude sont dessin�ees les modules pris par la fonction, avec un codage de
couleur qui repr�esente un �echantillonage de l'intervalle [0; 2�[, permettant de
visualiser l'argument de la fonction repr�esent�ee. Une telle m�ethode est int�egr�ee
aux routines graphiques de Maple, d'Axiom[JT92], ...

Nous allons maintenant �etudier des fonctions plus \complexes", au sens o�u g�en�e-
ralement il est di�cile d'obtenir des �evaluations de ces fonctions en certains points, ou
alors d'en avoir des �evaluations de mani�ere globale. Ces comportements num�eriques
nuisent en particulier �a la visualisation de ces fonctions.

1.1.2 Singularit�es

Nous avons pu comprendre dans le chapitre pr�ec�edent que l'�etude des fonctions
de la variable complexe passait par une caract�erisation des comportements de ces
fonctions au voisinage de certains points. D'o�u l'importance de classi�er les di��e-
rents comportements possibles des fonctions de la variable complexe, au voisinage de
certains points. La notion de singularit�e d'une fonction, attach�ee �a un point du plan
complexe, permet de relier le comportement de la fonction au point autour duquel ce
comportement peut être observ�e.

1.1.2.1 D�e�nition (Singularit�es [Bea84]) Consid�erons f une fonction, et x0 un point de
C .

{ Si f admet un d�eveloppement en s�erie de Taylor au voisinage de x0, alors x0 est
appel�e point r�egulier.

{ Si f admet un d�eveloppement en s�erie de Laurent au voisinage de x0, avec N0

termes en puissances n�egatives, alors x0 est un pôle d'ordre N0.
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{ Si f n'admet aucun des d�eveloppements en s�erie mentionn�es ci-dessus, alors x0 est
une singularit�e essentielle de f .

Les fonctions poss�edant des singularit�es essentielles pr�esentent de nombreuses
di�cult�es �a qui veut visualiser leur comportement au voisinage de ces points. Un
th�eor�eme dû �a We��erstrass (pr�esent�e dans [Ahl66]) montre qu'au voisinage d'une sin-
gularit�e essentielle, une fonction s'approche arbitrairement pr�es de n'importe quel
nombre complexe (c'est-�a-dire que l'image par la fonction de n'importe quel voisi-
nage d'une singularit�e essentielle est dense dans C ). Cela induit des di�cult�es de
calcul (la fonction admet un comportement tourbillonant, ce qui pose de nombreux
probl�emes d'instabilit�e num�erique), ainsi que de visualisation. A�n d'�etudier certains
types de singularit�es essentielles, nous pouvons introduire les d�eveloppements en s�e-
ries de Puiseux.

1.1.2.2 D�e�nition (S�erie de Puiseux) Si on note C [[X]] l'anneau des s�eries formelles �a
coe�cients dans C , et C ((X)) son corps des fractions, on peut alors d�e�nir

C
�((X)) =

[
q2N�

C ((X1=q ))

Un �el�ement de ce corps sera une s�erie formelle de la forme

1X
i=�N0

aiX
i=q

Si une fonction admet comme d�eveloppement au voisinage d'un point x0 la s�erie
1X

i=�N0

ai(x� x0)i=q

o�u le nombre de termes ayant un exposant n�egatif est �ni (N0 2 N), on dit que x0 est
un point de branchement de degr�e q.

Cette d�e�nition peut être g�en�eralis�ee �a l'aide des paires de Puiseux [BK86], qui per-
mettent de m�elanger plusieurs comportements, chacun �etant associ�e �a une puissance.

L'int�erêt des fonctions qui admettent un d�eveloppement en s�erie de Puiseux au
voisinage d'un point de branchement est qu'elles b�en�e�cient de facilit�es de calculs et
de visualisation, par rapport aux fonctions admettant d'autres types de singularit�es
essentielles. Le comportement des fonctions au voisinage des points de branchement
peut être expliqu�e par des m�ethodes alg�ebriques[BK86], ce qui donne lieu �a des vi-
sualisations int�eressantes.

�Evidemment, les s�eries de Puiseux n'ont un int�erêt que limit�e dans le domaine du
calcul num�erique des valeurs d'une fonction, puisqu'elles font intervenir des fonctions
puissances qui posent d'importants probl�emes de d�etermination[Spr57] (c'est-�a-dire
que l'�evaluation d'une telle fonction peut mener �a plusieurs r�esultats, sans qu'il soit
possible de d�ecider lequel de ces r�esultats est celui de l'�evaluation de la fonction).
Cependant, leurs motivations alg�ebriques en font un outil tr�es puissant pour l'�etude
de fonctions de la variable complexe au voisinage de points de branchement.
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1.1 Fonctions de la variable complexe

Visualisation de fonctions admettant un point de branchement.

Si nous consid�erons un cercle (param�etr�e par un r�eel t 2 [0; 1]) centr�e en x0, point
de branchement de la fonction f , nous pouvons donner �a partir des valeurs de la
fonction sur ce cercle un mode de visualisation qui permet de tirer des renseigne-
ments alg�ebriques sur le comportement de la fonction au voisinage de son point de
branchement : en e�et, la courbe image de cercle est un noeud, et les caract�eristiques
topologiques de ce noeud permettent de retrouver les caract�eristiques alg�ebriques de
la fonction au voisinage du point de branchement [BK86].

Cette m�ethode ressemble �a m�ethode d�ecrite dans [Ric88] qui permet de visualiser
le graphe d'une fonction de la variable complexe lorsque cette variable est astreinte �a
rester sur un chemin du plan complexe. En particulier, la fonction peut être �etudi�ee au
voisinage d'une singularit�e. La correspondance entre x et f(x) se fait sur la courbe
image en codant, par une couleur notamment, les valeurs de x utilis�ees. La même
couleur est a�ect�ee �a x et �a la valeur de f(x) calcul�ee.

Nous allons exposer cette m�ethode en consid�erant que nous connaissons le degr�e
du branchement de la fonction, mais nous verrons par la suite que cela n'est pas
forc�ement n�ecessaire. Cette m�ethode peut se d�ecomposer en quatre �etapes :

1. �Evaluation de la fonction sur le cercle : cela ne va pas sans poser de probl�emes
de calculs, nous proposerons dans la partie II des m�ethodes e�ectives de calculs
de fonctions au voisinage de points de branchements. Pour l'instant, l'�evaluation
de la fonction revient �a choisir une d�etermination de la fonction, et �a calculer
les valeurs de cette d�etermination sur le cercle. On obtient ainsi, pour chaque
valeur du param�etre t, un nombre complexe x1(t) + ix2(t).

2. Construction d'une courbe tri-dimensionnelle en a�ectant �a chaque valeur cal-
cul�ee une altitude correspondant �a la valeur du param�etre t :

f(x1(t); x2(t); t); t 2 [0; 1]g
3. �Evaluation sur les autres branches de la fonction (c'est-�a-dire le calcul des dif-

f�erentes d�eterminations que la fonction peut poss�eder sur le cercle) : on obtient
alors une tresse. Cette �evaluation peut se faire connaissant le degr�e du point de
branchement de la fonction, en multipliant les valeurs calcul�ees pendant l'�etape
1. par chacune des racines qeme de l'unit�e[BK86].

4. Fusion des di��erents brins de la tresse : on joint les brins de la tresse deux par
deux, selon les valeurs a�ect�ees au extr�emit�es des di��erents brins. On obtient
alors un noeud, dont les caract�eristiques (alg�ebriques) re
�etent le comportement
de la fonction au voisinage du point de branchement.

Cette m�ethode peut etre utilis�ee, au prix d'un certain travail, dans les syst�emes
de calcul les plus classiques1. N�eanmoins, il n'existe pas, �a notre connaissance, de
facilit�es pour, �etant donn�e un ensemble de points correspondant aux valeurs d'une
fonction a priori quelconque, les visualiser avec la m�ethode d�ecrite pr�ec�edemment
dans un syst�eme de calcul formel ou num�erique.

1c'est-�a-dire que dans la plupart des syst�emes de Calcul Formel notamment, il existe de nombreux
moyens pour visualiser des noeuds connaissant leurs propri�et�es alg�ebriques.
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Chap. 1 : Quelques notions d analyse complexe

Exemple de visualisation.

Si nous voulons visualiser le comportement de la fonction

f(x) = x
3

2 (1.1)

autour de x = 0, nous pouvons appliquer la m�ethode d�ecrite pr�ec�edemment. Nous
choisissons un cercle centr�e en 0, de rayon 1.

Les di��erentes �etapes sont montr�ees sur la �gure 1.1.

e11

projet�e sur le cylindre

1 2

3 4

t

C

e00

e10 e01

Fig. 1.1: Visualisation de fonctions admettant un point de branchement (simple) en
0

L'�etiquette 1 pr�esente une �evaluation de la fonction f , celle qui pour x = 1 donne
f(x) = 1. Les valeurs montr�ees sur la �gure sont calcul�ees avec cette d�etermination,
et elles sont dessin�ees sur une courbe param�etr�ee par t, le param�etre de parcours du
cercle. Nous obtenons alors une courbe tri-dimensionnelle.
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1.2 Fonctions multiformes

Sur l'�etiquette 2 de cette �gure, nous avons dessin�e une deuxi�eme �evaluation de la
fonction f , celle-ci obtenue en consid�erant la seconde d�etermination de la puissance
3
2
. Pour cela, nous pouvons le faire comme expliqu�e pr�ec�edemment, c'est-�a-dire en

multipliant les valeurs pr�ec�edemment calcul�ees par �1, c'est-�a-dire la deuxi�eme racine
carr�ee de l'unit�e. Nous obtenons de cette mani�ere une autre courbe tri-dimensionnelle.

Sur l'�etiquette 3, nous avons projet�e les deux courbes obtenues pr�ec�edemment sur
le cylindre obtenu en \remontant" le cercle sur l'axe des param�etres. Le dessin ainsi
obtenu est une tresse.

En�n, sur l'�etiquette 4, les extr�emit�es de la tresse correspondant �a une même
valeur dans le plan complexe sont r�eunies : ainsi, sur la �gure 1.1, les extr�emit�es
e00 et e

1
1 correspondant �a la même valeur dans le plan complexe (1) sont identi��ees,

de même que les extr�emit�es e10 et e
0
1. Nous obtenons ainsi une courbe simple, qui se

trouve être un noeud dans l'espace.

L'int�erêt de cette m�ethode de visualisation pour ce genre de fonction est multiple :

{ Toutes les composantes de la �gure sont facilement calculables.

{ On n'a pas besoin de connâ�tre a priori toutes les caract�eristiques alg�ebriques
de la fonction �etudi�ee : cette m�ethode fonctionne correctement avec un paquet
de points.

Extension de la m�ethode.

Au lieu de consid�erer la fonction sur un cercle, on peut la consid�erer sur un anneau
centr�e en x0. Cet anneau peut être param�etris�e par deux variables, t et u, et donc
le proc�ed�e pr�ec�edent peut donner une repr�esentation surfacique. Cette m�ethode n'a
pas, �a notre connaissance, �et�e impl�ement�ee.

L'int�erêt de ce mode de repr�esentation en ce qui concerne les fonctions admet-
tant un point de branchement est de fournir une visualisation du comportement
local de la fonction au voisinage du point de branchement. Par contre, il est hors
de question d'envisager une visualisation globale uniquement avec cette m�ethode. Il
semblerait[BK86] que certaines m�ethodes de recollement existent a�n de donner une
vision globale du comportement d'une fonction sur un domaine de C contenant des
points de branchement, et non plus seulement au voisinage de certains points.

1.2 Fonctions multiformes

1.2.1 Prolongement analytique

Comme le fait remarquer Dieudonn�e dans [Die68], les fonctions r�eellesC1 peuvent
être modi��ees dans un intervalle arbitrairement petit inclus dans leur intervalle de
d�e�nition, sans que cela puisse a�ecter le comportement de la fonction sur d'autres
intervalles. Ce n'est pas le cas pour les fonctions analytiques.
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Chap. 1 : Quelques notions d analyse complexe

1.2.1.1 Theor�eme (Le principe du prolongement analytique [Die68, Die62]) Soient f; g
deux fonctions analytiques dans un ensemble ouvert connexe D � C . S'il existe un en-
semble ouvert non vide (arbitrairement petit) U � D tel que

fjU = gjU

alors on a f = g sur D.

Nous pouvons introduire une relation d'�equivalence bas�ee sur le principe du pro-
longement analytique de la mani�ere suivante :

1.2.1.2 D�e�nition (Relation d'�equivalence du prolongement analytique [For81]) Soit x0 2
C . Soit f une fonction analytique dans un ouvert connexe 
1, et g une fonction analytique
dans un ouvert connexe 
2.

On dit que f et g sont �equivalentes par la relation �x0 si il existe un ouvert 
 � 
1\
2

tel que x0 2 
 et
fj
 = gj


1.2.1.3 D�e�nition (Germe des fonctions analytiques en x0 [For81]) Notons Fx0 l'ensemble
des classes d'�equivalence par la relation d'�equivalence �x0. Pour un voisinage ouvert U
de x0, on d�e�nit l'application

�x0 : F(U) 7! Fx0
qui associe �a f 2 F(U), une fonction analytique dans U , sa classe d'�equivalence par
la relation d'�equivalence �x0. �x0(f) est appel�e le germe de f en x0. On notera Ox0

l'ensemble des germes de fonctions analytiques en x0.

Le principe du prolongement analytique permet de prolonger e�ectivement cer-
taines fonctions analytiques le long de chemins[Cha95]. Consid�erons pour cela 
, un
chemin dans C :


 : [0; 1]! C

d'extr�emit�es x0 = 
(0) et xf = 
(1).

1.2.1.4 D�e�nition (Prolongement analytique le long d'un chemin [For81]) Le germe 2
Oxf est un prolongement analytique le long de 
 du germe � 2 Ox0 si il existe une famille
�t 2 O
(t) pour t 2 [0; 1] avec �0 = � et �1 =  telle que pour � dans l'intervalle[0; 1], il
existe un voisinage de � , T � [0; 1] et un ouvert U � C avec 
(T ) � U et une fonction
analytique f dans U tels que

8t 2 T; �
(t)(f) = �t

De par la compacit�e de [0; 1], cette d�e�nition permet de calculer e�ectivement des
prolongements analytiques d'une fonction analytique dont on connâ�t le d�eveloppe-
ment en s�erie de Taylor au voisinage d'un point de C , comme expliqu�e sur la �gure 1.2.
Le disque �0 est le plus grand disque centr�e en x0 dans lequel le d�eveloppement en
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1.2 Fonctions multiformes

s�erie de Taylor est convergent. Si ce disque a un rayon �ni, alors il existe un point
sur le bord de ce disque o�u la s�erie est divergente.

x0

x1
r1

xf

�0

�1


 �f

rf

r0

Fig. 1.2: Prolongement analytique le long d'un chemin

Si nous nous donnons une fonction analytique au voisinage de x0, dont le d�eve-
loppement en s�erie de Taylor est convergent dans �0, un disque de rayon r0,

1X
i=0

ai(x� x0)i

nous pouvons alors choisir un point x1 2 
 \ �0. Puisque x1 2 �0, la valeur de la
fonction f en x1 peut être obtenue en sommant la s�erie. En d�erivant k fois la s�erie,
la valeur de la d�eriv�ee ieme de la fonction peut être aussi obtenue en x1. Ainsi, un
d�eveloppement en s�erie de f peut être obtenu dans un disque �1, centr�e en x1 et de
rayon r1 par la formule suivante, o�u les bi repr�esentent les valeurs des d�eriv�ees ieme

de la fonction calcul�ees pr�ec�edemment :

1X
i=0

bi
i!
(x� x1)i

Nous savons de plus que r1 � d(x1;�0). En e�et, si tel n'�etait pas le cas, il existerait
une singularit�e �a l'int�erieur de �0, et ainsi la s�erie de Taylor ne serait pas convergente
�a l'int�erieur de �0. Ainsi, si cette in�egalit�e est stricte, nous avons prolong�e la fonction
f �a l'ext�erieur de �0.

Il se peut que le point x1 choisi ne permette pas de prolonger la fonction f au
del�a de �0. Dans ce cas, il su�t de choisir un autre point x1, plus proche de la
fronti�ere de �0. Si, pour toutes les valeurs x1 choisies sur 
, aucune ne convient pour
le prolongement de la fonction f , alors le processus �echoue. Notons que dans ce cas,
le chemin 
 rencontre une singularit�e de la fonction f .

Dans l'hypoth�ese (abstraite) o�u la fonction est analytique dans un voisinage ou-
vert de 
, ce prolongement est toujours possible. Dans ce cas, apr�es un nombre �ni
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Chap. 1 : Quelques notions d analyse complexe

(puisque [0; 1] est compact) de prolongements, la fonction peut être prolong�ee jusqu'�a
xf , c'est-�a-dire que nous obtenons une s�erie convergente dans un disque �f , de rayon
rf non nul.

Ce proc�ed�e e�ectif peut être utilis�e dans de nombreuses applications, comme nous
le verrons dans le chapitre 2.

1.2.2 Exemple

Consid�erons, �a titre d'exemple, la \fonction racine carr�ee de z" d�e�nie par la
solution f telle que f(1) = 1 de l'�equation alg�ebrique

(f(z))2 � z = 0

Cette fonction a pour d�eveloppement en s�erie de Taylor au voisinage de 1 la s�erie

T0(z) = 1 +
1

2
(z � 1)� 1

8
(z � 1)2 + � � �

Notons C le cercle centr�e en 0, de rayon 1, et pour t 2 [0; 1], notons


(t) = e2i�t

une param�etrisation de ce cercle.
Nous nous int�eresserons aux couples de la forme (
(t); �
(t)(Tt)), o�u t 2 [0; 1] et

�
(t)(Tt) est obtenu par prolongement analytique �a partir de �1(T0).
La s�erie T0 est convergente dans un disque centr�e en 1 de rayon 1, que nous

pouvons noter �0, comme sur la �gure 1.3.
Nous pouvons appliquer le principe du prolongement analytique sur le cercle C,

et donc choisir t1 2 [0; 1] de telle mani�ere que 
(t1) 2 �0. La s�erie Tt1(z) repr�esentant
le d�eveloppement en s�erie de f au voisinage de 
(t1) est telle que

Tt1(z)Tt1(z) = z

Les coe�cients �k, k � 1, de cette s�erie sont donc les solutions du syst�eme (tri-
angulaire)

kX
i=0

�
k

i

�
�i�k�i = 0

o�u �0 = ei�t1. Ainsi, le d�eveloppement en s�erie de f au voisinage de z1 s'�ecrit

Tt1(z) = ei�t1 +
e�i�t1

2
(z � 
(t1))� e�3i�t1

8
(z � 
(t1))2 + � � �

o�u Tt1 est convergente dans un disque �t1, de rayon 1, de centre 
(t1).
Poursuivant le proc�ed�e, jusqu'�a ce que t = 1, c'est-�a-dire 
(t) = 1, nous obtenons

alors la s�erie
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t1

1

�t1

�0

0

Fig. 1.3: Prolongement analytique du germe de la \fonction racine carr�ee"

T1(z) = �1� 1

2
(z � 1) +

1

8
(z � 1)2 + � � �

�a savoir T1(z) = �T0(z), alors que puisque ces deux s�eries repr�esentent le d�evelop-
pement en s�erie de Taylor de la \fonction racine carr�ee", elles devraient être �egales.
On a donc

(1; �1(T0)) 6= (1; �1(T1))

On peut introduire les notions suivantes pour caract�eriser de mani�ere plus pratique
les cons�equences de ce ph�enom�ene.

1.2.2.1 D�e�nition (Ind�etermination et fonctions multiformes) Lorsqu'une op�eration
arithm�etique ou l'�evaluation num�erique d'une fonction peut pr�esenter plusieurs r�esultats
qualitativement et quantitativement di��erents, nous dirons que le calcul pr�esente une
ind�etermination. Une fonction multiforme est une fonction dont l'�evaluation en un point
du plan complexe pr�esente des ind�eterminations.

Ainsi, l'�evaluation de la \fonction racine carr�ee" en un point quelconque du plan
complexe (sauf 0) pr�esente des ind�eterminations, et cette fonction est donc multi-
forme.

Sans pour autant remettre en question la d�e�nition de fonction, Riemann a intro-
duit l'id�ee que le plan complexe n'est pas le domaine de d�e�nition id�eal pour ce genre
de fonctions, et cette remarque a men�e plus tard �a la notion de Surface de Riemann
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Chap. 1 : Quelques notions d analyse complexe

pour d�e�nir correctement les fonctions multiformes, et donner un cadre th�eorique au
ph�enom�ene mis en �evidence pr�ec�edemment.

1.2.3 Surfaces de Riemann

Pour une fonction multiforme f donn�ee, au lieu de consid�erer que f est d�e�nie
sur un sous-ensemble de C , nous pouvons consid�erer l'ensemble

Mf = f(z; �z(f)); z 2 C g
o�u �z(f) d�esigne un germe de f en z.

Pour revenir �a l'exemple pr�ec�edent, l'ensemble Mp est constitu�e des couples
(z; �z(f)), obtenus comme pr�ec�edemment par prolongement analytique. On a donc
(1; �1(T0)) 2 Mp et (1; �1(T1)) 2 Mp, avec (1; �1(T0)) 6= (1; �1(T1)).

Les valeurs de la fonction f peuvent être retrouv�ees [CNP93] en consid�erant l'ap-
plication, d�e�nie surM, qui �a un couple (z; �z(f)), associe la valeur Pz(0), o�u Pz est
un repr�esentant de �z(f). Mais cette fois, �a un point deMf correspond une unique
valeur.

Pour être complet, nous pouvons exhiber une topologie simple pour l'ensemble
Mf de la mani�ere suivante :

1.2.3.1 D�e�nition (Topologie de Mf [CNP93]) Soit (a; �a(f)) 2 Mf , et ra le rayon de
convergence d'un repr�esentant de �a(f). On peut d�e�nir un voisinage de (a; �a(f)) dans
Mf par

V((a; �a(f)); r) = f(b; �b(f)); jb� aj < rg
o�u r < ra.

Ces voisinages repr�esentent des disques de centre (a; �a(f)), de rayon r.

L'ensembleMf muni de cette topologie poss�ede une structure de surface de Rie-
mann :

1.2.3.2 D�e�nition (Surface de Riemann [For81]) SoitM un espace topologique de Haus-
dor� connexe tel que :

� (Ui)i2I est un recouvrement de M par des ouverts,

� (�i)i2I : Ui ! Vi, o�u Vi est un ouvert de C et �i est un hom�eomorphisme (appel�e
coordonn�ee locale),

� si Ui \ Uj 6= ;, alors la fonction

fi;j(z) = �j(�
�1
i (z))

est analytique pour z 2 �i(Ui \Uj). Cette fonction est appel�ee fonction de raccor-

dement analytique.

M a une structure de vari�et�e complexe analytique de dimension 1. On dit alors que
M est une Surface de Riemann.
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1.2 Fonctions multiformes

Cette d�e�nition abstraite fournit un jeu de coordonn�ees locales, et donc permet
de param�etrer localement la surface a�n de pouvoir projeter ses �el�ements sur le plan
complexe.

1.2.3.3 D�e�nition (Surface de Riemann associ�ee �a une fonction) La surface de Riemann

associ�ee �a la fonction f est l'ensembleMf , muni de la topologie pr�ec�edente.
On choisit les Ui comme des disques centr�es en des �el�ements (zi; �zi(f)). Les fonctions

�i sont d�e�nies par

8(z; �z(f)) 2 Ui;�i((z; �z(f))) = Pzi(z � zi)
o�u Pzi est un repr�esentant de �zi(f).

De nombreuses propri�et�es d�ecoulent de cette d�e�nition de surface de Riemann
associ�ee �a une fonction. Dans le cas particulier des fonctions alg�ebriques, la surface
de Riemann associ�ee est de genre �ni [FK80]. Les caract�eristiques topologiques des
surfaces de Riemann (appel�ees surfaces de Riemann compactes) peuvent être calcul�ees
�a partir de l'�equation alg�ebrique d�e�nissant la fonction alg�ebrique, ce qui en fait
un objet particuli�erement bien manipulable. Dans ce cas, nous pouvons construire
e�ectivement la surface de Riemann sur laquelle la fonction multiformea les propri�et�es
d'une fonction usuelle : cette surface de Riemann est un recouvrement de C �a un
nombre �ni de feuillets, o�u tout �el�ement de C qui n'est pas un point de branchement
pour la fonction f a le même nombre d'ant�ec�edents par les projections associ�ees �a la
surface de Riemann[CNP93].

Dans le cas particulier o�u la fonction f poss�ede un comportement de type lo-
garithmique au voisinage d'un point, la surface de Riemann associ�ee �a f n'est plus
compacte. On peut n�eanmoins en donner ses caract�eristiques topologiques dans cer-
tains cas[Bea84].

1.2.4 Int�erêt pratique des Surfaces de Riemann

L'int�erêt des surfaces de Riemann, du moins en ce qui concerne les visualisations
de fonctions de la variable complexe et les calculs que nous pouvons être amen�es �a y
faire, est de fournir une \extension" du plan complexe o�u les fonctions multiformes
sont vraiment des fonctions.

Applications aux probl�emes de calculs avec des fonctions complexes.

Les surfaces de Riemann sont le cadre naturel de d�e�nition des fonctions multi-
formes. En e�et, nous avons construit les surfaces de Riemann associ�ee �a un germe
de telle mani�ere que les fonctions qui en d�ecoulent n'admettent qu'une seule valeur
comme image d'un point d'une surface de Riemann. De plus, ces points des surfaces
de Riemann ne sont pas tr�es �eloign�es de leur homologue complexe, car il su�t d'une
projection pour retrouver la valeur complexe y correspondant.

D'un point de vue pratique, il s'agit de manipuler les nombres complexes impli-
citement comme des �el�ements de surface de Riemann. La logique du proc�ed�e peut
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Chap. 1 : Quelques notions d analyse complexe

sembler douteuse, car il implique la connaissance a priori de la structure, topologique
notamment, de la surface elle-même, ce qui n'est pas forc�ement le cas lorsque nous
r�ecup�erons une suite de nombres complexes issus d'un calcul num�erique.

Dans le cas particulier des fonctions racines, nous pouvons consid�erer que la
connaissance des degr�es d'une telle fonction peut nous aider �a anticiper le comporte-
ment de la fonction au voisinage de ses points de branchements. Mais cette connais-
sance n'est g�en�eralement pas acquise lors d'un proc�ed�e num�erique. La solution du
probl�eme passe ici par un codage des diverses transformations que le calcul peut
faire subir aux nombres complexes. En e�et, les op�erations arithm�etiques classiques
telles que les multiplications, additions, etc ... peuvent avoir des e�ets di��erents selon
la structure topologique de la surface de Riemann sur laquelle ils sont consid�er�es.
La technique ici consiste �a ne pas \tout �a fait" �evaluer les r�esultats des op�erations
arithm�etiques que les nombres complexes subissent.

Prenons un exemple : consid�erons que nous voulons �evaluer la fonction

f(z) = z�

en di��erents points du plan complexe, pour � 2 C . Nous avons vu dans ce qui pr�ec�ede
que, selon la valeur du param�etre �, cette �evaluation peut donner des r�esultats tr�es
di��erents. Comme g�en�eralement, notamment lorsque cette fonction est la solution
d'une �equation di��erentielle dans le plan complexe, la valeur de � n'est pas connue,
voire même pas calculable (en particulier si � est irrationel), l'�evaluation d'une telle
fonction peut donner des r�esultats particuli�erement al�eatoires.

La technique consiste alors �a coder les di��erentes op�erations arithm�etiques qui
sont appliqu�ees �a z pour l'�evaluation de la fonction ci-dessus, notamment en consid�e-
rant des quantit�es comme le num�ero de feuillet. Une fois que le calcul est �ni, la valeur
de cette quantit�e peut être interpr�et�ee, et des r�esultats g�en�eraux peuvent être tir�es du
calcul. Nous verrons des exemples concrets de ce proc�ed�e dans la partie II. Dans cette
partie, nous commencerons par pr�esenter une �etude \en profondeur" des probl�emes
que peuvent poser les ind�eterminations (aussi bien dans des calculs arithm�etiques
simples que dans des probl�emes de r�esolution d'�equations di��erentielles), puis nous
proposerons une solution logicielle qui, �a d�efaut d'être universelle, est simple �a mettre
en oeuvre (par la mise �a disposition d'op�erateurs arithm�etiques modi��es) et e�cace
sur certains exemples. Nous donnerons de plus dans cette partie des m�ethodes logi-
cielles de traitement des ind�eterminations.

Applications aux probl�emes de visualisation des fonctions complexes.

Les fonctions multiformes sont d�elicates �a visualiser, car non seulement les ph�e-
nom�enes d'ind�eterminations nuisent �a la consistance de leur �evaluation, mais de plus
elles n�ecessitent des proc�ed�es adapt�es de visualisation a�n d'en tirer des renseigne-
ments utiles. Nous �etudierons la visualisation des fonctions multiformes dans deux
cadres di��erents : tout d'abord dans la partie II, avec les probl�emes de d�etermina-
tions continues et d'�evaluations de fonctions sur des chemins, puis de mani�ere plus
intrins�eque aux �equations di��erentielles dans la partie IV.

34



1.2 Fonctions multiformes

Dans la partie II, nous nous concentrerons sur les probl�emes de visualisation de
fonctions multiformes, en particulier sur les di��erents formalismes de visualisation des
�el�ements de surface de Riemmann, selon la topologie de ces surfaces. Nous verrons
en particulier plusieurs m�ethodes de repr�esentation des �el�ements de ces ensembles, et
comment interpr�eter graphiquement les num�eros de feuillet.

Dans la partie IV, nous verrons, sur la base de solutions d'�equations di��erentielles
calcul�ees par des m�ethodes num�eriques, comment interpr�eter les comportements mul-
tiformes de ces fonctions. Nous verrons que ces comportements peuvent quand même,
par le biais d'une �etude visuelle des solutions, mener �a des caract�erisations graphiques
de certains ph�enom�enes, et donc donner des renseignements sur les solutions des �equa-
tions di��erentielles consid�er�ees.
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Chap. 1 : Quelques notions d analyse complexe
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Chapitre 2

�Equations di��erentielles dans le

plan complexe

2.1 Les �equations di��erentielles

2.1.1 Le th�eor�eme de Cauchy-Lipschitz complexe

2.1.1.1 Theor�eme (Version complexe du th�eor�eme de Cauchy{Lipschitz [Was76]) Soit
f(x; y) une fonction de C � C N dans C N , holomorphe pour toutes ses variables dans un
domaine 
 de C N+1 . Si nous supposons que (x0; y0) appartient �a 
, alors l'�equation
di��erentielle

dy

dx
= f(x; y) (1.1)

admet exactement une solution y = y(x) telle que y(x0) = y0. De plus, cette solution
est holomorphe en x0.

Ce th�eor�eme est local : on est assur�e de l'existence d'une solution �a l'�equation
(1.1) holomorphe en x0. Par contre, dans le cas g�en�eral des �equations di��erentielles
non-lin�eaires, rien n'assure que cette solution va pouvoir être �etendue �a l'ensemble du
domaine 
 (voir la notion de singularit�es mobiles [BO78], p. 149), même par prolon-
gement analytique. De plus, dans certains cas, cette solution peut être multiforme,
ou pr�esenter des points singuliers dont la pr�esence n'aurait pu être devin�ee au vu de
l'�equation (1.1) ([Fed87], p. 10).

La restriction d'holomorphie de la fonction f est en fait assez naturelle (voir
[BO78], p.29). En e�et, le fait d'�ecrire une �equation di��erentielle avec la fonction y
implique naturellement que y est d�erivable dans C , et donc holomorphe. Si tel n'�etait
pas le cas l'�equation (1.1) ne serait plus une �equation di��erentielle ordinaire. Cela
sort donc de notre propos.
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Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

2.1.2 R�esolution des �equations di��erentielles

De nombreux moyens e�ectifs existent �a ce jour pour r�esoudre de telles �equa-
tions. On distingue g�en�eralement deux grandes classes de m�ethodes : les m�ethodes
num�eriques des m�ethodes formelles.

M�ethodes num�eriques.

Les m�ethodes num�eriques classiques, import�ees du domaine r�eel, sont g�en�erale-
ment transposables facilement aux �equations di��erentielles complexes. �Etant donn�ee
une condition de Cauchy en un point, (x0; y0), le probl�eme consiste �a trouver une
solution de l'�equation di��erentielle telle que y(x0) = y0. Les m�ethodes num�eriques
classiques [HNW87, Ise96] permettent de prolonger de mani�ere num�erique les valeurs
calcul�ees localement.

Dans le plan complexe, ces m�ethodes s'appliquent sur des chemins, et le chemin
est parcouru avec un pas. G�en�eralement, le pas est calcul�e �a partir d'une discr�etisa-
tion de l'intervalle de param�etrisation du chemin, et les valeurs de la discr�etisation
sont report�ees sur le chemin, ce qui donne un ensemble de points du plan complexe,
(xn)n<N . En chaque point ainsi calcul�e, une expression de la forme

yn = �(xn; yn�1; � � �)
est �evalu�ee, et cette valeur repr�esente une approximation de la valeur y(xn). Ainsi, la
valeur y0 est propag�ee le long du chemin.

La di�cult�e dans ce genre de m�ethodes est de fournir tout au long du calcul
des crit�eres de qualit�e des valeurs calcul�ees : l'estimation de l'erreur globale [AL97]
permet d'y arriver, l'erreur globale �etant la di��erence entre la \vraie" valeur de la
solution au point xn et la valeur num�erique calcul�ee.

L'int�erêt de ce genre de m�ethodes est de fournir des valeurs num�eriques facilement
et rapidement, ce qui n'est pas forc�ement le cas des autres types de m�ethodes que
nous verrons par la suite.

M�ethodes formelles.

Nous allons exposer le principe de deux types de m�ethodes formelles : la r�esolu-
tion d'�equation di��erentielle avec des s�eries formelles et la r�esolution par m�ethodes
spectrales.

R�esolution sous forme de s�eries formelles La d�emarche consiste dans ce cas
�a rechercher des solutions d'une �equation ou d'un syst�eme di��erentiel appartenant �a
une certaine classe de solutions, contenant des s�eries formelles, mais aussi des parties
exponentielles, logarithmiques, etc ... Les coe�cients de ces s�eries sont calcul�es en
injectant l'expression dans l'�equation di��erentielle, et en d�eduisant des relations entre
les coe�cients des s�eries.
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2.1 Les equations di�erentielles

Cette m�ethode fonctionne bien dans le cas des �equations di��erentielles lin�eaires �a
coe�cients polynomiaux, car on dispose dans ce cas d'une forme g�en�erale des solu-
tions, contenant des s�eries de Puiseux, des exponentielles et des logarithmes. De plus,
l'expression de la partie exponentielle peut être connue �a l'avance, en composant un
polygone de Newton �a partir des di��erents coe�cients de l'�equation di��erentielle.
Connaissant la partie exponentielle, les coe�cients de la s�erie peuvent g�en�eralement
être calcul�es, grâce �a une relation de r�ecurence d�eduite de l'�equation di��erentielle.

Les �evaluations num�eriques de ces s�eries peuvent par contre poser des probl�emes :
en e�et, il peut arriver, même dans le cas lin�eaire, que les s�eries obtenues soient
divergentes. Il faut ainsi recourir �a des m�ethodes de resommation pour avoir des va-
leurs num�eriques d'une solution sous forme de s�erie. Cependant, de telles m�ethodes
mixtes (c'est-�a-dire formelles/num�eriques) donnent g�en�eralement de tr�es bons r�esul-
tats, et constituent dans certains cas la seule mani�ere d'avoir une solution num�erique
satisfaisante [Sha94].

M�ethodes spectrales L'utilisation des m�ethodes spectrales pour la r�esolution
d'�equations di��erentielles (ou d'�equations aux d�eriv�ees partielles) est motiv�ee par
les bonnes propri�et�es d'approximation des d�ecompositions spectrales (par exemple,
les s�eries de Fourier, Chebyshev ou de Legendre). Le principe consiste, pour r�esoudre
une �equation du type

Lu(x) = f(x)

�a en approcher la solution par une s�erie spectrale tronqu�ee �a un ordre �x�e,

uN =
NX
i=0

aiPi

et �a consid�erer un r�esidu R(a0; a1; � � � ; aN ;x) = LuN � f . Les contraintes impos�ees
�a R d�e�nissent les di��erentes m�ethodes[CHQZ88] : orthogonalit�e avec certains sous-
espaces pour les m�ethodes de Galerkin et les �{m�ethodes, annulation en un nombre
�ni de points pour les m�ethodes de collocation. De plus, les mani�eres de consid�erer
les conditions initiales pour ces probl�emes varient selon les m�ethodes.

L'utilisation du calcul formel a permis l'augmentation des champs d'application de
ces m�ethodes jusqu'ici limit�ees �a des probl�emes simples et de petites tailles[Boy93],
et ce grâce au calcul automatique des r�esidus (tâche impossible �a la main), et �a
l'intoduction des param�etres symboliques[Ged77, Reb96].

Les m�ethodes formelles pr�esent�ees donnent des r�esultats qui doivent être �eva-
lu�es num�eriquement pour être pleinement exploit�es. Par exemple, la visualisation des
solutions d'une �equation di��erentielle doit g�en�eralement passer par l'�evaluation num�e-
rique des r�esultats renvoy�es par une m�ethode formelle. Dans la suite de ce chapitre,
nous mettrons de côt�e l'aspect r�esolution des �equations di��erentielles dans le plan
complexe, car ce qui nous int�eresse dans ce chapitre est la visualisation des solutions
calcul�ees, d'une mani�ere ou d'une autre.

39



Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

2.2 Visualisation de solutions d'�equations di��eren-

tielles complexes

2.2.1 Di�cult�es du probl�eme

Les solutions d'�equations di��erentielles lin�eaires sont avant tout des fonctions de
la variable complexe x (la variable d'int�egration). Mais en consid�erant ces solutions
uniquement commes des fonctions de la variable complexe, de nombreuses informa-
tions peuvent être perdues.

En ce qui concerne les �equations et syst�emes di��erentiels lin�eaires, de nombreux
e�orts ont �et�e faits sur des visualisations rendant compte des ph�enom�enes locaux au
voisinage des singularit�es des �equations lin�eaires[Ric88]. De tels proc�ed�es permettent
de mettre en �evidence des ph�enom�enes locaux, comme par exemple la comparaison
de plusieurs techniques d'int�egration sur une même �equation [RJ91]. Mais ils ne sont
pas �a l'�etude de la d�ependance de la solution aux conditions initiales dans le cas des
�equations di��erentielles non lin�eaires, car ils ne permetttent de visualiser qu'un petit
nombre de solutions �a la fois, nombre au-del�a duquel la complexit�e de la visualisation
est trop �elev�ee.

Il existe de plus d'autres probl�emes li�es �a la visualisation des solutions d'�equations
di��erentielles de la variable complexe : dans certains cas, pour être signi�cative, la
vision du probl�eme doit être globale, alors que l'int�egration num�erique ou les th�eo-
r�emes d'existence de solutions donnent plutôt des r�esultats locaux. Par exemple, le
caract�ere local de ces th�eor�emes ne permet pas a priori de prendre en compte le
caract�ere multiforme des solutions consid�er�ees.

Nous allons par la suite donner des m�ethodes de visualisation e�caces (au sens de
la pertinence des donn�ees repr�esent�ees) de solutions d'�equations di��erentielles, non-
lin�eaires notamment. Nous verrons que cela peut passer par une re-param�etrisation
des valeurs d'une solution d'une �equation di��erentielle, ou bien par des modes de
visualisation rendant compte des ph�enom�enes globaux qui se produisent avec les
solutions d'�equations di��erentielles. Pour cela, nous verrons un formalisme de repr�e-
sentation bas�e sur le principe des portraits de phase de syst�emes r�eels de dimension
deux. Pour commencer, nous d�e�nirons les portraits de phase des syst�emes dyna-
miques, puis nous verrons comment cela peut s'appliquer aux probl�emes des �equations
di��erentielles dans le plan complexe.

2.2.2 Les portraits de phase des syst�emes r�eels de dimension
2

Si nous consid�erons un syst�eme dynamique �a deux dimensions de la forme suivante

40



2.2 Visualisation de solutions d EDOs complexes

8>>><
>>>:

dx

dt
= f1(t; x; y)

dy

dt
= f2(t; x; y)

(2.2)

qui v�eri�e les conditions du th�eor�eme de Cauchy-Lipschitz r�eel sur I � 
, o�u

 � R2 est un ouvert de R2 et I un intervalle de R, on a donc existence et unicit�e
d'une solution poss�edant comme condition initiale (t0; (x0; y0)) pour tout t0 2 I et
(x0; y0) 2 
.

2.2.2.1 D�e�nition (Flot du syst�eme dynamique [Dem89]) On d�e�nit le 
ot d'un sys-
t�eme dynamique de la forme (2.2) par l'application

 t : 
 ! R2

�
x0
y0

�
7!

�
x(t)
y(t)

�

o�u

�
x(t)
y(t)

�
est la solution du syst�eme (2.6) telle que

�
x(t0)
y(t0)

�
=

�
x0
y0

�
.

Cette solution v�eri�e la condition initiale (t0; (x0; y0)).

Une orbite [BO78] (associ�ee �a une condition initiale (t0; (x0; y0))) est alors l'ensemble
d�e�ni par

o(x0; y0) = f t(x0; y0); t 2 Ig:

Une orbite o(x0; y0) peut être vue comme une courbe param�etr�ee (par t) dans

. �A partir des orbites du syst�eme, les portraits de phase et les portraits de phase
�etendus peuvent être d�e�nis.

2.2.2.2 D�e�nition (Portrait de phase d'un syst�eme dynamique) On appelle portrait de

phase associ�e au syst�eme (2.2) la partition de 
 form�ee par les di��erentes orbites du
syst�eme.

D'une mani�ere pratique, pour tracer le portrait de phase d'un syst�eme, nous consi-
d�erons un nombre �ni de conditions initiales dans I �
 (sur une grille r�eguli�ere, par
exemple), et nous tra�cons les orbites qui en sont issues, en tant que courbes orient�ees
dans le sens croissant pour la variable t. La �gure 2.1 montre un exemple ([BO78],
p. 184) de portrait de phase associ�e au syst�eme

8><
>:

dx

dt
= x+ y � x(x2 + y2)

dy

dt
= �x+ y � y(x2 + y2)
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Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

Fig. 2.1: Un exemple de portrait de phase

Sur ce portrait de phase, les points (x0; y0) sont pris r�eguli�erement dans le carr�e
[�2; 2] � [�2; 2] et t0 est �x�e �a 0. Ce trac�e peut être int�eressant en ce qui concerne
l'interpr�etation du comportement des solutions du syst�eme : en e�et, la pr�esence
d'un cycle limite (le cercle de centre 0 de rayon 1) et d'un point spirale en 0 peut être
d�etect�ee, et de plus l'�evolution dans le temps d'une solution du syst�eme, �a partir de
sa condition initiale, peut être suivie sur le trac�e.

Nous pouvons relever les orbites dans 
�I en consid�erant les courbes (x(t); y(t); t)
dont les deux premi�eres composantes sont les solutions du syst�eme (2.2), et chaque
point (x(t); y(t)) est plac�e dans l'espace �a l'altitude t lui correspondant.

2.2.2.3 D�e�nition (Orbites relev�ees et Portraits de Phase �etendus) On appelle orbite re-
lev�ee d'un syst�eme de type (2.2) une courbe de la forme

O(x0; y0) = f( t(x0; y0); t); t 2 Ig
La partition de 
 � I par ces courbes forme le portrait de phase �etendu du syst�eme

(l'espace txy dans [HW95]).

La �gure 2.2 montre plusieurs orbites relev�ees, constituant un portrait de phase
�etendu :

La courbe trac�ee sur cette �gure repr�esente la solution (x(t); y(t)) telle que
(x(�1); y(�1)) = (x0; y0). Un portrait de phase �etendu peut être vu comme le graphe
de la fonction  t dans 
� I.

2.2.2.4 D�e�nition (Syst�emes autonomes) On appelle un syst�eme autonome un syst�eme
dont le membre de droite est ind�ependant de t, c'est-�a-dire lorsque le syst�eme peut
s'�ecrire :
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2.2 Visualisation de solutions d EDOs complexes

x

t�1

(x0; y0)

y

Fig. 2.2: Un portrait de phase �etendu

8>>><
>>>:

dx

dt
= g1(x; y)

dy

dt
= g2(x; y)

(2.3)

Ces syst�emes pr�esentent un int�erêt lorsqu'ils sont visualis�es sous forme de por-
traits de phase. En e�et, si g1(x; y) et g2(x; y) v�eri�ent les conditions du th�eor�eme
de Cauchy-Lipschitz sur un ouvert 
 � R2, alors deux orbites issues de deux condi-
tions initiales di��erentes ont une intersection vide ([BO78], p. 173). Cela implique en
particulier que deux courbes repr�esentant deux orbites di��erentes ne peuvent pas se
couper sur un portrait de phase.

Un syst�eme non autonome est un syst�eme dont le membre de droite d�epend de t.
Contrairement aux syst�emes autonomes, pour un syst�eme non-autonome, rien n'em-
pêche deux orbites issues de deux conditions initiales di��erentes d'avoir une intersec-
tion non vide, ce qui peut nuire �a la lisibilit�e des portraits de phase de ces syst�emes.
Par contre, si f1 et f2 v�eri�ent encore les conditions du th�eor�eme de Cauchy-Lipschitz
sur 
, alors deux orbites provenant de deux conditions initiales di��erentes ne peuvent
pas se couper sur un portrait de phase �etendu, ce qui peut am�eliorer la compr�ehension
du comportement des solutions du syst�eme.

Un int�erêt des portraits de phase est qu'ils peuvent permettre de donner des in-
terpr�etations dynamiques des solutions qui y sont repr�esent�ees : on peut suivre les
positions d'un point dont le mouvement est d�etermin�e par le syst�eme di��erentiel �a
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Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

partir de sa position initiale (x0; y0), pour t = t0.

D'une mani�ere g�en�erale, on associe �a un portrait de phase les renseignements
suivants :

{ un syst�eme dynamique

{ un intervalle de variation de la variable t, I = [t1; t2] � R
{ un ensemble de points (x0; y0) 2 R2

{ pour t0 �x�e dans [t1; t2], l'ensemble des orbites des solutions du syst�eme di��e-
rentiel ayant comme conditon initiale (t0; (x0; y0)).

Ce principe peut être naturellement �etendu aux �equations di��erentielles de la
variable complexe.

2.2.3 Application aux �equations di��erentielles de la variable
complexe

Consid�erons une �equation di��erentielle dans C , de la forme suivante

dy

dx
= f(x; y); (2.4)

De plus, supposons que cette �equation v�eri�e les conditions du th�eor�eme de Cau-
chy en version complexe (th�eor�eme 2.1.1.1) sur 
 ouvert de C 2 .

Consid�erons un chemin C de C et un ensemble 
 � C , tels que C � 
 � 
, ainsi
qu'un point x0 2 C. Nous pouvons alors nous poser la question suivante :

Si nous int�egrons l'�equation (2.4) sur le chemin d'int�egration C �a partir de x0, quelle
est la solution qui poss�ede y0 2 
 comme valeur en x0 ?

x0

y

γ

y0
0

i
j

C

Fig. 2.3: Les chemins consid�er�es

Supposons de plus que le chemin d'int�egration C est un chemin param�etr�e, d�e�ni
par une fonction � du param�etre t :
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2.2 Visualisation de solutions d EDOs complexes

� : [t1; t2] ! C

t 7! �(t)

Si nous consid�erons de plus que le chemin C est r�egulier, c'est-�a-dire

8t 2 [t1; t2]; d�
dt
6= 0;

alors nous pouvons �ecrire, apr�es avoir pos�e x = �(t),

dx =
d�

dt
(t)dt

d'o�u

dy

dx
=
dy

dt

dt

dx

et donc

dy

dx
=
dy

dt

1
d�
dt
(t)

L'�equation (2.4) peut donc s'exprimer de la mani�ere suivante :

dy

dt
=
d�

dt
(t)f(�(t); y) (2.5)

o�u y est consid�er�ee comme une fonction �a valeur complexe de la variable r�eelle t.

Si maintenant nous posons y = y1 + iy2, o�u y1 et y2 sont des fonctions �a valeurs
r�eelles de la variable r�eelle t, nous obtenons un syst�eme de la forme :8>>><

>>>:

dy1
dt

= Re(
d�

dt
(t)f(�(t); y1 + iy2))

dy2
dt

= Im(
d�

dt
(t)f(�(t); y1 + iy2))

(2.6)

qui est un syst�eme dynamique de la forme (2.2).

Si nous consid�erons en�n t0 2 [t1; t2] tel que �(t0) = x0, nous pouvons re-formuler
la question pos�ee pr�ec�edemment de la mani�ere suivante :

Si nous int�egrons le syst�eme dynamique (2.6) pour des valeurs de t dans l'intervalle
[t1; t2], quelle est la solution qui poss�ede comme condition initiale (t0; ((y10; y

2
0)), o�u

y0 = y10 + iy20 2 
 ?
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Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

Nous pouvons noter que la notion de chemin d'int�egration a disparu de la formu-
lation ci-dessus, mais elle se trouve de mani�ere implicite dans l'�ecriture du syst�eme.
Il s'ensuit qu'avec les hypoth�eses pr�ec�edentes, nous pouvons consid�erer la r�esolution
d'une �equation de la variable complexe de type (2.4) comme la r�esolution d'un sys-
t�eme dynamique de dimension 2. En particulier, nous allons pouvoir appliquer le
principe des portraits de phase �a ce probl�eme.

Notons cependant qu'en g�en�eral le syst�eme (2.6) est non autonome, ce qui au-
torise des orbites issues de conditions initiales di��erentes �a se couper, ce qui peut
induire des di�cult�es de visualisation. De plus, le comportement souvent compliqu�e
des fonctions complexes va encore rajouter des di�cult�es de visualisation �a celles
ci-dessus. Il s'ensuit la visualisation des solutions d'�equations di��erentielles dans des
portraits de phase ne sera exploitable qu'�a la condition de trouver des formalismes de
repr�esentations adapt�es, en particulier qui permettent de bien s�eparer graphiquement
deux orbites de solutions di��erentes.

Le fait que le syst�eme ne soit pas autonome semble exclure la repr�esentation des
orbites sous forme de portrait de phase classique, au pro�t des portraits de phase
�etendus. En e�et, les solutions du syst�eme (2.6) que nous voulons repr�esenter sont
des courbes param�etr�ees de R2 : �

y1(t)
y2(t)

�
(2.7)

lorsque t prend ses valeurs dans [t1; t2]. Pour �eviter aux orbites correspondant
�a ces solutions de se croiser dans le plan, nous pouvons d�eplier ces courbes dans
R3, en repr�esentant chacun de leurs points par un point P (t) 2 R3 ayant comme
coordonn�ees : 0

@ y1(t)
y2(t)
t

1
A (2.8)

Ainsi, nous pouvons repr�esenter les solutions de l'�equation di��erentielle (2.4)
comme un ensemble de courbes param�etr�ees dans l'espace, chacune �etant issue d'une
valeur sur le chemin 
, l'ensemble 
 �etant situ�e sur le plan d'�equation z = t0. Nous
pouvons voir sur la �gure 2.4 une courbe R issue d'une condition initiale.

Dans ce cas, R3 doit être consid�er�e comme C �R. Ainsi, la projection des courbes
solutions sur les deux premi�eres composantes de R3 (et d'un point de vue plus pra-
tique la vue par dessus de la sc�ene tridimensionnelle compos�ee des courbes solutions)
redonne les portraits de phase classiques.

Les courbes d�e�nies pr�ec�edemment utilisent pleinement les trois dimensions r�eelles
pour repr�esenter la valeur des solutions en fonction de la valeur du param�etre t : cela
laisse la possibilit�e de fournir d'autres informations en même temps que ces valeurs,
par l'utilisation de la couleur notamment. Cela peut notamment permettre d'identi�er
la condition initiale d'o�u est issue une solution, ou de visualiser l'erreur num�erique
commise pendant l'int�egration.
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2.2 Visualisation de solutions d EDOs complexes

0

t1

t

R

yi

0

γ

Fig. 2.4: Repr�esentation 3D des solutions

2.2.4 Vision surfacique des r�esultats

Il peut être int�eressant, par exemple pour �evaluer la sensibilit�e des solutions de
l'�equation (2.4) aux conditions initiales, d'avoir une vision plus globale des solutions
que le simple portrait de phase �etendu. Une visualisation surfacique des solutions de
l'�equation peut être utile pour y arriver.

Consid�erons l'�equation (2.4) comme un syst�eme dynamique de la forme (2.6). Le
r�esultat suivant concernant le 
ot  t du syst�eme dynamique (2.6) est alors valide :

2.2.4.1 Theor�eme Il existe T 2 R+, tel que pour tout t 2 [t0; t0+T ], le 
ot  t(

�
y10
y20

�
)

est un di��eormorphisme sur 
.

Consid�erons l'ensemble 
 du chapitre pr�ec�edent, comme une courbe born�ee et
simple. Consid�erons � � C tel que 
 � �. Nous pouvons alors d�e�nir la fonction
	t;C(y0) de la mani�ere suivante :

	t;C : � ! C

y0 7! � �  t � ��1(y0)

o�u � est la bijection qui �a un vecteur de R2 fait correspondre son �equivalent dans
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Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

C , et  t la fonction de 
ot du syst�eme dynamique associ�e. La fonction 	t sera d�e�nie
pour des valeurs de t dans l'intervalle d�e�ni par la param�etrisation du chemin C.

La fonction 	t;C transporte alors la courbe 
 vers son image apr�es int�egration de
l'�equation di��erentielle sur une partie du chemin d'int�egration C, param�etr�ee de t0 �a
t �a partir de la condition initiale (t0; y0).

D'apr�es le r�esultat pr�ec�edent, il existe T 2 R+ tel que pour tout t 2 [t0; t0+ T ] la
fonction 	t;C(y0) est un di��eomorphisme sur �. De plus, l'image d'une courbe simple
par un di��eormorphisme est une courbe simple. Il existe alors T 2 R+;8t 2 [t0; t0+T ]
tel que 	t;C(
) est une courbe simple.

Nous pouvons donc composer une surface �a partir de toutes les sections

(	t;C(
))t2[t0;t0+T ]

ces courbes �etant dessin�ees, �a t �x�e, sur le plan d'�equation z = t pour t 2 [t0; t0+
T ], comme sur la �gure 2.5. Les courbes ascendantes composant cette surface sont
param�etr�ees par le param�etre t, et chaque point aura les coordonn�ees suivantes dans
R3 : 0

BBBB@
Re(	t;C(y0))

Im(	t;C(y0))

t

1
CCCCA

	t0+T;C(y0)




y0

t

C

	t;C(y0)

	t0+T;C(
)

	t;C(
)

Fig. 2.5: La surface engendr�ee
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2.2 Visualisation de solutions d EDOs complexes

Revenons �a la formulation en syst�emes dynamiques, et consid�erons �1 et �2 dans
l'intervalle [t1; t2], tel que �1 + �2 2 [t1; t2]. Le 
ot pr�esente la particularit�e suivante :

 �1 �  �2 =  �1+�2:

Consid�erons alors deux chemins complexes C1 et C2 param�etr�es par �1 et �2

respectivement, chaque fonction �etant d�e�nie sur les intervalles[t1; t2] et [t2; t3] res-
pectivement.

Supposons de plus que C1 et C2 sont cons�ecutifs, c'est-�a-dire que

�1(t2) = �2(t2):

Dans ce cas, les chemins C1 et C2 peuvent être addition�es, d'o�u� 8t 2 [t1; t2] ; 	t;C1+C2 = 	t;C1

8t 2 [t2; t3] ; 	t;C1+C2 = 	t;C2 �	t2;C1

Cette relation va surtout être utile si 	t;C1+C2 est un di��eomorphisme sur [t1; t3],
car dans ce cas cela signi�e que deux surfaces peuvent être recoll�ees pour obtenir la
surface repr�esentant l'int�egration de l'�equation di��erentielle sur la somme de deux
chemins cons�ecutifs.

Quelques renseignements int�eressants pourront être tir�es de ce mode de repr�esen-
tation :

{ si nous consid�erons deux courbes issues de valeurs y0 tr�es proches dans 
, et
si nous a�ectons �a chacune de ces courbes une couleur identi�ant la valeur de
y0 dont elle est issue, nous pourrons rep�erer sur la surface trac�ee la position de
chacune de ces courbes. En particulier, si une couleur semble être concentr�ee sur
une partie de la surface, cela signi�era que des conditions initiales di��erentes
donneront sensiblement les mêmes r�esultats pendant l'int�egration, alors qu'au
contraire une di�usion de la couleur permettra d'identi�er visuellement les zones
sur 
 o�u l'�equation sera sensible aux conditions initiales.

{ nous pourrons aussi rep�erer visuellement certaines valeurs de y0 sur 
 pour
lesquelles la fonction 	t;C n'est pas un di��eomorphisme sur l'intervalle de d�e�-
nition du param�etre t de C. En e�et, pour de telles valeurs, nous verrons que
l'ensemble 	t;C(
) ne sera plus de même nature que 
, en particulier nous pour-
rons voir que la courbe 	t;C(
) perd ses propri�et�es de continuit�e, et la surface
en r�esultant en sera d'autant plus perturb�ee.

2.2.5 Complexit�e des r�esultats

Pour mesurer la quantit�e d'informations qui devraient être disponibles sur de tels
portraits de phase �etendus, consid�erons que nous voulons visualiser les solutions d'une
�equation di��erentielle de type (2.4), avec le formalisme d�ecrit pr�ec�edemment.
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Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

Consid�erons que nous voulons int�egrer l'�equation sur n chemins d'int�egration (par
exemple pour comparer les int�egrations sur des chemins faisant le tour de singularit�es
di��erentes), chacune �etant �echantillonn�ee avec pi points, pour 0 � i < n, et que
l'ensemble 
 est compos�e de m courbes di��erentes, chacune �etant �echantillonn�ee avec
qi points, pour i compris entre 0 et m � 1. Ainsi, si nous voulons repr�esenter les
donn�ees suivantes dans une même sc�ene :

{ les n courbes C,

{ les m courbes composantes de 
,

{ les solutions poss�edant comme condition initiale chacun des points de 
,

nous aurons alors �a repr�esenter

n+m+ n

m�1X
i=0

qi

courbes solutions dans R3.
Consid�erons de plus que nous voulons une repr�esentation surfacique de la visuali-

sation. Dans ce cas, nous devrons tracer, pour chaque courbe solution un quadrangle
par point de la courbe. Ainsi, nous aurons �a tracer pi quadrangles pour chaque courbe
solution de l'int�egration sur le chemin num�ero i, soit

pi

m�1X
j=0

qi

quadrangles pour le chemin d'int�egration num�ero i, et ainsi au total

nX
i=0

pi

m�1X
j=0

qj

quadrangles pour l'ensemble de la sc�ene en repr�esentation surfacique.
Typiquement, si n = 2, m = 2 et 8i; pi = 50, 104 courbes dans R3 devront

être repr�esent�ees. De plus, si chaque chemin d'int�egration est �echantillonn�e avec 100
points, cela revient �a tracer 10000 segments dans R3. En�n, si nous tra�cons en même
temps la repr�esentation surfacique, cela reviendra �a tracer dans ce cas environ 20000
quadrangles suppl�ementaires. C'est un nombre de donn�ees respectable, surtout si on
veut les tracer sur un ordinateur g�en�eral, non d�edi�e �a la repr�esentation graphique
tridimensionnelle.

De plus, vu la complexit�e de la sc�ene �a tracer (en particulier avec l'enchevêtre-
ment pr�evisible des courbes r�esultats), nous devons pouvoir manipuler la sc�ene a�n
de pouvoir en exploiter graphiquement les r�esultats. En�n, le volume de quadrangles
et de segments �a tracer peut être facilement multipli�e par deux si nous voulons repr�e-
senter en plus de ces donn�ees d'autres donn�ees relatives �a l'int�egration, telle qu'une
estimation de l'erreur commise pendant celle-ci.
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2.3 Visualisation de solutions de systemes complexes

2.3 Visualisation des solutions de syst�emes di��e-

rentiels complexes

2.3.1 Passage des �equations aux syst�emes

Un syst�eme di��erentiel d'ordre N dans le plan complexe est un syst�eme de la
forme 8><

>:
y01 = f1(x; y1; : : : ; yN )
...
y0N = fN (x; y1; : : : ; yN )

(3.9)

o�u x 2 C , et y1; : : : ; yN sont N fonctions de la variable complexe.
Les �equations di��erentielles de degr�e N , c'est-�a-dire les �equations di��erentielles

de la forme

y(N) = f(x; y; : : : ; y(N�1)); (3.10)

peuvent s'exprimer sous forme de syst�eme de dimension N sur C : en e�et, pour
une telle �equation, on peut poser8><

>:
y1 = y
...
yN = y(N�1)

(3.11)

Dans ce cas, l'�equation (3.10) se transforme en8>>><
>>>:

y01 = y2
...
y0N�1 = yN
y0N = f(x; y1; : : : ; yN�1)

(3.12)

Nous consid�ererons que les �equations de type (3.10) s'�ecrivent sous forme de sys-
t�eme de type (3.9) de mani�ere naturelle, sans consid�erer les di��erents probl�emes que
peut poser cette r�e�ecriture.

Le probl�eme auquel nous nous int�eresserons est la transposition du probl�eme
d�etaill�e dans le chapitre 2.2 �a N dimensions :

{ x est pris sur un chemin dans le plan complexe, C.

{ les valeurs (y01; : : : ; y
0
N ) telles que (y1(x0); : : : ; yN (x0)) = (y01; : : : ; y

0
N) seront

prises sur un sous-ensemble 
N de C N .

{ nous �etudierons di��erents modes de repr�esentation pour la solution (y1(x); : : : ; yN(x)),
a�n d'en tirer un maximum de r�esultats sur les solutions de l'�equation di��eren-
tielle.
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Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

De la même mani�ere que dans le chapitre pr�ec�edent, consid�erons que le chemin C
est param�etr�e par une fonction � du param�etre r�eel t :

� : [t1; t2] ! C

t 7! �(t);

et que cette fonction � est telle que

8t 2 [t1; t2]; d�
dt
6= 0

alors nous pouvons transformer l'�equation i du syst�eme (3.9), pour 1 � i � N :

dyi
dt

=
d�

dt
:fi(�(t); y1; : : : ; yN) (3.13)

et ainsi nous pouvons transformer le syst�eme (3.9) en un syst�eme dynamique de
dimension 2N de la forme8>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

dy1
1

dt
= Re(d�

dt
:f11 (�(t); y

1
1 + iy21; : : : ; y

1
N + iy2N))

dy2
1

dt
= Im(d�

dt
:f21 (�(t); y

1
1 + iy21; : : : ; y

1
N + iy2N))

...
dy1i
dt

= Re(d�
dt
:f1i (�(t); y

1
1 + iy21; : : : ; y

1
N + iy2N))

dy2i
dt

= Im(d�
dt
:f2i (�(t); y

1
1 + iy21; : : : ; y

1
N + iy2N))

...
dy1
N

dt
= Re(d�

dt
:f1N (�(t); y

1
1 + iy21; : : : ; y

1
N + iy2N))

dy2N
dt

= Im(d�
dt
:f2N (�(t); y

1
1 + iy21; : : : ; y

1
N + iy2N))

(3.14)

en posant yi = y1i + iy2i pour i dans l'intervalle [1; N ].
De même que dans le chapitre pr�ec�edent, ce syst�eme dynamique n'a aucune raison

d'être autonome, et donc sa repr�esentation graphique sous forme de portrait de phase
�etendu sera n�ecessaire pour �eviter �a deux orbites issues de deux conditions initiales
di��erentes de se couper dans l'espace de phase.

Si nous posons maintenant

Y (t) =

0
BBBBB@

y11(t)
y21(t)
...

y1N(t)
y2N(t)

1
CCCCCA

et

Y0 =

0
BBBBB@

y0;11

y0;21
...

y0;1N

y0;2N

1
CCCCCA
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2.3 Visualisation de solutions de systemes complexes

les vecteurs de R2N associ�es au probl�eme, nous pouvons encore d�e�nir la fonction
de 
ux sur 
 � R2N comme

 t : 
 ! R
2N

Y0 7! Y (t)

o�u Y (t) est la solution du syst�eme dynamique (3.14) telle que Y (t0) = Y0 (Y est
la solution de ce syst�eme qui v�eri�e la condition initiale (t0; Y0)).

Nous pouvons encore d�e�nir la fonction 	t sur un sous-ensemble �N de C N par

	t;C : �N ! C N

Y0 7! �N �  t � ��1N (y0)

o�u �N est la bijection de C N dans R2N qui fait correspondre �a chaque compo-
sante du vecteur de C N son �equivalent dans R2, et  t la fonction de 
ot du syst�eme
dynamique de dimension 2N associ�e.

Le principe du chapitre pr�ec�edent s'applique donc encore aux syst�emes de dimen-
sion N , cependant, la complexit�e du probl�eme a �et�e multipli�ee par N : au lieu d'avoir
�a repr�esenter un courbe solution dans R3 comme dans le chapitre pr�ec�edent, il faut
maintenant en repr�esenter N . De mani�ere classique [HLL97], la di�cult�e du probl�eme
est d'extraire des donn�ees pertinentes d'un amas de r�esultats bruts.

2.3.2 Di��erents modes de repr�esentation

Pour limiter les di�cult�es de la visualisation des r�esultats, et ainsi mâ�triser la
complexit�e inh�erente �a l'�etude de tels syst�emes, il est imp�eratif de trouver des m�e-
thodes de visualisation adapt�ees. La premi�ere qui vient �a l'esprit est la g�en�eralisation
en dimension N du principe d�ecrit dans 2.2. Le portrait de phase associ�e au syst�eme
dynamique (3.14) est l'ensemble des orbites du syst�eme dynamique, et existe natu-
rellement dans R2N. Il se trouve donc que si N > 1, la visualisation directe ne sera
pas forc�ement utile, �a cause du nombre �elev�e de dimensions.

Consid�erons une solution Y du syst�eme dynamique (3.14) associ�e au syst�eme
complexe (3.9) : cette solution s'�ecrit

Y (t) =

0
BBBBB@

y11(t)
y21(t)
...

y1N(t)
y2N(t)

1
CCCCCA 2 R

2N

Visualisation \composante par composante"

Nous pouvons visualiser dans un premier temps, pour tout i 2 [0; N ] et j = 1; 2,
l'ensemble des courbes de R2 :

t 7! yji (t)
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Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

Cette visualisation composante par composante ne donne que des r�esultats par-
tiellement int�eressants : en e�et, il est extrêmement di�cile de pouvoir �etudier le
comportement global des composantes du syst�eme, en particulier les int�eractions qui
peuvent exister entre celles-ci.

Visualisation \composante par composante" complexe

De plus, pour tout i 2 [0; N ], nous pouvons visualiser chaque courbe de R3 :0
@ y1i (t)

y2i (t)
t

1
A

Cette repr�esentation est la g�en�eralisation de la repr�esentation des �equations di��e-
rentielles (i.e. les syst�emes di��erentiels de dimension 1) d�e�nie dans le chapitre 2.2.
La remarque pr�ec�edente s'applique encore, c'est-�a-dire que ce mode de visualisation
ne donne qu'une petite partie des renseignements contenus dans la solution du sys-
t�eme, car il ne prend en compte que les comportements d'une composante. Il restitue
cependant mieux le comportement en tant que solution complexe du syst�eme, par le
biais de l'identit�e qui existe entre un �el�ement de R2 et C .

Cas des �equations d'ordre N

Si le syst�eme complexe a �et�e obtenu �a partir d'une �equation d'ordre N , la premi�ere
composante d'une solution du syst�eme peut être interpr�et�ee comme �etant la solution
de l'�equation di��erentielle d'ordre N , et les autres composantes comme ses d�eriv�ees.
Ainsi, le mode de repr�esentation pr�ec�edent peut s'appliquer naturellement �a ce genre
de syst�emes, et la solution et ses d�eriv�ees peuvent être �etudi�ees s�epar�ement de deux
mani�eres possibles :

{ en tant que fonctions de R dans C :

y(j) : [t1; t2] ! C

t 7! yj+1(�(t))

{ en tant que fonctions de C dans C :

y(j) : C ! C

x 7! yj+1(x)

Donn�ees primaires et secondaires

Les objets appartenant �a un pav�e de R4 peuvent être visualis�es simplement grâce �a
l'utilisation de la couleur. Les objets consid�er�es ici sont intrins�equement des objets de
R3, mais leur repr�esentation en tant que tel fait disparâ�tre une partie des informations
qui pourraient en être extraites.
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2.3 Visualisation de solutions de systemes complexes

A titre d'exemple, si nous consid�erons les trois composantes d'une solution d'un
syst�eme r�eel de dimension trois tel qu'un syst�eme de Lorenz, nous avons trois courbes
de R dans R3, dont le trac�e ne nous donne en fait que peu de renseignements sur la
solution globale du syst�eme, et en particulier sur la g�eom�etrie des courbes de R3 que
forme le portrait de phase de ce syst�eme.

Dans le cas des syst�emes complexes, les courbes de C 2 qui correspondent aux
portraits de phase du syst�eme ne peuvent pas être trac�ees directement (sauf lorsque
N = 1) , mais plusieurs informations �a la fois peuvent être repr�esent�ees sur une même
courbe, �a condition de pouvoir d�eterminer quelle information devra être visualis�ee de
mani�ere prioritaire.

Pour cela, consid�erons l'exemple d'une �equation di��erentielle complexe d'ordre
deux r�e�ecrite sous forme de syst�eme. Dans ce cas, il peut sembler naturel que cela
soit la premi�ere composante de la solution du syst�eme qui est int�eressante, mais il se
trouve que l'in
uence de la d�eriv�ee de cette solution sur ses valeurs peut être �etudi�ee,
comme cela est possible sur un syst�eme de dimension deux r�eel. On peut dire �a ce
moment que la donn�ee primaire est la solution elle-même, et la donn�ee secondaire
le module de la d�eriv�ee de cette solution (en fait de la deuxi�eme composante d'une
solution du syst�eme), ou l'argument de la d�eriv�ee de cette solution.

Une fois que l'information prioritaire est identi��ee, elle peut être repr�esent�ee dans
R3, avec un formalisme de couleur qui donnera des renseignements sur la donn�ee
secondaire. Dans l'exemple ci-dessus, chaque point de la courbe solution peut être
trac�e avec une couleur qui code le module de la d�eriv�ee de la solution. Pour cela, il
faut quanti�er les valeurs de la d�eriv�ee, comme cela �a chaque valeur de la d�eriv�ee
pourra être associ�ee une couleur qui permettra d'estimer visuellement la valeur du
module de cette d�eriv�ee, et ainsi de connâ�tre partiellement les relations qui lient ces
deux quantit�es.

Ce principe peut de plus s'appliquer �a d'autres types de donn�ees que la d�eriv�ee
dans le cas particulier d'une �equation di��erentielle d'ordre N . A titre d'exemple, le
principe pr�ec�edent peut être appliqu�e aux exp�eriences suivantes :

{ �etudier une composante de la solution du syst�eme, en fonction du module d'une
autre composante.

{ �etudier une composante de la solution du syst�eme, en fonction du module de
l'estimation de l'erreur globale num�erique commise pendant l'int�egration : cela
permettra de voir si les r�esultats num�eriques calcul�es pendant l'int�egration sont
�ables, surtout lorsque le module de l'erreur est �elev�e (cf chapitre 11).

{ �etudier une composante de la solution du syst�eme, en fonction du logarithme
du module de l'estimation de l'erreur relative commise pendant l'int�egration.

{ �etudier une composante de la solution du syst�eme en fonction de la distance
d'une autre composante par rapport �a une singularit�e �xe du syst�eme.

{ �etudier le comportement de l'estimation de l'erreur relative commise pendant
l'int�egration sur la premi�ere composante, en fonction de la distance du chemin
d'int�egration �a une singularit�e mobile du syst�eme pour une autre composante.
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Chap. 2 : EDOs dans le plan complexe

Cette liste d'exp�eriences possibles n'est �evidemment pas exhaustive : elle illustre la
diversit�e des renseignements qui peuvent être tir�es de l'�etude graphique d'un syst�eme
di��erentiel. Comme de plus ce syst�eme di��erentiel est de la variable complexe, cela
induit des di�cult�es de visualisation qui ne sont pas foc�ement rencontr�ees dans R.
Rappelons de plus que, pour le trac�e d'un portrait de phase dans C , environ 10000
segments et 20000 quadrangles peuvent être trac�es pour en avoir une vision correcte.
Ainsi, �a chacune des exp�eriences d�ecrites ci-dessus, il faudra tracer environ 10000N
segments et 20000N quadrangles. Cette complexit�e croissante peut ainsi motiver la
conception d'un outil graphique adapt�e �a ce genre de repr�esentations massives.
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Chapitre 3

Organisation logicielle

Nous avons vu dans les chapitres pr�ec�edents quels types de donn�ees �etaient sus-
ceptibles d'être mis en oeuvre et d'être visualis�es dans une exp�erimentation sur une
�equation di��erentielle ou sur un syst�eme di��erentiel. Dans le cas particulier d'une
impl�ementation logicielle, nous allons distinguer deux aspects dans la mise en oeuvre
de moyens pratiques pour r�ealiser les exp�eriences d�ecrites dans le chapitre pr�ec�edent :
les calculs et la visualisation graphique.

3.1 Synth�ese des chapitres pr�ec�edents

Les exp�eriences pr�esent�ees dans les chapitres pr�ec�edents peuvent être de natures
tr�es di��erentes : des int�egrations dans le plan complexe, des �evaluations de fonctions
sur des chemins, des visualisations de fonctions et de solutions d'�equations di��eren-
tielles de la variable complexe. Les caract�eristiques communes �a ces exp�eriences sont
{ elles aussi { de natures di��erentes :

{ Ces exp�eriences sont bas�ees sur des environnements communs. Par exemple,
une int�egration dans le plan complexe et une �evaluation de fonction sur un che-
min complexe peuvent partager le même environnement de calculs permettant
de g�erer des nombres complexes, car ainsi les r�esultats des deux exp�eriences
peuvent être compar�es. De la même fa�con, ces deux exp�eriences peuvent par-
tager le même outil de visualisation a�n de pouvoir comparer visuellement les
r�esultats, et d'en quanti�er les di��erences.

{ D'un point de vue plus pratique, ces exp�eriences sont g�en�eralement tr�es gour-
mandes, notamment en termes de puissance de calcul. Par exemple, bien que les
calculs avec des nombres complexes consomment �a peu pr�es autant de puissance
de calcul que les calculs avec des nombres r�eels, le fait de consid�erer des notions
comme les ind�eterminations (d�e�nition 1.2.2.1) peut notablement augmenter la
consommation en puissance de calcul. De même, l'exploitation graphique des
r�esultats de certaines exp�eriences peut se r�ev�eler tr�es on�ereuse en temps de cal-
cul, surtout si les machines sur lesquelles sont r�ealis�ees les exploitations ne sont
pas acc�el�er�ees mat�eriellement pour de telles tâches.
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{ Ces exp�eriences doivent permettre la gestion de l'interactivit�e avec un utili-
sateur humain. Par exemple, les probl�emes de r�esolutions d'ind�eterminations
peuvent amener un utilisateur �a sp�eci�er certains r�esultats de calculs arithm�e-
tiques, de mani�ere �a ce que le r�esultat de ces calculs soit correct. De même,
la sp�eci�cation des �el�ements de base d'une exp�erience peut se faire de mani�ere
graphique, simpli�ant ainsi la proc�edure des exp�eriences.

A�n de d�e�nir pr�ecis�ement le rôle de chaque outil dans la mise en oeuvre des
exp�eriences, nous avons d�ecid�e d'adopter un mod�ele modulaire. Nous allons d�e�nir
plusieurs types d'outils de calcul et de visualisation de mani�ere ind�ependante. La
nature des outils �a int�egrer pourrait être �eventuellement compl�et�ee par la prise en
compte de modules d'archivage, des liens avec des bases de donn�ees, etc ... Mais nous
ne n'aborderons pas dans le cadre de cette th�ese ces probl�emes.

Ces outils peuvent s'ins�erer dans une plate-forme, c'est-�a-dire un ensemble d'outils
h�et�erog�enes pouvant communiquer entre eux par le biais d'interfaces. Ainsi, un outil
de calcul peut s'interfacer avec un outil de visualisation, par le biais de primitives
de communication standards, mais aussi avec un autre outil de calcul, si ces outils
ont �et�e pr�evus pour une telle utilisation. Pour la mise en oeuvre de cette notion de
plate-forme, nous avons utilis�e les techniques et notions suivantes :

{ La programmation orient�ee objet [Str95]. Cette technique de programmation
permet, par opposition aux techniques de programmation usuelles, de consid�erer
des objets auxquels sont associ�es certaines m�ethodes, plutôt que des fonctions
prenant en compte un certain type d'objets. Ces objets peuvent être organis�es
de mani�ere hi�erarchique, c'est-�a-dire que certains objets peuvent h�eriter des
propri�et�es d'objets plus g�en�eraux, et les m�ethodes associ�ees aux objets g�en�e-
raux peuvent être appliqu�ees sans modi�cations aux objets h�erit�es. L'utilisation
de cette technique permet de g�erer la g�en�ericit�e des objets impl�ement�es, et en
cons�equence permet de d�e�nir pr�ecis�ement les di��erents modules qui entrent
en jeu dans les exp�eriences.

{ La r�epartition des ressources, notamment sur des machines di��erentes et h�e-
t�erog�enes. Cela permet d'exploiter au mieux les ressources propres �a chaque
type de machines, et donc de b�en�e�cier d'acc�el�erations sp�eci�ques �a certains
traitements. Par contre, cette notion passe par la d�e�nition pr�ecise du rôle de
chacune des composantes de l'exp�erience, a�n que les comportements des dif-
f�erentes composantes restent les mêmes quelle que soit la machine sur laquelle
elles sont localis�ees.

{ L'interop�erabilit�e entre ces di��erentes composantes. Cela signi�e que chaque
composante peut être op�er�ee par une autre, cela sans distinction de type de
machine, de syst�emes d'exploitation ou autres. �A titre d'exemple, un outil de
calcul doit pouvoir piloter un outil graphique, en g�en�erant des traces graphiques
notamment. De même, un outil graphique doit pouvoir invoquer l'ex�ecution
d'un outil de calcul, �a des �ns de post-traitements prenant en compte une
interaction avec l'utilisateur manipulant l'outil graphique.
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Il est int�eressant de remarquer que le transfert d'objets d'origine math�ematiques
entre plusieurs outils de calcul commence �a être envisageable. Dans ce cadre, nous
pouvons citer OpenMath [Ope97, AvLS96], qui pr�esente une solution qui permet de
donner une repr�esentation g�en�erale d'objets par le biais de sp�eci�cations formelles de
type SGML [SGM97]. OpenMath, en sp�eci�ant les caract�eristiques math�ematiques
des objets, permet �a deux applications qui veulent �echanger entre elles des r�esultats un
codage standard des objets. Les concepteurs de ces applications ne doivent que pr�evoir
des outils d'encodage et de d�ecodage des objets vers les repr�esentations internes de
ceux-ci. En ce qui nous concerne (c'est-�a-dire pour la conception d'outils de calculs
et de visualisation int�egr�es dans une plate-forme) nous limiterons l'utilisation de ce
principe �a un �echange �eventuel d'objets math�ematiques entre des outils de calcul.
Cela signi�e en particulier que nous d�e�nirons des outils de visualisation g�en�eriques,
qui n'ont a priori aucune m�ethode pour visualiser des objets math�ematiques, ces
m�ethodes �etant par contre impl�ement�ees dans les outils de calcul. En e�et, notre
objectif n'est pas de sp�eci�er encore une fois un nouveau standard, mais d'obtenir une
solution souple pour mettre en oeuvre les exp�eriences que nous avons montr�ees dans
les chapitres pr�ec�edents. Cependant, la communication de donn�ees math�ematiques
entre di��erents outils de calcul n'a �et�e qu'envisag�ee (c'est-�a-dire qu'elle n'a pas encore
donn�e lieu �a un travail d'impl�ementation) dans le cadre de la plate-forme d�ecrite ici.

�Evidemment, les �el�ements d'une plate-forme sont succeptibles d'y être int�egr�es de
mani�ere dynamique, c'est-�a-dire que pendant le d�eroulement d'une exp�erience, des
nouveaux outils (de calcul, de visualisation) peuvent être cr�e�es, utilis�es et d�etruits.
Cette int�egration de nouveaux outils peut être soit command�ee par un utilisateur,
soit e�ectu�ee de mani�ere automatique.

�A titre d'exemple, nous pouvons consid�erer la plate-forme d�ecrite sur la �gure 3.1.
Les 
�eches repr�esentent les actions que les di��erents modules peuvent être amen�es
�a e�ectuer. Par exemple, une double 
�eche entre un outil de Calcul Formel et un
outil graphique en deux dimensions peut repr�esenter une plate-forme comme celle
constitu�ee par LAMEX[Ber97], qui permet de piloter Maple de mani�ere interactive
�a partir d'un environnement Microsoft Windows, ou COMPASS [DJ95]. Ces outils
peuvent eux-mêmes s'interfacer avec d'autres modules de calculs, ou d'autres modules
graphiques.

Cette conception modulaire a d�ej�a fait l'objet de nombreuses �etudes. Nous pou-
vons en particulier noter les environnements suivants :

Izic : Cet environnement permet de b�en�e�cier d'un mod�ele Client/Serveur pour la
visualisation d'objets issus notamment des principaux syst�emes de Calcul For-
mel. Le client ici est l'application qui s'ex�ecute dans le syst�eme de Calcul Formel,
qui �emet des requêtes de type graphique �a un serveur, qui lui-même peut être
localis�e sur une machine di��erente. Nous verrons par la suite que le mod�ele
Ganj que nous avons impl�ement�e poss�ede �a la base le même mod�ele, bien que
nous avons �etendu ce mod�ele pour qu'il soit plus puissant.

Oorange [GOP+96] : Cette plate-forme est elle aussi bas�ee sur un environnement
r�eparti, mais cette fois �a base de transferts d'objets entre les di��erentes com-
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Post-traitement
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Outil
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Outil de
Calcul
(Mixte)

Fig. 3.1: Un exemple de plate-forme

posantes de l'environnement. Ainsi, un objet peut être soumis �a un module de
calcul a�n d'y e�ectuer un traitement, puis le même objet peut être soumis �a
un module de visualisation a�n d'être exploit�e graphiquement.

La solution que nous avons retenue est mixte, c'est-�a-dire que nous avons retenu
de la premi�ere d�emarche l'id�ee du Client/Serveur (pour la s�eparation des calculs de
la visualisation), puis de la deuxi�eme l'aspect dynamique de l'environnement.

3.2 Id�ee g�en�erale d'un outil de calculs

Les int�erêts de la d�ecoupe en modules des outils de calculs sont multiples :

{ Cette d�ecoupe permet de ne pas avoir �a g�erer des outils trop importants :
en termes de volume de donn�ees �a traiter ou en terme de puissance de calcul
requise.

{ La conception des ces outils peut être simpli��ee par leur modularit�e. En e�et,
chaque module ne traite qu'un nombre limit�e de classes d'objets. Plutôt que
d'e�ectuer un traitement sp�eci�que �a un objet par un appel de type proc�edural,
donc interne �a un programme, le traitement consid�er�e peut être command�e �a un
autre outil, et donc pas forc�ement dans le même programme. Cette d�emarche
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simpli�e la conception d'un outil plus g�en�eral, car elle est e�ectu�ee sur la base
des r�esultats des autres outils.

{ La conception de plusieurs outils de mani�ere modulaire permet aussi de s'a�ran-
chir des contraintes de langages de programmation. Par exemple, un module de
calcul bas�e sur des algorithmes r�ecursifs pourra être programm�e dans un lan-
gage permettant de g�erer facilement et e�cacement la r�ecursivit�e, alors qu'un
module bas�e sur des calculs intensifs pourra exploiter les optimisations d'un
langage de plus bas niveau, Fortran par exemple.

{ Dans le cas particulier d'une exploitation graphique des r�esultats, cette modu-
larit�e permet de pr�evoir un traitement graphique adapt�e aux objets calcul�es, et
donc d'avoir une d�emarche de type incr�ementale dans la conception des traite-
ments graphiques d'un objet : cette d�emarche sera utilis�ee pour la r�ealisation
des m�ethodes de visualisation sp�eci�ques aux chemins (chapitre 9).

Nous pouvons consid�erer l'exemple d'un outil de type LAMEX [Ber97]. Cet outil
est pr�evu �a la base pour e�ectuer des traitements sp�eci�ques aux syst�emes dyna-
miques, comme des d�etections de cycles limites, et d'en exploiter graphiquement les
r�esultats. Cette application re�coit en entr�ee de la part d'un utilisateur les �equations
d'un syst�eme dynamique, ou les r�ecup�ere dans un �chier. L'adjonction de m�ethodes
particuli�eres d'acquisition des expressions �a traiter, par exemple par une description
de type SGML, permettrait �a cet outil de s'interfacer avec d'autres programmes, de
manipulation symbolique d'�equations par exemple, et donc de s'int�egrer dans une
plate-forme d'exp�erimentation, sans pour autant en compliquer la conception.

Nous pourrons examiner, notamment dans la partie II avec quelques programmes
de calcul en nombres complexes, ainsi que lorsque nous aborderons les applications
dans la partie IV, comment de tels outils peuvent être r�ealis�es. La r�ealisation de ce
type d'outils passe avant tout par la conception de primitives standard de communi-
cations, que les communications soient e�ectu�ees avec d'autres outils de calcul (cas
de partage des donn�ees), soit avec des outils graphiques (cas de l'exploitation gra-
phique). Ceci �etant fait, chaque module pourra exploiter ses propres donn�ees, ainsi
que celles des autres.

3.3 Premi�eres sp�eci�cations d'un outil graphique

Les int�erêts de l'int�egration d'un outil graphique dans une plate-forme plus g�e-
n�erale sont eux aussi multiples. La conception de m�ethodes de visualisation d'objets
math�ematiques notamment peut tirer plusieurs b�en�e�ces d'un environnement modu-
laire :

{ La s�eparation du calcul des graphiques permet de concevoir des outils gra-
phiques g�en�eraux, et l'exploitation graphique des r�esultats de certains modules
est ind�ependante des outils utilis�es pour cette exploitation.

{ La d�ecoupe en modules permet encore une fois de s'a�ranchir des contraintes de
langages de programmation et des probl�emes sp�eci�ques �a un outil graphique
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particulier. Par exemple, cela peut permettre d'impl�ementer des algorithmes de
calculs dans un langage sp�ecialement adapt�e �a cela (par exemple, Maple), et de
visualiser leur r�esultat avec un outil �ecrit dans un autre langage de program-
mation, plus adapt�e �a la programmation graphique (en C ou en C++).

{ L'�ecriture des primitives graphiques s'en trouve elle aussi simpli��ee, par la d�e-
�nition d'interfaces de niveau su�samment bas. De plus, ces di��erentes primi-
tives peuvent être adapt�ees pour chaque outil de visualisation, et ainsi permettre
�a di��erents outils graphiques de r�ealiser des exploitations des mêmes r�esultats,
chacun exploitant ses ressources graphiques au mieux.

La visualisation math�ematique n'a g�en�eralement pas de besoins aussi importants
en termes de puissance graphique que d'autres domaines de l'informatique graphique :
ce n'est pas tant le r�ealisme des images produites qui est cherch�e que celui d'une vision
pertinente des objets math�ematiques. Cette derni�ere remarque est particuli�erement
importante dans la d�emarche de sp�eci�cation d'une plate-forme adapt�ee �a la visua-
lisation math�ematique : en e�et, nous ne sommes g�en�eralement pas limit�es par une
puissance minimale pour exploiter graphiquement des donn�ees d'origine math�ema-
tique. En cons�equence, des impl�ementations sur des machines g�en�eriques, c'est-�a-dire
des stations de travail ne poss�edant pas de cartes acc�el�erant les op�erations g�eom�e-
triques en trois dimensions aussi bien que des PC du commerce, doivent être pr�evues.
De mani�ere �evidente, les outils de visualisation que nous prenons en compte doivent
aussi b�en�e�cier des acc�el�erations mat�erielles propos�ees par certains types de mat�eriels.

Nous verrons dans la partie III de ce document l'exemple d'un outil graphique,
Ganj. Cet outil, destin�e �a la visualisation en trois dimensions, et particuli�erement
adapt�e �a des machines non acc�el�er�ees mat�eriellement, est bas�e sur un mod�ele Client/
Serveur. Cela permet d'o�rir un jeu de primitives graphiques standard, que les outils
de calculs pourront utiliser a�n de g�en�erer des r�esultats graphiques de leurs r�esultats,
ainsi que d'e�ectuer des traitements tels que des interactions avec l'utilisateur a�n
de re-sp�eci�er leurs donn�ees de d�epart. Cet outil a fait l'objet d'une impl�ementation
portable sous UNIX, sur des mat�eriels tels que des stations de travail g�en�eriques
(SUN, IBM) et �a terme sur des PC du commerce.

En ce qui concerne une impl�ementation sur du mat�eriel acc�el�er�e, celle-ci devrait
être possible �a peu de frais de programmation : cet outil est bas�e sur une impl�emen-
tation logicielle du standard OpenGL [NDW93]. Ainsi, la partie du code du serveur
Ganj appelant des primitives graphiques doit fonctionner de la même mani�ere sur
la totalit�e des machines sur lesquelles ce standard a �et�e impl�ement�e. Une premi�ere
cons�equence est que le travail de portage de ce serveur sur du mat�eriel tel que des sta-
tions de travail poss�edant des cartes graphiques d�edi�ees �a l'acc�el�eration mat�erielles
des op�erations g�eom�etriques en trois dimensions (Silicon Graphics notamment) ne
devrait pas poser de probl�emes particuliers (autres que les di��erences de comporte-
ment des di��erentes stations de travail sous UNIX). Cependant, nous ne sommes pas
convaincus qu'un travail de portage sur de telles stations soit n�ecessaire : en e�et, une
premi�ere impl�ementation de GLX [Kil96] devrait bientôt voir le jour pour des ma-
chines g�en�eriques. C'est-�a-dire qu'un programme s'ex�ecutant sur une machine peut
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e�ectuer directement des requêtes OpenGL sur la console d'une autre machine, et les
avantages mat�eriels de cette derni�ere machine peuvent être utilis�es. Jusqu'�a pr�esent,
les biblioth�eques permettant de g�en�erer des appels GLX �etaient fournies uniquement
par les constructeurs de mat�eriel acc�el�er�e, mais une impl�ementation gratuite pour de
nombreux types de machines est actuellement �a l'�etude. Ce type d'appels est �evidem-
ment moins e�cace que des appels au niveau d'une machine poss�edant du mat�eriel
acc�el�er�e, mais repr�esente un compromis en ce qui concerne l'exploitation graphique
de sc�enes de complexit�e moyenne, telles que les sc�enes propres �a la visualisation ma-
th�ematique.
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Deuxi�eme partie

Un environnement de calculs en

nombres complexes
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Chapitre 4

Calculs en nombres complexes

Nous appellerons calculs en nombres complexes dans ce chapitre les calculs avec
des nombres dans C , mais aussi les calculs avec des �el�ements de surfaces de Riemann.
Le fait d'�etendre les calculs en nombres complexes �a ces surfaces ne rel�eve pas que
d'une volont�e de g�en�eralisation, mais repr�esente bien une solution pour mieux calculer
avec les nombres complexes.

4.1 Notations

A�n de di��erencier dans ce chapitre la nature des nombres manipul�es (c'est-�a-dire
les nombres complexes usuels ou les �el�ements de surfaces de Riemann), il faut d�e�nir
pr�ecis�ement quelques fonctions de base.

Nous proposons pour cela les notations dans le tableau suivant pour les fonctions
complexes de base :

{ l'exponentielle r�eelle :

e : R �! R
+�

x 7�! ex

{ le logarithme r�eel :

ln : R+� �! R

x 7�! ln(x)

{ la d�etermination principale de l'argument arg(x) d'un nombre complexe x non
nul, tel que

8x 2 C �; arg(x) 2]� �; �]
{ l'exponentielle complexe :

exp : C �! C �

x+ iy 7�! ex(cos y + i sin y)
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La fonction exp n'est pas bijective dans le plan complexe, car elle n'est pas in-
jective. Nous noterons C k , pour k 2 Z, les bandes horizontales du plan complexe,
d�e�nies de la mani�ere suivante :

C k = fx+ iy 2 C ; y 2]� � + 2k�; � + 2k�]g
La fonction expk : C k �! C � est injective. On peut donc d�e�nir la fonction logk
comme fonction r�eciproque de la fonction expk. On retrouve en particulier la d�etermi-
nation prinicipale du logarithme, d�e�nie sur C � , en consid�erant la fonction r�eciproque
de la fonction exp0 :

log : C � �! C 0

z 7�! ln jzj+ i arg(z)

4.2 Position du probl�eme

Un probl�eme classique avec les fonctions multiformes est celui de la d�etermination
continue. Une fonction multiforme sur un domaine D est avant tout une fonction
holomorphe en tout point de D, �a l'exception des singularit�es de la fonction. Calculer
une d�etermination continue d'une telle fonction sur un chemin C inclus dans D, et
ne contenant aucune des singularit�es de la fonction, revient �a calculer l'image point
par point du chemin C. D'un point de vue th�eorique, cet ensemble image est un
chemin inclus dans le plan complexe, mais d'un point de vue logiciel, le calcul d'une
d�etermination continue de certaines fonctions multiformes n'est pas possible, �a cause
de la repr�esentation interne des nombres complexes, qui ne permet de consid�erer
que des nombres dont l'argument est restreint �a ]��; �]. Les deux exemples suivants,
concernant la racine et le logarithme, montrent que cette restriction empêche le calcul
d'une d�etermination continue des deux fonctions.

Par exemple, le calcul d'une d�etermination continue de la fonction
p
z pr�esente de

telles di�cult�es : la �gure 4.1 montre le r�esultat d'un tel calcul, obtenu en calculant
pour tout point z du chemin de d�epart C l'image de z. Le chemin C est parcouru
dans le sens trigonom�etrique, en partant du point 1. La fonction utilis�ee e�ectue le
calcul

p
z =

p
jzjeiarg(z)=2 (2.1)

L'image du chemin C n'est pas un chemin, et donc le calcul n'a pas men�e �a une
d�etermination continue de la fonction

p
z. Malheureusement, la fonction

p
z est impl�e-

ment�ee de telle mani�ere (formule (2.1)) dans la totalit�e des syst�emes de calcul formel
et num�erique, et donc cette fonction n'est pas utilisable simplement pour sa d�eter-
mination continue. Le probl�eme ici vient de la repr�esentation interne des nombres
complexes comme une paire de r�eels, codant la partie r�eelle et la partie imaginaire
du nombre. Avec une telle repr�esentation qui utilise implicitement la d�etermination
principale de l'argument, l'argument des points du cercle passe brutalement de � �a
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Fig. 4.1: Un essai de d�etermination continue de la racine carr�ee

�� lorsque le cercle C coupe l'axe r�eel n�egatif. Une cons�equence de ce ph�enom�ene
est que, calcul�ee de cette fa�con, la fonction

p
z n'est pas continue sur le cercle C.

Nous pouvons �egalement chercher �a calculer la valeur du logarithme d'un �el�ement
de C en appliquant la formule ci-dessous :

log(z) = ln jzj+ i� .

De même que dans l'exemple pr�ec�edent, cette formule empêche le calcul d'une d�e-
termination continue sur le cercle C de la fonction log, car sur le même cercle C
que pr�ec�edemment (et parcouru de la même fa�con) , jzj = 1 et log(z) = i�, et donc
l'image par la fonction log de C n'est toujours pas un chemin.

De plus, les manipulations symboliques classiques, telles que log(a:b) = log(a) +
log(b), ne sont même plus justi��ees dans le plan complexe, ou alors au prix d'un
e�ort suppl�ementaire, comme la consid�eration de fonctions \unln" [Pat96], qui n'est
pas sp�ecialement adapt�ee aux calculs num�eriques.

Ces exemples illustrent les probl�emes caus�es par le fait de prendre les arguments
des nombres complexes dans l'intervalle ]� �; �], qui ne permettent pas de di��eren-
cier les nombres selon la fa�con dont ils sont obtenus (c'est-�a-dire pendant le parcours
d'un chemin), et donc ne permettent pas de calculer naturellement les d�etermina-
tions continues des fonctions multiformes. Nous allons consid�erer dans ce chapitre
des calculs en nombres complexes faisant intervenir ce genre d'expressions. Cela si-
gni�e qu'�etant donn�es des nombres complexes de d�epart, des expressions (contenant
�eventuellement des fonctions multiformes) seront calcul�ees �a partir de ces nombres
de d�epart, tous ces r�esultats �etant �eventuellement recombin�es pour e�ectuer de nou-
veaux calculs. Il existe deux m�ethodes pour traiter le probl�eme du calcul des valeurs
d'une fonction multiforme sur un chemin :

{ choisir une valeur de r�ef�erence y0 pour la fonction multiforme en un point par-
ticulier z0 (i. e. une d�etermination), et calculer la valeur de la fonction en
n'importe quel point z de C � en e�ectuant un prolongement analytique (cha-
pitre 1.2) sur un chemin reliant z0 �a z. Cette technique pr�esente l'inconv�enient
d'être lourde �a mettre en oeuvre (le prolongement analytique correspond �a une
vision locale du probl�eme), et surtout d'être d�ependante du chemin consid�er�e.
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{ choisir une d�etermination particuli�ere de la fonction, d�e�nie dans le plan com-
plexe coup�e (ce qui correspond, pour l'exemple du logarithme, �a choisir la d�eter-
mination principale), et s'y tenir tout au long du calcul. Cette solution pr�esente
l'avantage d'être simple �a mettre en oeuvre, mais interdit tout espoir de consi-
d�erer une d�etermination continue.

Ce chapitre pr�esente un environnement de calcul (qui a �et�e r�ealis�e, sous forme
de biblioth�eques C++) et qui permet d'apporter une vision plus globale �a ce genre
de probl�emes, de donner e�ectivement des r�esultats �a certains calculs en nombres
complexes.

4.3 Traitements classiques du probl�eme

Le calcul de la fonction F (pr�esent�e dans [Asl96]) n'est en g�en�eral pas trait�e
correctement, que ce soit avec un syst�eme de calcul formel ou un syst�eme de calcul
num�erique, avec le mod�ele usuel des nombres complexes :

F (z;w) =
p
zw �pz:pw (3.2)

En e�et, l'�evaluation de cette fonction par un syst�eme de calcul formel ou de calcul
num�erique sur un chemin ne m�ene pas �a une d�etermination continue de la fonction.
La repr�esentation interne des nombres complexes comme paire de deux r�eels (la par-
tie r�eelle et la partie imaginaire) entrâ�ne des ind�eterminations dans le calcul des
valeurs de F . Certaines de ces ind�eterminations peuvent être r�esolues en consid�erant
les nombres complexes non plus comme un couple de r�eels, mais comme un couple de
r�eels ainsi qu'un num�ero qui permet de consid�erer des arguments sur R et non plus
sur ] � �; �]. Cette manipulation, classique au demeurant, peut avoir des avantages
dans certains cas (pour la r�esolution des ind�eterminations sur les puissances notam-
ment), mais peut aussi pr�esenter des inconv�enients, en particulier sur des op�erations
�el�ementaires telles que les additions de nombres complexes (voir [CJ96], p. 30).

Consid�erons l'�evaluation num�erique de l'expression (3.2), dans le cas particulier
o�u w = 1+ i. D'apr�es [Asl96], le principal product excess de z et w appartenant �a C �

peut être d�e�ni par :

ppe(z;w) =
arg(zw)� arg(z)� arg(w)

2�
(3.3)

La fonction ppe ne peut prendre que les trois valeurs �1; 0; 1 dans C . De plus, si sa
d�e�nition est �etendue aux nombres complexes dont l'argument est pris dans R, cette
fonction est identiquement nulle. Son unique int�erêt est qu'elle est non nulle lorsque
l'argument du produit de deux nombres renormalis�e dans ]� �; �] est di��erent de la
somme des deux arguments des nombres de d�epart.

L'auteur en d�eduit l'�egalit�e (3.4), qui prend en compte les manipulations �a e�ec-
tuer sur les arguments des nombres complexes consid�er�es.

p
zw = (�1)ppe(z;w)pzpw (3.4)
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4.3 Traitements classiques du probleme

Le tableau suivant pr�esente les r�esultats d'une �evaluation num�erique de l'expres-
sion (3.2), avec w = 1 + i :

ppe(z,1+i) F(z,1+i)

�� < arg(z) � 0 0 0
0 < arg(z) � 3�

4
0 0

3�
4
< arg(z) � � 1 6= 0  �

Ces r�esultats montrent les limitations du calcul des racines carr�ees avec des �el�e-
ments de C , c'est-�a-dire des nombres dont l'argument est compris entre �� et �. En
e�et, la normalisation des arguments sur les nombres dont l'argument est compris
entre 3�

4
et �, lorsque leur produit est e�ectu�e, entrâ�ne que l'argument du r�esultat

est sup�erieur �a � et donc renormalis�e pour appartenir �a nouveau �a l'intervalle ]��; �].
Cela introduit des discontinuit�es sur la fonction

p
z(1 + i). En particulier, si cette

fonction doit être �etudi�ee sur un cercle centr�e en 0, param�etris�e de la même mani�ere
qu'en 4.2, les valeurs obtenues ne sont pas coh�erentes avec le fait que cette fonction
est holomorphe sur C �, et donc interdisent une d�etermination continue.

Dans l'article [Asl96], l'auteur propose un jeu de tests pour les syst�emes de cal-
culs formels. Ces tests permettent, lors de manipulations symboliques d'expressions
faisant intervenir des nombres complexes usuels, de g�erer de mani�ere formelle ces
ind�eterminations.

L'auteur propose des r�egles de simpli�cation de la forme suivante, o�u P (z;w)
repr�esente une condition portant sur les positions respectives de z et w dans le plan
complexe :

F1(z;w)� F2(z;w) = 0 si P (z;w) est vraie.

Les fonctions F1 et F2 sont toutes des combinaisons de logarithmes et d'exponen-
tielles. Il s'ensuit que le membre de gauche dans l'expression ci-dessus va pr�esenter
des ind�eterminations, qui seront r�esolues de la mani�ere usuelle dans C , et l'�egalit�e ci-
dessus ne sera pas toujours v�eri��ee. Les r�esultats de ces tests peuvent être visualis�es
sur la planche 4.2, page 73 o�u les expressions F1(z;w) et F2(z;w) ont �et�e �evalu�ees
pour di��erentes valeurs de z et w sur C , et en dessinant un point �a chaque valeur
pour laquelle l'identit�e n'est pas satisfaite. Les valeurs seront prises r�eguli�erement sur
une grille de C , typiquement pour z = x+ iy o�u�

xmin � x � xmax

ymin � y � ymax

Pour �evaluer les expressions o�u des logarithmes et des fonctions puissances appa-
raissent, la d�etermination principale du logarithme a �et�e utilis�ee, c'est-�a-dire qu'�etant
donn�e z 2 C , z� = exp(� log(z)). De plus, lorsque le test fait intervenir des fonctions
de deux variables complexes, une valeur particuli�ere est a�ect�ee �a la deuxi�eme variable
(valeur donn�ee dans le tableau 4.1).

Ces tests montrent que les manipulations classiques sur les fonctions combinaisons
de logarithmes et d'exponentielles ne sont en g�en�eral plus autoris�ees avec des nombres
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Chap. 4 : Calculs en nombres complexes

test �gure F1 F2

test 1 4.2
p
z(1 + i)

p
z
p
1 + i

test 2 4.3
p
z2 z

test 3 4.4
p
exp(z) exp( z2)

test 4 4.5 log(z2) 2 log(z)
test 5 4.6 log(exp(z)) z

Tab. 4.1: Les tests d'Aslaksen

complexes. Cependant, la connaissance de ces divers ph�enom�enes (comme notamment
la connaissance du domaine de C o�u l'�egalit�e

p
z2 = z) est particuli�erement pr�ecieuse

dans le cadre des syst�emes de calculs formels en particulier. En e�et, des informations
compl�ementaires sur z peuvent servir �a simpli�er des expressions de la forme ci-dessus.
De plus, la connaissance de ce type de domaines permet aussi de d�eterminer, dans des
calculs de nature num�erique, des zones \admissibles" pour les valeurs consid�er�ees.

Il est �a noter cependant que ce principe n'a pas donn�e lieu �a une impl�ementation, et
donc ne se prête gu�ere �a des tests, a�n d'en v�eri�er la validit�e. De plus, il revient dans
tous les cas �a une d�etermination \�a la main" (et non pas de mani�ere automatique)
des ensembles de validit�e des r�egles de simpli�cation, et n'est donc que peu adapt�e �a
l'�evaluation automatique d'expressions arithm�etiques.

Ces r�esultats montrent de mani�ere plus g�en�erale que la repr�esentation des nombres
complexes comme �el�ements de R2, en particulier avec l'interpr�etation de l'argument
comme un angle entre l'axe r�eel et le vecteur repr�esentant le nombre, poss�ede ses
propres limitations, notamment pour les calculs d'expressions contenant des expo-
nentielles et des logarithmes.

4.4 La surface de Riemann du logarithme

Le surface de Riemann du logarithme est d�e�nie comme �etant un recouvrement
de C (voir [Bea84], p.46 pour plus de d�etails) par la fonction

z 7�! exp(z)

Ainsi, cette surface est un ensemble sur lequel la fonction exp est bijective et analy-
tique. Topologiquement, cette surface peut être vue comme une in�nit�e d�enombrable
de copies de C , les feuillets, dont deux exemplaires cons�ecutifs sont \recoll�es" par
l'axe r�eel n�egatif (les coupures). Cette surface sera not�eeMlog dans la suite.

Nous utiliserons par la suite la fonction

Arg : Mlog �! R

z = (p; k) 7�! Arg(z) = arg(p) + 2k�

Un �el�ement z de cette surface est donc parfaitement d�e�ni par la donn�ee de (p; k),
o�u p 2 C et k 2Z, k repr�esentant le num�ero de feuillet de z.
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4.4 La surface de Riemann du logarithme

Fig. 4.2: Le test 1 (As-
laksen)

Fig. 4.3: Le test 2 (As-
laksen)

Fig. 4.4: Le test 3 (As-
laksen)

Fig. 4.5: Le test 4 (As-
laksen)

Fig. 4.6: Le test 5 (As-
laksen)

Tab. 4.2: Les tests d'Aslaksen
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Chap. 4 : Calculs en nombres complexes

Ainsi le fait de consid�erer des arguments modulo 2� revient �a consid�erer des
nombres complexes de mani�ere classique. Nous pouvons alors d�e�nir, pour tout k 2Z,

Uk = fz 2 Mlog � � + 2k� < Arg(z) � � + 2k�g

et

�k(z) = p

La surface du logarithme d�e�nie de la mani�ere pr�ec�edente est bien une surface de
Riemann. Dans la suite, nous identi�erons C �a U0.

Le choix du nombre � dans la d�etermination des arguments des �el�ements de la
surface de Riemann du logarithme est arbitraire : de mani�ere classique en analyse
complexe, il est choisi comme valeur limite de la d�etermination principale de l'argu-
ment (la direction correspondante est la direction de coupure). Cela implique que la
d�e�nition des ouverts Uk est li�ee �a la d�etermination principale de l'argument d'un
nombre complexe. De mani�ere plus g�en�erale, les ouverts U �

k peuvent être consid�er�es,
pour tout k 2Z, et pour � 2]� �; �] :

U �
k = fz 2 Mlog; � + 2(k � 1)� < Arg(z) � � + 2k�g

pour d�e�nir la surface de RiemannMlog, mais ce choix n'est pas sp�ecialement adapt�e
au calcul des arguments. Par contre, tous ces ouverts doivent être d'ouverture stric-
tement inf�erieure �a 2�.

4.5 Int�erêt des surfaces de Riemann pour les cal-

culs en nombres complexes

Nous allons exploiter les propri�et�es inh�erentes �a cette surface de Riemann particu-
li�ere qu'est la surface du logarithme pour faire des calculs en nombres complexes. Le
logarithme peut être d�e�ni de mani�ere univalente (c'est-�a-dire non multiforme) sur
cette surface, ce qui peut être utile pour avoir une d�etermination continue de cette
fonction, et donc pour avoir des r�esultats coh�erents �a certains calculs.

Une des di�cult�es rencontr�ee dans ce chapitre r�eside dans le fait que, puisqueMlog

est une surface de Riemann, il est di�cile de d�e�nir de mani�ere claire ne serait-ce que
l'addition de deux �el�ements de cette surface. Mais ce probl�eme peut être r�esolu dans
certains cas, soit de mani�ere intrins�eque, soit en faisant intervenir des connaissances
math�ematiques compl�ementaires sur les nombres consid�er�es.

Dans la suite, nous noterons z 2 Mlog comme un couple (p; k) o�u p 2 C et k 2Z.
p sera la projection de z sur C par le biais des projections �k associ�ees �a la surface
de RiemannMlog, et k �etant son num�ero de feuillet.
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4.5 Interet des surfaces de Riemann pour les calculs en nombres
complexes

4.5.1 D�e�nition du logarithme et de l'exponentielle

Le logarithme surMlog, not�e Log, peut être d�e�ni de mani�ere holomorphe :

Log : Mlog �! C

z 7�! log(p) + 2ik�;

L'exponentielle �a valeurs dansMlog, not�ee Exp, peut être d�e�nie comme fonction
inverse de la fonction logarithme, de la mani�ere suivante :

Exp : C �! Mlog

p = x+ iy 7�! (exp(p); dy��
2�
e)

On a ainsi

Arg(Exp(p)) = y = arg(exp(p)) + 2k�

De cette mani�ere, la fonction exponentielle est parfaitement d�e�nie sur C . Pour d�e-
terminer le num�ero de feuillet de l'image d'un complexe z par cette fonction, il su�t
de d�eterminer dans quelle bande horizontale se trouve ce nombre z, comme pr�ecis�e
sur la �gure 4.7.

k = 0

�

p� sin �

0

k = 1

Fig. 4.7: Les bandes horizontales de la fonction exp

De plus, avec les d�e�nitions des fonctions Log et Exp ci-dessus, les deux identit�es
suivantes sont v�eri��ees :

8p 2 C , Log(Exp(p)) = p

8z 2 Mlog , Exp(Log(z)) = z
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Chap. 4 : Calculs en nombres complexes

Nous voyons ainsi que, d'un point de vue math�ematique, nous avons surMlog une
d�e�nition des fonctions exponentielle et logarithme. Mais les ensembles de d�e�nition
de ces fonctions peuvent poser des probl�emes de calcul. En e�et, comment d�e�nir la
fonction e2(z) = Exp(Exp(z)) sur C ? Lorsque z est situ�e dans une bande autre que
celle correspondant �a k = 0, Exp(z) n'est plus un �el�ement de C , et math�ematiquement
e2(z) n'est pas d�e�nie. Or il se trouve que dans un calcul en nombres complexes usuels,
rien n'interdit de consid�erer cette valeur. C'est un cas typique d'ind�etermination,
c'est-�a-dire que nous ne savons pas donner a priori une valeur �a ce calcul, bien que ce
calcul soit justi��e dans C . Ce paradoxe peut être gênant pour conduire un calcul avec
des �el�ements de surfaces de Riemann, et il est donc particuli�erement important de
d�etecter ces ind�eterminations pendant le d�eroulement d'un calcul. Pour cela, il faut
bien cerner le probl�eme pour voir �a quel moment d'un calcul une ind�etermination
peut se produire.

4.5.2 Op�erations arithm�etiques usuelles

La multiplication de z1 = (p1; k1) et z2 = (p2; k2) est parfaitement d�e�nie de la
mani�ere suivante : soit z = z1 � z2, z = (p; k). Nous avons alors

p = p1 � p2

Arg(z) = Arg(z1) + Arg(z2)
= arg(p1) + arg(p2) + 2(k1 + k2)�
= arg(p) + 2k�

Dans ce cas, le nombre k associ�e �a z sera k1 + k2, �eventuellement augment�e ou
diminu�e de 1 dans le cas o�u j arg(p1) + arg(p2)j > 2�.

Par contre, l'addition peut poser des probl�emes dans certains cas. Consid�erons

z1 = (p1; k1)

et z2 sur le même feuillet que z1 :

z2 = (p2; k1)

Le principe de l'addition de deux nombres complexes usuels s'applique alors ici. En
e�et, si nous notons z = z1 + z2, z = (p; k), nous pouvons ais�ement calculer

p = p1 + p2

et choisir k de telle mani�ere que

Min(Arg(z1);Arg(z2)) < Arg(z) <Max(Arg(z1);Arg(z2))

car la d�etermination de Arg(z) est unique dans ce cas : cela revient �a choisir
k = k1. Ce choix est pr�esent�e sur la �gure 4.8. Dans ce cas, l'addition est locale, car
z1 et z2 appartiennent au même feuillet k1, et z peut être vu comme ��1

k1
(p1 + p2).
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4.5 Interet des surfaces de Riemann pour les calculs en nombres
complexes

(p1; k1)

(p1 + p2; k1)

(p2; k1)

Fig. 4.8: Addition de deux complexes, sur le même feuillet

Grâce �a un argument de continuit�e sur la surface, l'addition de deux nombres sur
deux feuillets cons�ecutifs peut être encore justi��ee dans le cas particulier o�u

jArg(z2)�Arg(z1)j < �

En e�et, la r�egle d�ecrite sur la �gure 4.8 fonctionne encore, car il su�t de consid�e-
rer l'addition au sens usuel des deux nombres complexes, et de lui a�ecter un num�ero
de feuillet en fonction de l'argument du nombre complexe r�esultant de l'addition des
deux nombres : un exemple est donn�e sur la �gure 4.9. Sur cette �gure, l'addition
usuelle des deux nombres z1 et z2 donne un nombre complexe dont l'argument est
plus proche de celui de z2 que de celui de z1 : l'ind�etermination peut être facilement
r�esolue en imposant comme num�ero de feuillet pour la somme z1 + z2 le num�ero de
feuillet de z2.

Par contre, dans le cas o�u

jArg(z2)�Arg(z1)j � �
nous avons une ind�etermination sur le choix de l'argument correspondant �a z1+z2.

Ce cas est pr�esent�e sur la �gure 4.10. Si nous supposons que, sur cette �gure, k2 =
k1 + 1, la di��erence entre les arguments de z1 et de z2 est e�ectivement sup�erieure
�a �. Le choix entre k1 ou k2 (ou entre ces deux valeurs) est compl�etement arbitraire
pour le num�ero de feuillet de z1 + z2.

Ce cas de �gure peut être d�etect�e �a tout moment pendant un calcul, ce qui fait que
cette ind�etermination n'est pas forc�ement p�enalisante. Lorsqu'une telle ind�etermina-
tion est d�etect�ee, il n'y a en g�en�eral pas de solution intrins�eque (c'est-�a-dire faisant
appel �a des connaissances sur les surfaces de Riemann) au calcul. Mais dans des cas
particuliers, nous pouvons avoir des renseignements a priori sur les r�esultats du cal-
cul, que nous pouvons exploiter pour r�esoudre ces ind�eterminations : par exemple,
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Chap. 4 : Calculs en nombres complexes

(p1 + p2; k1 + 1)

(p1; k1)

(p2; k1 + 1)

Fig. 4.9: Addition de deux complexes, sur des feuillets di��erents (premier cas)

(p1; k1)
(p2; k2)

(p1 + p2; k)

Fig. 4.10: Addition de deux complexes, sur des feuillets di��erents (deuxi�eme cas)

lorsque la valeur r�esultat de l'addition est sens�ee repr�esenter la valeur d'une fonction
continue en un point, la valeur de la fonction aux points caclul�es pr�ec�edemment peut
aider �a d�eterminer la valeur du r�esultat ind�etermin�e.

La r�esolution de ces ind�eterminations (c'est-�a-dire la d�etermination d'une valeur
coh�erente avec le reste du calcul) peut être trait�ee de mani�ere logicielle.

4.6 Un mod�ele d'environnement de calculs

D'un point de vue logiciel, deux classes de nombres complexes ont �et�e e�ective-
ment impl�ement�ees :
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4.6 Un modele d environnement de calculs

{ la premi�ere (i.e. la classe Complex) permet de traiter les nombres complexes
usuels : en e�et, les m�ethodes s'appliquant aux nombres complexes usuels ne
sont pas forc�ement adaptables aux �el�ements de la surface de Riemann du loga-
rithme, et les nombres complexes usuels servent donc de solution de secours en
cas d'incompatibilit�e.

{ la seconde (i.e. la classe Riemann) permet de traiter les �el�ements des surfaces
de Riemann d�ecrits pr�ec�edemment, ainsi que d'intercepter1 les �eventuelles in-
d�eterminations.

Lorsque les nombres consid�er�es sont des �el�ements de la surface de Riemann du
logarithme, deux types de traitements sont possibles :

{ les calculs directement avec ces nombres : cela permet de bien d�e�nir les fonc-
tions Log;Exp; : : : �a condition de bien sp�eci�er les nombres de d�epart (et en
particulier leur num�ero de feuillet).

{ les calculs avec des nombres complexes usuels, mais en e�ectuant des traite-
ments a posteriori pour transformer les r�esultats comme des �el�ements de sur-
faces de Riemann. Ceci peut être une solution de remplacement lorsque certains
codes ne peuvent pas prendre en compte les �el�ements de la surface de Riemann
du logarithme.

A chaque phase d'un calcul (sp�eci�cation, op�erations arithm�etiques et exploitation
des r�esultats), peut être associ�e un traitement des ind�eterminations, qui en cas d'�echec
peut demander �a l'utilisateur une aide, voire même interrompre le calcul. Le principe
est montr�e sur la �gure 4.11.

Sur cette �gure, les doubles 
�eches indiquent les phases o�u une consultation de
l'utilisateur est requise. Le calcul commence par une phase de sp�eci�cation, puis les
calculs proprement dits sont e�ectu�es. Il peut y avoir une premi�ere source d'ind�e-
termination, qui n�ecessite un premier traitement : soit le m�ecanisme de r�esolution
des ind�eterminations trouve la solution (par le biais de renseignements externes au
programme, comme notamment des connaissances compl�ementaires sur les donn�ees
du probl�eme, comme par exemple la continuit�e d'une fonction), soit il consulte l'uti-
lisateur, soit il sort du programme. Ensuite, lorsque le calcul est achev�e, la phase de
post-traitement peut servir �a remettre en forme les donn�ees, a�n de relancer un nou-
veau calcul notamment. Le m�ecanisme de r�esolution des ind�eterminations est encore
pr�esent dans cette phase.

La sortie du calcul est appel�ee dans les cas extrêmes : lorsque l'utilisateur ne sait
pas r�esoudre lui-même l'ind�etermination. Dans ce cas, consid�erant que le calcul n'a
plus aucun sens, l'ex�ecution peut être interrompue.

Il est important de laisser le maximum de 
exibilit�e �a l'utilisateur, car il lui est
souhaitable de ne pas interrompre un calcul s'il est capable de le corriger par la suite,
en particulier �a l'aide de raisonnements math�ematiques. De plus, l'utilisateur doit
savoir �a quel endroit dans son programme se trouve l'ind�etermination. La solution
id�eale serait qu'il puisse connâ�tre le num�ero de la ligne o�u le calcul est ind�etermin�e.

1Ici, intercepter est �a consid�erer de la même mani�ere qu'une exception en C++.
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Post

Spécification

traitement
-

Indétermination

Fin de 
Calcul

Calcul

Fig. 4.11: Le principe du calcul en nombres complexes

Dans l'environnement pr�esent�e ici, l'utilisateur doit rep�erer les zones sensibles de son
code, �a savoir celles o�u des ind�eterminations peuvent se produire (typiquement, des
�evaluations de fonctions exponentielles, ou des additions de deux nombres complexes
quelconques). Lorsqu'une ind�etermination est d�etect�ee (au niveau des op�erateurs re-
d�e�nis dans la classe Riemann), le m�ecanisme de r�esolution de l'ind�etermination est
alors activ�e : le calcul est interrompu, mais les valeurs ayant provoqu�e l'ind�etermina-
tion sont stock�ees, de mani�ere �a pouvoir être r�eutilis�ees par la suite. Ce m�ecanisme
de r�esolution a �et�e impl�ement�e grâce aux exceptions en C++. La section \critique"
du code doit être encapsul�ee dans un bloc try, alors que la m�ethode de r�esolution est
encapsul�ee dans un bloc catch. L'exemple suivant illustre ce principe :

try {

z = x + y ;

} catch (PlusIndetermination& E) {

z = E.Solve ( Indermination::ARBITRARY) ;

}

La m�ethode de r�esolution (PlusIndetermination::Solve) est appel�ee avec un
param�etre : ce param�etre permet de d�eterminer de quelle mani�ere doit être r�esolue
l'ind�etermination. Dans l'exemple ci-dessus, l'ind�etermination doit être r�esolue de
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mani�ere purement arbitraire : le num�ero de feuillet du premier nombre (x) est a�ect�e
au r�esultat. Deux autres m�ethodes sont propos�ees par d�efaut : la m�ethode FATAL, qui
interrompt l'ex�ecution du programme, et la m�ethode INTERACTIVE, qui interrompt
l'ex�ecution, et demande de mani�ere interactive �a l'utilisateur quel num�ero de feuillet
doit être a�ect�e au r�esultat, puis reprend l'ex�ecution du programme.

Si l'utilisateur a des connaissances compl�ementaires sur la nature math�ematique
du probl�eme, il peut int�egrer ses connaissances �a son calcul en programmant son
propre m�ecanisme de r�esolution d'ind�eterminations :

try {

z = x + y ;

} catch (PlusIndetermination& E) {

z = E.Solve ( Indermination::ARBITRARY) ;

z.F_ = MySheetNumberDetermination ( x , y , z ) ;

}

Ainsi, ce traitement particulier n'est invoqu�e que lorsque des ind�eterminations ont
�et�e d�etect�ees. Le chapitre 5 pr�esente un exemple d'int�egrateur dans le plan complexe
utilisant ce m�ecanisme d'exceptions, avec une m�ethode de r�esolution des ind�etermi-
nations adapt�ee aux probl�emes d'int�egrations d'�equations di��erentielles.

4.7 Tests et applications : les \clearcut regions"

La \clearcut region" d'une fonction de la variable complexe f est un ensemble
not�e clearcut(f) et d�e�ni dans [CJ96] de la mani�ere suivante :

clearcut(f) = fz 2 C ; log(exp(f(z))) = f(z)g
D'apr�es l'expression ci-dessus, une telle r�egion du plan complexe contient les points

du plan complexe dont l'image par f appartient �a la bande C 0 : en e�et, si pour
z 2 C , f(z) 2 C k avec k 6= 0, alors log(exp(f(z))) 2 C 0, car log est la d�etermina-
tion principale du logarithme (les deux valeurs seront �egales �a 2ik� pr�es). Par suite,
log(exp(f(z))) 6= f(z).

Dans ce paragraphe, nous allons chercher �a �etendre cette notion de \clearcut
region" �a des fonctions multiformes, c'est-�a-dire �a des fonctions d�e�nies deMlog dans
Mlog. Soit donc f une telle fonction. Nous proposons d'�evaluer f en tout point de
C (ou plus pr�ecis�ement d'une grille discr�etis�ee) en le consid�erant comme �el�ement de
U0 (d�e�ni page 74) et en utilisant l'arithm�etique pr�esent�ee pr�ec�edemment. Puis nous
pr�esenterons les r�esultats sous forme graphique en a�chant le point z en couleur de
la mani�ere suivante :

f(z) 2 U0 f(z) =2 U0

�k(f(z)) 2 C 0 Noir Vert
�k(f(z)) =2 C 0 Bleu Rouge
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Ici, k est d�e�ni par le num�ero de feuillet de f(z) pour le point z consid�er�e. L'algorithme
utilis�e pour la d�etermination d'une couleur d'un point est pr�esent�e page 83. Les tests
pr�esent�es dans le tableau 4.4 peuvent être visualis�es sur la planche 4.5, page 85.
En particulier, les fonctions puissances de la forme z� sont calcul�ees en utilisant la
formule

z� = Exp(�Log(z))

Sur les sorties graphiques pr�esent�ees sur la planche 4.5, les quatre couleurs (noir,
bleu, vert, rouge) sont toujours repr�esent�ees, par contre la couleur ind�e�nie (vert vif)
n'apparâ�t que sur les �gures 4.14, 4.15, 4.17 et 4.18. Pour l'exemple de la fonction
Exp(z) (test 1) et pour l'exemple de la fonction z3 (test 4), cela est normal : ces
fonctions sont parfaitement d�etermin�ees pour z 2 C . De plus, il est facile de retrouver
�a partir de ces �gures les \clearcut regions" des fonctions exp(z) et z3, consid�er�ees
comme fonctions de C dans C , telles qu'elles sont pr�esent�ees dans [CJ96] : il su�t pour
cela de ne pas consid�erer le num�ero de feuillet sur lequel se trouve f(z), ce qui revient
�a consid�erer l'ensemble des points verts et noirs. Par contre, pour les autres tests,
il existe une r�egion de C pour laquelle des ind�eterminations se produisent pendant
le calcul des fonctions puissances. Les points z appartenant �a de telles r�egions sont
caract�eris�es par le fait que Log(z) est proche de l'axe r�eel n�egatif, et donc le produit
�Log(z) peut ne plus appartenir �a U0 : dans ce cas, le calcul de l'exponentielle d'un
tel nombre provoque des ind�eterminations.

La �gure 4.12 pr�esente un agrandissement d'une telle r�egion, pour � = 3 + i. Ici,
puisque Arg(3 + i) > 0, le produit �Log(z) peut donner comme r�esultat un �el�ement
de U1, ce qui provoque une ind�etermination sur le calcul de Exp(�Log(z)).

Ind�eterminations

sur le calcul de f

1:0:05

Fig. 4.12: Agrandissement d'une r�egion o�u se produisent des ind�eterminations

D'une mani�ere pratique, ces tests permettent de d�eterminer les r�egions de C o�u le
calcul avec des nombres complexes usuels est possible, et celles o�u il devient imp�eratif
de calculer avec les �el�ements de la surface de Riemann du logarithme : ce sont les
zones vertes et rouges. Sur ces zones, il sera impossible ne serait-ce que d'avoir une
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indet = 0 ;

try {

val = f ( z ) ;

// si ce calcul n'a pas provoqu�e d'ind�eterminations

try {

nval = val.expR () ;

} catch (Indetermination& E) { //val n'est pas sur U0

nval = E.Solve ( Indetermination::ARBITRARY ) ;

indet = 1 ;

}

nval = nval.logR () ;

if ( val == nval ) { // ce point appartient �a la clearcut

if ( indet == 0 )

couleur = Noir ; // cas d�etermin�e

else

couleur = Vert ; // cas non d�etermin�e

} else { // le point n'appartient pas �a la clearcut

if ( indet == 0 )

couleur = Bleu ; // cas d�etermin�e

else

couleur = Rouge ; // cas non d�etermin�e

}

} catch (Indetermination& E) { //Indetermination dans le calcul de f

couleur = INDEFINI ;

}

Tab. 4.3: Algorithme d'a�ectation de couleurs des points du plan complexe
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test �gure f

test 1 4.13 Exp(z)
test 2 4.14 z3�2i

test 3 4.15 z3�i

test 4 4.16 z3

test 5 4.17 z3+i

test 6 4.18 z3+2i

Tab. 4.4: Les tests de \clearcut regions"

d�etermination continue des fonctions puissances. De plus, la donn�ee de ces zones peut
se r�ev�eler pr�ecieuse pour l'�evaluation rapide de fonctions dans des probl�emes plus
g�en�eraux, tels que des int�egrations sur des chemins, car cette carte permet de d�ecider
si une fonction doit être calcul�ee na��vement avec des nombres complexes usuels, ou
s'il faut utiliser des �el�ements de surface de Riemann, qui peuvent être d�elicats �a g�erer,
surtout si des op�erations telles que des additions doivent être e�ectu�ees.

4.8 Premi�ere conclusion

Le principe expos�e dans ce chapitre ne r�esout �evidemment pas les ind�eterminations
de tous les probl�emes de calculs en nombres complexes. Il o�re cependant l'avantage
de d�etecter ces ind�eterminations, et de laisser l'utilisateur choisir quelle valeur sera la
mieux adapt�ee �a son calcul. L'utilisateur peut le faire de mani�ere dynamique, c'est-
�a-dire pendant l'ex�ecution de son programme, ou même pendant la conception du
programme, c'est-�a-dire que les ind�eterminations d�etect�ees peuvent être r�esolues par
un traitement sp�eci�que, programm�e par l'utilisateur.

De plus, cet environnement de calcul en nombres complexes permet d'agrandir le
plan complexe : en e�et, le calcul se d�eroule �a partir de la sp�eci�cation initiale des
nombres, et ainsi le r�esultat sera coh�erent avec les donn�ees de d�epart s'il ne s'est pas
produit d'ind�eterminations. Par exemple, la multiplication de deux nombres prend
en compte les feuillets de d�epart des nombres, et propage cette information tout au
long du calcul. Cela permet entre autres de passer les tests d'Aslaksen de mani�ere
naturelle, c'est-�a-dire que dans ce cas le programmeur n'a pas �a se soucier de la
r�egion de C dans laquelle se passe le calcul pour avoir des valeurs correctes pour ses
�evaluations de fonctions puissances.

En�n, ce principe de calcul permet d'avoir une vision plus globale pour des fonc-
tions dont le calcul des valeurs est g�en�eralement e�ectu�e de mani�ere locale. En e�et,
si nous ne consid�erons pas les nombres complexes comme des �el�ements de surfaces de
Riemann du logarithme, nous sommes oblig�es de calculer les fonctions puissances par
des proc�ed�es de type prolongement analytique, ce qui peut nuire aux performances
de programmes utilisant des nombres complexes.
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Fig. 4.13: \clear-
cut region" pour
f(z) = Exp(z)

Fig. 4.14: \clearcut re-
gion" pour f(z) = z3�2i

Fig. 4.15: clearcut region
pour f(z) = z3�i

Fig. 4.16: \clearcut re-
gion" pour f(z) = z3

Fig. 4.17: \clearcut re-
gion" pour f(z) = z3+i

Fig. 4.18: \clearcut re-
gion" pour f(z) = z3+2i

Tab. 4.5: Les \clearcut regions"
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Chapitre 5

Les int�egrateurs dans le champ

complexe

Un int�egrateur dans le champ complexe est un algorithme qui permet de r�eali-
ser l'int�egration d'une �equation di��erentielle de la variable complexe, c'est-�a-dire de
donner la valeur de la solution d'une �equation di��erentielle (lorsqu'elle existe) en un
point du plan complexe. Nous nous int�eresserons ici aux int�egrateurs num�eriques,
c'est-�a-dire �a ceux qui renvoient un r�esultat obtenu par une m�ethode num�erique, par
opposition aux int�egrateurs de type formel qui eux utilisent des m�ethodes prenant en
compte des s�eries formelles notamment. De nombreux types d'int�egrateurs ont d�ej�a
�et�e �etudi�es dans la litt�erature, �a commencer par le plus simple d'entre eux, utilisant
des it�erations d'Euler, puis des ra�nements de ces m�ethodes ont �et�e d�evelopp�es, par
la consid�eration de m�ethodes avanc�ees, comme des m�ethodes �a pas variables, voire
même avec des it�erations de type plus �evolu�es.

Nous nous int�eresserons ici non pas aux m�ethodes num�eriques en relation avec
les �equations di��erentielles, mais plutôt �a l'application des notions introduites dans
le chapitre 4 concernant les calculs en nombre complexes. Nous �etudierons en e�et
l'in
uence que peuvent avoir les d�eterminations principales des fonctions d�e�nissant
certaines �equations di��erentielles, puis comment la notion d'ind�etermination intro-
duite au chapitre 4 peut être appliqu�ee aux calculs sur les �equations di��erentielles.

5.1 M�ethodes num�eriques d'int�egration dans le plan

complexe

Consid�erons une �equation di��erentielle de la forme

y0 = f(x; y) (1.1)

v�eri�ant les conditions du th�eor�eme de Cauchy (chapitre 2.1.1.1, partie I) sur un
ouvert 
 = 
1 �
2 de C 2. Consid�erons de plus une condition initiale (x0; y0) 2 
.
Un int�egrateur est un outil qui calcule la valeur en un point xf du plan complexe de
la solution y de l'�equation di��erentielle (1.1) telle que y(x0) = y0.
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Cas r�eel

Dans le cas des int�egrations avec des variables r�eelles, un int�egrateur doit, d'une
mani�ere g�en�erale (c'est-�a-dire quel que soit la m�ethode num�erique utilis�ee pour r�ealiser
les calculs), disposer en entr�ee des donn�ees suivantes (cf [Ise96], p.74) :

1. Une �equation di��erentielle �a int�egrer, c'est-�a-dire la donn�ee de f ,

2. Une condition initiale (x0; y0),

3. Un point xf o�u une valeur de la solution doit être calcul�ee,

4. Une tol�erance �.

L'int�egrateur renvoie en sortie une valeur approch�ee de y(xf), dans le cas o�u
l'estimation de l'erreur commise est dans les limites d�e�nies par la tol�erance �.

Cas complexe

Dans le cas r�eel, la donn�ee de x0 et de xf est su�sante pour r�ealiser une int�e-
gration entre x0 et xf . Dans le cas complexe, ceci n'est plus vrai car il n'y a pas
qu'un seul chemin pour aller de x0 �a xf . De plus, la valeur yf = y(xf) peut varier
en fonction du chemin choisi pour r�ealiser l'int�egration, en particulier si la solution
de l'�equation di��erentielle est multiforme. Il faut donc rajouter a priori la donn�ee du
chemin d'int�egration, C � 
1, qui a pour origine x0 et pour extr�emit�e xf . L'int�egra-
tion de l'�equation (1.1) se fera donc sur le chemin C, c'est-�a-dire que les valeurs de x
ne seront prises que sur le chemin C. Cela permet, toujours dans le cas o�u la solution
de l'�equation di��erentielle est multiforme, d'avoir une d�etermination particuli�ere de
cette solution.

La m�ethode d'Euler dans le plan complexe

Nous �etudierons dans ce chapitre uniquement la m�ethode d'Euler explicite dans
le plan complexe, sachant que les autres m�ethodes num�eriques classiques (de type
Runge-Kutta notamment) suivent le même principe.

La m�ethode d'Euler est la plus simple des m�ethodes d'int�egration num�erique. Le
principe de cette m�ethode est, �etant donn�e une condition initiale (x0; y0), de trouver
la valeur de la solution de mani�ere it�erative en xf .

�Etant donn�ee la condition initiale (x0; y0), le couple (x1; y1) peut être calcul�e de
la mani�ere suivante : �

x1 = x0 + h0
y1 = y0 + h0f(x0; y0)

o�u h0 est un nombre complexe.
Ainsi, en it�erant le proc�ed�e, nous pouvons calculer�

xi+1 = xi + hi
yi+1 = yi + hif(xi; yi)

88



5.2 Evaluations de fonctions

Si les di��erents pas h0; h1; : : : ; hN sont choisis de telle mani�ere que, pour un certain
N ,

xN+1 = xf

alors la valeur yN+1 repr�esentera une valeur approch�ee de y(xf) [Ise96]. En g�en�eral,
le choix des hi est fait de telle mani�ere que la solution num�erique v�eri�e des conditions
pr�ealables de pr�ecision [SH96], par le biais du param�etre �.

La m�ethode d�ecrite ci-dessus r�ealise l'int�egration de l'�equation (1.1) sur un chemin
qui d�epend fortement du choix des hi. En g�en�eral ces nombres complexes ne sont pas
choisis arbitrairement. En e�et, consid�erons que nous voulons int�egrer l'�equation (1.1)
sur un chemin C. Alors, si le chemin C est donn�e sous forme discr�ete,

(�0; �1; : : : ; �n),

avec �n = xf , le choix des hi peut être e�ectu�e de deux mani�eres di��erentes :

{ Si nous consid�erons que la discr�etisation du chemin est adapt�ee �a l'int�egration
de l'�equation (1.1), nous pouvons prendre, pour tout i,

hi = �i+1 � �i

Ainsi, les points issus de la discr�etisation du chemin C seront choisis comme
points interm�ediaires pour la m�ethode d'Euler. En g�en�eral, lorsqu'un chemin
sous forme discr�ete est consid�er�e, il n'est pas facile de savoir a priori si sa
discr�etisation est adapt�ee �a l'int�egration de l'�equation di��erentielle.

{ Nous pouvons aussi consid�erer que le chemin C est un ensemble d'arêtes, et que
l'int�egration de l'�equation (1.1) doit obligatoirement passer par tous les points
de la discr�etisation. Ainsi, l'int�egration sera e�ectu�ee dans un premier temps
sur le segment (�0; �1), avec (�0; y0) comme condition initiale. Notons y1 la
r�esultat de cette int�egration. L'int�egration peut être poursuivie sur le segment
(�1; �2) avec comme condition initiale (�1; y

1), et continuer ainsi jusqu'au seg-
ment (�n�1; �n), pour obtenir une approximation de la solution y au point xf .
Sur chaque segment, le pas peut être soit constant, soit variable.

L'int�egration d'une �equation di��erentielle sur un chemin du plan complexe se fait
donc en n �etapes correspondant aux n segments composant le chemin C discr�etis�e,
et en ni sous-�etapes, correspondant au nombre d'it�erations �a e�ectuer pour atteindre
le point �i+1 �a partir du point �i.

5.2 �Evaluations de fonctions

Un param�etre important, pour l'int�egration num�erique d'une �equation di��eren-
tielle de type (1.1), est l'�evaluation de la fonction f qui d�e�nit l'�equation. En e�et,
si l'int�egration est r�ealis�ee grâce �a une m�ethode d'Euler explicite �a pas constant,
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l'int�egrateur doit, �a chaque fois qu'il calcule la valeur de la solution y en un point
interm�ediaire, r�ealiser une �evaluation de la fonction f . Ainsi, pendant une int�egration
par la m�ethode d'Euler, il y a Ne �evaluations de fonctions, Ne �etant d�e�ni par

n�1X
i=0

ni

o�u ni a �et�e d�e�ni pr�ec�edemment. L'in
uence de ces �evaluations peut se faire sentir �a
plusieurs niveaux :

{ au niveau de la performance de l'int�egrateur. En e�et, plus l'�evaluation de la
fonction est coûteuse en temps de calcul, plus l'int�egration sera coûteuse en
temps de calcul, et de fait interdira les m�ethodes d'ordre �elev�e, qui n�ecessitent
beaucoup d'�evaluations de fonctions.

{ au niveau de la pr�ecision du calcul. En e�et, l'erreur commise lors de l'�evalua-
tion de la fonction f se transmet directement �a la solution de l'�equation, et se
propage �a toutes les valeurs calcul�ees post�erieurement.

L'exemple suivant permet de mesurer l'importance du soin �a apporter aux �eva-
luations de fonctions, lors de l'int�egration num�erique d'�equations di��erentielles.

5.3 Exemple

Consid�erons �a titre d'exemple l'�equation di��erentielle suivante de la variable com-
plexe x, pour c 2 C , � 2 C nf1g et � 2 C nf�1g :

y0 = cx�y� = f(x; y) (3.2)

que nous voulons int�egrer le long du cercle C centr�e en 0, �a partir de la condition
initiale (x0; y0), pour x0 2 C. Bien que la fonction f n'est en g�en�eral pas holomorphe
en 0, elle est holomorphe en tout point de C �2, et donc nous pouvons int�egrer l'�equa-
tion (3.2) sur C, puisque C ne passe pas par 0.

A�n d'e�ectuer une int�egration par la m�ethode d'Euler, il faudra �evaluer �a chaque
it�eration une expression de la forme :

yi + c:hix
�
i y

�
i :

Cette expression pose plusieurs probl�emes au niveau du calcul, �a cause de la
pr�esence des termes en x�y� notamment. L'�etude du chapitre 4 montre que des ex-
pressions de ce genre peuvent dans certains cas être calcul�ees e�cacement, de deux
mani�eres possibles :

{ En r�ealisant le prolongement analytique de la fonction de deux variables x�y�,
le long d'un chemin partant de (xi�1; yi�1) allant jusqu'�a (xi; yi). En plus de
la d�ependance au chemin et de la di�cult�e algorithmique de sp�eci�cation au-
tomatique d'un chemin, cette m�ethode pr�esente l'inconv�enient d'être lourde �a
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mettre en oeuvre, au niveau de la performance en temps de calcul notamment.
En e�et, ce travail devra être fait �a chaque fois qu'une �evaluation de fonctions
sera n�ecessaire, c'est-�a-dire Ne fois, ce qui peut être p�enalisant pour l'e�cacit�e
de la m�ethode.

{ Les valeurs de la fonction x�y� peuvent aussi être calcul�ees de mani�ere globale
sur la surface de Riemann du logarithme, apr�es avoir �x�e les num�eros de feuillet
des points x0 et y0. Le principal inconv�enient est de laisser subsister une ind�eter-
mination lors de certaines op�erations. Dans certains cas, ces ind�eterminations
peuvent être r�esolues, �a condition que les valeurs de x et de y calcul�ees soient
coh�erentes, par le calcul de leur num�ero de feuillet.

Une condition n�ecessaire pour avoir un calcul correct de la solution de cette �equa-
tion est bien d'avoir une d�etermination continue de la fonction x�y�. En e�et, sup-
posons que la fonction ci-dessus est calcul�ee avec des nombres complexes usuels, avec
les formules

y� = e� log(y)

x� = e� log(x)

Si les arguments de x et de y sont consid�er�es dans l'intervalle ]��; �], les formules
ci-dessus introduisent des probl�emes de continuit�e, notamment lorsque l'argument de
x varie. Si en calculant xi et yi lors de l'it�eration num�ero i une erreur de d�etermination
est commise, cette erreur va se reporter sur l'it�eration suivante et par suite sur la
totalit�e des valeurs calcul�ees post�erieurement. Cela peut donner une situation comme
celle d�ecrite sur les �gures 5.1c et 5.1d.

La �gure 5.1c a �et�e obtenue en int�egrant l'�equation (3.2) avec une m�ethode d'Eu-
ler sur le plan complexe, avec comme condition initiale le couple (1; 1), et avec les
param�etres c = 5, � = � = 1

2
. La �gure 5.1c montre que les probl�emes de d�etermina-

tion continue de la fonction f ont une in
uence importante sur la solution calcul�ee
par la m�ethode d'Euler : en e�et, celle-ci n'est pas d�erivable pour certaines valeurs
de x, et donc non-holomorphe en ces points. Le th�eor�eme de Cauchy-Lipshitz n'est
plus v�eri��e.

La �gure 5.1d a �et�e obtenue en tra�cant la solution (calcul�ee dans le chapitre 5.7) de
l'�equation (3.2) le long du cercle C. Cette fonction �etant multiforme, le principe d�ecrit
dans le chapitre 4 a �et�e appliqu�e pour tracer cette �gure. Cette courbe coincide bien
jusqu'�a ce que Arg(y) = � avec la courbe 5.1c, et �a ce niveau la solution calcul�ee avec
les nombres complexes usuels pr�esente une discontinuit�e sur sa d�eriv�ee. En e�et, la
d�eriv�ee en ce point a �et�e obtenue par �evaluation de la fonction f en un point pr�ec�edent,
et la mauvaise �evaluation de f a provoqu�e l'apparition de cette discontinuit�e. Les
images du cercle C par la fonction f(x; y0), soit calcul�ee avec des nombres complexes
usuels, soit en tenant compte des num�eros de feuillets, permettent de v�eri�er ce point,
comme montr�e sur les �gures 5.1a et 5.1b.
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�Evaluation de la fonction f sur le

les nombres complexes usuels

Solution de l'�equation di��erentielle
obtenue en �evaluant la fonction f
avec les nombres complexes usuels

"Vraie solution", calcul�ee �a la main et
�evalu�ee avec les �el�ements deMlog

les �el�ements deMlog

cercle centr�e en 0, de rayon 1, avec

x1

�Evaluation de la fonction f sur le
cercle centr�e en 0, de rayon 1, avec

�g. 5.1a �g. 5.1b

�g. 5.1d�g. 5.1c

1 1

11

Fig. 5.1: In
uence de l'�evaluation des fonctions pour l'int�egration

Le calcul avec des nombres complexes usuels ne donne pas de d�etermination conti-
nue de la fonction f(x; y0), notamment au point x1, ce qui pose des probl�emes de
discontinuit�es de la d�eriv�ee de la solution calcul�ee. Par contre, la �gure 5.1 permet de
v�eri�er que la d�etermination de la fonction f(x; y0) est bien continue sur le cercle C,
en particulier au point x1, d�es lors que les num�eros de feuillet des variables sont pris
en compte. Le prochain chapitre montre comment adapter une m�ethode num�erique
d'int�egration (la m�ethode d'Euler) �a ce cas de �gure.

5.4 La m�ethode d'Euler modi��ee pour la prise en

compte des num�eros de feuillet

Nous allons supposer que la fonction f poss�ede une seule singularit�e, en 0. Elle
peut être �eventuellement multiforme, mais nous allons supposer que nous sommes
capables de donner une d�etermination continue de la fonction f de mani�ere globale
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sur tout chemin de C 2 ne passant pas par 0 . Le but de ce chapitre n'est pas d'int�egrer
de mani�ere g�en�erale une �equation di��erentielle sur une surface de Riemann, bien que
dans [For81] il est montr�e de mani�ere th�eorique que l'on peut int�egrer une �equation
di��erentielle sur un revêtementuniversel1. Les m�ethodes de calcul expos�ees en 4 seront
appliqu�ees au probl�eme de l'int�egration num�erique des �equations di��erentielles.

Consid�erons C, un chemin de C � , et (x0; y0) une condition initiale telle que x0 2 C.
Nous supposerons par la suite que le chemin C est param�etr�e par une fonction �, et
que de plus nous avons une discr�etisation de C par l'interm�ediaire des points

(�0; �1; : : : ; �n)

Soit en�n 
 = 
1 � 
2 � C 2 un ouvert dans lequel f est holomorphe, et tel que
C � 
1.

La m�ethode d'Euler peut être appliqu�ee �a partir de (x0; y0), sur chaque segment
(�j; �j+1) pour 0 � j < n, avec comme condition initiale pour ces di��erentes int�egra-
tions le couple (�j; yj) o�u yj est la valeur calcul�ee lors de l'int�egration pr�ec�edente si
j > 0, ou y0 sinon. A chaque it�eration, les valeurs calcul�ees de mani�ere interm�ediaires
seront not�ees x1; x2; : : : ; xnj et y1; y2; : : : ; ynj :

xi+1 = xi + hi (4.3)

yi+1 = yi + hif(xi; yi) (4.4)

Lorsque les nombres xi; yi; xi+1 et yi+1 sont a�ect�es de leur num�eros de feuillet,
des ind�eterminations de plusieurs types peuvent se produire, dans le calcul de f ,
mais aussi lorsque les additions de l'�equation (4.3) et celles de l'�equation (4.4) sont
e�ectu�ees.

Calcul de f

Puisque nous avons suppos�e que le calcul d'une d�etermination continue globale
de f sur 
 �etait possible, il est clair que le calcul de f en (xi; yi) ne pose aucun
probl�eme de d�etermination �a partir du moment o�u les deux nombres xi et yi sont
bien d�etermin�es, ce que nous supposerons être le cas pour l'indice i.

Ind�eterminations : premier cas

Par contre, les additions dans les deux formules ci-dessus peuvent soulever des
ind�eterminations : cependant, dans le cas particulier de l'�equation (4.3), il n'est pas
di�cile de r�esoudre l'ind�etermination qui a pu être �eventuellement soulev�ee. En e�et,
si cette �equation est r�e�ecrite de la mani�ere suivante

xi+1 � xi = hi

1de plus, cette d�emonstration ne concerne que des �equations di��erentielles lin�eaires, bien qu'elle
s'applique aussi �a des �equations di��erentielles non lin�eaires en y introduisant le th�eor�eme de Cauchy-
Lipschitz.
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alors le cas o�u l'addition pr�esente dans l'�equation (4.3) est ind�etermin�ee corres-
pond au cas o�u xi+1 et xi ne sont pas sur le même feuillet. Nous avons suppos�e que
le chemin C est param�etr�e par une fonction � :

� : [0; 1] �! C

t 7�! �(t)

Notons tout de suite que 8t 2 [0; 1], �(t) 6= 0. Alors

Arg(�(t)) =
1

i
[Log(�(t))� ln(j�(t)j)]

La fonction Log ci-dessus repr�esente une d�etermination continue de la fonction lo-
garithme sur le chemin C, alors que la fonction ln repr�esente la fonction logarithme
r�eel. Puisque, pour tout t 2 [0; 1]; j�(t)j > 0, et que cette fonction est continue, la
fonction

ln(j�j) : [0; 1] �! R

t 7�! ln(j�(t)j)

est continue sur l'intervalle [0; 1].
De plus, la fonction logarithme d�e�nie au chapitre 4 est continue sur le chemin

C, donc la fonction

Log(�) : [0; 1] �! Mlog

t 7�! Log(�(t))

est elle aussi continue, et par cons�equent la fonction Arg(�(t)) est continue sur le
segment [0; 1]. En cons�equence,

9n 2 N, 8j 2 [0; n[, jArg(�j+1)�Arg(�j)j < � (4.5)

Cela signi�e que, puisque le chemin C consid�er�e est continu, il peut être choisi de
telle mani�ere que deux points cons�ecutifs de la discr�etisation de ce chemin soient, soit
sur le même feuillet, soit sur des feuillets adjacents, mais d'�ecart angulaire inf�erieur
�a �. Il s'ensuit que l'op�eration

�j+1 � �j
pourra toujours être correctement d�etermin�ee pour des valeurs de n su�samment
importantes. Donc, si les points xi+1 et xi sont situ�es sur le segment (�j; �j+1), ou
sur l'arc de la courbe C d�e�ni par ces deux points(cela d�ependra du choix de hi),
l'ind�etermination �eventuellement pr�esente dans l'�evaluation de (4.3) peut être r�esolue
par le choix d'un bon n et d'un bon hi.

Ind�eterminations : deuxi�eme cas

La deuxi�eme possibilit�e d'ind�eterminations se trouve dans la formule (4.4), elle
est de plus beaucoup plus d�elicate �a r�esoudre, bien que le principe soit le même que
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dans le cas pr�ec�edent : au lieu de garantir la continuit�e de x(t), nous allons garantir
l'holomorphie de y(x) sur C.

La fonction y(x) est, d'apr�es le th�eor�eme de Cauchy-Lipshitz, holomorphe sur tout
ouvert inclus dans C � , et plus pr�ecis�ement sur le chemin C. Si une ind�etermination
se produit pendant l'it�eration i, c'est-�a-dire si yi et hif(xi; yi) ont un �ecart angulaire
sup�erieur �a �, alors il faut d�eterminer un num�ero de feuillet coh�erent qui doit être
a�ect�e �a yi+1. Posons yi = (pi; ki), yi+1 = (pi+1; ki+1) et hif(xi; yi) = (Pi;Ki). Dans
ce cas, la relation suivante

pi+1 = pi + Pi

s'applique aux parties complexes des nombres yi; yi+1 et hif(xi; yi). Ce nombre
complexe est parfaitement d�etermin�e par la relation ci-dessus, de telle mani�ere que
la projection de la fonction y(x) sur C soit holomorphe.

La d�etermination de ki+1 peut se faire par holomorphie de la fonction y(x). En
e�et, l'ind�etermination de yi+1 tient �a l'impossibilit�e de d�eterminer son num�ero de
feuillet de mani�ere arbitraire, sans connaissances compl�ementaires sur y(x). Ici, nous
poss�edons une telle connaissance sur y, qui est celle de la continuit�e de son argument.
En e�et, la relation

Arg(y(x)) =
1

i
[Log(y(x))� ln(jy(x)j)]

s'applique encore �a y(x), et puisque 8x 2 C; y(x) 6= 0, alors la fonction ci-dessus est
continue.

De plus, si nous �ecrivons

Arg(yi+1) = arg(pi+1) + 2ki+1�

Arg(yi) = arg(pi) + 2ki�

alors, pour tout k 2Z,

jArg(yi+1)�Arg(yi)j = j arg(pi+1)� arg(pi) + 2(ki+1 � ki)�j
= j arg(pi+1)� arg(pi) + 2k� + 2(ki+1 � (ki � k))�j
� j arg(pi+1)� arg(pi) + 2k�j+ 2jki+1 � (ki � k)j�

Ainsi, a�n de r�esoudre l'ind�etermination qui a pu �eventuellement se produire
pendant le calcul de la formule (4.4), nous sommes confront�es �a trois possibilit�es.
Soit �a un nombre r�eel, repr�esentant une tol�erance angulaire, qui peut être pris aussi
petit que l'on veut, et examinons les trois cas :
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�a

yi

yi+1

Fig. 5.2: Premier cas

premier cas : j arg(pi+1)� arg(pi)j < �a , k = 0

Ce cas (illustr�e sur la �gure 5.2) est le plus simple, car les deux nombres yi et
yi+1 sont sur le même feuillet. Il su�ra alors de choisir ki+1 = ki pour satisfaire
la continuit�e de la fonction Arg(y(x)).

deuxi�eme cas : j arg(pi+1) � arg(pi)j > �a et 9� 2 f�1; 1g; j arg(yi+1) � arg(yi) +
2��j < �a

yi �a

yi+1

Fig. 5.3: Second cas

La �gure 5.3 montre que arg(pi) est proche de �, alors que arg(pi+1) est proche
de ��. Ce cas est celui o�u la continuit�e de l'argument principal de y(x) ne peut
être satisfaite, mais o�u la continuit�e de Arg(y(x)) peut l'être, �a �a pr�es. Dans
ce cas, il su�t de choisir ki+1 = ki � �. En e�et, cela correspond au cas o�u il y
a changement de feuillet pour les valeurs de la fonction y(x). Le fait de choisir
un tel � revient �a assurer la continuit�e de Arg(y(x)) �a la tol�erance �a pr�es.

dernier cas : 8k 2Z; jArg(yi+1)�Arg(yi) + 2k�j > �a
Le dernier cas (illustr�e par la �gure 5.4) est celui o�u, pour le �a donn�e, la
continuit�e de la fonction Arg(y(x)) ne peut pas être assur�ee : dans ce cas, il est
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yi+1

�a
yi

Fig. 5.4: Dernier cas

impossible de d�ecider a priori quelle est la valeur de ki+1 qui donne les meilleurs
r�esultats pour la continuit�e de la fonction. Ne pouvant pas le d�eterminer avec de
tels �ecarts angulaires, nous pouvons essayer de refaire une int�egration entre xi
et xi+1, mais avec un pas plus petit a�n de limiter les variations (en argument)
des nombres consid�er�es.

En conclusion, avec les hypoth�eses pos�ees en d�ebut de chapitre, la continuit�e de
la solution y peut être dans certains cas assur�ee, même lorsque des ind�eterminations
se produisent pendant les calculs.

5.5 Algorithme d'int�egration

Nous pouvons maintenant proposer l'algorithme 5.5.0.1 d'int�egration par la m�e-
thode d'Euler, adapt�e �a la prise en compte des num�eros de feuillet : cet algorithme
est une impl�ementation directe des m�ethodes num�eriques d'int�egration classiques, les
particularit�es se trouvent dans les fonctions GetNextX, GetNextY d�etaill�ees respec-
tivement page 99 et page 100.

Comme expos�e pr�ec�edemment, la fonction GetNextX doit retourner xi+1 �a partir
de xi, et cette nouvelle valeur doit être coh�erente (en particulier au niveau des num�eros
de feuillet) avec les valeurs pr�ec�edentes de xi. Cette m�ethode peut être de deux natures
di��erentes : si le chemin est donn�e sous forme param�etr�ee, avec prise en compte des
num�eros de feuillets (c'est-�a-dire que la fonction de param�etrisation est d�e�nie de
[0; 1] dans Mlog), cette m�ethode revient �a une simple discr�etisation temporelle du
segment [tj; tj+1], alors que si le chemin est juste donn�e sous forme de points dans
le plan complexe, il faut que les x interm�ediaires soient bien coh�erents au niveau des
num�eros de feuillets.

Si nous disposons de la fonction � qui param�etrise le cheminC, ces points peuvent
être calcul�es directement : le moyen le plus e�cace de calculer cette valeur est d'ef-
fectuer une discr�etisation en temps du segment [tj; tj+1] :
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5.5.0.1 Algorithme: Int�egration entre �j et �j+1

i = 0 ;
x0 = �j ;
y0 = yj ;
pas �ni = 1 ;

while (pas �ni == 1) f

xi+1 = GetNextX ( xi ) ;
hi = xi+1 � xi ;
yi+1 = GetNextY ( xi; yi; xi+1; hi ) ;

if ( xi+1 == �j+1 )
pas �ni = 0 ;

g

return yi+1 ;

(t0j ; t
1
j ; : : : ; t

nj
j )

telle que t0j = tj et t
nj
j = tj+1, et consid�erer la discr�etisation de l'arc (�j; �j+1)

(�(t0j);�(t
1
j ); : : : ;�(t

nj
j ))

Le param�etre nj peut être choisi de telle mani�ere que cette discr�etisation satisfasse
les conditions �enonc�ees en (4.5) sur les �el�ements de cette discr�etisation : cela �evitera
les ind�eterminations lors de cette �etape.

Si par contre le cheminC n'est pas param�etr�e par une fonction � (c'est-�a-dire qu'il
a �et�e sp�eci��e point par point), alors il faudra faire attention �a ce que les points inter-
m�ediaires forment une courbe continue (notamment en argument), ce qui ne pourra
se faire que si un grand soin est apport�e au traitement des probl�emes de coupures
selon l'axe r�eel n�egatif : cela peut se faire par des consid�erations de continuit�e, comme
montr�e dans l'algorithme 5.5.0.2.

La fonction GetNextY est la plus importante (algorithme 5.5.0.3, page 100) : elle
calcule les valeurs de y. Cet algorithme est de type r�ecursif, et les appels r�ecursifs
sont g�en�er�es lorsque la pr�ecision angulaire n'est pas su�sante, et qu'il faut e�ectuer
une nouvelle int�egration entre deux points interm�ediaires, xi et xi+1, avec une valeur
initiale pr�ec�edemment calcul�ee, yi.
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5.5.0.2 Algorithme: GetNextX : cas non param�etr�e

try f

xi+1 = xi +
(�j+1��j)

nj
;

g catch (PlusIndetermination& Ex) f

xi+1 = Ex.Solve ( Indetermination::ARBITRARY ) ;

if ( Arg(xi)� Arg(xi�1) > 0 )
ki+1 = ki + 1 ;

else
ki+1 = ki � 1 ;

g

return xi+1 ;

L'algorithme 5.5.0.3 est constitu�e essentiellement de deux blocs try/catch. Le
premier bloc revient �a e�ectuer l'it�eration d'Euler, le second permet d'examiner le
r�esultat pr�ec�edemment trouv�e et de d�ecider de sa validit�e, et notamment de sa coh�e-
rence au niveau des num�eros de feuillets.

Le second bloc essaie plusieurs valeurs possibles pour le num�ero de feuillet de yi+1,
lorsque celui-ci n'est pas coh�erent avec les valeurs pr�ec�edemment calcul�ees. Pour cela,
les deux arguments cons�ecutifs sont compar�es, et si le r�esultat de la comparaison est
sup�erieur �a la tol�erance angulaire, plusieurs valeurs sont essay�ees : dans un premier
temps, la valeur du num�ero de feuillet pr�ec�edemment trouv�ee est augment�ee de 1, puis
si cela ne convient pas, diminu�ee de 1. Si un de ces di��erents essais est concluant,
le r�esultat est renvoy�e, sinon une exception est lanc�ee. Cela correspond au cas o�u
les arguments de deux nombres cons�ecutifs sont d'�ecart trop important, et donc il
faut e�ectuer une nouvelle int�egration plus pr�ecise a�n de pouvoir d�ecider de la
validit�e des nombres calcul�es. Ce traitement est e�ectu�e dans le dernier bloc catch,
o�u l'int�egration est relanc�ee entre xi et xi+1, avec comme condition initiale yi.

Les crit�eres d'arrêt de l'algorithme peuvent être de deux natures di��erentes :

{ jxi+1 � xij < hm , o�u hm est un r�eel �x�e en fonction de la pr�ecision machine.
Dans ce cas, les erreurs num�eriques dues aux calculs ne sont plus n�egligeables
devant les valeurs trouv�ees.

{ le niveau de r�ecursivit�e est trop important : cela se produit lorsque la fonction
f(x; y)a des variations en arguments trop importantes par rapport �a celles de
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5.5.0.3 Algorithme: GetNextY

try f

yi+1 = yi + hif(xi; yi) ;

g catch (PlusIndetermination& Ex) f

yi+1 = Ex.Solve ( Indetermination::ARBITRARY ) ;
g

try f

if ( j arg(yi+1)� arg(yi)j > �a ) f

if ( arg(yi)� arg(yi�1) > 0 ) f

yi+1 = yi+1:e
2i� ;

if ( jArg(yi+1)� Arg(yi)j < �a )
return yi+1 ;

else
throw Euler Exception () ;

g else f

yi+1 = yi+1:e
�2i� ;

if ( jArg(yi+1)� Arg(yi)j < �a )
return yi+1 ;

else
throw Euler Exception () ;

g

g

g catch (Euler Exception& EE) f

yi+1 = Integrate ( xi; xi+1; yi ) ;
g

return yi+1 ;
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y(x). Pour �eviter une saturation de la machine, il peut être pr�ef�erable d'arrêter
le calcul.

Nous allons voir dans le chapitre suivant comment ceci a �et�e impl�ement�e en C++,
pour ensuite passer �a des tests.

5.6 Impl�ementation

La classe Riemann Euler

Les objets int�egrateurs d�e�nis pr�ec�edemment sont des objets d�eriv�es d'une classe,
la classe Riemann Euler. Cette classe Riemann Euler est une classe abstraite (vir-
tuelle pure), c'est-�a-dire qu'il est impossible de construire un objet de cette classe.

Pour construire un objet r�ealisant l'int�egration d'une �equation de type

y0 = F (x; y)

entre deux points du plan complexe avec une condition initiale, il faut passer
par la d�e�nition d'une autre classe, par exemple la classe Mon Integrateur, qui doit
respecter les points suivants :

{ la classe Mon Integrateur doit d�eriver de la classe Riemann Euler. En e�et, la
classe g�en�erique Riemann Euler d�e�nit l'algorithme g�en�eral d'int�egration d�e�ni
pr�ec�edemment, et cet algorithme sera bas�e sur des classes impl�ement�ees dans
la classe Mon Integrateur.

{ elle doit surcharger les fonctions virtuelles suivantes :

{ la m�ethode Mon_Integrateur::F, qui permet de calculer des �evaluations
de F (x; y), pour x et y des nombres complexes a�ect�es de leurs num�eros
de feuillet :

Riemann Mon_Integrateur::F ( const Riemann x ,

const Riemann y ) ;

{ les pseudo-constructeurs et pseudo-destructeurs virtuels utilis�es pour
construire les objets en cas de r�ecursivit�e :

Riemann_Euler

*Mon_Integrateur::NewInteg ( const Riemann& x0 ,

const Riemann& x1,

const Riemann& y0,

int n , double d) ;

void Mon_Integrateur::Destroy ( Riemann_Euler *RE ) ;

Les classes d'exceptions

La classe Euler Exception est utilis�ee uniquement comme classe d'exceptions,
c'est �a dire que les objets de cette classe sont construits uniquement pour interrompre
l'int�egration, et pour cette classe particuli�ere, relancer une int�egration plus pr�ecise.
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Deux autres classes ont �et�e d�e�nies, a�n d'interrompre de mani�ere d�e�nitive l'in-
t�egration :

{ la classe Little Step, dont un objet est construit lorsque le pas d'int�egration
est trop petit relativement �a la tol�erance machine.

{ la classe Big Level, dont un objet est construit lorsque le niveau de r�ecursivit�e
est trop important.

5.7 Exemples

Nous allons int�egrer num�eriquement l'�equation (3.2), pour di��erentes valeurs des
param�etres c; �; �.

5.7.1 R�esolution exacte

La solution y de l'�equation di��erentielle (3.2) v�eri�ant y(x0) = y0 peut être cal-
cul�ee directement. En e�et, l'�equation (3.2) peut se transformer en

dy

y�
= cx�dx

d'o�u

1

1 � � (y
1�� � y1��0 ) =

c

1 + �
(x1+� � x1+�0 )

et ainsi nous obtenons la solution de l'�equation (3.2) v�eri�ant la condition initiale
(x0; y0) :

y(x) = [
c(1� �)
1 + �

(x1+� � x1+�0 ) + y1��0 ]
1

1�� (7.6)

Cette fonction est multiforme, et de plus pr�esente deux singularit�es : la premi�ere
est situ�ee en 0 et provient du terme x1+�, la seconde (singularit�e mobile) est situ�ee
au point

�(x0; y0) = [x1+�0 � 1 + �

c(1� �)y
1��
0 ]

1

1+�

qui provient du terme mis �a la puissance 1
1�� dans l'expression (7.6). La singularit�e

pr�esente en 0 est exclue, car la fonction cx�y� n'est pas holomorphe en 0. Ceci dit,
la forme de cette expression nous oblige �a faire des consid�erations de d�etermination
pour pouvoir calculer la valeur de cette fonction en un point x quelconque dans le
plan complexe.
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5.7.2 R�esolution num�erique

Pour r�esoudre num�eriquement cette �equation, il faut d'abord programmer un in-
t�egrateur, qui contiendra la d�e�nition de la fonction f . Consid�erons alors la d�e�nition
de la classe Pow Euler :

class Pow_Euler : public Riemann_Euler {

public :

double coeff ;

double alpha , beta ;

static int level ;

// constructors

Pow_Euler () ;

Pow_Euler ( const Riemann& x0,const Riemann& x1 ,

const Riemann& y0 , int n , double a ,

double b, double d ) ;

~Pow_Euler () ;

//specific functions

Riemann_Euler *NewInteg ( const Riemann& x0 ,

const Riemann& x1, const Riemann& y,

int n , double d) const ;

void Destroy ( Riemann_Euler *RE ) const ;

Riemann Sol ( const Riemann x, const Riemann x0 ,

const Riemann yi ) const ;

Riemann F ( const Riemann x ,const Riemann y ) const ;

void Identify ( ostream& os ) const {

os << "Pow_Euler created \n"

<< "xd = " << xd << ", xf = " << xf

<< ", y0 = " << y0 << "\n"

<< "N = " << N << " coeff = " << coeff

<< "level = " << level << "\n" ;

}

};

Le constructeur des objets de la classe Pow Euler prend en entr�ee les bornes
de l'intervalle d'int�egration, x0 et x1, la valeur initiale de y en x0, y0, puis di��erents
param�etres requis pour l'int�egration : n repr�esente le nombre de sous-�etapes qui seront
e�ectu�ees sur le segment [x0; x1], puis a et b qui repr�esentent les nombres � et � vus
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pr�ec�edemment, puis en�n la tol�erance angulaire, d. Puisque cette classe d�erive de
la classe abstraite Riemann Euler, elle b�en�e�cie de la m�ethode Integrate (), ainsi
que de toutes les m�ethodes de trac�e des r�esultats d�e�nies par d�efaut dans la classe
g�en�erique.

La m�ethode de trac�e par d�efaut utilise celle de la classe Riemann, c'est-�a-dire
que pour tout point de coordonn�ee complexe z, de num�ero de feuillet k, le point de
l'espace d�e�ni par

2
4 <(z)
=(z)
Arg(z)

3
5

o�u Arg(z) = arg(z) + 2k�. De plus, le formalisme de couleur consistant �a a�ecter
�a chaque point une couleur correspondant �a l'argument de la valeur de la variable
d'int�egration correspondant �a ce point a �et�e adopt�e.

5.7.3 Coh�erence des num�eros de feuillet des valeurs calcul�ees

La planche 5.1 montre plusieurs exemples d�evelopp�es pour illustrer l'usage de
l'algorithme expos�e en 5.4. Cette planche montre l'usage des num�eros de feuillet a�n
de garantir l'holomorphie de la solution calcul�ee. Aucune des int�egrations e�ectu�ees
pour obtenir les �gures pr�esentes sur cette planche n'ont e�ectu�e des appels r�ecursifs.
Les trois premi�eres �gures de cette planche (5.5, 5.6, 5.7) reprennent l'exemple expos�e
pr�ec�edemment.

Figure 5.5 : L'int�egration compl�ete (c'est-�a-dire sur la totalit�e du cercle d'int�e-
gration, le cercle centr�e en 0 de rayon 1) de l'�equation (3.2) est pr�esent�ee sur cette
�gure. Les param�etres de l'�equation sont � = � = 1

2
. La condition initiale a pour

valeur (1; 1). La courbe de la solution calcul�ee avec les nombres complexes usuels
poss�ede quatre points anguleux.

Figures 5.6 et 5.7 : La premi�ere �gure montre l'int�egration compl�ete sur le cercle
en utilisant l'algorithme 5.5.0.1, avec les mêmes param�etres que pr�ec�edemment, la
valeur de la tol�erance angulaire �etant �x�ee �a 0:5. La seconde �gure superpose les
deux courbes 5.6 et 5.5. Aucun appel r�ecursif ne s'est produit durant le calcul, ce qui
semble indiquer que la fonction d�e�nissant l'�equation di��erentielle (3.2) n'a pas eu de
variations importantes de son argument pendant le d�eroulement de l'int�egration. La
solution dessin�ee est bien lisse, et correspond �a la vraie solution de la même �equation
(sur la �gure 5.1d).

Les �gures 5.9 et 5.10 reprennent l'int�egration de cette même �equation, mais en
faisant varier les conditions initiales.
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y0

Fig. 5.5: Solution ob-
tenue avec les nombres
complexes usuels

y0

Fig. 5.6: Coh�erence des
num�eros de feuillet

y0

Fig. 5.7: Superposition
des deux courbes

0y

Fig. 5.8: Cas y0 > 0

0y

Fig. 5.9: Cas y0 = �1

0y

Fig. 5.10: Cas y0 < 0

Tab. 5.1: R�esultats de l'int�egrateur 5.5.0.1
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Figure 5.9 et 5.10 : La �gure 5.9 montre l'int�egration de l'�equation �a partir de la
condition initiale (1;�1). Aucun appel r�ecursif ne s'est produit durant l'int�egration,
et de plus les valeurs de la solution ont toujours un num�ero de feuillet qui reste co-
h�erent. Cela peut être lu sur la �gure, par la continuit�e des arguments de la solution.
Le passage d�elicat pendant cette int�egration se pr�esente lorsque la courbe s'approche
de 0, o�u l'argument principal de la solution passe brusquement de � �a ��. La dis-
cr�etisation du cercle d'int�egration (N = 50) su�t dans ce cas pour passer les tests
de tol�erance angulaire et donc les crit�eres de continuit�es de l'argument de la solution
sont v�eri��es. La �gure 5.10 montre d'autres int�egrations, pour des valeurs de y0 allant
de �1 �a �4. Les di��erentes solutions ainsi calcul�ees reviennent toutes �a leur point de
d�epart, ce qui n'est pas le cas pour l'exemple suivant.

Figure 5.8 : Cette �gure reprend la courbe pr�esent�ee en 5.6, mais cette fois d�epli�ee
dans l'espace, en utilisant la m�ethode de visualisation par d�efaut de la classe Riemann.
La seconde courbe trac�ee correspond �a une autre condition initiale, (1; 4), et les
deux solutions ont le même comportement. Les courbes ne sont pas ferm�ees, bien
qu'en projection sur C , les valeurs des extr�emit�es de la courbe sont �egales. Cette
di��erence tient au fait que pour avoir des r�esultats corrects pour les d�eterminations de
la fonction �a �evaluer, les valeurs de la solution ont �et�e a�ect�ees de num�eros de feuillet
allant de 0 �a 2, et donc les courbes ne sont pas ferm�ees sur la �gure. Cette �gure est
int�eressante, car elle pourrait motiver une �etude pouss�ee de la solution permettant de
consid�erer les num�eros de feuillet de ses valeurs modulo 2 : en e�et, la solution exacte
de l'�equation di��erentielle, bien que nous la consid�erions sur la surface de Riemann
du logarithme, est en fait bien d�e�nie sur une surface compacte de genre topologique
�egal �a deux. Cela signi�e en particulier que deux �el�ements de cette surface dont les
num�eros de feuillets di��erent de deux peuvent être identi��es. Cependant, connâ�tre
a priori le genre topologique de la surface de d�e�nition de la solution d'une �equation
di��erentielle est un probl�eme di�cile, et cela explique pourquoi nous nous sommes
restreints �a l'�etude de ce genre de fonctions sur le recouvrement universel de leur
surface de d�e�nition.

5.7.4 Illustration des appels r�ecursifs

La planche 5.2 montre une deuxi�eme s�erie d'exp�eriences illustrant les appels r�e-
cursifs dans l'algorithme 5.5.0.1, et leur int�erêt pour �eviter d'avoir �a pr�evoir une
discr�etisation trop �ne du chemin d'int�egration. Pour cela, l'�equation (3.2) a �et�e
consid�er�ee, avec 5

2
comme valeur pour les deux param�etres � et �. Le but derri�ere

cette a�ectation est de permettre �a la fonction d�e�nissant l'�equation di��erentielle
d'avoir d'importantes variations de son argument, pour que la continuit�e de l'argu-
ment des solutions calcul�ees ne soit pas assur�ee, �a la valeur de la tol�erance angulaire
pr�es, et donc de provoquer des appels r�ecursifs de l'int�egrateur.

Toutes les �gures sur cette planche sont orient�ees de la même fa�con, c'est-�a-dire
sur le plan (0x; 0z). Les courbes obtenues partent toutes d'une condition initiale y0,
d'argument n�egatif (et de num�ero de feuillet �x�e �egal �a 0), et leur altitude d�ecroit au
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-1 - i

Fig. 5.11: N = 100

-1.2 - 1.2 i

Fig. 5.12: N = 100

-1.4 - 1.4 i

Fig. 5.13: N = 100 :
deux appels r�ecursifs

-1 - i

Fig. 5.14: N = 200

-1.4 - 1.4 i

Fig. 5.15: N = 200 : pas
d'appels r�ecursifs

-1.4 - 1.4 i

Fig. 5.16: Superposition
des deux courbes

Tab. 5.2: Test des appels r�ecursifs de l'int�egrateur 5.5.0.1
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cours de l'int�egration. Cela signi�e que les num�eros de feuillet seront n�egatifs, voire
strictement n�egatifs.

Figures 5.11, 5.12 et 5.13 : Cette premi�ere s�erie d'exp�eriences a �et�e obtenue en
consid�erant une discr�etisation �a 100 points du chemin d'int�egration. Les conditions
initiales ont �et�e prises �a (1;�1 � i) pour la �gure 5.11, �a (�1:2;�1:2i) pour la �-
gure 5.12, et �a (�1:4;�1:4i) pour la �gure 5.13. La troisi�eme �gure a �et�e obtenue
par une int�egration ayant e�ectu�e deux appels r�ecursifs cons�ecutifs (et non pas im-
briqu�es). Cela se produit lorsque la continuit�e de l'argument de la solution calcul�ee
ne peut pas être assur�ee, �a la tol�erance angulaire pr�es. La zone de la courbe corres-
pondant �a ce ph�enom�ene a �et�e entour�ee d'un rectangle en pointill�es sur les �gures.
Lorsque le module de la valeur initiale de y0 augmente, la partie de la courbe pr�esente
dans cette zone a tendance a devenir de plus en plus anguleuse. Ainsi, sur la derni�ere
�gure, un certain nombre de valeurs ont �et�e calcul�ees de mani�ere r�ecursives, et ces
valeurs interm�ediaires n'apparaissent pas sur la �gure. La correction de ces valeurs
peut n�eanmoins être v�eri��ee si la discr�etisation du chemin d'int�egration est rendue
plus �ne.

Figures 5.14, 5.15 et 5.16 : La discr�etisation du chemin d'int�egration a �et�e �x�ee
�a 200 points pour les trois int�egrations correspondant aux trois �gures. Sur la �-
gure 5.14, ce ra�nement de la discr�etisation donne comme r�esultat une courbe plus
lisse, ce qui est normal car il a �et�e utilis�e deux fois plus de points pour l'obtenir.
L'int�egration menant �a la �gure 5.15 n'a pas e�ectu�e d'appels r�ecursifs : la zone plate
de la �gure 5.13 a ici �et�e remplac�e par deux segments, et l'int�egrateur a pu assurer
la continuit�e de l'argument de la solution �a la tol�erance pr�es grâce �a ce ra�nement
de la discr�etisation. La �gure 5.16 permet de v�eri�er que les valeurs obtenues en cas
d'appels r�ecursifs et celles obtenues en cas de ra�nement global de la discr�etisation
sont bien coh�erentes.

5.7.5 Conclusion

Nous avons cherch�e �a montrer dans ce chapitre que, bien que la prise en compte
des num�eros de feuillet durant les calculs num�eriques peut parâ�tre fastidieuse �a
premi�ere vue (avec la consid�eration des ind�eterminations notamment), elle pr�esente
n�eanmoins de nombreux avantages sur des applications pr�ecises, comme ici sur des
int�egrations num�eriques d'�equations di��erentielles. De plus, la prise en compte des
ind�eterminations comme exceptions permet d'impl�ementer de tels algorithmes de
mani�ere e�cace, sans recourir �a des techniques de prolongement analytique, coûteuses
en temps de calcul, et sans trop de di�cult�es techniques. Une double g�en�eralisation
de ce principe pourrait être envisag�ee :

{ Une extension de ce principe �a des m�ethodes num�eriques plus �evolu�ees que la
m�ethode d'Euler, qui a le m�erite d'être extrêmement simple �a programmer,
mais qui n'est qu'une m�ethode d'ordre 1, et donc ne donne pas des r�esultats
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num�eriques de bonne qualit�e. Une �eventuelle extension �a des m�ethodes telles que
Runge-Kutta serait probablement int�eressante �a mettre en oeuvre, bien qu'elle
multiplierait les sources possibles d'ind�eterminations, et donc la complexit�e de
programmation de la m�ethode.

{ Une extension de ce principe �a la d�etection non plus des discontinuit�es de l'ar-
gument de la solution calcul�ee, mais aussi �a des discontinuit�es d'ordres plus
�elev�es. Par exemple, lorsqu'une courbe repr�esentant une solution se pr�esente
tangentiellement �a une coupure, l'int�egrateur n'est pas en mesure de d�etecter
une erreur de d�etermination �a cette �etape. Il pourrait être int�eressant d'�etudier
le probl�eme de la d�etection de ces comportements, de mani�ere rapide, c'est-�a-
dire sans avoir �a examiner le d�eveloppement en s�erie de Taylor de la solution
de l'�equation di��erentielle.
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Troisi�eme partie

L'environnement graphique GANJ
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Chapitre 6

Le principe g�en�eral

L'environnement graphique Ganj est pr�evu pour fournir des moyens simples de
visualiser des objets math�ematiques, �a partir de donn�ees calcul�ees dans des pro-
grammes qui ne poss�edent pas de moyens pour r�ealiser eux-mêmes cette visualisa-
tion. L'environnement graphiqueGanj peut donc être mis en commun entre plusieurs
programmes, et donc permettre de comparer facilement des r�esultats issus de pro-
grammes di��erents. Cet envitonnement est bas�e sur un mod�ele Client/Serveur, que
nous allons d�etailler dans ce chapitre. Les deux chapitres suivants d�etailleront une
impl�ementation du serveur Ganj , puis deux interfaces de programmation (en C++
et en Maple).

Notons cependant que le chapitre 7 d�ecrit une impl�ementation particuli�ere du mo-
d�ele, et que cette impl�ementation peut être r�ealis�ee de plusieurs mani�eres di��erentes.
Ainsi, celle qui sera d�ecrite par la suite correspond �a la version de d�eveloppement
2 du serveur, alors qu'une troisi�eme version plus puissante et permettant de mieux
tirer parti du mat�eriel acc�el�er�e a �et�e mise au point plus tard. Cette derni�ere impl�e-
mentation est d�ecrite sur le site http://www-lmc.imag.fr/~testard/GII. Ces deux
versions sont n�eanmoins conforme au même mod�ele, qui est l'objet de ce chapitre.

6.1 Introduction

Le mod�ele Client/Serveur dans le domaine des applications distribu�ees est uti-
lis�e dans le d�eveloppement d'applications o�u un ou plusieurs proccesus (les clients),
�eventuellement r�epartis sur des sites distants, doivent communiquer ou ex�ecuter un
traitement au niveau d'un processus d�edi�e (le serveur). Dans ce type d'application,
les processus clients interagissent avec le processus serveur soit par le biais de primi-
tives de communications par �echange de messages (MPI), soit en utilisant un mod�ele
de programmation de type proc�edural (RPC). Dans le cas de cette derni�ere forme
d'interaction, les clients r�ealisent des appels de proc�edure �a distance pour r�ealiser un
traitement au niveau du serveur. L'�echange d'informations s'�etablit alors pendant le
transfert des param�etres des proc�edures et de leur r�esultat.

Dans ces deux modes de programmation, les clients �emettent des requêtes �a des-
tination du serveur, requêtes donnant lieu �a un traitement sp�eci�que de la part du
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serveur. Si un client peut transmettre plusieurs requêtes de mani�ere concurente au
niveau du serveur, on parle alors d'un mode de fonctionnement asynchrone, alors que
si l'ex�ecution du client est suspendue jusqu'�a la compl�etion d'une requête, on parle
alors de mode de fonctionnement synchrone.

La mise en oeuvre d'une application Client/Serveur peut pr�esenter plusieurs di�-
cult�es lors de son impl�ementation. En e�et, la gestion de la distribution des di��erents
processus clients et serveurs r�epartis sur des sites potentiellement h�et�erog�enes n�e-
cessite la prise en compte de probl�emes tels que les di��erences de repr�esentation
interne des donn�ees sur des machines di��erentes, la �abilit�e et l'int�egrit�e du transfert
d'informations.

Un tel mod�ele a de plus d�ej�a �et�e utilis�e pour Izic, a�n de permettre l'exploitation
graphique des r�esultats de programmes �ecrits dans des syst�emes de Calcul Formel.
Cette solution ne nous a pas paru satisfaisante, essentiellement �a cause des nouveaux
standards et outils qui ont �emerg�e depuis sa conception. Nous donnerons dans la
section 6.4 une id�ee de ces nouveaux outils.

Nous allons maintenant �etudier l'int�erêt de ce mod�ele pour l'exploitation gra-
phique de donn�ees en provenance d'applications clientes.

6.2 Le mod�ele GANJ

Pour appliquer le principe ci-dessus �a l'environnement graphique sp�eci��e dans
le chapitre 3, les rôles respectifs du serveur et des clients doivent être pr�ecis�ement
d�e�nis.

6.2.1 Le serveur

Le serveur re�coit des requêtes sous forme de messages de la part d'un client : ces
messages transitent g�en�eralement par le r�eseau. Dans le cas particulier d'un environ-
nement graphique Client/Serveur, ces requêtes sont g�en�eralement compos�ees d'une
ou de plusieurs instructions graphiques, instructions sp�eci��ees (c'est-�a-dire qu'elles y
sont d�e�nies, ainsi que leur utilisation) dans un protocole.

La �gure 6.1 montre l'architecture g�en�erale du serveur graphique. Lorsque le ser-
veur re�coit un message, par l'interm�ediaire d'une interface de communication, ce
message doit être d�ecod�e a�n d'obtenir la requête y correspondant. L'encodage des
requêtes pr�esente ici deux int�erêts :

{ Il permet d'assurer la compatibilit�e entre plusieurs types de machines. En e�et,
les nombres manipul�es (par exemple les sommets d'un triangle dans l'espace)
sont souvent de type 
ottant, et donc sont soumis �a diverses m�ethodes de codage
de mani�ere interne �a une architecture. Un format standard pour les nombres

ottants doit donc être consid�er�e, et chaque impl�ementation (d'un serveur ou
d'un client) dispose des primitives d'encodage ou de d�ecodage lui permettant
de se conformer �a ce format standard.
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{ Il permet de regrouper plusieurs instructions dans la même requête (bu�eri-
zation). Le d�ecodage consiste dans ce cas �a retrouver �a partir d'une requête
l'ensemble des instructions qui la composent.

Les instructions graphiques sp�eci��ees par le client obtenues apr�es d�ecodage sont
adress�ees ensuite �a l'interpr�eteur graphique, qui les transforme en requêtes vers le ma-
t�eriel, et donc, du point de vue de l'utilisateur, en r�esultats graphiques. Le d�ecodage
des messages, l'interpr�etation et la g�en�eration des r�esultats graphiques correspondant
�a la requête du client sera d�esign�e dans la suite par traitement graphique.

Le serveur peut de plus activer certains m�ecanismes de s�election a�n de prendre
en compte des interactions avec un utilisateur (par exemple le r�esultat d'un pointage
�a la souris e�ectu�e par un utilisateur). Dans ce cas, une fois que ces m�ecanismes de
s�election ont r�ecup�er�e une valeur, le serveur peut renvoyer cette valeur au client qui
l'a requise, apr�es l'avoir encod�ee.

Vers les clients

Décodeur/encodeur d’instructions

Matériel

Graphique

Interpréteur Gestionnaire

d’entrées utilisateur

Bibliothèque de communications

Fig. 6.1: Les di��erentes composantes du serveur

L'int�erêt du d�ecoupage en couche montr�e sur la �gure 6.1 permet de modulariser
la di��erentes actions du serveur, et par l�a même de sp�ecialiser certaines parties du
serveur : par exemple, le d�ecodage de nombres cod�es en double pr�ecision peut être
optimis�e sur certains types de mat�eriel, la partie graphique peut aussi être adapt�ee �a
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la prise en compte d'acc�el�erateurs mat�eriels, et la partie de d�ecodage des instructions
peut être parall�elis�ee pour un d�ecodage plus e�cace des instructions graphiques.

6.2.2 Le client

La �gure 6.2 montre l'architecture g�en�erale d'une application cliente. Le client
envoie des requêtes au serveur, qui sont encod�ees avant d'être transmises �a la biblio-
th�eque de communication. Ces requêtes sont compos�ees d'instructions graphiques (les
primitives g�eom�etriques standards pour la mod�elisation de sc�enes 3D, des primitives
permettant de d�e�nir des options) et de requêtes autorisant les interactions avec un
utilisateur. Ce dernier type de requêtes est pr�evu lorsque l'ex�ecution d'une application
cliente est soumise �a un choix de l'utilisateur (par exemple, la sp�eci�cation graphique
d'une valeur). Dans ce cas particulier, le client transmet une telle requête au serveur
qui doit lui renvoyer un r�esultat. Ce r�esultat peut être le r�esultat attendu par l'uti-
lisateur (des valeurs num�eriques), ou une annulation du processus de s�election. Ce
r�esultat sera ensuite transmis au client via la biblioth�eque de communications.

Bibliothèque de communication

Vers le serveur

Décodeur/encodeur de requêtes

Application de calcul

Fig. 6.2: Architecture g�en�erale des clients

Le protocole sp�eci�ant les di��erentes instructions graphiques est commun au ser-
veur et aux clients. De mani�ere g�en�erale, un client e�ectue un calcul, puis envoie au
serveur les requêtes qui permettront d'exploiter graphiquement ce calcul. Ces requêtes
peuvent être �emises pendant le calcul (on parle notamment de la g�en�eration de traces
graphiques dans le programme), ou apr�es que le calcul soit �ni (les requêtes sont
bu�eris�ees). Dans les exemples de la partie IV, le principe est d'abord de calculer un
premier ensemble de valeurs, puis d'exploiter graphiquement ces valeurs, d'attendre
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une r�eponse d'un utilisateur et de recommencer depuis le d�ebut avec les nouvelles
valeurs sp�eci��ees par l'utilisateur.

6.3 Int�erêt du mod�ele

Les �gures 6.1 et 6.2 montrent que les clients et le serveur sont deux entit�es
ind�ependantes, pouvant communiquer entre elles. Par cons�equent, rien n'oblige ces
deux entit�es �a coexister (physiquement) sur la mêmemachine. En e�et, de nombreuses
biblioth�eques de communication permettent d'envoyer et de recevoir des donn�ees par
un r�eseau, tout en garantissant leur int�egrit�e. Cela permet d'envisager une situation
comme celle d�ecrite sur la �gure 6.3. Cette situation peut se r�ev�eler avantageuse, �a
condition que les communications par le r�eseau soient su�samment e�caces (latences,
etc ...).

E/C

au graphique

Client

Architecture d�edi�ee Architecture d�edi�ee
aux calculs en 
ottants

Serveur E/C

Fig. 6.3: Un exemple d'utilisation

La con�guration d�ecrite sur la �gure 6.3 permet de localiser les op�erations gra-
phiques (g�en�eralement coûteuses en temps de calcul si elles ne sont pas acc�el�er�ees
mat�eriellement) sur une architecture d�edi�ee �a ce type d'op�erations, mais aussi de lo-
caliser les calculs proprement dits sur des architectures optimis�ees pour les calculs
en nombres 
ottants. Cela permet d'esp�erer une exploitation e�cace des resources
propres �a chaque machine.

Le codage des instructions que le client adresse au serveur permet de s'a�ran-
chir de contraintes de langage en consid�erant plutôt une grammaire, qui sera d�ecrite
ult�erieurement en 6.5. Cette grammaire s'exprime de mani�ere sous-jacente dans la
d�e�nition du protocole de communication entre client et serveur, et se trouve être
ind�ependante non seulement du langage de programmation du client, mais aussi du
type de machine sur lesquelles sont bas�ees les di��erentes composantes du mod�ele.
Cela permet notamment de pouvoir choisir de mani�ere ind�ependante les langages
de programmation, les syst�emes d'exploitation et le type de chaque machine pour
chaque composante du mod�ele. Ainsi, les clients peuvent être impl�ement�es en uti-
lisant un langage de programmation adapt�es �a leurs caract�eristiques. Par exemple,
un client peut être �ecrit en utilisant l'interface de programmation �ecrite sous Maple,
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alors que le serveur peut être programm�e en C, sans que cela ait une importance sur
les r�esultats graphiques g�en�er�es.

La centralisation au niveau du serveur des appels �a des primitives graphiques
permet de faire assumer au serveur l'aspect de manipulation de sc�enes graphiques,
ainsi que l'aspect interactivit�e, et permet de donner une interface standard et unique
�a toutes les exp�eriences puisque seuls les clients changent, pas le serveur. Ce principe
permet de fournir une certaine facilit�e d'utilisation aux utilisateurs de l'environne-
ment graphique.

A�n de permettre �a un utilisateur de contrôler au maximum la validit�e de l'ex-
ploitation graphique de ses donn�ees, une grammaire assez rigide a �et�e mise en place,
associ�ee �a un m�ecanisme de contrôle des instructions �emises par un client. Ainsi, une
instruction hors de son contexte sera d�etect�ee et une erreur sera renvoy�ee au client.
Nous verrons d'ailleurs en 7.3 que le traitement des erreurs peut être de deux natures
di��erentes : soit exhaustif, avec un m�ecanisme de compte-rendus au client pour toutes
les requêtes, soit simpli��e au pro�t d'un gain important en termes de puissance.

6.4 Choix d'impl�ementation

En ce qui concerne les traitements graphiques et r�eseaux au niveau du serveur,
il est particuli�erement important de bien choisir les outils qui vont être utilis�es. Ces
outils doivent être :

conformes �a des standards : en e�et, le serveur Ganj, ainsi que ses clients, ne
doivent pas être d�ependants des changements de version d'une biblioth�eque ou
d'un outil particuliers. De plus, il est souhaitable que le serveur puisse �evoluer
de mani�ere conjointe avec les outils utilis�es, et cela sans pr�evoir des versions
particuli�eres.

r�esidents sur de nombreux types de machines : dans l'optique d'exp�erimen-
tations massives, il est int�eressant de pouvoir s'a�ranchir d'un type de machines
particulier, car cela permet une plus grande souplesse d'utilisation.

Ces deux points ont donc particuli�erement motiv�e les deux choix suivants :

6.4.1 Graphique

OpenGL [NDW93, Kil96, SA96] est un standard graphique pour le rendu en trois
dimensions, impl�ement�e sur plusieurs sortes de machines : il en existe des impl�e-
mentations mat�erielles (sur des machines comme des Silicon Graphics, IBM{RS6000,
SUN1), mais aussi des impl�ementations logicielles, fonctionnant sur de nombreux
types de machines et de syst�emes d'exploitation (comme l'impl�ementation gratuite
Mesa, conforme au standard OpenGL1.1). G�en�eralement, chaque impl�ementation
propre �a un type de machines exploite au mieux les ressources de la machine : ce

1bien que l'impl�ementation de SUN ne respecte pas tout �a fait le standard.
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point est particuli�erement sensible en ce qui concerne les acc�el�erations mat�erielles
[Kil97].

OpenGL est associ�e �a GLX dans le syst�eme de fenêtrage X Window, qui est un
protocole permettant �a OpenGL de fonctionner sur un r�eseau, par le biais du serveur
X [Kil96].

6.4.2 Communications

TCP/IP[Ste90, CS91, CS93] est un protocole de communications compos�e de deux
parties :

{ IP est un protocole d'envoi de donn�ees sur le r�eseau,

{ TCP est un protocole qui g�ere les communications entre deux machines. Il
permet de plus de s'assurer l'int�egrit�e des donn�ees et de communiquer par
sockets.

Le protocole TCP/IP permet de communiquer simplement sur un r�eseau, par
l'envoi de paquets de donn�ees entre deux machines, en particulier UNIX, ce protocole
�etant impl�ement�e sur la quasi-totalit�e des machines UNIX existant �a ce jour. De
plus, le parc de machines utilis�ees pouvant être de nature h�et�erog�ene, l'�echange de
donn�ees entre deux programmes s'ex�ecutant sur des machines di��erentes est rendu
particuli�erement facile par l'utilisation de ce standard.

6.5 La grammaire de Ganj

Une interface de programmation permet de faire l'interface entre un langage de
programmation et les structures de donn�ees propres �a une impl�ementation : elle est
compos�ee d'un ensemble de primitives permettant de manipuler ces structures de
donn�ees. Nous noterons par la suite API pour Application Programming Interface.
Notons d'abord qu'une API est associ�ee �a un langage et �a un concept de program-
mation, alors que l'architecture g�en�erale des clients d�ecrite dans le paragraphe 6.2.2
ne l'est pas. Plutôt que de d�ecrire une API, nous d�ecrirons une grammaire, qui sera
appliqu�ee �a chaque langage ou concept de programmation.

Les API qui ont �et�e impl�ement�ees sont des sp�ecialisations �a certains langages
de programmation ou �a certains concepts de la grammaire que nous allons d�ecrire.
Pendant l'ex�ecution d'un programme, les appels aux primitives composant l'API
construisent des messages qui sont envoy�es au serveur, messages en accord avec cette
grammaire.

Cette grammaire est d�ecrite dans la table 6.1, page 120, dans le formalisme BNF,
avec les �el�ements du vocabulaire terminal en gras.
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GANJProgram ::= Inits PackedInstructions Close

PackedInstructions ::= Instruction PackedInstructions

Instruction ::= UserInput

j Con�gRequesta

j GlobalOption

j BeginEndPair

UserInput ::= MouseInput

j KeyboardInput

j MixedInput

GlobalOption ::= Xmin

j Xmax

j Ymin

j Ymax

j Zmin

j Zmax

j QueryDL

j NeedLib

j NeddFunc

j CustomGlobalOption

BeginEndPair ::= Begin BeginEndPairInstructions End

BeginEndPairInstructions ::= GraphicInstruction BeginEndPairInstructions

GraphicInstruction ::= Packed

j LocalOption

j Action

LocalOption ::= Color

j Dashpatterna

j PackedMode

j Outline

j Normal

j CustomLocalOption

Action ::= Point

j Segment

j Triangle

j Quadrangle

j CustomAction

aFonctionnalit�es non encore impl�ement�ees.
a

Tab. 6.1: La grammaire de Ganj
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6.6 Le principe d'une session

Nous appellerons session l'ensemble des �echanges de donn�ees entre le serveur et
un client. Une session commence par une connection du client au serveur2. Lorsqu'un
client noti�e au serveur qu'il essaie de se connecter, le serveur d�etermine alors un ca-
nal de communication (sous UNIX, un socket) par lequel vont transiter l'ensemble des
messages constituant la session. Apr�es une phase d'initialisation, o�u client et serveur
�echangent leurs caract�eristiques, le client peut �emettre en direction du serveur des re-
quêtes de types particuliers : les GANJ Rep (pour repr�esentation), les GANJ SubRep
(pour sous-repr�esentation) et les GANJ UserInput. Chacun de ces types de requêtes
se retrouvent dans la grammaire d�ecrite en 6.5.

Les GANJ Rep : d'un point de vue logique, les instructions qui entrent dans cette
cat�egorie sont celles qui ont une in
uence sur la totalit�e des instructions qui
suivront. Si par exemple un client �emet une requête contenant une instruction
Xmin, cela signi�e que la sc�ene compos�ee ne prendra pas en compte les (futures)
instructions dont les sommets auront une valeur de x inf�erieure �a la valeur
sp�eci��ee par l'argument de l'instruction Xmin.

Les GANJ SubRep : la di��erence avec la cat�egorie pr�ec�edente tient �a l'introduc-
tion d'une notion de port�ee : certaines instructions ont une port�ee limit�ee par la
validit�e de la GANJ SubRep. Cette cat�egorie d'instruction comprend d'une part
les \vraies" instructions graphiques (les actions), et d'autre part des instruc-
tions qui n'ont pas la mêmeport�ee que celles contenues dans une GANJ Rep (les
options locales). Si par exemple un client �emet l'instruction Color, l'ensemble
des actions requises par la suite ne n�ecessitant pas la sp�eci�cation d'une couleur
utiliseront la couleur sp�eci��ee comme argument de Color, ceci jusqu'�a la pro-
chaine instruction Color rencontr�ee par l'interpr�eteur graphique, ou jusqu'�a la
�n de la validit�e de la GANJ SubRep.

Les GANJ UserInput : cette cat�egorie d'instruction particuli�ere permet �a un client
de d�eclencher l'activation au niveau du serveur d'un mode int�eractif, a�n de r�e-
cup�erer des valeurs sp�eci��ees par l'utilisateur.

Ce partitionnement \rigide" en trois grands types d'instructions est motiv�e par
de multiples raisons.

{ Une des premi�eres motivations est de rapprocher la grammaire de Ganj de
celle d'OpenGL, qui est elle-même extr�emement rigide. Dans ce cadre, les
GANJ SubRep correspondent aux paires Begin/End d'OpenGL [NDW93]. Cela
permet de ne pas avoir �a ordonner les instructions issues des clients pour les
rendre conformes �a la grammaire d'OpenGL, et en cons�equence de b�en�e�cier des
mêmes acc�el�erations que si le client �emettait directement des appels OpenGL.
Ainsi, le regroupement des instructions g�en�erant des primitives g�eom�etriques
dans la cat�egorie des GANJ SubRep permet de ne pas g�en�erer d'erreurs en
provenance de la couche OpenGL sous-jacente.

2cela signi�e notamment que le serveur est constamment en attente d'une connection.
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{ D'autre part, les di��erentes actions sont toutes regroup�ees dans une même
GANJ SubRep a�n de rendre leur traitement (c'est-�a-dire leur d�ecodage, v�eri-
�cation et interpr�etation) asynchrone3. Cela peut mener �a des traitements en
parall�ele de requêtes issues du même client, et cela peut apporter en cons�equence
une am�elioration des performances du serveur.

{ Les GANJ UserInput n�ecessitent un traitement particulier de la part du serveur.
En e�et, lorsqu'une instruction de cette cat�egorie est requise par un client, le
serveur active son mode interactif. Cela n�ecessite ainsi que le serveur trace les
sc�enes d�ej�a compos�ees, et pour cette raison une GANJ UserInput ne peut pas
être ex�ecut�ee pendant une phase de sp�eci�cation de sc�ene, et donc �a l'int�erieur
d'une GANJ SubRep. Par contre, une GANJ UserInput doit être attach�ee �a
une GANJ Rep, a�n de b�en�e�cier des trac�es pr�ec�edemment e�ectu�es, et des
options globales.

{ En�n, des instructions particuli�eres ont �et�e sp�eci��ees dans la grammaire, per-
mettant d'ex�ecuter du code pr�ecompil�e, pr�esent dans des librairies et charg�e
dynamiquement. A�n de garantir une s�ecurit�e de fonctionnement au niveau du
serveur, puisque certaines instructions comprises dans ces instructions peuvent
g�en�erer des erreurs au niveau de la couche OpenGL, une des cat�egories ci-
dessus doit être obligatoirement a�ect�ee �a chacune de ces instructions. Cette
a�ectation revient au programmeur de l'application cliente, puisque celui-ci est
a priori le seul �a savoir quels types d'appels de fonctionalit�es d'OpenGL sont
pr�esentes dans le code charg�e dynamiquement, et donc dans quelle cat�egorie
ranger ces instructions. La rigidit�e de la classi�cation permet donc de garantir
un certain niveau de s�ecurit�e dans l'ex�ecution des ces instructions non connues
statiquement par le serveur.

3cela demande cependant un certain e�ort de synchronisation de la part du programmeur d'une
application cliente, en particulier pour l'utilisation des options locales
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Nous allons �etudier les d�etails (techniques) d'une impl�ementation qui a �et�e r�ealis�ee
e�ectivement, dans un environnement UNIX. Nous verrons ainsi quels ont �et�e nos
choix en ce qui concerne l'interpr�eteur graphique (en particulier, les choix concernant
le mod�ele de programmation graphique, de syst�eme de fenêtrage ainsi que la bô�te
�a outils utilis�ee pour l'interface graphique), avant d'�etudier les aspects reli�es aux
requêtes proprement dites (c'est-�a-dire le traitement des erreurs, le d�ecodage des
donn�ees et la biblioth�eque de communication).

7.1 L'interpr�eteur graphique

7.1.1 La librairie graphique

La partie graphique est programm�ee avec Mesa, qui est une impl�ementation lo-
gicielle gratuite d'OpenGL. Ce choix peut sembler �a premi�ere vue limitatif, car l'in-
formatique graphique peut avoir des besoins en termes de puissance tellement im-
portants que le choix d'une librairie uniquement logicielle peut sembler p�enalisant,
notamment en terme de performances. Cependant, ce jugement peut être nuanc�e,
grâce aux points suivants :

{ Mesa, comme les impl�ementations mixtes logicielles/mat�erielles d'OpenGL, est
l'impl�ementation d'un standard. Cela signi�e que non seulement les API (d�e-
�nies en 6.5) sont point par point identiques, mais que les e�ets d'un appel
d'une primitive de l'API sont strictement d�e�nis dans les sp�eci�cations du
standard[Kil97]. Ainsi, la même application faisant appel �a des primitives de
l'API d'OpenGL peut utiliser indi��erement n'importe quelle impl�ementation
d'OpenGL1, et ses r�esultats sont sens�es être les mêmes. Bien que le serveur
Ganj n'a pas pu encore être test�e sur des machines o�u r�eside une impl�ementa-
tion mat�erielle d'OpenGL (pour des raisons bassement mat�erielles de manque
de moyens) il serait int�eressant de voir si ce point peut être test�e.

1de plus, grâce �a des m�ecanismes d'�edition dynamique de liens, une recompilation du serveur
n'est th�eoriquement pas obligatoire.
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{ En g�en�eral les impl�ementations d'OpenGL sont payantes, ou fournies avec cer-
taines machines, ce qui peut être p�enalisant quant �a la di�usion d'un logiciel,
au moins dans la communaut�e scienti�que. Mesa est une impl�ementation sha-
reware d'OpenGL, et de fait peut être r�ecup�er�ee par n'importe quelle personne
int�eress�ee.

Les diverses impl�ementations d'OpenGL (logicielles, mat�erielles) fonctionnent de
la même fa�con. Les divers objets �a repr�esenter sur un �ecran sont sp�eci��es sous forme
de sommets, et sont empil�es sur un pipeline graphique. Suivant le mode sp�eci��e (par
exemple des triangles), et suivant les di��erentes options ou modes de repr�esentation
(par exemple, sans rendu de lumi�ere, mais avec un ombrage port�e sur les triangles)
la sc�ene sera repr�esent�ee dans un bu�er (le frame bu�er) �a partir du d�ecodage des
sommets (dans l'exemple des triangles, trois sommets par trois). Ce fonctionnement2

apporte une souplesse consid�erable tout en laissant de grandes facilit�es pour acc�el�erer
le processus, notamment de mani�ere mat�erielle.

L'interpr�eteur graphique, lorsqu'il traite une instruction, la transforme en un cer-
tain nombre de primitives �el�ementaires d'OpenGL et fait appel �a ces primitives. Par
le biais des m�ecanismes internes d'OpenGL, ces primitives seront interpr�et�ees par la
suite, et le rendu de la sc�ene tri-dimensionnelle �nale sera e�ectu�e par OpenGL.

Les instructions pouvant être trait�ees par l'interpr�eteur graphique peuvent être
de deux types :

les instructions simples : ce sont les instructions pr�esentes par d�efaut dans la
grammaire, comme par exempleTriangle, Xmin ou Normal. �A ce type d'ins-
tructions correspond g�en�eralement une primitive graphique d'OpenGL, ce qui
fait que lorsque le serveur ne traite que des instructions simples, il permet
d'ex�ecuter �a distance du code OpenGL, sur une machine a priori non pr�evue
pour cela. L'int�erêt principal est de piloter une application r�ealisant des ap-
pels OpenGL sur un ensemble de machines, en particulier ne supportant pas
l'extension GLX.

les instructions complexes : ces intructions sont charg�ees dynamiquement sur re-
quête du client, c'est-�a-dire qu'elles sont accessibles au serveur sous forme de
librairies. Le serveur charge le code correspondant �a l'instruction lorsque le
client le lui noti�e par l'interm�ediaire des instructionsNeedLib etNeedFunc,
et ex�ecute le code pr�ec�edemment charg�e lorsque le client requiert les intructions
CustomAction, CustomLocalOption ou CustomGlobalOption. Ces ins-
tructions complexes permettent d'ex�ecuter du code sur la machine h�ebergeant
le serveur, et ainsi permet de faire l'�economie des transferts sur le r�eseau des
di��erentes donn�ees g�eom�etriques pr�esentes dans l'instruction. Nous reviendrons
plus en d�etail sur ces primitives dans le chapitre 8.2, lors de la description de
l'API C++.

2pour plus de d�etails, voir [Kil96].
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7.1.2 Le syst�eme de fenêtrage

Les sp�eci�cations d'OpenGL en font un standard graphique g�en�eral, a priori ind�e-
pendant du syst�eme d'exploitation, de la machine, et de plus il n'a pas �et�e pr�evu dans
ces sp�eci�cations si les applications bas�ees sur OpenGL doivent s'ex�ecuter dans un
syst�eme de fenêtrage ou pas. Cette libert�e dans l'impl�ementation permet une grande
souplesse au niveau des choix mat�eriels et logiciels, par le biais de la sp�eci�cation
d'un contexte de trac�e. Ce contexte peut être ensuite attach�e �a une fenêtre, �a un
�chier, �a une zone de m�emoire, etc ...

Le syst�eme de fenêtrage XWindows[OQL88] est de loin le plus r�epandu sur les sta-
tions de travail Unix. Ce syst�eme permet de g�erer le trac�e de sc�enes tri-dimensionnelles
dans des fenêtres, par le biais de l'extension GLX. Pour l'instant, Mesa n'o�re pas
encore une interface GLX correcte, et les liens entre X et OpenGL ont �et�e e�ectu�es de
mani�ere sp�eci�que. Cependant, d�es qu'une version shareware de GLX verra le jour,
il pourra être int�eressant d'y adapter le principe de fonctionnement du serveur Ganj
a�n de pro�ter de l'extension GLX.

L'int�egration d'OpenGL dans le syst�eme de fenêtrage X permet d'assurer une
bonne portabilit�e du serveur, ainsi que de fournir les facilit�es d'utilisation classique-
ment li�ees �a X, en particulier l'ex�ecution et l'a�chage sur deux hôtes di��erents. D'un
point de vue programmation, cela permet de d�e�nir facilement des primitives de ges-
tion des p�eriph�eriques comme la souris, mais aussi d'adresser les bu�ers d'OpenGL
comme des fenêtres X. Tous ces m�ecanismes assurent au programmeur une gestion
coh�erente des �ev�enements X pr�ed�e�nis, et permettent ainsi d'adopter facilement un
mod�ele de programmation par �ev�enements, mod�ele des plus utilis�es de nos jours.

7.1.3 L'interface graphique

Pour g�erer de mani�ere e�cace les di��erentes informations issues du syst�eme de fe-
nêtrage, il peut être int�eressant d'adopter une bô�te �a outils, c'est-�a-dire un ensemble
de m�ethodes de haut niveau permettant d'e�ectuer des traitements classiques �a partir
des �ev�enements X. Tk[Ous94, Wel95] est une bô�te �a outils permettant d'avoir une
gestion hi�erarchique d'entit�es telles que les fenêtres, mais aussi leurs composantes
internes, bô�te �a outils elle-même bas�ee sur un langage de commandes (scripting lan-
guage), Tcl.

Cette surcouche permet facilement de g�erer les interactions avec l'utilisateur,
comme par exemple des �ev�enements de type \actions �a la souris", et o�re des fa-
cilit�es de cr�eations de boutons, de gestion des p�eriph�eriques (souris, clavier, ...), de
gestion des fenêtres (redimensionnement de fenêtres, cr�eation d'autres fenêtres de
con�guration, ... ) , de gestion des couleurs (cr�eation et changement de table de
couleurs), etc ...

Un autre argument en faveur de cette bô�te �a outils est qu'elle dispose, par le biais
de Tcl, d'un langage de description interpr�et�e (par opposition �a compil�e), ind�ependant
de la machine sur laquelle il s'ex�ecute, ce qui am�eliore encore la facilit�e de portage de
l'application. Ainsi, les diverses d�e�nitions de boutons, de fenêtres sont interpr�et�ees
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et n'ont donc pas besoin d'être recompil�ees en fonction de la machine sur laquelle le
serveur est ex�ecut�e.

En�n, Tcl/Tk est un produit shareware contrairement �a des bô�te �a outils plus
r�epandues comme Motif, ce qui en fait un produit facilement accessible.

7.1.4 R�esum�e

Nous pouvons r�esumer les rôles de ces di��erentes composantes sur la �gure 7.1.

Les 
�eches sur cette �gure symbolisent les interactions entre chaque entit�e qui y
est dessin�ee. Ainsi, nous voyons que l'interpr�eteur graphique envoie des commandes
OpenGL, qui seront a�ch�ees dans la fenêtre du serveur. Cette interaction n'est que
dans un seul sens, contrairement aux interactions entre la fenêtre du serveur et l'in-
terface graphique, a�n de prendre en compte les interactions avec l'utilisateur du
serveur.

fenêtre GANJ

OpenGL

Interpréteur
Graphique Tcl/Tk

X

Fig. 7.1: Les di��erentes composantes graphiques
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7.2 Le traitement des erreurs

Les erreurs qui peuvent se produire pendant une session peuvent avoir plusieurs
provenances :

{ Elles peuvent provenir d'un des modules du serveur, et être occasionn�ees par une
mauvaise manipulation, cons�equence des requêtes du client. Par exemple, si le
client �emet une requête de type Action, alors qu'aucune GANJ SubRep n'a �et�e
ouverte. Un autre type d'erreur peut se produire dans l'ex�ecution d'une action
charg�ee dynamiquement, ne respectant pas la grammaire d'OpenGL. Dans ce
cas, c'est la couche OpenGL sous-jacente qui �emet une erreur.

{ Elles peuvent aussi provenir d'un module externe au serveur : �a titre d'exemple,
une erreur de r�eseau peut occasionner une erreur au niveau du serveur lorsque
celui-ci essaie de r�ecup�erer un message.

Il est particuli�erement important de d�etecter ces erreurs, dans un premier temps
pour pr�evenir l'ex�ecution de mauvaises instructions dans les di��erents modules du
serveur (car des mauvaises instructions peuvent donner des r�esultats impr�evisibles,
voire même arrêter l'ex�ecution du serveur), puis pour noti�er au client que sa requête
n'est pas valide, a�n que le programmeur de l'application cliente puisse modi�er la
requête incrimin�ee. Pour ces deux raisons, les erreurs sont class�ees en deux cat�egories
distinctes :

Les erreurs d�ependant du client : ces erreurs sont dans la plupart des cas des
erreurs de grammaire : le 
ot de requêtes �emanant du client ne respecte pas
la grammaire pr�esent�ee dans la table 6.1. Elles peuvent être aussi des erreurs
de syntaxe, c'est-�a-dire que la syntaxe de certaines requêtes �emanant du client
peut être incorrecte (mauvais nombre d'arguments, mauvais types d'arguments,
mauvais nom d'instruction). Ces erreurs sont prises en compte au niveau du
serveur, et noti��ees au client.

Les erreurs ind�ependantes du client : ce sont typiquement des erreurs dues �a
des probl�emes de r�eseau, ou des erreurs d'ex�ecution du client. Dans ce cas, le
serveur retourne �a son �etat initial (avant la connection du client), sans noti�-
cation sp�eciale au client.

7.3 D�ecodage des messages

Le serveur Ganj s'ex�ecute sur plusieurs types de machines, pas forc�ement acc�e-
l�er�ees mat�eriellement pour le graphique. Cela implique en particulier que la quantit�e
de calculs inh�erente �a toute repr�esentation tri-dimensionnelle pourra être faite de
mani�ere logicielle, et cette quantit�e n'est en g�en�eral pas n�egligeable. Un test (d�etaill�e
en 7.5) montre que pour une exp�erience tra�cant un ensemble de 1600 triangles et
deux boules compos�ees chacune de 1250 triangles, avec un calcul de lumi�ere, le temps
utilisateur de calcul monte �a 6 secondes, dont plus de trois consacr�ees au remplissage
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d'une SubRep, le reste �etant occup�e par le reste de la session. Cela signi�e que trois
secondes se sont �ecoul�ees entre l'ouverture de la GANJ SubRep et sa fermeture.

Ce temps n'est probablement pas optimal. En e�et, pendant qu'une GANJ SubRep
est ouverte, le serveur continue �a recevoir des requêtes, �a d�ecoder des messages, etc.
L'e�cacit�e du serveur passe donc par une utilisation e�cace de la resource graphique.
Nous allons �etudier dans la suite en quoi la multi-programmation l�eg�ere peut être utile
pour cela.

7.3.1 Les processus l�egers

Les processus l�egers [GGM93, dd94] (en anglais threads) sont des �ls d'ex�ecution
qui s'ex�ecutent de mani�ere concurrente dans un même espace d'adressage, contrai-
rement aux processus UNIX ou processus lourds qui s'ex�ecutent dans des espaces
d'adressage di��erents.

Un processus lourd peut contenir plusieurs milliers de processus l�egers se parta-
geant l'espace m�emoire du processus lourd[Riv97]. Chaque processus l�eger qui s'ex�e-
cute dans le contexte d'un processus lourd partage l'espace d'adressage de celui-ci.
Les di��erents processus l�egers s'ex�ecutent de mani�ere ind�ependante, et plusieurs pro-
cessus l�egers peuvent communiquer facilement par l'utilisation de variables partag�ees.

Un autre int�erêt des processus l�egers est leur rapidit�e de commutation entre deux
processus l�egers, ainsi que leur rapidit�e de cr�eation. De plus, contrairement aux pro-
cessus lourds dont la gestion de l'ordonnancement est e�ectu�ee par le syst�eme, la
gestion de l'ordonnancement des processus l�egers est g�er�ee par l'utilisateur.

En�n, lorsqu'un programme met en jeu plusieurs processus l�egers, on parle de
multi-programmation l�eg�ere (multi-threading). L'utilisation des processus l�egers per-
met ici de parall�eliser de mani�ere simple et e�cace certains traitements (intervenant
dans le d�ecodage des messages) qui n'ont pas besoin d'être ex�ecut�es s�equentiellement.

7.3.2 Les messages empaquet�es

Lorsque plusieurs instructions sont empaquet�ees dans un même message, et que
ces messages sont destin�es �a être trait�es en parall�ele, on ne peut plus compter sur
des notions d'ordre entre les instructions. Ainsi, une des contraintes les plus fortes en
ce qui concerne l'empaquetage des instructions est qu'on ne peut empaqueter que des
instructions ind�ependantes. Ainsi, les seules instructions suceptibles d'être empaque-
t�ees sont les instructions apparaissant dans les GANJ SubRep, et par cons�equent les
actions et les options locales.

Le traitement des messages peut être acc�el�er�e en partageant leur d�ecodage entre
plusieurs processus l�egers. De plus ces processus l�egers peuvent acc�eder �a l'interpr�e-
teur graphique de mani�ere ind�ependante, ce qui permet d'esp�erer une exploitation
plus e�cace de l'interpr�eteur graphique.
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7.3.3 Principe du placement des messages

Pour que le d�ecodeur puisse traiter en parall�ele les requêtes que lui envoie un client,
il a la structure d�ecrite �gure 7.2. La �gure montre trois parties ind�ependantes. Le
d�ecodeur est compos�e des deux premi�eres parties (�etiquet�ees I et II sur la �gure). La
troisi�eme partie (�etiquet�ee III) est l'interpr�eteur graphique d�ecrit en 7.1. Les parties
I et II suivent un mod�ele de Producteur/Consommateurs.

III

Dépaqueur

I.G.

I

IIt1 t2 t3 tN

Fig. 7.2: Structure du d�ecodeur et acc�es �a l'interpr�eteur graphique

{ La premi�ere partie (I) est compos�ee de ce qui a �et�e appel�e sur la �gure le
D�epaqueur : ce d�epaqueur joue un rôle de producteur. C'est lui qui, coupl�e �a
l'interface de communication, re�coit des requêtes sous forme de messages de la
part du client et les met �a disposition des processus l�egers qui vont les d�ecoder.

{ La deuxi�eme partie (II) regroupe N processus l�egers3 qui jouent le rôle de
consommateurs : ils sont bloqu�es en attente d'un message de la part du d�epa-
queur, et d�ecodent le message que le d�epaqueur leur a a�ect�e lorsqu'ils sont
d�ebloqu�es.

{ En�n, sur la troisi�eme et derni�ere partie (III) est repr�esent�e l'acc�es �a l'interpr�e-
teur graphique : lorsqu'un consommateur obtient une instruction �a partir du
message, cette instruction est pass�ee �a l'interpr�eteur graphique.

3ce nombre peut être g�er�e dynamiquement et ainsi être adapt�e aux capacit�es mat�erielles (puis-
sance, m�emoire) de la machine hôte du serveur.
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7.3.4 Synchronisation des processus l�egers
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Fig. 7.3: Synchronisation des processus l�egers

La synchronisation des processus l�egers est tr�es importante dans ce probl�eme
(comme dans toutes les applications utilisant la multi-programmation l�eg�ere [Tan92]),
surtout en ce qui concerne la g�en�eration d'instructions graphiques dans un lan-
gage aussi rigide qu'OpenGL : comme la grammaire de ce langage est tr�es stricte,
les instructions ne peuvent pas être interpr�et�ees dans n'importe quel ordre. Par
exemple, des instructions de type Action ne peuvent être interpr�et�ees lorsque au-
cune GANJ SubRep n'a �et�e cr�e�ee. Ainsi, si le traitement des instructions est mal
synchronis�e, une Action peut être interpr�et�ee avant la cr�eation de la GANJ SubRep,
alors que le client avait sp�eci��e dans le bon ordre ces deux instructions, ce qui entrâ�ne
une erreur du serveur. La synchronisation entre toutes ces tâches est expliqu�ee sur la
�gure 7.3.

Sur cette �gure sont repr�esent�ees les di��erentes actions qui se produisent pendant
l'ex�ecution des processus l�egers en fonction du temps. Le nombre de processus l�e-
gers n'est ici que de deux dans un but de simpli�cation, mais en g�en�eral le serveur
fonctionne en mettant en jeu plus de consommateurs.
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Dans un premier temps, le d�epaqueur est en attente d'un message de la part du
client. Lorsque ce message arrive (temps t1), le d�epaqueur le r�ecup�ere, puis choisit
le consommateur auquel le d�ecodage du message sera con��e (temps t2) : diverses
strat�egies pour ce choix ont �et�e impl�ement�ees, la plus courante est de choisir le premier
processus l�eger qui a �et�e plac�e en attente. Ensuite, lorsqu'un processus l�eger est
choisi, le d�epaqueur le d�ebloque (temps t3), puis se remet en attente d'un message
en provenance du client.

Lorsque le deuxi�eme message arrive (temps t5), et que le d�epaqueur doit choisir
un consommateur �a qui con�er le d�ecodage du message (temps t6), nous voyons que le
processus l�eger num�ero 1 est encore occup�e �a traiter le premier message : le d�epaqueur
choisit donc tout naturellement le processus l�eger num�ero 2 pour traiter le deuxi�eme
message (temps t7).

7.3.5 Protection des donn�ees

Mesa, l'impl�ementation logicielle d'OpenGL utilis�ee pour exploiter l'environne-
ment graphique Ganj n'est pas intrins�equement s�ecuris�ee pour l'utilisation de plu-
sieurs processus l�egers. C'est pourquoi les donn�ees envoy�ees �a l'interpr�eteur graphique
ont besoin d'être prot�eg�ees, notamment par des m�ecanismes d'exclusions mutuelles.
Ainsi, �a chaque fois qu'un consommateur envoye une instruction �a l'interpr�eteur gra-
phique, il ne doit pas le faire en même temps qu'un autre car des erreurs, notamment
au niveau de la composition des polygones pourraient se produire. Par exemple,
dans l'hypoth�ese o�u aucun m�ecanisme de protection de donn�ees n'est utilis�e, si deux
consommateurs sp�eci�aient chacun un polygone en même temps, il y aurait de fortes
chances que les sommets des deux polygones se m�elangent et que le r�esultat obtenu
soit assez di��erent du r�esultat escompt�e.

Nous avons donc d�e�ni un ensemble d'indicateurs d'exclusion mutuelle commun �a
tous les processus l�egers. A chaque fois qu'un consommateur acc�ede �a l'interpr�eteur
graphique, il consulte un indicateur. Cette consultation peut être bloquante, auquel
cas le processus l�eger correspondant ne pourra être d�ebloqu�e que lorsque l'indicateur
aura �et�e lib�er�e. Nous pouvons voir ce principe sur l'exemple de la �gure 7.4.

Sur cette �gure, les deux consommateurs ont besoin de se synchroniser pour acc�e-
der �a l'interpr�eteur graphique, et le deuxi�eme reste bloqu�e tant que le premier n'a pas
lib�er�e l'indicateur. L'interpr�eteur graphique est donc acc�ed�e par un seul consomma-
teur �a la fois. En cons�equence, les donn�ees exploit�ees par l'interpr�eteur graphique sont
prot�eg�ees, et ainsi les r�esultats graphiques devraient être coh�erents avec les requêtes
du client.

7.3.6 La perte des erreurs d'ex�ecution

Le probl�eme principal de ce traitement en parall�ele de plusieurs messages r�eside
dans la perte de la trace d'une instruction : en e�et, une instruction n'est plus consi-
d�er�ee en tant que tel mais en tant que partie d'une requête. Cela pose donc des
probl�emes au niveau du retour des erreurs dans le sens serveur!client. Les erreurs
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Fig. 7.4: Protection des donn�ees

relatives �a chaque message sont bien prises en compte par le serveur, mais le fait d'en-
voyer au client un message d'erreur relatif �a celle-ci perd son sens, vu que le client
serait noti��e d'une erreur �a la �n du traitement du message contenant l'instruction
illicite. Cela implique en particulier que le client serait dans l'incapacit�e de pr�evoir un
traitement sp�eci�que �a l'instruction fautive pour la prise en compte de cette erreur.

Le traitement des erreurs d'ex�ecution tel qu'il �etait d�ecrit dans le chapitre 7.2
a donc �et�e modi��e : lorsque le serveur d�etecte une erreur dans une instruction, il
n'ex�ecute pas l'instruction en question, mais noti�e au client que cette erreur s'est
produite pendant l'interpr�etation de ses requêtes lorsque le serveur a �ni d'interpr�eter
le message contenant la requête menant �a l'instruction illicite. Le client doit donc
pr�evoir un traitement lorsque de tels cas se produisent.

7.4 Communications

Le serveur est en attente de messages en provenance du r�eseau. Les messages sont
trait�es de mani�ere synchrone, c'est-�a-dire que le serveur ne traite les requêtes que d'un
seul client �a la fois. Cependant, a�n que l'ensemble du serveur (en particulier la partie
d'exploitation graphique des r�esultats) ne soit pas bloqu�e en attente de messages sur
le r�eseau ce qui le rendrait inutilisable pendant ce temps, l'attente d'une connection
est g�er�ee par un processus l�eger di��erent de celui de l'exploitation graphique.
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Du point de vue des communications, le principe de connection est le suivant :

{ Attente d'une connection : le d�ecodeur (c'est-�a-dire les consommateurs ainsi que
le d�epaqueur) est dans un �etat bloqu�e. Cela signi�e que le serveur est en attente
d'une connection, et que pendant cette attente l'utilisateur peut manipuler les
sc�enes compos�ees auparavant.

{ Un client demande une connection : le processus l�eger du d�epaqueur est d�e-
bloqu�e, un socket UNIX est cr�e�e pour la connection. Son indenti�cateur est
envoy�e au client, qui lui-même se connecte sur ce socket. Pendant ce temps, les
manipulations des sc�enes pr�ec�edentes sont bloqu�ees.

{ Le client et le serveur peuvent maintenant communiquer par l'interm�ediaire de
ce socket. Ils peuvent ainsi �echanger des messages, tels que les requêtes de la
part du client, mais aussi les r�esultats d'une requête d'interaction utilisateur
que le client a pu �emettre, ainsi que des codes d'erreur �eventuellement g�en�er�es.

{ Fin de connection : elle peut être requise par le client, lorsque celui-ci a �ni
d'�emettre ses requêtes, ou en cas de noti�cation d'erreur. Le socket cr�e�e est d�e-
truit, le d�ecodeur bloqu�e, et l'utilisateur peut maintenant manipuler la sc�ene qui
vient d'être compos�ee. De plus, le serveur se remet en attente d'une connection.

L'interface de communication qui a �et�e impl�ement�ee est d'assez bas niveau, ce
qui peut en assurer la portabilit�e sur plusieurs types de machines et de syst�emes
d'ex�ecution.

7.5 Quelques tests

La question qui se pose naturellement est de savoir dans quelle mesure un uti-
lisateur peut esp�erer pro�ter de la multi-programmation l�eg�ere pour am�eliorer les
performances du serveur, en particulier sur une machine mono-processeur. En e�et,
puisque la partie d'interpr�etation graphique est e�ectu�ee en exclusion mutuelle par
les consommateurs du d�ecodeur, le gain en termes de performances n'est pas acquis
a priori. Le r�esultat recherch�e par l'introduction de la multi-programmation l�eg�ere
�etant de permettre aux di��erents consommateurs une occupation e�cace de la res-
source graphique, nous avons mis au points quelques tests qui permettent de v�eri�er
ce point.

7.5.1 Importance du nombre de consommateurs

Nous avons dans un premier temps test�e les performances en faisant varier le
nombre de consommateurs, pour deux exp�eriences similaires consistant �a tracer 16000
puis 32000 triangles. Les courbes de la �gure 7.5 ont �et�e obtenues en r�ep�etant cin-
quante fois le test puis en faisant la moyenne des temps mesur�es.

Avant de d�ecrire les param�etres de l'exp�erience, nous pouvons constater tout
d'abord que les deux courbes sont d�ecroissantes, ce qui semble indiquer que l'aug-
mentation du nombre de consommateurs a une in
uence positive (jusqu'�a une valeur
seuil) sur les performances g�en�erales du serveur.
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de la 
Temps

session

Nb de consommateurs

Fig. 7.5: Dur�ee de la session, en fonction du nombre de consommateurs

La machine utilis�ee pour conduire ce test est un SUN monoprocesseur. Nous
voyons ainsi que la multi-programmation l�eg�ere peut apporter un gain signi�catif
(d'environ 25%) sur les performances g�en�erales du serveur, même sur des machines
ne poss�edant qu'un seul processeur. De plus, les instructions graphiques interpr�et�ees
au niveau du serveur sont des trac�es de triangles, c'est-�a-dire des traitements courts,
qui ne n�ecessitent que peu de manipulations avant d'être interpr�et�es par l'interpr�eteur
graphique. Cela semble indiquer (et nous pourrons le v�eri�er en 7.5.2) que l'acc�el�era-
tion montr�ee sur la �gure 7.5 peut être due �a une meilleure utilisation de la ressource
graphique. En e�et, puisque le nombre de processus l�egers acc�edant �a l'interpr�eteur
augmente, le nombre d'instructions bloqu�ees en attente d'un traitement augmente lui
aussi. Ainsi, puisque le temps de traitement d'une instruction est constant (celui-ci
n'a pas �et�e multiprogramm�e), le temps d'attente entre le traitement de deux ins-
tructions cons�ecutives a tendance �a diminuer, et donc le temps total de la session �a
diminuer lui aussi.

Pour ce test, nous avons mesur�e le temps total de la session, temps qui comprend
aussi bien le temps mis par le serveur pour d�ecoder les messages, mais aussi le temps
d'initialisation de la session. Il peut donc être int�eressant de mesurer le gain de temps
pendant une GANJ SubRep apport�e par l'utilisation des processus l�egers.
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7.5.2 Occupation de l'interpr�eteur graphique

A�n de v�eri�er que l'utilisation des processus l�egers permet de mieux g�erer les
acc�es �a la ressource graphique, les temps pass�es par l'interpr�eteur graphique �a traiter
les instructions qui composent une GANJ SubRep ont �et�e relev�es. Nous obtenons les
courbes sur la �gure 7.6, obtenues elles aussi en r�ep�etant cinquante fois le même test
et en faisant la moyenne des temps mesur�es.

(s)

Temps
mesuré

Nb de consommateurs

temps de la GANJ_SubRep

temps de la session 

Fig. 7.6: Mesure du temps d'acc�es �a l'interpr�eteur graphique

Les deux courbes de la �gure 7.6 ont une di��erence �a peu pr�es constante, ceci quel
que soit le nombre de consommateurs mis en jeu. Cela est rassurant, car la totalit�e
des instructions dont le traitement est parall�elis�e est contenu dans les GANJ SubRep,
ce qui signi�e que le nombre de consommateurs mis en jeu n'a absolument aucune
importance sur les instructions non comprises dans les GANJ SubRep, ce qui est
v�eri��e sur la �gure.

Le temps mesur�e pendant le traitement des instructions comprises dans une
GANJ SubRep est compos�e du temps pass�e �a les d�ecoder, du temps pass�e �a synchro-
niser les di��erentes instructions g�en�er�ees au niveau de l'interpr�eteur graphique, et du
temps pass�e par celui-ci pour interpr�eter les instructions graphiques. Rappelons que
la librairie graphique utilis�ee pour interpr�eter les instructions n'est pas s�ecuris�ee pour
la multi-programmation l�eg�ere, en cons�equence la troisi�eme cat�egorie mentionn�ee ne
peut pas être acc�el�er�ee, car les donn�ees pass�ees �a l'interpr�eteur ont �et�e prot�eg�ees par
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un m�ecanisme d'exclusion mutuelle. L'acc�el�eration provient donc des deux premi�eres
cat�egories de temps consomm�e.

A�n de mettre en �evidence les causes de cette acc�el�eration, l'exp�erience utilis�ee
pour le tra�cage de ces deux courbes a mis en oeuvre deux traitements longs (des
trac�es de boules avec 1250 triangles) ainsi que 8000 traitements courts (des trac�es
de triangle). Le premier traitement long est requis en d�ebut de GANJ SubRep, alors
que le second l'est en milieu.

L'acc�el�eration se d�ecompose en deux phases. La premi�ere se situe lorsque le
nombre de consommateurs varie de 1 �a 3, puis une l�eg�ere am�elioration des perfor-
mances du serveur se produit lorsque le nombre de consommateurs passe �a 4, pour
stagner ensuite. La premi�ere acc�el�eration peut s'expliquer par le fait que lorsque le
serveur e�ectue le traitement du premier message, il met en attente les instructions
qui sont �emises par le client pendant ce traitement. Il se bloque ensuite lorsque le
deuxi�eme message arrive, pendant que le premier message est encore en traitement.
Par contre, lorsque le nombre de processus l�egers vaut 4, un tel blocage ne se produit
plus, car les instructions courtes sont mises en attente pendant le traitement des deux
instructions longues, et ainsi, lorsque les traitements longs ont �ni d'être e�ectu�es,
l'interpr�eteur graphique peut interpr�eter les instructions plus courtes. Cette mise en
attente permet d'�eviter une situation de saturation de l'interpr�eteur graphique. Cette
ressource est ainsi mieux utilis�ee lorsque le nombre de consommateurs augmente.

Nous pouvons examiner la �gure 7.7 a�n de voir le placement dans le temps des
di��erents messages. Cette �gure repr�esente une photo-�ecran d'une application d�eve-
lopp�ee par nos soins a�n justement de pouvoir r�ealiser des �etudes �nes des placements
des messages pendant le temps d'une session. Cette application permet d'exploiter
graphiquement les traces g�en�er�ees par le serveur, chaque trace correspondant �a un
type d'action et �a la date d'ex�ecution de cette action.

Les bô�tes hachur�ees sur cette �gure repr�esentent le temps de traitement d'un
message par un consommateur, c'est-�a-dire le temps �ecoul�e entre le moment du d�eblo-
quage du processus l�eger qui l'ex�ecute par le d�epaqueur et le moment o�u le processus
l�eger a �ni son traitement, et o�u il se met en �etat de blocage.

Nous voyons sur la �gure 7.7 que le consommateur num�ero 1 doit traiter le mes-
sage long, alors que les autres doivent traiter des messages nettement plus courts.
Dans ce cas, le message long est compos�e d'une instruction charg�ee dynamiquement,
plus quelques dizaines d'instructions plus simples (des trac�es de triangles). Ainsi, le
traitement d'un tel message reviendra �a interpr�eter l'instruction longue, ce qui prend
du temps, puis �a interpr�eter quelques dizaines d'instructions dont le traitement peut
être rapide. Le consommateur qui doit e�ectuer ce traitement occupera donc pen-
dant un temps important l'interpr�eteur graphique (avec un m�ecanisme d'exclusion
mutuelle), puis le lib�erera, pour l'occuper ensuite pendant des temps plus courts �a
chaque fois qu'il devra interpr�eter une instruction courte.

Pendant que le consommateur num�ero 1 n'utilise pas la ressource graphique, les
autres consommateurs (qui traitent des messages courts) peuvent l'utiliser. Ainsi,
comme montr�e sur la �gure 7.7, ces consommateurs e�ectuent des traitements en
même temps, et donc le d�epaqueur peut continuer �a accepter des connections, sans
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Fig. 7.7: Placement des messages en fonction du temps

que le consommateur ait �ni de traiter son message long.
En�n, en guise de conclusion, l'�ecart entre les deux courbes sur la �gure 7.6 peut

amener deux remarques :

{ Sur cette exp�erience, l'utilisation de plusieurs processus l�egers concurrents ne
d�egrade pas les performances g�en�erales du serveur (cela est dû au faible nombre
de processus l�egers utilis�es pour les exp�eriences).

{ L'initialisation de la session repr�esente une part importante dans le temps utilis�e
par la session. Cette portion pourrait être largement r�eduite par le biais de
quelques optimisations, comme par exemple un stockage des instructions qui
la composent, ou une optimisation du m�ecanisme de chargement associ�e aux
instructions complexes, i.e. celles qui sont charg�ees dynamiquement au niveau
du serveur.
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Chapitre 8

Les clients

Dans le contexte de l'environnement graphique Ganj, le terme de clients est un
terme g�en�erique : il s'agit en fait de n'importe quelle application pouvant se connecter
au serveur, et �echanger des donn�ees avec lui.

Les clients sont ici sous deux formes possibles :

une application : �ecrite en C ou en C++, ou tout autre langage de programmation
pour lequel une interface de programmation a �et�e r�ealis�ee. Le programmeur de
cette application r�ealise dans ce cas des appels aux points d'entr�ee de l'interface
de programmation, que ceux-ci soient les primitives g�eom�etriques pr�esentes dans
la grammaire de Ganj, ou des instructions a�n d'e�ectuer des requêtes de
chargement dynamique.

un package d'un syst�eme de Calcul Formel : Axiom,Maple. Dans ce cas, l'in-
terface de programmation doit pouvoir tenir compte de la structure des objets
internes au syst�eme de Calcul Formel. De même que pr�ec�edemment, un pro-
grammeur utilise des fonctions pr�ed�e�nies a�n de se connecter au serveur, et
doit pr�evoir la conversion des objets de haut niveau qu'il manipule en primi-
tives g�eom�etriques �el�ementaires accept�ees en tant qu'instructions graphiques
au niveau du serveur. En e�et, nous n'avons pas pr�evu de compiler du code
s'ex�ecutant dans les syst�emes de Calcul Formel de mani�ere �a ce que ces codes
puissent être charg�es dynamiquement au niveau du serveur.

La principale di��erence entre ces types de clients tient au fait que la premi�ere
cat�egorie de clients est compil�ee, tandis que la seconde cat�egorie est g�en�eralement
interpr�et�ee1. Ces deux cat�egories ont des points communs, qui seront d�etaill�es en 8.1.
L'interface de programmation en C++ qui a �et�e r�ealis�ee pour l'exploitation graphique
dans l'environnement Ganj sera ensuite �etudi�ee, puis l'interface de programmation
pour Maple sera d�etaill�ee. Notons de plus qu'une interface de programmation a �et�e
r�ealis�ee pour AXIOM, mais nous ne la d�etaillerons pas ici.

1même si certains syst�emes de Calcul Formel peuvent g�en�erer du code compil�e, nous nous en
sommes tenus �a une version interpr�et�ee des interfaces de programmation que nous avons r�ealis�ees
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8.1 Organisation g�en�erale

Une application client est typiquement compos�ee de la partie utilisateur de l'appli-
cation, i.e. le code que l'utilisateur �ecrit, ainsi que d'appels �a des routines permettant
d'e�ectuer les requêtes au niveau du serveur. Ces routines sont contenues dans des
librairies lorsque l'application est �ecrite dans un langage de programmation, ou bien
sont sous forme de packages lorsque l'application est un programme Maple ou bien un
shell script. Ces routines sont en g�en�eral de haut niveau, comme par exemple tracer
un polygone ou alors r�ecup�erer une donn�ee �a la souris.

Trois types di��erents de requêtes ont �et�e recens�es en 6.6 :

les GANJ Rep : les requêtes regroup�ees dans cette cat�egorie permettent au client
d'envoyer au serveur des options qui a�ecteront le d�eroulement ult�erieur de la
session.

les GANJ SubRep : les requêtes regroup�ees dans cette cat�egorie permettent de
composer la sc�ene.

les GANJ UserInput : lorsque le client adresse une requête de cette cat�egorie au
serveur, le client se bloque en attente d'une r�eponse du serveur. Cette r�eponse
viendra lorsque le serveur aura pu saisir une valeur (sp�eci��ee par l'utilisateur)
du type sp�eci��e dans la requête du client.

L'ordonancement de ces requêtes doit être le plus souple possible : en e�et, il
semble parfaitement justi��e que ces di��erents types de requêtes puissent s'e�ectuer
dans n'importe quel ordre. Par exemple, une requête d'entr�ee utilisateur peut s'e�ec-
tuer apr�es un premier trac�e, pour que le client recalcule certaines donn�ees d'apr�es les
param�etres sp�eci��es par l'utilisateur au vu des r�esultats du premier calcul. Il s'ensuit
que la position de ces types de requêtes dans un programme doit être parfaitement
interchangeable. De plus, puisque l'environnement graphique Ganj est bas�e sur le
mod�ele du Client/Serveur, ce n'est pas la structure statique du programme qui est
importante, mais bien l'ordre des requêtes pendant l'ex�ecution. Les appels doivent
donc, pendant l'ex�ecution du programme, se conformer �a la grammaire qui a �et�e d�e�-
nie : en e�et, ils seront interpr�et�es �a ce moment l�a par le serveur. Si le serveur d�etecte
un erreur (de grammaire, notamment), il le noti�e au client qui doit le prendre en
compte. Ceci induit deux remarques :

{ La d�etection des di��erents types d'erreurs d�e�nis dans le chapitre 7.2 est im-
portante au niveau du client, puisque le client doit pr�evoir un comportement
�a adopter lorsqu'une erreur se produit. Pour prendre un exemple, lorsque la
connection entre le serveur et le client est rompue, le client ne peut plus en-
voyer de requêtes au serveur, et doit donc soit stopper son ex�ecution, soit tenter
d'ouvrir une nouvelle connection vers le serveur.

{ Le proc�ed�e naturel pour la prise en compte des erreurs est bien celui des excep-
tions, en C++ notamment. Les classes qui permettent �a un client de commu-
niquer avec le serveur seront �a terme capables de lancer des exceptions lorsque
de telles erreurs se produisent.
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8.2 Impl�ementation en C++

Le C++ est le langage naturel pour l'exploitation de l'environnement graphique
Ganj: nous �evoquions en 8.1 le traitement des erreurs par les exceptions, mais il se
trouve aussi que la structure d'une application client est bien adapt�ee aux langages
orient�es objets.

8.2.1 Les classes de base

Quatre classes ont �et�e �ecrites a�n de permettre �a une application client de commu-
niquer avec le serveurGanj. Un souci constant pendant la r�ealisation pratique de ces
classes a �et�e de cacher au maximum les d�etails techniques du mod�ele Ganj (en par-
ticulier, tout ce qui concerne le r�eseau et la programmation graphique, a�n de rendre
l'utilisation de ces classes plus faciles �a un utilisateur). Les quatre classes r�ealis�ees
correspondent pour trois d'entre elles aux trois types de requêtes d�ej�a relev�es :

La classe GANJ Rep : cette classe permet de construire la partie basse de la
session graphique : elle contient des m�ethodes pour sp�eci�er des options globales,
des entr�ees utilisateur, ainsi que pour g�erer les param�etres de la session.

La classe GANJ SubRep : cette classe permet de sp�eci�er les instructions gra-
phiques : elle contient les m�ethodes pour sp�eci�er les options locales, ainsi que
les instructions graphiques. Lors de la cr�eation d'un objet de cette classe, une
paire Begin/End est ouverte au niveau de la couche OpenGL, et elle est ferm�ee
lors de sa destruction.

La classe GANJ UserInput : cette classe permet d'�emettre une requête d'entr�ee
utilisateur, et de r�ecup�erer le r�esultat donn�e par l'utilisateur si l'utilisateur a
donn�e un r�esultat, et un message particulier si l'utilisateur n'en a pas donn�e,
c'est-�a-dire qu'il a interrompu le processus de s�election.

La classe GANJ App : cette classe permet d'initialiser et de fermer la session
graphique, ainsi que d'e�ectuer les initialisations sp�eci�ques �a l'utilisateur par
le biais d'une m�ethode virtuelle. Typiquement, toute application C++ vou-
lant exploiter l'environnement graphique Ganj devra d�eriver de cette classe,
et le programmeur devra �ecrire sa propre m�ethode pour l'initialisation de son
application (en particulier pour la prise en compte des options en ligne).

Cette derni�ere classe permet de fournir un format standard d'application �a un
programmeur utilisant l'environnement graphique Ganj.

8.2.2 Structure d'une application

Une application client sera ainsi bas�ee sur la sp�eci�cation d'une classe d�erivant de
la classe GANJ App, comme montr�e dans la table 8.1.

La classe My App d�erive ainsi de la classe GANJ App, et elle surcharge la m�ethode
GUser_Init par une m�ethode permettant d'e�ectuer les initialisations propres �a la
classe My App, comme notamment la prise en compte des arguments de la ligne de
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class My_App : public GANJ_App {

public :

void GUser_Init ( int argc, char **argv ) {

// initialisations sp�ecifiques �a l'application

// ...

};

// constructeur :

My_App ( /* ... */ ) ;

// autres m�ethodes

void Traitement1 ( /* ... */ ) { /* ... */ } ;

};

Tab. 8.1: La classe de base d'une application client

commande. Il ne reste plus qu'�a cr�eer un objet de cette classe dans le programme
principal, comme montr�e sur la table 8.2.

La table 8.2, page 143, montre l'usage des di��erentes classes d�e�nies pr�ec�edem-
ment. Ainsi, l'application construit un objet d'une classe d�eriv�ee de GANJ App, et cet
objet h�erite donc des m�ethodes d'initialisation, de la connection avec le serveur et de
fermeture de cette connection. Par le biais de la m�ethode virtuelle GUser_Init, le
programmeur peut donc faire ses propres initialisations (avec la prise en compte des
options en ligne propres �a son application), puis e�ectuer le traitement qu'il d�esire
faire par la classe qu'il a r�ealis�e.

D�es lors que le programmeur d�esire adresser des requêtes graphiques au serveur,
il cr�ee un objet de classe GANJ Rep. Lors de la cr�eation de cet objet, une r�ef�erence
sur l'objet de classe GANJ App est pass�ee : cela permet d'attacher la repr�esentation
nouvellement cr�e�ee �a l'application qui est en train de s'ex�ecuter, en particulier cela va
permettre �a la repr�esentation de r�ecup�erer tous les param�etres issus de l'initialisation.
Lorsque cette repr�esentation est cr�e�ee, toutes les op�erations permettant de commu-
niquer avec le serveur sont possibles : saisie de param�etres utilisateur, sp�eci�cation
d'options globales, et en particulier (comme sur l'exemple de la table 8.2) la cr�eation
de sous-repr�esentations qui contiendront les requêtes d'instructions graphiques.

L'exemple 8.2 illustre la simplicit�e de l'API, en particulier pour l'utilisation des
instructions simples, lorsque le langage de programmation est aussi puissant que le
C++.
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int main ( int argc, char **argv ) {

My_App my_app ;

my_app.GUser_Init ( argc, argv ) ;

// autres traitements sp�ecifiques de l'application

// initialisation de la session

// permet de r�ecup�erer les options du client

my_app.GInit ( argc , argv ) ;

// Traitements sp�ecifiques �a la classe My_App

my_app.Traitement1 ( /* ... */ ) ;

// d�ebut des requêtes graphiques

// on attache une repr�esentation graphique

// �a l'application my_app

GANJ_Rep Grep ( my_app ) ;

// quelques requêtes globales

OK = GRep.Autozoom_Mode ( NO_AUTOZOOM_ ) ;

// ...

// ouverture d'une sous repr�esentation

{

GANJ_SubRep GSR ( &GRep , ``dessin'' ) ;

//trace le segment [(12,12,0),(-12,-12,0)] avec comme couleur

// celle sp�ecifi�ee dans l'entr�ee 14 de la palette du serveur

GSR.Segment ( 12. , 12. , 0. , 14 , -12. , -12. , 0. , 14 ) ;

} // la sous-repr�esentation est d�etruite ici,

// un ``END'' est envoy�e au serveur.

return my_app.GClose() ; // fermeture de la session

}

Tab. 8.2: Un exemple de code d'une application cliente

8.2.3 Instructions complexes

Consid�erons une application qui doit tracer un certain nombre d'objets de haut
niveau, comme par exemple des sph�eres. L'utilisation de l'environnement graphique
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Ganj pour e�ectuer ce genre de trac�es peut se faire de deux mani�eres :

{ la premi�ere consiste en la d�ecomposition de chaque sph�ere en triangles, puis
en communiquant par le r�eseau douze valeurs (quatre valeurs par sommet),
ceci pour tous les sommets composant la triangularisation des sph�eres. Cette
solution est satisfaisante dans un premier temps, pour avoir une id�ee rapide de
la sc�ene �a repr�esenter, mais peut pr�esenter un coût important, lorsque plusieurs
sph�eres sont �a tracer dans une même sc�ene notamment.

{ la seconde mani�ere consiste en l'utilisation des instructions complexes �evoqu�es
rapidement en 7.1, page 123. Ces instructions fournissent des facilit�es pour
e�ectuer du chargement dynamique de code au niveau du serveur.

Consid�erons que l'utilisateur qui a �ecrit l'application client sache programmer en
C, et qu'il ait �ecrit une fonction qui triangularise une sph�ere, et r�ealise les appels
OpenGL pour la tracer. Supposons de plus que cette fonction ait �et�e compil�ee, et que
le code r�esultant soit stock�e dans une librairie partag�ee. Les syst�emes d'exploitation
les plus courants (Solaris, Linux, mais aussi les derni�eres versions d'AIX) permettent
de charger dynamiquement du code, c'est-�a-dire pendant l'ex�ecution d'un programme.

Lorsque le serveur a �et�e compil�e pour prendre en compte ces chargements dyna-
miques, le client peut e�ectuer les requêtes permettant de charger et d'ex�ecuter des
actions pr�ecompil�ees, comme par exemple le trac�e d'une sph�ere.

Nous allons examiner le code d'un exemple permettant de tracer une boule en
utilisant ce m�ecanisme. Ce code (table 8.3, page 145) est bas�e sur la classe My App

d�ecrite pr�ec�edemment.Apr�es les initialisations d'usage, le client fait une requête DL().
Cette requête permet au client de s'assurer que le serveur est bien capable de g�erer2

les futures requêtes de chargement qui seront ex�ecut�ees par la suite.

Ensuite, le client cr�ee un objet de classe GANJ DL, avec comme param�etre le nom
de la librairie3 dans laquelle se trouve le code �a charger. Cet objet est alors pass�e �a
la requête NeedLib, a�n que le serveur charge cette librairie. Lorsque le serveur ne
renvoie pas d'erreur, le client peut alors d�eclarer selon le même principe la fonction
�a charger dans cette librairie (ici, il s'agit de la fonction BouleFonction), fonction
qui est d�eclar�ee comme �etant une action, c'est-�a-dire un �el�ement d'une GANJ_SubRep,
avec quatre arguments.

Lors de l'appel de cette instruction au niveau du serveur, le code de la fonction
correspondant �a l'instruction est ex�ecut�e, avec les arguments pass�es par le client lors
de l'appel.

Nous pouvons faire quelques remarques sur ce m�ecanisme :

{ Le passage a priori du type de l'instruction qui sera ex�ecut�ee par la suite est
int�eressant car il permet au serveur de v�eri�er la correction grammaticale de

2pr�ecaution d'autant plus importante que la version du serveur s'ex�ecutant sous AIX en version
inf�erieure �a 4.x ne le permet pas, contrairement aux versions s'ex�ecutant sous Solaris ou Linux.

3cette librairie doit être acc�ed�ee par le serveur, et donc en particulier doit se trouver sur un disque
visible depuis le r�epertoire du serveur, ou dans un r�epertoire permettant �a l'�editeur dynamique de
liens de la retrouver.
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int main ( int argc , char **argv ) {

My_App my_app ;

my_app.GUser_Init ( argc , argv ) ;

my_app.GInit ( argc , argv ) ;

GANJ_Rep GRep ( my_app ) ;

if ( GRep.DL () < 0 ) {

cerr << ``DLs not available'' << endl ;

throw ;

}

GANJ_DL lib ( ``libboule.so'' ) ;

GRep.NeedLib ( lib ) ;

GANJ_DL_Func Boule ( lib , ``BouleFonction'' , 4 , GANJ_ACTION ) ;

double args[4] ;

args[0] = 1. ;

args[1] = 0. ;

args[2] = 0. ;

args[3] = 0. ;

{

GANJ_SubRep GSR ( &GRep , ``boule'' ) ;

GSR.Packed ( 1 ) ;

GSR.Call_Action ( Boule , args ) ;

}

GRep.Close () ;

}

Tab. 8.3: Un exemple de chargement dynamique

l'appel ainsi r�ealis�e, et donc en cas d'erreur �a ce niveau de ne pas ex�ecuter l'ins-
truction qui pourrait provoquer des erreurs plus graves, au niveau d'OpenGL
notamment.
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{ Le prototype de la fonction BouleFonction est standard :

int BouleFonction ( int nargs , double *args ) ;

Prototype de la fonction BouleFonction

Ce prototypage standard permet au serveur, lorsqu'il charge l'instruction, d'em-
piler les arguments de l'instruction et d'en r�ecup�erer le r�esultat (le code des
erreurs �eventuellement g�en�er�ees).

Ce m�ecanisme est tr�es utile lorsque l'utilisateur sait caract�eriser l'objet �a tracer
par la donn�ee de quelques param�etres, car il peut faire �economiser beaucoup de
temps sur les transferts par r�eseau. De plus, il permet �a un ensemble d'utilisateurs
de partager les fonctionalit�es qu'ils ont �ecrites, sans pour cela les int�egrer dans la
grammaire.

Ce m�ecanisme a permis d'�ecrire une librairie permettant de g�erer les lumi�eres �a
l'int�erieur des sc�enes, sur la base de la gestion des lumi�eres en OpenGL.

8.3 Les packages : impl�ementations dans les sys-

t�emes de Calcul Formel

Un package dans un syst�eme de Calcul Formel est un regroupement logique de
fonctionnalit�es, permettant de d�evelopper des applications qui utilisent les m�ethodes
du package. Le probl�eme des packages vient essentiellement de la perm�eabilit�e des
syst�emes de Calcul Formel comme Maple avec le monde ext�erieur, et cela implique
en particulier des d�eveloppements sp�eci�ques pour chaque syst�eme de Calcul Formel.

8.3.1 Architecture g�en�erale

L'organisation g�en�erale d'un package est d�ecrite sur la �gure 8.1 ; ce package,
destin�e �a une exploitation sous Maple, permet de g�en�erer des instructions simples.

Cette �gure est compos�ee de trois parties bien distinctes : la partie I est celle
correspondant aux applications s'ex�ecutant dans l'environnement Maple. La partie II
correspond aux applications s'ex�ecutant dans le shell �a partir duquel a �et�e lanc�ee la
session Maple, alors que la partie III concerne le serveur Ganj.

Cette architecture | compliqu�ee au demeurant | est motiv�ee par les contraintes
li�ees �a l'interfa�cageMaple/Unix. En e�et, Maple et Unix communiquent tr�es mal, bien
que la derni�ere version de Maple (V, release 4) facilite les transferts d'information
entre des applications Unix et Maple.
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I 

II

IIIServeur Graphique GANJ

Programme

Maple
Unix-Maple

Interface Interface

Maple-Unix

GANJ_Output GANJ_Input

Fig. 8.1: Organisation du couplage Maple/Ganj

8.3.2 GANJ Input et GANJ Output

Ces deux applications s'ex�ecutent au niveau du shell, et sont lanc�ees par des
programmes Maple grâce �a des pipes : les pipes permettent de connecter deux ap-
plications par l'interm�ediaire d'un 
ot d'entr�ee{sortie, c'est-�a-dire qu'une des deux
applications prend en entr�ee standard tout ce qui est produit en sortie standard de
l'autre application.

Ainsi, le programme GANJ Input attend des instructions en entr�ee standard, puis
les encode en requêtes qu'il va adresser au serveur Ganj. C'est au niveau de cette
application que sont g�er�ees les erreurs, ainsi que les connections au r�eseau.

De même, le programme GANJ Output se connecte au serveur Ganj, puis lui
envoie une requête d'entr�ee utilisateur (requête dont les param�etres sont pass�es par
Maple lors du lancement du programme GANJ Output, c'est-�a-dire �a la cr�eation du
pipe), et lorsqu'il re�coit la r�eponse du serveur (soit une liste de valeurs, soit une valeur
signi�ant l'annulation par l'utilisateur de la requête), la transmet par l'interm�ediaire
de sa sortie standard vers le programme Maple.

Ces deux types d'actions ont �et�e d�edoubl�ees �a cause de la pauvret�e de l'interface
Maple/Unix : il est impossible depuis Maple de cr�eer un double-pipe sur la même
application shell.
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8.3.3 Interfa�cage Unix/Maple

Le point pr�ec�edent montre qu'un programme s'ex�ecutant dans une session Maple
peut communiquer avec le serveurGanj par l'interm�ediairedes deux outils GANJ Input
et GANJ Output. L'interface entre Maple et ces deux programmes est r�ealis�ee par
l'interm�ediaire de double pipes, symbolis�es sur la �gure 8.1 par des doubles 
�eches.
Cette facilit�e o�erte par Maple permet �a deux applications s'ex�ecutant dans la session
Maple en cours de communiquer par entr�ees/sorties. En particulier, lors de l'appel
d'un fork() sous Maple, les descripteurs de �chier (�le descriptors) associ�es peuvent
permettre aux deux branches d'ex�ecution de communiquer. Consid�erons l'exemple
8.4 �ecrit en Maple.

my_fork := proc ()

# ouverture d'un pipe interne �a Maple

fd := process[pipe] () ;

# fd est un tableau de file descriptors

# fd[1] est associ�e �a la lecture, fd[2] �a l'�ecriture

pid := process[fork] () ;

# fork renvoie 0 dans le nouveau ``processus'' cr�ee

# et le pid du ``processus'' cr�e�e dans le ``processus'' p�ere

if pid =0 then

#ecrit dans le fd[2] a l'attention du ``processus'' p�ere

writeline ( fd[2] , `Yes Master ?` ) ;

quit

else #processus p�ere

printf ( ` PARENT read %s \n ` , readline ( fd[1] ) ) ;

process[wait] () ;

process[pclose] (fd[1]) ;

process[pclose] (fd[2]) ;

fi ;

end ;

Tab. 8.4: Un exemple simple de fork() en Maple
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Sur cet exemple, l'ex�ecution principale du programme est s�epar�ee en deux branches.
L'environnement d'ex�ecution du programme est copi�e �a l'appel de fork(), et les deux
branches s'ex�ecutent chacune dans leur propre environnement. Les variables a�ect�ees
apr�es le fork() ne sont modi��ees que dans leur propre environnement d'ex�ecution.
Nous voyons ainsi que le processus h�eritant de l'environnement initial d'ex�ecution
(le processus \p�ere") et le processus h�eritant de la copie de l'environnement initial
d'ex�ecution (le processus \�ls") s'ex�ecutent de mani�ere concurrente. Il n'est pas tr�es
int�eressant pour une application client d'attendre que le serveur soit prêt �a accepter
sa requête, ni tout simplement de se mettre en attente sur le r�eseau. C'est pour cette
raison que l'ex�ecution est divis�ee en deux branches concurrentes, car cela permet �a
l'application client de continuer �a faire ses calculs pendant que l'autre branche d'ex�e-
cution e�ectue les connections au serveur, puis compose les requêtes �a adresser au
serveur. Le corps de la proc�edure Maple GANJ_init_input, sur la table 8.5, page 150,
permet d'�etudier ce principe.

Cette proc�edure s�epare l'ex�ecution du programme Maple en deux, et sur la branche
principale d'ex�ecution elle ne fait que renvoyer le pid (process identi�cator) de la
branche secondaire d'ex�ecution. Par contre, la branche secondaire ouvre un pipe sur
le programme GANJ input, avec comme param�etre le nom de la machine sur laquelle
le serveur Ganj est lanc�e. Ensuite, ce processus va se mettre en attente de messages
sur le �le descriptor input_fd, messages �a transmettre au serveur par l'interm�ediaire
du �le descriptor fd, jusqu'�a ce que la �n de la transmission soit d�etect�ee, auquel cas
la connection au serveur sera ferm�ee.

La table 8.6, page 151 montre un exemple typique de session Maple. Cet exemple
permet de tracer un triangle sp�eci��e depuis Maple. Nous voyons pour cela qu'il su�t
d'appeler la proc�edure d'initialisation d�ecrite dans la table 8.5, puis, une fois que
la connection est e�ectu�ee, d'empiler les primitives graphiques �a faire parvenir au
serveur.

Cette solution pr�esente l'avantage de ne pas obliger le client Maple �a se mettre en
attente que le serveur lui accorde une connection. En particulier, cela signi�e que le
client Maple pourra continuer �a mener �a bien son calcul, en empilant des requêtes
graphiques comme dans la proc�edure pr�esent�ee sur la table 8.6.

8.3.4 Exemple

L'exemple 8.7 permet de r�ecup�erer une plot structure interne �a Maple, puis de
la tracer sur le serveur Ganj �a partir de la session Maple. Une plot structure est le
r�esultat d'un appel �a une primitive de trac�e, comme par exemple plot3d.

Les avantages inh�erents aux primitives graphiques de Maple sont multiples, le
plus important �etant probablement celui de la simplicit�e d'utilisation. Par exemple,
Maple sait comment tracer la plupart des objets qu'il permet de manipuler, et par
cons�equent l'utilisateur n'a pas �a programmer de mode particulier de visualisation
des objets qu'il manipule.
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GANJ_init_input := proc ( input_fd , hostname )

local fd, pid ;

pid := process[fork] () ;

if pid = 0 then

fd = popen ( `ganj_input -stdin -s `.hostname ,WRITE ) ;

string := readline ( input_fd ) ;

pas_fini := Is_Finished ( string ) ;

while pas_fini do

writeline ( fd , string ) ;

string := readline ( input_fd ) ;

pas_fini := Is_Finished ( string ) ;

od ;

process[pclose] ( fd ) ;

quit

else

res := pid ;

fi ;

res ;

end;

Tab. 8.5: La proc�edure GANJ init input
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exemple := proc ()

tri := array [0..11] ;

fd := process[pipe] () ;

pid := GANJ_init_input ( fd[1] , `ponant.imag.fr` ) ;

#compose un triangle par ses sommets

# (x,y,z,couleur)

tri[0] := 1. ; tri[1] := 0 ; tri[2] := .5 ; tri[3] := 40 ;

tri[4] := 0. ; tri[5] := -1. ; tri[6] := 0. ; tri[7] := 64. ;

tri[8] := -1. ; tri[9] := 0. ; tri[10] := .5 ; tri[11] := 87 ;

GANJ_SubRep ( fd[2] , `triangle`) ;

GANJ_Triangle ( fd[2] , tri ) ;

GANJ_EndSubRep ( fd[2] ) ;

#ferme la session

GANJ_Close ( fd[2] ) ;

end;

Tab. 8.6: Un exemple de session
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Par contre, un des principaux d�esavantage de Maple au niveau graphique se situe
au niveau des performances. Si nous voulons tracer la surface de la fonction

f(x; y) = x2 + y2; x = �1::1; y = �1::1;

Maple va mailler le pav�e [�1; 1]� [�1; 1] par une grille r�eguli�ere de 25�25 par d�efaut,
et tracer les 625 polygônes dans une fenêtre sur l'�ecran. Pour r�ealiser cette op�eration,
il prend subjectivement (sur un SUN Sparc 20, 128 Mo de m�emoire ) �a peu pr�es 5
secondes. Le probl�eme se situe dans la manipulation de la sc�ene tri-dimensionnelle
ainsi cr�e�ee, car Maple va prendre 5 secondes par la suite pour retracer la surface,
par exemple apr�es une rotation. Ainsi, pour avoir une vue rapide de la surface �a
tracer, les primitives graphiques de Maple peuvent su�re, mais d�es qu'il est question
de manipuler la sc�ene cr�e�ee, les performances sont de loin insu�santes pour une
utilisation courante (c'est-�a-dire avec une grille de taille largement plus important
que 625 polygônes).

Pour cela, la primitive ganj_plot a �et�e d�e�nie : cette primitives reconnâ�t le type
de la surface �a tracer et, au lieu de tracer les polygônes dans une fenêtre Maple, les
envoie au serveur Ganj. Nous pouvons esp�erer ainsi de meilleures performances dans
une utilisation typique de manipulation de sc�ene tri-dimensionnelle.

Le corps de cette proc�edure est d�ecrit sur la table 8.7, page 153. Le param�etre
formel pl est une plot structure, c'est-�a-dire le r�esultat d'un appel �a plot3d.

Les points �a tracer se trouvent sp�eci��es par Maple dans la plot structure, et ainsi
sont accessibles dans une liste de polygones. Les routines meshpoly et gridpoly

parcourent ces listes, et envoient les composantes au serveurGanj par l'interm�ediaire
du �le descriptor r�ecup�er�e par l'appel �a process[pipe] ().

D'un point de vue performances, cette solution a un temps d'initialisation plus
long que le plot3d de Maple, car il faut parcourir les listes de polygônes, composer
des polygônes �a partir des coordonn�ees sp�eci��ees dans ces listes, et ensuite les envoyer
au serveur.

Le programme 8.8, page 154 trace deux surfaces avec des appels �a la routine
ganj_plot, et renvoie les temps (CPU) mis pour r�ealiser les appels. De plus, nous
avons not�e (approximativement, car Maple ne permet pas de mesurer le temps CPU
utilis�e pour e�ectuer un trac�e) le temps mis pour faire un rafrâ�chissement, soit par
Maple, soit par le serveur. Les r�esultats sont visibles sur le tableau 8.9, page 154.

Sur cette table, nous avons not�e les temps des rafrâ�chissements, car ils sont de
loin les plus importants pour un utilisateur qui attend le r�esultat de son trac�e. Nous
avons par contre mesur�e les temps CPU pour le traitement des polygônes.

Le temps d'initialisation de la routine ganj_plot est e�ectivement non-n�egligeable,
voire mêmep�enalisant, surtout si l'utilisateur n'a que peu de manipulations �a e�ectuer
(rappelons qu'�a chaque manipulation, un rafrâ�chissement se produit). Par contre,
'�economie de temps de rafrâ�chissement obtenue en utilisant la routine ganj_plot

peut être int�eressante d�es lors que l'utilisateur doit manipuler sa sc�ene dans l'espace,
car le serveur o�re des performances largement sup�erieures �a l'outil graphique de
Maple, en termes de manipulations de sc�enes �a trois dimensions.
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ganj_plot := proc ( pl , hostname, sess_name )

local fds, i ;

fds := process[pipe] () ;

GANJ_init_input ( fds[1] , hostname) ;

GANJ_SubRep ( fds[2] , sess_name ) ;

#reconna�̂t le type de trac�e �a effectuer

if op(0,op(1,pl)) = MESH then

meshpoly ( fds[2] , pl ) ;

else

if op(0,op(1,pl)) = GRID then

gridpoly ( fds[2], pl ) ;

fi;

fi;

GANJ_EndSubRep ( fds[2] ) ;

GANJ_Close ( fds[2] ) ;

process[wait] () ;

process[pclose] (fds[1]);

process[pclose] (fds[2]) ;

end ;

Tab. 8.7: La proc�edure ganj plot()
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starttime := proc ( m , n )

plm := plot3d ( [x , s^3 , 3*s^2 ] , x=-1..1 , s=-1..1, grid =[m, n] ) ;

plg := plot3d ( y^2+x^2 , x=-1..1 , y=-1..1 ) ;

time_mesh := time () ;

ganj_plot ( plm , abel , pl1 ) :

time_mesh := time () - time_mesh ;

time_grid := time () ;

ganj_plot ( plg , abel , pl1 ) :

time_grid := time () - time_grid ;

[time_mesh , time_grid ] ;

end;

startime () ;

Tab. 8.8: Un programme de mesure de temps CPU

n �m time mesh time grid refresh Maple refresh Ganj

25� 25 8.830 8.610 � 5s < 1s
30� 30 11.570 14.060 � 7s < 1s
40� 40 22.680 22410 � 10s � 1s

Tab. 8.9: Performances compar�ees Maple / Ganj

154



Quatri�eme partie

Application : visualisation de

solutions d'�equations di��erentielles

complexes
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Chapitre 9

Structure d'une exp�erience

9.1 Principe d'une exp�erience

Les exp�eriences pr�esent�ees dans cette partie applications permettent d'�etudier des
�equations ou des syst�emes di��erentiels dans le plan complexe. Cette �etude peut se
d�ecomposer en quatre parties, repr�esent�ees sur la �gure 9.1 par quatre bô�tes.

Intégration

Feedback

VisualisationSpécification

(1) (2)

(3)

(4)

Fig. 9.1: Le d�eroulement d'une exp�erience

{ Sp�eci�cation : cette partie comprend aussi bien la sp�eci�cation du chemin d'in-
t�egration, que des ensembles de conditions initiales, mais aussi des di��erents
param�etres inh�erents �a l'int�egration, telle que l'�equation ou le syst�eme �a �etu-
dier, les tol�erances pour les calculs d'erreur, les pas d'int�egration et leur nombre
maximal.

{ Calcul (int�egration) : cette partie peut être e�ectu�ee par un ou plusieurs mo-
dules de calcul. Ceux-ci prennent en entr�ee un certain nombre de param�etres
(les points dans le plan complexe entre lesquels r�ealiser l'int�egration, une condi-
tion initiale, des param�etres de contrôle), et renvoient un ensemble de valeurs,
le r�esultat de l'int�egration.

157



Chap. 9 : Structure d une experience

{ Visualisation : cette partie correspond �a l'exploitation graphique des r�esultats
renvoy�es par l'int�egrateur tout au long de l'exp�erience. Cette exploitation peut
être locale, c'est-�a-dire qu'elle ne concerne qu'un certain type restreint de r�e-
sultats, comme par exemple les valeurs renvoy�ees par l'int�egrateur pendant le
calcul, mais aussi globale, c'est-�a-dire qu'elle peut mettre en relation plusieurs
grandeurs math�ematiques calcul�ees pendant le d�eroulement de l'exp�erience.

{ Feedback : le feedback est le r�esultat d'une analyse de l'utilisateur des r�esultats
produits par l'exp�erience, et conduit en g�en�eral �a de nouveaux calculs, apr�es
avoir resp�eci��e certains param�etres initiaux de l'exp�erience, ou �a une validation
des r�esultats.

Les 
�eches repr�esent�ees sur la �gure 9.1 connectent les quatres bô�tes du dessin,
et repr�esentent chacunes des mouvements de donn�ees :

1. Ces donn�ees sont les donn�ees sp�eci��ees par l'utilisateur, et qui sont exploit�ees
par l'int�egrateur. Elles peuvent être �eventuellement partag�es entre plusieurs
outils de calcul.

2. Ces donn�ees sont les r�esultats de l'int�egration. Ces r�esultats sont stock�es, avant
d'être exploit�es.

3. Ces donn�ees repr�esentent l'information que l'utilisateur tire de la visualisation.
Cette information est bien �evidemment li�ee au mode de visualisation utilis�e
pour exploiter graphiquement les r�esultats de l'int�egration.

4. Ces donn�ees proviennent de l'utilisateur, a�n de recalculer certaines valeurs en
fonction des conclusions qu'il a tir�ees de la visualisation des r�esultats. Elles sont
transmises par les moyens d'interaction auxquels l'utilisateur a acc�es, que ceux-
ci soient directement int�egr�es �a la visualisation (principe des GANJ_UserInput),
ou que ceux-ci soient sp�eci�ques �a l'exp�erience (c'est-�a-dire qu'ils n'utilisent
pas les facilit�es de la visualisation, comme par exemple un proc�ed�e de s�election
sp�eci�que au module de sp�eci�cation ; par exemple, un module de saisie de
courbes).

La plupart des donn�ees peuvent être stock�ees dans une structure de donn�ees que
nous allons pr�esenter, et qui permet d'avoir une repr�esentation logicielle des chemins.

9.2 Les chemins

9.2.1 Motivations

Un chemin sur un ensemble E est la donn�ee d'une application continue de l'inter-
valle r�eel [0; 1] dans cet ensemble. D'un point de vue exp�erimental, ils peuvent avoir
des fonctions multiples :

{ Ils servent pour la sp�eci�cation math�ematique du probl�eme : en e�et, le che-
min en tant qu'objet math�ematique occupe une position centrale en analyse
complexe. Par exemple, les r�esultats d'une int�egration dans le plan complexe
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d�ependent fortement de la sp�eci�cation des chemins d'int�egration, c'est-�a-dire
des extr�emit�es des chemins mais aussi de la param�etrisation des chemins, �a
extr�emit�es �x�ees.

{ Ils servent aussi �a calculer les solutions des �equations ou des syst�emes di��eren-
tiels : en e�et, les int�egrations num�eriques donnent les valeurs de la solution
en certains points, ces points constituant des chemins. Ces chemins sont tr�es
proches des chemins d'int�egration, car ils sont l'image des chemins d'int�egration
par l'approximation de la solution calcul�ee par l'int�egration, et donc poss�edent
le même �echantillonnage.

{ Ils peuvent aussi servir �a la visualisation des r�esultats issus d'int�egrations dans
le plan complexe : les �el�ements de base des chemins r�esultats peuvent être de
nature variable (par exemple, les �el�ements de base peuvent être pris sur des
surfaces de Riemann), et donc peuvent n�ecessiter des traitements graphiques
particuliers a�n d'en exploiter les sp�eci�cit�es.

Pour r�epondre �a ces di��erents types d'utilisation, le plus grand soin doit être
apport�e �a l'impl�ementation logicielle des chemins, en particulier au niveau de la g�e-
n�ericit�e : si nous proposons une repr�esentation la plus g�en�erale possible des chemins,
nous aurons moins de travail sp�eci�que �a accomplir par la suite.

D'une mani�ere pratique, une repr�esentation logicielle de chemins doit pouvoir
permettre certaines op�erations :

{ la possibilit�e de pouvoir calculer avec les �el�ements de base des chemins, mais
aussi avec les chemins eux-mêmes (manipulations formelles).

{ la possibilit�e de donner une visualisation adapt�ee au chemin lui-même, pour les
di��erents types de chemins que nous utiliserons.

9.2.2 Di��erents types de chemins : cadre exp�erimental

Les chemins consid�er�es sont typiquement des chemins dont les �el�ements de base
sont des �el�ements de surfaces de Riemann (que ce soit dans C pour la sp�eci�cation, les
calculs ou la visualisation ; ou dans des surfaces de Riemann plus g�en�erales, notam-
ment lorsque nous cherchons �a calculer des d�eterminations continues). �Etant donn�e
un ensemble E ses �el�ements peuvent servir d'�el�ements de base pour des chemins si
nous pouvons construire deux applications, � et R :

{ l'application � de E dans C , qui donne la projection dans le plan complexe d'un
�el�ement de E.

{ l'applicationR de E dans RN (N = 2; 3; 4) qui permet de visualiser les �el�ements
de E.

Si ces deux applications sont connues pour un ensemble E donn�e, la d�e�nition
d'une algorithmique r�epondant �a nos besoins sur les chemins est possible. En e�et, le
chemin pouvant être projet�e dans C �a tout moment, des calculs avec les �el�ements pro-
jet�es sont possibles (et ainsi les algorithmes classiques fonctionnant avec des nombres
complexes peuvent être utilis�es), ainsi que la visualisation du chemin par le biais de
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l'application R. De plus, les op�erations usuelles sur les chemins ne d�ependant pas
de la nature de l'ensemble E (par exemple, des concat�enations) seront assum�ees par
l'impl�ementation g�en�erique d�ecrite ici.

9.2.3 Lien avec les surfaces de Riemann

Dans le cas particulier o�u E est une surface de Riemann, la d�e�nition 1.2.3.2
permet de construire facilement l'application �. En e�et, cette d�e�nition assure, pour
un �el�ement de E quelconque, de l'existence d'un ouvert Ui contenant cet �el�ement et
d'un hom�eomorphisme �i permettant de projeter cet �el�ement sur C (identi��e ici �a
U0) :

8x 2 E;9i 2 I; x 2 Ui

Nous pouvons alors poser

�(x) = �i(x)

Ainsi, l'application � est d�e�nie pour toute surface de Riemann, de mani�ere �a
ce que � b�en�e�cie des propri�et�es d'analycit�e de la fonction de raccordement entre
deux ouverts ayant une intersection non vide (la troisi�eme propri�et�e dans la d�e�ni-
tion 1.2.3.2). Cette propri�et�e est tr�es importante, car elle assure que les projections
des chemins obtenues par l'application � sont bien coh�erentes avec la d�e�nition de la
surface de Riemann, et permet en particulier, si la position sur la surface d'une extr�e-
mit�e du chemin est connue, de retrouver le chemin original �a partir de sa projection
sur le plan complexe.

Une surface de Riemann, en tant que vari�et�e mono-dimensionnelle sur C peut
être plong�ee dans R3[Spr57]. En e�et, une vari�et�e complexe mono-dimensionnelle
correspond implicitement �a une vari�et�e r�eelle bi-dimensionnelle, et donc une surface
dans R3. Par contre, rien n'assure que cette surface soit simple, c'est-�a-dire sans points
multiples, ni facile �a visualiser. Cette application de plongement peut être n�eanmoins
choisie comme application R, a�n notamment de visualiser les �el�ements des chemins.
Par contre, si la surface de Riemann doit être visualis�ee dans sa globalit�e, un travail
sp�eci�que devra être apport�e sur la visualisation de la surface a�n d'en obtenir une
vision synth�etique.

9.2.4 Exemples

Dans les deux exemples suivants, les applications � et R sont construites sur des
surfaces de Riemann compactes : la sph�ere de Riemann et le tore complexe. Le cas
de la surface de Riemann du logarithme (qui n'est pas compacte) sera ensuite �etudi�e.

La sph�ere de Riemann

Consid�erons le plan complexe, �a qui nous rajoutons le point �a l'in�ni. D'un point
de vue topologique, cet ensemble peut être vu comme une sph�ere. De plus, cet en-
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semble a une structure de surface de Riemann, lorsque les projections st�er�eogra-
phiques par rapport aux deux sommets de la sph�ere sont d�e�nies (�gure 9.2) :

�N : S1 � fNg ! C

�S : S1 � fSg ! C

�N(M)

N

S

M

(C )
�S(M)

Fig. 9.2: La projection st�er�eographique

Si le sommet N de la sph�ere correspond au point �a l'in�ni du plan complexe,
l'application � peut être choisie comme

8x 2 S1, �(x) =
�
�N(x) si x 2 S1 � fNg
�S(x) si x 2 S1 � fSg

En toute g�en�eralit�e, la premi�ere projection �N sera choisie comme application �,
sauf lorsqu'interviendra le point �a l'in�ni, auquel cas la seconde projection, �S, sera
utilis�ee pour l'�evaluation de �.

L'application R peut être choisie comme l'application d�e�nissant une sph�ere dans
R3, �a partir d'un point du plan. Cette application peut être prise comme l'inverse de
la projection �N , o�u les points de C de module arbitrairement grand sont identi��es
au point �a l'in�ni.
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Le tore complexe

Le tore complexe est topologiquement �equivalent �a la donn�ee de deux sph�eres : il
su�t pour cela de le \couper en deux", comme sur la �gure 9.3.

x3

x4

x2

x1

x2

x1

x4

M1

M2

M3

M4

x3

Fig. 9.3: Le tore vu comme deux sph�eres

Ainsi, un tore a une structure de surface de Riemann si on lui adjoint la donn�ee
des coordonn�ees locales d�e�nies sur les deux sph�eres complexes associ�ees (il y en a
quatre en tout : deux par sph�ere). Les applications � et R seront donc d�e�nies de la
même mani�ere que pr�ec�edemment, c'est-�a-dire localement sur quatre ouverts du tore.
Notons que ces constructions peuvent se g�en�eraliser aux tores �a plus d'un trou (les
tores de genre sup�erieur �a 1).

La surface de Riemann du logarithme

L'application � peut être facilement construite en posant

8z 2 Mlog , z = (p; k) , �(z) = p

La surface de Riemann du logarithme est souvent quali��ee de \spirale", car si
nous posons
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8z 2 Mlog , z = (p; k) , R(z) =
0
@ <(p)
=(p)
Arg(z)

1
A

alors lorsque Arg(z) parcourt R, �a jzj �x�e, le point R(z) parcourt une trajectoire en
forme de spirale.

9.2.5 Premi�ere conclusion sur les chemins

L'�etude pr�ec�edente montre que les surfaces de Riemann sont les structures id�eales
pour y construire des chemins complexes, car elles poss�edent intrins�equement les
d�e�nitions des deux applications � et R. Dans certains cas, les chemins peuvent
être consid�er�es comme des chemins �a �el�ements dans le plan complexe (dans ce cas, les
deux applications peuvent être choisies commedes applications identit�es). Cependant,
pour repr�esenter des r�esultats sous forme plus compacte, ils pourront être repr�esent�es
sur la sph�ere de Riemann. Par exemple, pour visualiser des solutions d'�equations
di��erentielles au voisinage du point �a l'in�ni, il peut être int�eressant de sp�eci�er des
chemins sur la sph�ere de Riemann, chemins faisant un tour autour du point N de la
sph�ere [Tes97].

Notons cependant que lorsque la complexit�e des surfaces de Riemann augmente,
la d�etermination d'une applicationR permettant de visualiser facilement les �el�ements
des surfaces de Riemann devient un probl�eme di�cile, ce qui explique qu'en g�en�eral
nous nous sommes limit�es concr�etement �a la prise en compte des surfaces de Riemann
hyperg�eom�etriques[Spr57], et �a la surface de Riemann du logarithme.

9.3 R�ealisation logicielle des chemins

9.3.1 Repr�esentations discr�etes et continues

Consid�erons un chemin C bas�e sur un ensemble E, param�etr�e par une fonction �
d�e�nie sur l'intervalle r�eel I = [t1; t2] :

� : I ! E
t 7! �(t)

(3.1)

� �etant continue sur I.
Cette repr�esentation des chemins est int�eressante, en particulier pour e�ectuer des

op�erations de type formelles sur les chemins, par exemple une concat�enation de deux
chemins, un changement de param�etrisation, etc ... Ces op�erations ne demandant pas
d'�evaluations num�eriques des points du chemin, ce mode de repr�esentation pr�esente
le double avantage d'être compact et rapide �a manipuler [DJ95]. D'un point de vue
programmation, il est plus d�elicat �a impl�ementer et �a manipuler pour un utilisateur.
Lorsqu'un chemin est d�e�ni de cette mani�ere, nous dirons qu'il a une repr�esentation
continue (par opposition �a discr�ete).
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G�en�eralement, il arrive un moment o�u la fonction � doit être �evalu�ee, par exemple
pour visualiser le chemin dans l'espace. Une repr�esentation discr�ete doit donc aussi
être pr�evue pour ce chemin : pour cela, consid�erons n 2 N, et une subdivision de
l'intervalle I :

(�0; �1; : : : ; �n)

telle que �0 = t1 et �n = t2. En posant ei = �(�i) pour i compris entre 0 et n,
une repr�esentation discr�ete du chemin C est obtenue en consid�erant l'ensemble des
segments qui composent ce chemin :

f(e0; e1); (e1; e2); : : : ; (en�1; en)g:
Consid�erant que, d'un point de vue logiciel, la repr�esentation d'un chemin est

avant tout discr�ete avant d'être continue, nous consid�ererons les chemins comme un
ensemble de segments, et �eventuellement nous leur associerons une repr�esentation
continue. Cette double d�e�nition permet d'apporter plus de souplesse aux traitements
des chemins, que ces traitements soient de nature num�erique ou formelle. De plus,
si le besoin s'en fait sentir, une repr�esentation continue peut être retrouv�ee �a partir
d'une repr�esentation discr�ete par l'utilisation d'une fonction d'interpolation.

9.3.2 Les segments

Consid�erons une classe E, qui impl�emente les �el�ements de l'ensemble E introduit
pr�ec�edemment, et en particulier les deux fonctions � et R.

Un segment de E est une paire ordonn�ee (avec un sens de parcours) de points �a
�el�ements dans E. Ayant d�e�ni la classe E avec les conditions pr�ec�edentes, la classe
Path Seg<E> (des segments dont les extr�emit�es sont des �el�ements de E) peut être
d�e�nie par :

{ ses extr�emit�es P1 et P2, comme objets de classe E,

{ des m�ethodes de construction,

{ une m�ethode de r�ecup�eration des nombres complexes associ�es (la projection),

{ une m�ethode de trac�e.

La construction de ces segments ne pose g�en�eralement pas de probl�emes, sachant
que les m�ethodes particuli�eres de projection et de trac�e sont obtenues grâce aux
m�ethodes pr�esentes dans la classe E.

R�ecup�eration des complexes associ�es

Cette m�ethode permet d'e�ectuer des calculs sur les extr�emit�es d'un objet de
classe Path Seg<E>. L'ensemble E permet, par le biais de la fonction �, de r�ecup�erer
le nombre complexe associ�e �a l'�el�ement de E consid�er�e. Il s'ensuit qu'un segment de
classe Path Seg<E> peut être transform�e en un segment bas�e sur la classe Complex
en consid�erant (�(x1); �(x2)) o�u x1 et x2 sont les extr�emit�es du segment dans E.
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Sachant que la m�ethode impl�ementant la fonction � doit être pr�esente dans la classe
E pour pouvoir y construire des chemins, la r�ecup�eration des nombres complexes ne
pose donc aucun probl�eme.

Trac�e d'un segment

La fonction R, permet d'associer �a un �el�ement de E sa repr�esentation dans RN,
(N = 2; 3; 4) : ainsi une repr�esentation graphique d'un objet de classe Path Seg<E>
sera obtenue en tra�cant dans RN le segment correspondant �a (R(x1);R(x2)).

9.3.3 Structures de donn�ees des chemins

Nous pouvons alors d�e�nir la classe Chemin<E>, comme une classe de chemins
�a �el�ements sur E. La repr�esentation discr�ete des chemins a �et�e privil�egi�ee comme
classe de base des chemins, sachant qu'une repr�esentation continue peut en d�eriver.
La classe Chemin<E> contient les donn�ees suivantes :

{ une liste de segments de classe Path Seg<E>,

{ une r�ef�erence au premier et au dernier �el�ement de cette liste.

De plus, cette classe fournit les m�ethodes suivantes :

{ construction de la structure,

{ sp�eci�cation d'un nouveau segment, qui peut être rajout�e apr�es le dernier seg-
ment composant le chemin,

{ trac�e des segments composant le chemin.

En�n, l'op�erateur = a �et�e red�e�ni pour les besoins des chemins.

9.3.4 Les chemins param�etr�es

Nous pouvons maintenant consid�erer ces chemins comme une classe d�eriv�ee de la
classe Chemin<E> : la classe PChemin<E>. Cette classe particuli�ere fournit, en plus
des donn�ees de la classe Chemin<E>, les donn�ees suivantes :

{ les bornes de l'intervalle de param�etrisation,

{ le nombre de points �a consid�erer dans cet intervalle,

{ une fonction de param�etrisation.

La m�ethode de param�etrisation est utilis�ee pour construire les segments compo-
sant le chemin. L'int�erêt de faire d�eriver cette classe de chemins param�etr�es de la
classe g�en�erale des chemins permet de consid�erer les chemins comme des donn�ees
num�eriques classiques, par exemple pour en donner une repr�esentation graphique ou
pour r�ealiser des int�egrations num�eriques dessus, mais aussi de manipuler de ma-
ni�ere plus formelle ces chemins param�etr�es : en e�et, de nombreuses manipulations
sur les chemins ne n�ecessitent pas d'�evaluation num�erique pour être r�ealis�ees, comme
notamment la concat�enation de deux chemins, et peuvent donc se faire �a moindre
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coût de mani�ere formelle. La construction de la repr�esentation discr�ete sous-jacente
se fait alors par une �evaluation de la m�ethode de param�etrisation pour certaines va-
leurs du param�etre de parcours, valeurs calcul�ees en prenant en compte les bornes de
l'intervalle de param�etrisation ainsi que le nombre de points d'�echantillonage.

La classe PChemin<E> est une classe purement virtuelle, c'est-�a-dire qu'il n'est
pas possible de cr�eer d'objets de cette classe directement. Cela est dû au fait que la
m�ethode impl�ementant la fonction de param�etrisation est une m�ethode abstraite. Il
faut donc, pour construire un objet h�eritant des m�ethodes de la classe PChemin<E>,
passer par des classes d�eriv�ees, impl�ementant cette m�ethode de param�etrisation. �A
titre d'exemple, plusieurs classes directement d�eriv�ees de cette classe ont �et�e d�e�nies
avec comme ensemble d'�el�ements de base les complexes :

{ la classe Circle d�e�nie par la fonction

� : [0; 1] ! C

t 7! �e2i�t + c

o�u � est le rayon du cercle, et c son centre.

{ la classe Segment d�e�nie par la fonction

� : [0; 1] ! C

t 7! bt+ (1 � t)a

o�u a et b sont les extr�emit�es du segment.

Nous avons donc la hi�erarchie de classes suivante :

Composed<E>Circle Segment

Chemin<E>

PChemin<E>

....

Fig. 9.4: La classe Chemin<E> et ses classes d�eriv�ees

166



9.3 Realisation logicielle des chemins

Cette organisation logique permet de d�e�nir facilement d'autres classes de che-
mins, telles que les chemins en spirale, ou d'autres chemins plus complexes et int�eres-
sants au niveau de l'analyse complexe, comme les chemins de Hankel par exemple :
un chemin de Hankel est une chemin classique de l'analyse complexe, utilis�e notam-
ment dans la m�ethode de la transform�ee de Laplace d'une �equation di��erentielle. Ces
chemins sont compos�es d'un cercle et de deux segments, dont une extr�emit�e est re-
pouss�ee �a l'in�ni. La concat�enation des chemins permet de construire facilement de
tels chemins.

9.3.5 Concat�enation des chemins

La concat�enation de deux chemins est l'op�eration la plus �el�ementaire qui puisse
être faite sur deux chemins. Elle consiste �a les coller \bout �a bout" a�n d'obtenir
un nouveau chemin. Si les chemins sont donn�es sous forme discr�ete, cette concat�ena-
tion ne pose pas vraiment de probl�eme, sachant que la repr�esentation discr�ete d'un
chemin correspond �a la donn�ee de la liste des segments qui le composent, et donc la
concat�enation de deux chemins revient �a rajouter la liste des segments composant le
deuxi�eme chemin �a celle du premier. En revanche, dans le cas de la concat�enation
de deux chemins donn�es par une repr�esentation continue, il peut être int�eressant de
donner une repr�esentation elle aussi continue pour le r�esultat de la concat�enation.

Si nous consid�erons deux chemins C1 et C2 , param�etr�es par les fonctions �1

et �2, sur deux intervalles [t1; t2] et [t3; t4], nous pouvons noter C le r�esultat de la
concat�enation de C1 et C2. Alors C est d�e�ni par :

{ l'intervalle [t1; t2 + (t4 � t3)],
{ la fonction de param�etrisation � :

� : [t1; t2 + (t4 � t3)] ! C

t 7!
�

�1(t) si t < t2
�2(t� t2) si t � t2

D'apr�es la d�e�nition ci-dessus, les deux chemins C1 et C2 n'ont pas besoin d'être
adjacents (c'est-�a-dire que �1(t2) = �2(t3)) pour que le chemin r�esultant de la conca-
t�enation soit continu : en e�et, il existera de mani�ere discr�ete un segment qui reliera
le dernier point de la discr�etisation de C1 au premier point de celle de C2� lorsque
les deux chemins seront concat�en�es. Cependant, il est pr�ef�erable que C1 et C2 soient
adjacents, car si ce n'est pas la cas, le r�esultat de la concat�enation n'est pas un chemin
au sens math�ematique du terme.

D'un point de vue logiciel, nous avons introduit une classe Composed<E>, qui
permet de r�ealiser des concat�enations de chemins param�etr�es. Cette classe d�erive de
la classe PChemin<E>, c'est-�a-dire que les objets de la classe Composed<E> ont obli-
gatoirement une repr�esentation continue. L'objet ainsi construit poss�ede une m�ethode
de param�etrisation conforme �a la d�e�nition de la fonction � ci -dessus. Lorsque les
chemins consid�er�es sont ferm�es, cette classe permet d'avoir une repr�esentation logi-
cielle compl�ete du groupe d'homotopie[Die68] (muni de la concat�enation des chemins
comme op�eration).
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9.3.6 Algorithmes

Sp�eci�cation d'un chemin

La sp�eci�cation d'un chemin de classe Chemin<E>, lorsque E est la classe des �el�e-
ments de base du chemin est l'action de remplir la liste des segments qui composent
ce chemin :

public void Chemin<E>::Specify ( E point ) ;

La sp�eci�cation de ces segments peut se faire de nombreuses mani�eres : par des
valeurs contenues dans un �chier, par la sp�eci�cation d'un utilisateur grâce �a une
application qui permet de saisir des points �a la souris ou au clavier. Dans le cas
particulier o�u l'objet �a sp�eci�er est de classe PChemin<E>, cette sp�eci�cation se fait
par �evaluation de la m�ethode de param�etrisation.

Les valeurs sp�eci��ees sont stock�ees dans la liste contenant les segments, de mani�ere
cons�ecutive (chaque point est sp�eci��e une fois, mais stock�e deux fois, comme �n d'un
segment et comme d�ebut du segment suivant), ou disjointe (chaque point doit être
sp�eci��e deux fois si l'on veut que ce point soit le d�ebut d'un segment et la �n d'un
autre). Ce mode de stockage doit être sp�eci��e dans la d�e�nition du chemin.

Cr�eation et sp�eci�cation d'un chemin param�etr�e

L'int�erêt de la vision discr�ete d'un chemin param�etr�e est de pouvoir fournir des
valeurs lors d'un calcul relatif �a ce chemin, ou lors de sa visualisation graphique.
Cela signi�e en particulier qu'un chemin param�etr�e n'a pas forc�ement besoin d'être
construit en tant que liste de segments.

Il faut donc pouvoir s�eparer la cr�eation d'un chemin param�etr�e et sa sp�eci�cation :

{ la cr�eation d'un chemin param�etr�e est la mise en place de tous ses �el�ements,
y compris l'allocation de la tête de la liste qui contiendra �eventuellement les
segments qui le composent.

{ la sp�eci�cation d'un chemin param�etr�e est l'action qui permet de sp�eci�er les
sommets des arêtes composant la discr�etisation du chemin, notamment au mo-
ment o�u une repr�esentation discr�ete en est n�ecessaire.

Si la param�etrisation du chemin est donn�ee par la m�ethode

public E PChemin<E>::parametrisation ( double t ) ;

dans ce cas la sp�eci�cation du chemin se fera de la mani�ere suivante :

public void PChemin<E>::Specify () {

E point ;

for ( int i=0 ; i < sample_rate ; i++ ) {

point = parametrisation ( t0 + i/sample_rate * (t1-t0) ) ;
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Specify ( point ) ;

//sp�ecification num�erique du point de classe E

}

}

Certaines op�erations avec les chemins param�etr�es sont possibles sans que ces che-
mins soient sp�eci��es au pr�ealable : par exemple, la concat�enation de deux chemins
param�etr�es ne n�ecessite pas leur sp�eci�cation pr�ealable, car cette concat�enation ne
fait que cr�eer un autre chemin param�etr�e dont la fonction de param�etrisation prend en
compte la d�e�nition de ce chemin comme concat�enation de deux autres chemins. Cela
autorise certaines op�erations sur des chemins en �evitant des �evaluations coûteuses (en
temps, en m�emoire).

Int�egration dans GANJ

Consid�erons que la m�ethode impl�ementant la fonction R de l'ensemble E dans la
classe E soit la m�ethode

public void E::Format ( double& x, double& y, double& z, int& color ) ;

c'est-�a-dire que pour tout objet de classe E, on peut en donner une repr�esentation
graphique dans RN, (N = 2; 3; 41) en faisant agir cette m�ethode sur l'objet concern�e,
ses coordonn�ees spatiales �etant contenues dans les variables x,y,z et la couleur avec
laquelle il sera trac�e �a l'�ecran �etant contenue dans la variable color.

La m�ethode de trac�e d'un segment dans l'environnement graphique Ganj sera
alors tr�es simple �a mettre en oeuvre. Consid�erons pour cela que l'objet de classe
Path Seg<E> ait acc�es �a une r�ef�erence sur un objet de classe GANJ SubRep. Nous
pouvons alors d�e�nir la m�ethode suivante :

public void Path_Seg<E>::Draw ( GANJ_SubRep& GSR) {

P1.Format ( x1, y1, z1, c1) ;

P2.Format ( x2, y2, z2, c2) ;

GSR->Segment ( x1, y1, z1,

x2, y2, z2,

c1, c2 ) ;

}

La m�ethode de trac�e d'un chemin de classe Chemin<E> dans l'environnement
graphique Ganj sera ainsi bas�ee sur la m�ethode pr�ec�edente :

1Le cas N = 4 est pris en compte par un codage de couleur
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public void Chemin<E>::Draw ( GANJ_SubRep& GSR) {

Path_Seg<E> *PS = Path_List ;

// Path_List est le premier segment composant le chemin

while ( PS != NULL ) {

PS.Draw ( GSR ) ;

PS = PS.next ;

// next est un pointeur sur le prochain segment

}

}

Le trac�e d'un chemin est ainsi conditionn�e par la m�ethode de visualisation impl�e-
ment�ee dans la classe E. Ainsi, si la classe E est la classe des nombres complexes, le
chemin sera trac�e dans le plan complexe, et si E est la classe des �el�ements de S1, le
chemin sera trac�e avec ses extr�emit�es sur la sph�ere de R3 repr�esentant S12.

9.4 Exploitation des r�esultats

La classe MultiRep impl�emente plusieurs m�ethodes de visualisation (pr�esent�ees
dans le chapitre 2.3.2). Cette classe est une classe abstraite, c'est-�a-dire qu'on ne
peut pas construire directement d'objets de cette classe, car certaines m�ethodes de
cette classe sont virtuelles. Il faut pour cela passer par une classe d�eriv�ee, qui doit
obligatoirement d�e�nir ces m�ethodes.

La classe g�en�erique MultiRep g�ere principalement une table contenant des poin-
teurs vers les r�esultats obtenus par int�egration. Selon le mode de visualisation sou-
hait�e, ces r�esultats sont exploit�es di��eremment :

{ la classe Equation Rep : cette classe permet de visualiser l'ensemble des donn�ees
issues de l'int�egration comme des solutions d'une �equation di��erentielle d'ordre
N , plutôt que comme un syst�eme. Elle permet l'exploitation des solutions en
termes de fonction et de d�eriv�ees (c'est-�a-dire que la premi�ere composante de
la solution d'un syst�eme di��erentiel est consid�er�ee comme une fonction solution
d'une �equation di��erentielle d'ordre N , et la composante i est consid�er�ee comme
la ieme d�eriv�ee de cette fonction), et ainsi elle permet de mesurer visuellement
le comportement d'une solution de mani�ere conjointe avec celui de sa d�eriv�ee.

{ la classe System Rep : cette classe permet de visualiser l'ensemble des don-
n�ees issues de l'int�egration comme des solutions de syst�emes, c'est-�a-dire sans
interpr�etation particuli�ere des di��erentes composantes.

2Si le segment est r�e-�echantillon�e, les points interm�ediaires r�esultant de cet �echantillonage peuvent
même être projet�es sur la sph�ere, faisant ainsi coller le chemin �a la surface.
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{ il existe de nombreuses autres classes permettant d'exploiter graphiquement
les r�esultats bruts de l'int�egration. Ces classes fournissent les m�ethodes per-
mettant d'e�ectuer un traitement sp�eci�que sur les donn�ees. Par exemple, la
classe Time Rep permet de rep�erer les valeurs calcul�ees pendant une int�egration
grâce �a la valeur du param�etre d'int�egration, ou la classe Function Rep permet
d'�etudier les valeurs de la solution tout en visualisant la distance de la variable
d'int�egration �a un point de plan complexe, typiquement une singularit�e dont la
position peut être calcul�ee en fonction des conditions initiales.

Le principe commun �a ces classes est de r�ecup�erer des donn�ees d'un ensemble de
r�esultats provenant d'une int�egration, et d'en proposer une visualisation adapt�ee. Le
principe est d�etaill�e sur la �gure 9.5. Ainsi, sur cette �gure, un composant stocke
les r�esultats produits par l'outil d'int�egration sous forme brute, et ces r�esultats sont
exploit�es ensuite sp�eci�quement.

Intégration
Stockage des

Résultats

Equation_Rep

System_Rep
Graphique

Outil 

Autre ...

Feedback

Fig. 9.5: Principe de l'exploitation graphique

Notons que des objets des classes pr�ec�edemment cit�ees n'ont pas forc�ement besoin
d'être cr�e�es pendant l'int�egration. En e�et, les seules donn�ees calcul�ees pendant une
int�egration sont les valeurs des solutions en certains points du plan complexe, ainsi
que les valeurs de l'estimation de l'erreur qui peuvent être calcul�ees en même temps.
Cela implique en particulier que des objets permettant d'exploiter de mani�ere sp�e-
ci�que les r�esultats de l'int�egration peuvent être rajout�es dynamiquement pendant
le d�eroulement de l'exp�erience. Plusieurs types de m�ethodes de visualisation peuvent
être utilis�ees :

{ les m�ethodes g�en�eriques : ces m�ethodes sont d�e�nies au niveau de la classe
abstraite MultiRep, et permettent de tracer une solution quelconque en tant que
courbe complexe, ou alors d'e�ectuer un post-traitement des solutions (comme
par exemple un changement de classe pour les �el�ements de base des chemins).
De plus, �etant donn�es deux objets d'une classe d�eriv�ee de MultiRep, il existe
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au niveau de la classe g�en�erique des m�ethodes permettant d'exploiter ces objets
en tant que donn�ees primaires ou secondaires (2.3.2).

{ les m�ethodes particuli�eres : ces m�ethodes permettent de donner une m�ethode de
visualisation adapt�ee �a des cas particuliers, comme par exemple les m�ethodes
de trac�e par d�efaut de la classe Equation Rep, ou des m�ethodes de trac�e parti-
culi�eres �a la classe System Rep.

9.4.1 Structure globale de l'exp�erience

Tous les �el�ements pr�esent�es dans ce chapitre ont �et�e int�egr�es dans une classe : la
classe MPortrait. La table 9.1 pr�esente les di��erents composants de cette classe.

Type d'�el�ement Contenu Classe

Sp�eci�cation { Les param�etres de d�epart.
{ Les chemins d'int�egration.
{ Les chemins de conditions initiales.

{ double, int
{ Chemin

{ MChemin

Int�egration { Un int�egrateur, sp�eci��e par l'utilisateur. { Integrator

Exploitation
Graphique

{ Des objets de classe d�eriv�ee de MultiRep.
{ Des moyens d'acc�es �a un outil graphique
(Ganj).

{ System Rep, ...
{ GANJ Rep, ...

Feedback { Un module de prise en compte du feedback
utilisateur.

Tab. 9.1: Les di��erentes composantes de la classe MPortrait

Les di��erents modules de l'application sont tous d�e�nis par la sp�eci�cation de
classes g�en�eriques, ce qui permet de sp�ecialiser ces modules pour une exp�erience
particuli�ere : par exemple, l'int�egrateur peut être chang�e dynamiquement au pro�t
d'un int�egrateur plus puissant ou au contraire plus rapide, les objets servant �a la
visualisation peuvent être sp�ecialis�es �a la visualisation d'un ph�enom�ene particulier.
Cet outil peut être ensuite �etendu par son utilisateur, qui n'a plus qu'�a coder des
modules adapt�es �a ses besoins : ces modules doivent juste se conformer aux interfaces
qui ont �et�e d�e�nies pour ceux pr�esent�es dans ce chapitre.
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Chapitre 10

Visualisation de solutions

d'�equations di��erentielles

complexes

Dans ce chapitre, nous allons montrer le d�eroulement d'une exp�erience visant �a
int�egrer une �equation di��erentielle, et �a en visualiser les solutions. Nous montrerons
d'abord quelques illustrations du formalisme des portraits de phase �etendus, ainsi que
de la technique de repr�esentation surfacique des solutions.

10.1 Visualisation des solutions

10.1.1 La classe des chemins r�esultats

Dans le cas particulier de la visualisation des solutions d'une int�egration dans
le plan complexe d'une �equation di��erentielle, les r�esultats des int�egrations sont re-
pr�esent�ees sous la forme de portraits de phase �etendus. Puisqu'un portrait de phase
�etendu est un ensemble de courbes tri-dimensionnelles, il est naturel de stocker les
r�esultats des di��erentes int�egrations dans des objets de classe MChemin. Ces classes
sont des templates, c'est-�a-dire qu'elles sont d�e�nies avec la donn�ee d'une classe abs-
traite. Dans le cas particulier des chemins r�esultats, la classe de base est la classe
CplusRP. Cette classe d�e�nit essentiellement deux valeurs :

{ une valeur complexe, qui est le r�esultat calcul�e pendant l'int�egration,

{ une valeur r�eelle, qui repr�esente un param�etre additionnel, associ�e �a la valeur
complexe.

Supposons que nous int�egrons une �equation di��erentielle, avec x la variable d'in-
t�egration parcourant un chemin param�etr�e par une fonction �. La valeur complexe
d'un �el�ement du chemin est un des r�esultats de l'int�egration, approximant la valeur
y(�(t)), alors que la valeur r�eelle est la valeur du param�etre de parcours du chemin
d'int�egration, c'est-�a-dire t. Si un �echantillonage en temps du chemin d'int�egration
est donn�e par
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ft0; t1; : : : ; tNg:
les point xi fournissent alors une discr�etisation du chemin d'int�egration :

fx0 = �(t0); x1 = �(t1); : : : ; xN�(tN)g:
�Etant donn�ee une condition initiale, (x0; y0), o�u y0 2 C , alors les valeurs yi sont

calcul�ees, �a l'aide d'un int�egrateur not�e ci-dessous Integ, �a chaque �etape de l'int�egra-
tion, les yi �etant d�e�nis par

y0 = y0
yi = Integ (xi; xi�1; : : : ; yi�1; yi�2; : : :)

Ainsi, pendant l'int�egration, le chemin r�esultat est rempli de points de la forme
(vi; pi), o�u vi est une valeur complexe et pi une valeur r�eelle associ�ee, tels que2

6664
v0 = y0 p0 = t0
v1 = y1 p1 = t1
...

...
vN = yN pN = tN

Ce proc�ed�e d�ecrit le remplissage des chemins r�esultats dans le cas de l'int�egration
d'une �equation di��erentielle, il s'applique encore dans le cas des syst�emes d'ordre
N : dans ce cas, le chemin r�esultat est un ensemble de N chemins ayant la structure
pr�ec�edente.

10.1.2 Changement de la classe de base

L'int�erêt d'une telle op�eration est de pouvoir exploiter de mani�ere di��erente les
valeurs pr�ec�edemment calcul�ees, dans le cas de la visualisation des r�esultats, ou dans
l'optique d'une m�ethode de post-traitement. Supposons par exemple que l'on veuille
d�e�nir une nouvelle m�ethode de trac�e de ce chemin, comme le trac�e de la partie com-
plexe des points composant ce chemin sur la sph�ere de Riemann, et que le param�etre
associ�e �a ces valeurs soit port�e de mani�ere radiale sur la sph�ere de Riemann. Pour
cela il su�t de d�e�nir une nouvelle classe h�eritant de la classe CplusRP, par exemple
CplusRP Riemann, cette classe fournissant une telle m�ethode de trac�e, commemontr�e
sur la table 10.1.

Si un objet de classe MChemin<CplusRP Riemann> est construit, la m�ethode de
trac�e de ce chemin s'appuiera sur la m�ethode de trac�e de la classe CplusRP Riemann,
en tra�cant le segment reliant dans l'espace les deux points obtenus par la m�ethode
de trac�e expos�ee sur la table 10.1.

La m�ethode pr�esent�ee ci-dessus montre un appel �a une autre m�ethode, membre de
la classe des �el�ements de base du chemin : la m�ethode Color. Cette m�ethode permet
d'a�ecter une couleur par d�efaut aux �el�ements de la classe de base des chemins. Si par
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void CplusRP_Riemann::Format ( CplusRP_Riemann pt ,

double& x , double& y , double&z, int& c ) {

double radius ;

// r�ealise la projection st�er�eographique

Stereographic ( pt , x , y , z ) ;

// calcule le rayon

radius = RADMAX * ( 1. + ( pt.t_ - pt.tmin ) / ( pt.tmax - pt.tmin ) ) ;

x = x * radius ;

y = y * radius ;

z = z * radius ;

c = pt.Color () ;

}

Tab. 10.1: M�ethode de trac�e de la classe CplusRP Riemann

la suite la couleur a�ect�ee �a un point n'est pas remplac�ee par une couleur issue d'une
m�ethode plus sp�eci�que, le point apparâ�tra �a l'�ecran avec sa couleur par d�efaut. Dans
le cas o�u les deux extr�emit�es d'une segment sont de couleurs di��erentes, les points
interm�ediaires sont trac�es avec une couleur calcul�ee par interpolation lin�eaire entre
celles des extr�emit�es du segment.

10.1.3 Exemple sur une �equation

Consid�erons que nous voulons visualiser les solutions de l'�equation di��erentielle

y0 = x:y3 (1.1)

lorsque x parcourt un cercle centr�e en 2, de rayon 1; ceci pour di��erentes valeurs
de y0, situ�ees sur un cercle de rayon petit (dans cet exemple, nous prendrons 0.3)
centr�e en 0.

Les valeurs interm�ediaires de y sont calcul�ees en utilisant un int�egrateur de type
Runge-Kutta, e�ectuant un contrôle local de l'erreur d'int�egration, r�ealis�e par Ren�e
A��d ([Aid99, Aid96]). Les r�esultats sont pr�esent�es sur la planche 10.2.

Figure 10.2 Cette �gure montre un ensemble de solutions, chacune �etant obtenue
�a partir d'une condition initiale (x0; y0), pour y0 pris r�eguli�erement sur le cercle de
centre 0, de rayon 0:3. Cet ensemble peut être retrouv�e directement sur la �gure en
ne consid�erant que les points d'altitude 0. La couleur de chaque point des courbes a
�et�e obtenue en calculant la couleur par d�efaut du y0 qui a �et�e utilis�e pour calculer les
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valeurs de la solution. L'int�erêt de cette repr�esentation est tout d'abord de donner une
repr�esentation dynamique des solutions de l'�equation di��erentielle. En e�et, lorsque
le temps d'int�egration (i.e. le param�etre de parcours du chemin d'int�egration) varie,
le comportement de la solution de l'�equation en fonction du temps peut être �etudi�e de
mani�ere conjointe des variations de la variable d'int�egration. De plus, les variations
de la solution peuvent être visualis�ees de mani�ere globale, ce qui permet d'appr�ecier
visuellement la sensibilit�e de la solution de l'�equation en fonction des conditions
initiales. En e�et, sur cette �gure, les courbes issues des conditions initiales pour des
valeurs de y0 proches de l'axe r�eel (les courbes bleues pour les valeurs proches de
l'axe r�eel positif, les courbes jaunes pour les valeurs proches de l'axe r�eel n�egatif)
ont une concentration de couleur importante, ce qui d'un point de vue math�ematique
peut être interpr�et�e en termes de d�ependance aux conditions initiales : pour deux
conditions initiales proches, les courbes r�esultats de l'int�egration restent proches. De
même, les courbes issues des conditions initiales telles que y0 est proche de l'axe
imaginaire (les courbes vertes et violettes sur la �gure) ont tendance �a s'�eloigner les
unes des autres pendant le parcours du temps d'int�egration : pour ces conditions
initiales, les solutions sont plus sensibles aux conditions initiales.

10.2 Repr�esentation surfacique des solutions et ap-

plications

10.2.1 Un exemple de repr�esentation surfacique

Consid�erons l'�equation (1.1). Dans l'exp�erience pr�ec�edente, pour certaines condi-
tions initiales, les valeurs de la solution �etaient calcul�ees, puis trac�ees en tant que
courbes tri-dimensionnelles. Cependant, ces courbes ne permettent pas d'appr�ehen-
der le portrait de phase de mani�ere continue. Une repr�esentation surfacique, obtenue
par interpolation lin�eaire entre ces di��erentes courbes (comme expliqu�e en 2.2) per-
met d'obtenir une visualisation de la solution en tant que surface bi-param�etr�ee, par
t, le temps d'int�egration, et u, le param�etre de parcours de l'ensemble 
 o�u les valeurs
de y0 sont prises.

Figure 10.3 Cette �gure montre un exemple de visualisation surfacique, bas�ee
sur les courbes trac�ees sur la �gure 10.2. Cette visualisation continue de la solution
en tant que surface permet de l'envisager comme une fonction de 
ot complexe1.
De plus, l'utilisation d'algorithmes de suppression des parties cach�ees de la sc�ene
tri-dimensionnelle permet de rep�erer facilement �a quelles parties de la surface corres-
pondent une valeur de temps d'int�egration ou une condition initiale. Sur cette �gure,
la couleur a�ect�ee �a chaque point de la surface est d�etermin�ee de la mani�ere suivante :

1bien que cette notion de 
ot ne soit pas d�e�nie pour une �equation de la variable complexe, car
elle est d�ependante du chemin d'int�egration ; la fonction repr�esent�ee ici est en fait la fonction de 
ot
du syst�eme dynamique associ�e.
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{ si le point appartient �a une courbe r�esultat calcul�ee pendant l'int�egration, sa
couleur est celle de la condition initiale avec laquelle la solution a �et�e calcul�ee.

{ si le point est situ�e entre deux courbes r�esultat, il appartient �a un polygone,
et sa couleur est une interpolation (bilin�eaire) des couleurs des sommets du
polygone.

Il est int�eressant de noter que l'interpolation r�ealis�ee pour la r�ealisation de ce
mode de visualisation facilite l'interpr�etation en termes de concentration de la cou-
leur sur la surface. De plus, cette surface �etant une vari�et�e de dimension (r�eelle) deux,
sa visualisation ne n�ecessite que trois dimensions. Cela implique qu'il reste une di-
mension pour visualiser en même temps d'autres donn�ees issues de l'int�egration ou
qui peuvent être calcul�ees ext�erieurement �a l'int�egration, comme le permettent les
donn�ees primaires et secondaires. En�n, d'un point de vue pratique, cette interpola-
tion est r�ealis�ee sans surcoût pour l'application client, car elle est prise en charge au
niveau serveur par l'interm�ediaire du smooth shading.

10.2.2 Utilisation des donn�ees primaires et secondaires

Le nombre de dimensions r�eelles utilis�ees pour une visualisation surfacique est
�egal �a trois : la quatri�eme dimension disponible peut être utilis�ee pour visualiser des
donn�ees �echantillon�ees sur un intervalle, dont les valeurs sont cod�ees par une couleur.
Ce deuxi�eme jeu de donn�ees (les donn�ees secondaires) doit être lui-même contenu
dans un objet de classe d�eriv�ee de la classe MultiRep, de même que l'objet primaire,
contenant les donn�ees primaires (dans ce cas, les valeurs de la solution de l'�equation).

Nous consid�erons ici l'exemple du trac�e des valeurs du temps d'int�egration, port�e
directement sur la surface repr�esentant les solutions de l'�equation. Pour cela, il su�t
de d�eclarer la classe Time Rep, qui impl�emente les m�ethodes abstraites de la classe
Multi Rep, c'est-�a-dire les m�ethodes de trac�e par d�efaut. Dans le cas de la visua-
lisation en temps que donn�ee secondaire uniquement (comme c'est ici le cas), ces
m�ethodes de trac�e par d�efaut n'ont que peu d'int�erêt. Par contre, le trac�e du temps
d'int�egration port�e directement sur la surface n�ecessite une m�ethode de quanti�ca-
tion, m�ethode utilis�ee au niveau de la classe Multi Rep a�n d'a�ecter une couleur
aux donn�ees secondaires trac�ees.

La m�ethode par d�efaut de quanti�cation consiste �a rep�erer le minimum (vmin) et
le maximum (vmax) des valeurs de la donn�ee secondaire pour chaque jeu de donn�ees
de la donn�ee primaire, et ainsi chaque valeur secondaire est a�ect�ee d'une couleur
calcul�ee par une fonction lin�eaire de la forme :

Q : [vmin; vmax] �! [0; couleurmax]

Une autre m�ethode de quanti�cation permet de calculer les minimum et les maxi-
mum sur l'ensemble des donn�ees secondaires, v�min et v

�
max.

Q� : [v�min; v
�
max] �! [0; couleurmax]
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Cette deuxi�eme m�ethode de quanti�cation permet de rep�erer des pics de donn�ees sur
l'ensemble des donn�ees secondaires, et peut se r�ev�eler particuli�erement utile pour la
visualisation de fonctions d�e�nies pour chaque valeur de la donn�ee primaire : par
exemple, la visualisation de l'erreur globale d'int�egration peut tirer parti de cette
m�ethode de quanti�cation. Par contre, pour la visualisation du temps d'int�egration,
les deux applications Q et Q� sont �egales.

Figure 10.4 Cette �gure montre un exemple de visualisation de la solution de
l'�equation (1.1), avec comme donn�ees primaires les valeurs calcul�ees par int�egration
de la solution de l'�equation, et comme donn�ees secondaires le temps d'int�egration.
L'int�erêt de ce mode de repr�esentation est de pouvoir situer dans le temps les varia-
tions de la solution. En e�et, si un certain type de comportement de la solution doit
être d�etect�e, comme par exemple de brutales variations en module, cette m�ethode
de visualisation permet de rep�erer facilement les valeurs du temps auxquelles corres-
pondent ces comportements. Une premi�ere application est de d�etecter les valeurs du
temps pour lesquelles l'int�egration produit de grosses variations en modules, et donc
de ra�ner localement autour des valeurs rep�er�ees la subdivision temporelle de l'in-
tervalle d'int�egration. Une deuxi�eme application consiste �a rep�erer �a quelles valeurs
de la variable d'int�egration correspondent les valeurs du temps rep�er�ees visuellement
sur la �gure, et �a adapter la discr�etisation du chemin d'int�egration en fonction d'un
ra�nement du chemin pour les valeurs du param�etre autour des valeurs relev�ees.

10.2.3 Lisibilit�e de ces surfaces

L'algorithme de composition des surfaces est tr�es simple, puisqu'il consiste en
la composition de polygones avec des valeurs cons�ecutives de la solution calcul�ee,
et donc il n'introduit gu�ere de surcoût d'exploitation. Les int�erêts de ce mod�ele de
visualisation surfacique sont de plus multiples :

{ L'�etude des surface est plus agr�eable �a l'oeil que celle d'un ensemble de courbes,
car elles donnent un sentiment de continuit�e, continuit�e sous-jacente aux gran-
deurs math�ematiques qu'elles repr�esentent.

{ l'interpolation qui est r�ealis�ee est faite avec un coût z�ero, car elle est r�ealis�ee au
niveau de l'outil graphique et non pas de l'outil de calcul. En plus d'am�eliorer
la visualisation des surfaces, elle permet d'�economiser en temps de calcul aussi
bien sur les intervalles d'int�egration (les couleurs sont a�ect�ees �a chaque valeur,
et donc les couleurs interm�ediaires sur une même courbe sont interpol�ees entre
deux valeurs d�ej�a calcul�ees), que sur l'ensemble de conditions initiales (le sen-
timent de continuit�e est donn�e sans calculs interm�ediaires, pour une r�esolution
su�sement �ne de l'ensemble de conditions initiales).

Ces remarques ne sont valides que si la surface compos�ee est su�semment r�e-
guli�ere. En e�et, si l'int�egration de l'�equation a �et�e interrompue, c'est-�a-dire que
l'int�egrateur n'a pas r�eussi �a calculer les valeurs de la solution pour toutes les valeurs
de la variable d'int�egration, la composition de la surface peut ne pas être signi�cative,
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car les solutions peuvent tr�es bien changer radicalement de comportement (nous en
verrons des exemples dans le chapitre suivant), et donc l'interpolation des valeurs
peut tr�es bien ne pas repr�esenter une situation r�eelle (voir �gure 10.1).

Fig. 10.1: Un exemple de non-interpolation

Pour la valeur de la condition initiale entour�ee sur la �gure 10.1, l'int�egration a
�et�e interrompue, parce que la m�ethode divergeait. Ainsi, il est possible que la solution
prenne un module particuli�erement important pendant l'intervalle de temps d'int�e-
gration, et donc les segments trac�es en pointill�es sur la �gure, qui repr�esenteraient
l'interpolation entre les deux courbes cons�ecutives, donneraient de fausses informa-
tions sur le comportement de la solution avec une condition initiale proche de celle
entour�ee sur la �gure. La solution dans ce cas consiste �a ne pas composer les poly-
gones d�ecrits en pointill�es sur la �gure, et donc de laisser cette partie de la surface
vide.

De plus, la composition des surfaces doit pouvoir prendre en compte des ph�e-
nom�enes di�ciles �a visualiser, comme des inversions de polygones, notamment dans
le cas o�u les courbes qui composent la surface ont des trajectoires tourbillonantes.
Dans ce cas, la visualisation surfacique est beaucoup plus di�cile �a appr�ecier que la
visualisation sous forme d'ensemble de courbes.

10.2.4 Application �a la visualisation de syst�emes

Pour �nir avec la repr�esentation surfacique, nous allons voir des illustrations de
la visualisation de syst�emes, avec une visualisation des solutions du syst�eme�

y01 = y2
y02 = y1 + x2

(2.2)

Ce syst�eme provient en fait de l'�equation lin�eaire d'ordre deux (2.3)

y00 = y + x2 (2.3)

Les solutions du syst�eme peuvent donc soit être consid�er�ees comme �etant les
composantes d'un syst�eme di��erentiel de dimension deux et de degr�e un, soit comme
la solution de l'�equation di��erentielle d'ordre deux, et la d�eriv�ee de cette fonction.
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Fig. 10.2: Visualisation
des courbes solutions

Fig. 10.3: Visualisation
surfacique

Fig. 10.4: Temps d'int�e-
gration en donn�ee secon-
daire

Fig. 10.5: Premi�ere com-
posante solution

Fig. 10.6: Deuxi�eme
composante solution

Fig. 10.7: La solution et
sa d�eriv�ee

Tab. 10.2: Visualisation de solutions d'�equations complexes
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Dans le cas o�u ces solutions sont consid�er�ees comme les composantes d'une solution de
dimension deux, un objet de classe System Rep peut être utilis�e pour les visualiser :
cet objet poss�ede toutes les m�ethodes n�ecessaires au trac�e de chaque composante.
Dans le cas o�u la premi�ere composante de la solution du syst�eme est consid�er�ee
comme la solution de l'�equation di��erentielle (2.3), il faudra utiliser un objet de
classe System Rep, qui poss�ede les m�ethodes utiles pour visualiser les solutions de
dimension un.

Figures 10.5 et 10.6 Ces deux �gures montrent les deux composantes de la
solution du syst�eme (2.2). L'a�ectation des couleurs aux points de la surface a �et�e
faite en fonction de la provenance en termes de conditions initiales, et cela permet
donc de suivre sur la surface une solution (ou un ensemble de solutions) particuli�eres.
N�eanmoins, il est di�cile de consid�erer les deux composantes de mani�ere globale.

Figure 10.7 Cette �gure illustre le principe de la visualisation de la solution d'un
syst�eme en tant que solution d'une �equation d'ordre deux. La donn�ee primaire utilis�ee
pour cette �gure est ici la solution de l'�equation (la premi�ere composante de la solution
du syst�eme), alors que la donn�ee secondaire est le module de la d�eriv�ee de cette
solution (la seconde composante de la solution du syst�eme). Il est ainsi plus facile
d'�etudier sur cette �gure le comportement de la solution, en même temps que celui
de sa d�eriv�ee.

10.3 Caract�erisation visuelle de ph�enom�enes mul-

tiformes

10.3.1 Exemple

Pour situer le probl�eme, nous pouvons reprendre l'exemple de l'�equation (1.1), et
observer les r�esultats de l'int�egration lorsque les conditions initiales varient. Consi-
d�erons pour cela que l'ensemble sur lequel les conditions initiales sont prises est un
cercle centr�e en 0, mais cette fois de rayon l�eg�erement sup�erieur, que nous prendrons
�egal �a 0:5. Le r�esultat est expos�e sur la planche 10.4.

Figure 10.10 Cette �gure montre le r�esultat de la nouvelle int�egration, avec des
conditions initiales appartenant au cercle centr�e en 0, de rayon 0:5, alors que le
chemin d'int�egration est toujours le même cercle. Certaines courbes (en rouge, en
vert) correspondant �a des conditions initiales dont les arguments sont proches de �

2

(pour les courbes en rouge) et de ��
2 (pour les courbes en vert) ne reviennent pas

sur elles-mêmes apr�es l'int�egration, mais prennent une valeur oppos�ee �a leur valeur
de d�epart. Ce comportement peut être dû �a plusieurs facteurs :

{ une mauvaise int�egration, entrâ�nant une d�egradation des r�esultats pour des
conditions initiales situ�ees dans certaines zones (ceci peut être dû �a un mauvais
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comportement num�erique de l'int�egrateur, ou alors �a des ph�enom�enes comme
ceux expos�es dans la partie II).

{ �a un caract�ere multiforme de la solution de l'�equation. Rien n'interdit �a une
solution d'une �equation di��erentielle holomorphe d'être multiforme, car la so-
lution est holomorphe (th�eor�eme 2.1.1.1), mais localement.

La �gure 10.11 semble privil�egier la seconde solution.

Figure 10.11 Cette �gure montre le r�esultat de l'int�egration, avec le même en-
semble de conditions initiales que sur la �gure 10.10, mais cette fois avec un chemin
d'int�egration parcouru deux fois : le cercle centr�e en 2, de rayon 1. Les courbes qui
ne reprenaient pas leur condition initiale apr�es int�egration cette fois-ci reviennent
bien sur elles-mêmes apr�es l'int�egration sur le nouveau chemin. Le comportement des
solutions associ�ees �a ces courbes ressemble �a celui des fonctions racines carr�ees.

10.3.2 V�eri�cation par le calcul

Bien que l'�equation di��erentielle (1.1) soit assez facile �a r�esoudre de mani�ere
exacte, il est plus di�cile de pr�evoir le comportement g�en�eral d'une de ses solutions,
associ�ee �a une condition initiale. En e�et, il faut pour cela trouver l'emplacement des
singularit�es de la fonction, puis ensuite �etudier les positions relatives de ces singulari-
t�es avec le cercle d'int�egration, sur lequel la solution prend ses valeurs. En e�et, si le
chemin d'int�egration entoure une ou plusieurs singularit�es (pour certaines valeurs de
y0), dans ce cas la solution n'a que peu de chance de retrouver sa valeur initiale apr�es
avoir parcouru le chemin d'int�egration. Par contre, si le chemin d'int�egration n'en-
toure aucune singularit�e, les valeurs de la solution aux extr�emit�es du chemin ferm�e
doivent être �egales.

Calcul de la solution de l'�equation

L'�equation (1.1) est simple �a int�egrer. En e�et, elle peut être r�e�ecrite

dy

y3
= x:dx

et donc, pour une condition initiale donn�ee (x0; y0),

�1
2
(y�2 � y�20 ) =

1

2
(x2 � x20)

d'o�u

y�2 = x20 +
1

y20
� x2

ce qui nous donne
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y(x) =
1q

x20 +
1
y2
0

� x2
(3.4)

Cette fonction admet deux points de branchement d'ordre deux, et la position de
ces points de branchement dans le plan complexe varie en fonction de x0 et y0 : ce
sont les singularit�es mobiles de l'�equation (1.1). L'expression ci-dessus explique le
fait que la solution calcul�ee de l'�equation ne retrouve pas, pour certaines conditions
initiales, ses valeurs de d�epart apr�es avoir parcouru une fois le chemin d'int�egration
[Wey55], et le retour sur les valeurs initiales apr�es avoir parcouru deux fois le chemin
d'int�egration peut être aussi justi��e par l'expression (3.4). Nous allons d�etailler ce
raisonnement dans le chapitre suivant.

Position des singularit�es

Les singularit�es mobiles de la solution sont donn�ees par l'expression annulant le
terme plac�e sous la racine de l'expression (3.4) :

�k(x0; y0) = (�1)k�1
s
x20 +

1

y20
; k = 1; 2 (3.5)

Ainsi, dans les conditions de l'exp�erience d�ecrite ci-dessus, pour certaines valeurs
de y0 dans le cercle centr�e en 0 de rayon 0:4, exactement une singularit�e se trouve
�a l'int�erieur du cercle d'int�egration. En e�et, puisque �1 = ��2, si �1 se trouve �a
l'int�erieur du cercle C, non centr�e en 0, alors �2 est �a l'ext�erieur du cercle C. Ainsi,
pour certaines valeurs de y0 2 
, une seule singularit�e sera pr�esente �a l'int�erieur du
cercle d'int�egration : puisque la solution correspondant �a y0 poss�ede cette singularit�e
comme point de branchement, cette solution n'a pas les mêmes valeurs aux extr�emit�es
du cercle C.

De mani�ere pr�ecise, nous pouvons calculer, �etant donn�e un chemin d'int�egration
C (et donc une valeur x0), la valeur limite de y0 pour laquelle la solution de l'�equation
a un comportement multiforme. Pour cela, il faut calculer �a quelle condition (portant
sur jy0j) le cercle d'int�egration et l'ensemble (lorsque y0 varie) des �i(x0; y0) ont une
intersection non vide.

Consid�erons que l'�equation est int�egr�ee pour x prenant ses valeurs dans le cercle
C de centre c, de rayon r. �A titre de simpli�cation, supposons que c 2 R+. La valeur
de x0 est choisie comme le plus grand point d'intersection de C avec l'axe r�eel, c'est-
�a-dire le point x0 = c+ r.

Donnons nous y0 �x�e dans C , et soit � = �(x0; y0) une des deux singularit�es de
l'�equation, et �etudions �a quelles condition � est situ�ee �a l'int�erieur du cercle C. Nous
commencerons par �etudier �a quelle condition � peut être sur le cercle :

9� 2 [0; 2�]; � = r:ei� + c

En reportant cette valeur de � dans sa d�e�nition, nous obtenons
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1

y20
= (r:ei� + c)2 � x20

Or, x0 = c+ r, d'o�u

1

y20
= (r:ei� + c)2 � (c + r)2

En d�eveloppant cette expression, nous obtenons la condition n�ecessaire et su�-
sante d'appartenance de � au cercle C :

1

y20
= r2e2i� + 2rcei� � (r2 + 2rc) = Gc;r(�) (3.6)

La fonction Gc;r(�) d�e�nie ci-dessus est une fonction de la variable r�eelle �, �a
valeurs complexes. Nous noterons par la suite Fc;r(�) le module de cette fonction,
jGc;r(�)j.

Une condition n�ecessaire pour avoir des solutions (en �, pour r, c et y0 donn�es)
est d'avoir l'�egalit�e des modules des deux membres de cette �egalit�e. Cela donne

1

jy20j
= Fc;r(�)

o�u nous pouvons expliciter Fc;r(�) :

Fc;r(�) = (r2 cos(2�) + 2rc cos(�)� (r2 + 2rc))2 + (r2 sin(2�) + 2rc sin(�))2 (3.7)

Pour avoir une condition n�ecessaire, il nous su�ra donc d'�etudier la fonction (3.7).
En calculant la d�eriv�ee de cette fonction, et en r�eduisant cette expression, nous

obtenons

F 0
c;r(�) = 8r2 sin(�)(c2 + 2rc cos(�) + r2 cos(�))

D'apr�es l'expression ci-dessus, nous voyons que la fonction Fc;r(�) admet un ex-
tremum pour � = k�, et dans le cas o�u � 6= k�, nous pouvons rechercher les autres
extremums de cette fonction : ils sont donn�es par les solutions en � de l'�equation

c2 + 2rc cos(�) + r2 cos(�) = 0

ce qui nous donne

cos(�) =
�c2

r(r + 2c)
(3.8)

Ainsi, dans le cas o�u �c2
r(r+2c) > 1 l'�equation (3.8) n'admet pas de solutions. Le

maximum de la fonction Fc;r(�) sera atteint pour � = �.
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cond.1 cond. 2 nombre d'intersections

cas 1 c2

r(r+2c)
� 1 1

y2
0

> Fc;r(�) 0

cas 2 c2

r(r+2c)
� 1 1

y20
� Fc;r(�) 2 ( 1 )

cas 3 c2

r(r+2c)
< 1 1

y2
0

> Fc;r(�1m) 0

cas 4 c2

r(r+2c)
< 1 Fc;r(�) <

1
y2
0

� Fc;r(�1m) 4 ( 2 )

cas 5 c2

r(r+2c) < 1 1
y2
0

� Fc;r(�) 2 ( 3 )

Tab. 10.3: Le nombre d'intersections en fonction des param�etres d'int�egration

Dans le cas o�u �c2
r(r+2c)

< 1, l'�equation (3.8) admet deux solutions �1m et �2m, sym�e-

triques par rapport �a �, et la fonction Fc;r(�) admet un minimum local en � = �. On
a de plus l'�egalit�e

Fc;r(�
1
m) = Fc;r(�

2
m)

puisque les valeurs de cette fonction sont sym�etriques par rapport �a �.
La condition n�ecessaire pour avoir des solutions �a l'�equation (3.6) est donc r�esum�ee

sur le tableau 10.3 (les nombres entre paranth�eses indiquant les cas limites).
Nous pouvons aussi reprendre ces r�esultats sur la �gure 10.8 o�u les di��erents cas

de �gure sont trac�es (l'absisse repr�esente les valeurs de �, et l'ordonn�ee les valeurs de
la fonction Fc;r(�)). Les lignes en pointill�es sur cette �gure repr�esentent les positions
de la valeurs de 1

y2
0

par rapport aux extrema de la fonction Fc;r(�)

m
1θ 2

cas 1

π

cas 2

π θm

Fig. 10.8: Les di��erents cas de �gure

Maintenant que nous avons obtenu des conditions n�ecessaires, nous allons �etudier
�a quelles conditions elles sont aussi su�santes. En e�et, rien ne garantit qu'il y
aura une intersection entre l'ensemble des singularit�es obtenu lorsque y0 parcourt le
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chemin des conditions initiales et le chemin d'int�egration, car la partie arguments
de l'�equation (3.6) n'est pas forc�ement v�eri��ee. Nous allons donc v�eri�er que dans
le cas o�u les divers param�etres d'int�egration v�eri�ent les conditions n�ecessaires 10.3,
nous arrivons (sous certaines conditions sur 
) �a construire les intersections entre le
chemin d'int�egration et l'ensemble des singularit�es.

Supposons donc que l'ensemble des conditions initiales 
 est un cercle, centr�e en
0, et que le module des �el�ements de ce cercle v�eri�e la condition 1. Consid�erons de
plus C �x�e, tel que c et r v�eri�ent la condition 2 de mani�ere �a ce que l'�equation

1

y20
= Fc;r(�)

admet des solutions : nous nous pla�cons donc dans les cas 2, 4 ou 5. Nous pouvons
donc calculer une valeur �0 qui satisfait l'�equation pr�ec�edente. Nous pouvons donc en
d�eduire une valeur �0, par la formule

�0 = r:ei�0 + c

La question est alors de savoir s'il existe un y0 2 
 tel que

�0 = �(x0; y0)

R�e�ecrivons alors l'�equation (3.6) sous la forme

j 1
y20
j = Fc;r(�0) (3.9)

arg(
1

y20
) = arg(Gc;r(�0)) (3.10)

Dans le cas o�u 
 est un cercle centr�e en 0, Arg(y20) prend toutes les valeurs de l'in-
tervalle [0; 4�], et par suite Arg( 1

y20
) prend toutes les valeurs de l'intervalle [�4�; 0]. La

condition (3.10) sera donc satisfaite deux fois pour chaque valeur de �0. La condition
n�ecessaire dans le cas o�u 
 est un cercle centr�e en 0 est donc bien su�sante.

Si 
 n'est pas un cercle centr�e en 0, il faut alors �etudier l'intervalle des valeurs
prises par Arg( 1

y2
0

) lorsque y0 parcourt 
, et v�eri�er si la valeur de Arg(Gc;r(�im)) est

bien comprise dans cet intervalle. Un tel cas de �gure est montr�e sur la �gure 10.9.
Dans le cas de notre exp�erience, cela su�ra �a caract�eriser le comportement des

solutions, en fonction des valeurs de y0, c et r. Remarquons �a ce propos que pour
y0 2 R, on a �(x0; y0) 2 R, et que de plus �(x0; y0) > x0.

Ainsi, lorsque y0 parcourt 
, la premi�ere valeur prise par y0 est r�eelle, et donc
la solution calcul�ee (lorsqu'elle a pu être calcul�ee) ne pr�esentera pas de caract�ere
multiforme. Par la suite, si les conditions 10.3 sont satisfaites, la solution calcul�ee
de l'�equation changera brutalement de comportement, pour certaines valeurs de y0,
pour revenir sur la �n de l'int�egration �a des valeurs di��erentes de ses valeurs initiales.
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Fig. 10.10: jy0j = 0:5 :
caract�ere multiforme

Fig. 10.11: jy0j = 0:5,
deux int�egrations succes-
sives

Fig. 10.12: Deuxi�eme cas Fig. 10.13: Quatri�eme
cas

Fig. 10.14: Cinqui�eme
cas

Tab. 10.4: Caract�ere multiforme des solutions
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Σ

C
γ

Fig. 10.9: Un cas de non-su�sance des conditions n�ecessaires

Les �gures 10.12, 10.13 et 10.14 illustrent certains cas d�e�nis dans le tableau 10.3 :
les cas 2, 4 et 5. La pr�esence des courbes correspondant aux solutions admettant
un comportement multiforme sur le chemin d'int�egration con�rme bien le compor-
tement attendu des solutions, en fonction des conditions initiales. Une fois que ces
comportements sont identi��es, l'utilisateur est capable de modi�er les param�etres de
l'int�egration a�n d'am�eliorer les r�esultats de l'int�egration.

10.3.3 Un exemple de feedback utilisateur

L'intervention d'un utilisateur lorsqu'il est confront�e �a des solutions de nature
multiforme peut s'e�ectuer essentiellement de deux mani�eres :

Re-sp�eci�cation des chemins d'int�egration cela permet d'�eviter les zones o�u les
singularit�es de l'�equation peuvent �eventuellement se trouver (et donc d'appor-
ter une am�elioration de la qualit�e des r�esultats produits par l'int�egration), ou
au contraire de d�eterminer le comportement des solutions calcul�ees autour de
singularit�es (et donc d'apporter des renseignements sur la nature des singulari-
t�es).

Re-sp�eci�cation des ensembles de conditions initiales pour un chemin d'int�e-
gration donn�e, cela permet d'�etudier les zones o�u les conditions initiales sont
admissibles (dans une optique d'am�eliorations de r�esultat), ou au moins de
fournir une carte, fonction des conditions initiales, o�u la solution admet un
comportement multiforme (cela peut se rapprocher des clearcuts du chapitre 4).
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Tab. 10.5: Un exemple de feedback utilisateur
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La planche 10.5 montre un exemple de re-sp�eci�cation de chemin d'int�egration.
Cette planche est organis�ee en deux colonnes : la colonne de gauche montre le r�esultat
d'une int�egration ayant entrâ�n�e la d�etection de solutions �a caract�eres multiformes.
Cela est visible sur le zoom (en haut de la planche) : les courbes de couleurs rouges
et de couleurs vertes sont �echang�ees apr�es int�egration, c'est-�a-dire que les fonctions
solutions y correspondant n'ont pas les mêmes valeurs aux extr�emit�es de la courbe
d'int�egration, qui est pourtant une courbe ferm�ee (il s'agit encore une fois d'un cercle).
Cela peut être aussi v�eri��e sur la �gure du bas, qui repr�esente le chemin d'int�egration,
avec l'ensemble des singularit�es lorsque y0 varie. L'intersection entre ces deux courbes
implique la pr�esence d'une singularit�e �a l'int�erieur du cercle d'int�egration, et donc
explique le ph�enom�ene des solutions multiformes.

Pour les raisons expliqu�ees ci-dessus, il peut être int�eressant, au moins d'un point
de vue exp�erimental, de modi�er les param�etres d'int�egration, et en particulier le
chemin d'int�egration, a�n notamment d'am�eliorer la qualit�e des r�esultats. Pour cela,
l'utilisateur doit sp�eci�er un nouveau chemin d'int�egration. Nous avons choisi dans
l'exp�erience d�ecrite sur la planche 10.5 d'e�ectuer cette nouvelle sp�eci�cation point
par point, c'est-�a-dire que l'utilisateur a cliqu�e �a la souris sur l'�ecran les points par
o�u doit passer le nouveau chemin d'int�egration.

Les nouveaux points ne sont pas int�egr�es directement dans le nouveau chemin d'in-
t�egration : en e�et, les segments reliant ces nouveaux points sont r�e-�echantillon�es, a�n
de pr�eserver la longueur moyenne des segments du chemin initial. Ce r�e-�echantillonage
est n�ecessaire d�es que des comparaisons doivent être faites entre les valeurs obtenues
avant et apr�es sp�eci�cation : en particulier, si une estimation d'erreur est incluse dans
le processus, elle d�epend { entre autres { de la longueur des pas d'int�egrations, et si les
nouveaux segments n'ont pas �a peu pr�es la même longueur que les segments initiaux,
la nouvelle estimation d'erreur ne pourra en aucun cas être compar�ee �a l'ancienne.

Les r�esultats de la nouvelle int�egration sont pr�esent�es sur la colonne de droite
de la planche 10.5. Le nouveau chemin d'int�egration poss�edant le même point de
d�epart que l'ancien (x0 ne changeant pas), et les y0 �etant les même que dans l'in-
t�egration pr�ec�edente, l'ensemble des singularit�es lorsque y0 varie ne change pas non
plus. Le nouveau chemin d'int�egration ne coupe donc pas cet ensemble des singulari-
t�es. Comme on peut s'y attendre, la totalit�e des courbes solutions ont leurs extr�emit�es
qui ont la même projection sur le plan t = 0, ce qui signi�e que les valeurs d'une
fonction solution aux extr�emit�es du chemin d'int�egration sont bien les mêmes. Les
solutions ne sont donc pas multiformes sur le chemin d'int�egration.

Ces modi�cations pourraient être facilement automatis�ees. Pour cela, il su�t de
rep�erer de mani�ere automatique les courbes critiques, c'est-�a-dire celles correspondant
aux solutions multiformes sur le chemin d'int�egration : il su�t pour cela de tester
les valeurs de la solution aux extr�emit�es du chemin d'int�egration. Ensuite, il su�t
de rep�erer les zones critiques du plan complexe, c'est-�a-dire celles pour lesquelles les
singularit�es ont une in
uence non-n�egligeable sur le comportement de la solution. Cela
pourrait se faire par une estimation d'erreur. Ensuite, une sp�eci�cation automatique
du nouveau chemin d'int�egration pourrait permettre au chemin d'int�egration d'�eviter
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ces zones critiques, et donc d'am�eliorer la qualit�e des r�esultats produits.

10.3.4 Remarques

�Echecs de l'int�egrateur

L'int�egrateur �echoue pour certaines valeurs des conditions initiales, notamment
celles pour lesquelles les singularit�es se trouvent sur le chemin d'int�egration. En
e�et, en de tels points, l'�evaluation de la fonction correspondant �a la solution n'est
pas possible (la fonction n'est pas d�e�nie en �i(x0; y0)). En g�en�eral, de tels �echecs
permettent de rep�erer des changement �eventuels de comportement de la solution.
De plus, lorsque la variable d'int�egration x s'approche d'une singularit�e, la qualit�e du
r�esultat num�erique devient incertaine [Aid99]. Il est donc particuli�erement int�eressant
de d�etecter ce genre de comportements lorsque ceux-ci se produisent.

Visualisation

Les di��erentes �gures propos�ees sur les planches 10.4 et 10.5 ont toutes �et�e pro-
duites sous formes de courbes, et non pas de surface. Bien que la visualisation d'un
ensemble de solutions d'une �equation di��erentielle correspondant �a un ensemble de
conditions initiales (le 
ot du syst�eme dynamique r�eel de dimension deux associ�e, via
le chemin d'int�egration) soit plus agr�eable sous forme de surface, ce mod�ele n'est plus
d'une tr�es grande utilit�e lorsque les courbes correspondent �a des solutions pr�esentant
un caract�ere multiforme.En e�et, dans de tels cas, les orbites sont particuli�erement
tourbillonantes, et les surfaces qui sont compos�ees �a partir de ces courbes sont parti-
culi�erement di�ciles �a visualiser : les polygones qui les composent se trouvent inver-
s�es, et les courbes correspondant �a des singularit�es proches du chemin d'int�egration
ont des comportements tr�es perturb�es (avec de grandes variations en modules et en
arguments), ce qui rend peu signi�cative leur interpolation par des polygones.
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Chapitre 11

Visualisation de l'erreur globale

L'int�egration d'une �equation ou d'un syst�eme di��erentiel par une m�ethode nu-
m�erique n'est int�eressante qu'�a condition d'avoir des moyens pour en controler la
validit�e. Le calcul de di��erentes sortes d'erreurs en est un. Le contrôle de l'erreur
locale[HNW87] (c'est-�a-dire l'erreur commise sur un pas) est g�en�eralement utilis�e au
cours d'un processus d'int�egration, mais ses valeurs ne sont pas forc�ement signi�ca-
tives et n'apportent g�en�eralement que peu de renseignements sur la validit�e globale
d'une int�egration. L'erreur globale, c'est-�a-dire la di��erence entre la solution de l'�equa-
tion di��erentielle et sa valeur approch�ee, est dans ce cas beaucoup plus adapt�ee.

Une estimation de l'erreur globale commise au cours d'une int�egration est calcu-
lable, par un ensemble de techniques pr�esent�e dans [Ske86]. Certaines de ces tech-
niques sont utilisables au cours de l'int�egration, et le surcoût li�e �a leur calcul peut
être important (l'estimation de Richardson n�ecessite une autre int�egration de l'�equa-
tion di��erentielle). Cependant, les renseignements que l'on peut en tirer peuvent être
pr�ecieux, comme par exemple en calculant une localisation de l'erreur, c'est-�a-dire le
calcul des zones du chemin d'int�egration o�u l'erreur a un module �elev�e, et donc o�u
la solution calcul�ee n'est pas forc�ement proche de la solution exacte d'une �equation
di��erentielle. La d�etermination de ces zones permet, grâce �a des op�erations simples,
d'am�eliorer la qualit�e des r�esultats num�eriques d'une int�egration, notamment grâce
�a des modi�cations des param�etres d'int�egration.

11.1 Principe de l'estimation de l'erreur globale

De nombreuses m�ethodes existent pour estimer l'erreur globale commise pendant
une int�egration : la m�ethode de Richardson [CM84] et la m�ethode de Zadunaisky
[Zad76] sont certainement les plus connues. Nous exposerons ici le principe de l'esti-
mation de Richardson.

11.1.1 Cadre d'application

Consid�erons l'�equation di��erentielle
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y0 = f(x; y) (1.1)

o�u la variable d'int�egration x appartient �a une courbe C. Consid�erons de plus que
y poss�ede une valeur initiale y0. L'int�egration num�erique de cette �equation avec une
m�ethode �a pas variable (ici, le choix des di��erents pas que nous noterons hi est
contraint par le fait que la variable d'int�egration doit rester sur le chemin d'int�egration
) fournit un certain nombre M de valeurs yi, qui sont des approximations de y(xi),
o�u les xi sont des points de C.

La quantit�e

Ei = y(xi)� yi (1.2)

est appel�ee erreur globale commise pendant l'int�egration au point xi. Si on consid�ere
de plus une autre suite Êi, on dit que Êi est une estimation valide d'ordre relatif
r > 0 de Ei si la relation suivante est v�eri��ee :

Ei = Êi(1 +O(Hr))

o�u H = maxi jhij.

11.1.2 L'estimateur de Richardson

Consid�erons que l'�equation (1.1) est int�egr�ee avec une m�ethode �a pas constant, h.
Les valeurs de l'erreur peuvent être estim�ees �a chaque pas d'int�egration, en e�ectuant
un calcul en trois �etapes. Pour cela, supposons connues les valeurs xi et yi :

1. calcul de la valeur de yi+1 �a partir de xi et yi, avec le pas h.

2. calcul de la valeur de y�2(i+1) �a partir de xi et y�2i, avec le pas h
2 (cette �etape

correspond en fait �a deux int�egrations succesives avec le pas h
2 ). La valeur y�0

est choisie �egale �a y0.

3. calcul de la valeur de

Ri+1 =
yi+1 � y�2(i+1)

1� 2�p

Les valeurs Ri ainsi calcul�ees constituent une estimation valide d'ordre relatif 1 de
l'erreur d'int�egration [Hen62]. Cet estimateur de l'erreur globale est appel�e estimateur
de Richardson.

L'int�erêt principal de cet estimateur, notamment par rapport �a d'autres types
d'estimateurs, est de donner une estimation rapide et n�eanmoins pr�ecise de l'erreur
globale d'int�egration [SW76, AL97]. Le surcoût associ�e �a cette estimation n'est pas
trop p�enalisant (cela revient �a mener deux int�egrations en parall�ele, et donc multiplie
par trois le coût d'une int�egration). De plus, dans le cas o�u le pas d'int�egration n'est
pas constant, l'estimateur de Richardson a encore un bon comportement. En e�et,
dans ce cas, la relation

Ri = Ei(1 +O(H))
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est valide, avecH = maxi jhij, o�u les hi repr�esentent les pas d'int�egration. Ainsi, nous
disposons d'une solution simple �a mettre en oeuvre pour estimer l'erreur globale, qu'il
ne reste plus qu'�a visualiser.

En g�en�eral, l'estimateur de Richardson n'est jamais d�ecrit dans la litt�erature que
pour des int�egrations r�eelles. Le r�esultat pr�ec�edent concernant les int�egrateurs �a pas
variable permettent de l'adapter facilement aux int�egrations complexes.

11.2 Visualisation de l'erreur globale

11.2.1 Int�erêt de la visualisation

La visualisation d'une estimation de l'erreur globale commise au cours d'une int�e-
gration est int�eressante dans l'optique notamment d'une caract�erisation visuelle de la
qualit�e d'une int�egration. En e�et, l'erreur estim�ee pendant un processus d'int�egra-
tion peut être vue comme l'approximation aux points xi d'une fonction repr�esentant
l'erreur d'int�egration. Cette fonction est a priori d�e�nie sur le chemin d'int�egration,
et l'int�erêt de la visualisation est ici de comprendre comment cette fonction varie
lorsque la variable d'int�egration parcourt le chemin d'int�egration.

Les principales applications de cette m�ethode de visualisation sont de rep�erer les
extrema de la fonction, a�n de pouvoir d�eterminer au moins visuellement quelles
valeurs calcul�ees par un int�egrateur sont num�eriquement �ables. En e�et, si le mo-
dule de l'erreur prend des valeurs importantes pendant un processus d'int�egration,
les valeurs calcul�ees pendant l'int�egration correspondant �a ces valeurs importantes
du module de l'erreur ne sont pas forc�ement �ables, et donc les valeurs qui seront
calcul�ees post�erieurement ne le seront pas non plus. Il est donc important de visuali-
ser, en même temps que les solutions num�eriques issues d'un processus d'int�egration,
une estimation de l'erreur a�n d'avoir une id�ee de la qualit�e num�erique des valeurs
num�eriques produites par un int�egrateur.

De plus, la fonction repr�esentant l'erreur �etant d�e�nie sur le chemin d'int�egration,
il peut être int�eressant de localiser cette erreur. Tout d'abord, la localisation peut
se situer dans le temps, c'est-�a-dire que les valeurs estim�ees de l'erreur peuvent être
corr�el�ees au param�etre du chemin d'int�egration. Cela conduit dans un premier temps
�a un ra�nement de la discr�etisation temporelle du chemin d'int�egration dans les zones
o�u le module de l'erreur prend des valeurs importantes, a�n de rendre les r�esultats
num�eriques plus pr�ecis. Dans un deuxi�eme temps, ces valeurs peuvent être corr�el�ees
�a la position de la variable d'int�egration sur le chemin d'int�egration : cela correspond
�a une localisation spatiale de l'erreur d'int�egration. Ainsi, l'in
uence de la proximit�e
d'une singularit�e au chemin d'int�egration peut être �etudi�ee grâce �a un m�ecanisme
d'estimation d'erreur. Dans une optique d'am�elioration des r�esultats, une modi�cation
(l�eg�ere, pour que les r�esultats puissent être compar�es) du chemin d'int�egration peut
être e�ectu�ee, de mani�ere �a ce que celui-ci reste �eloign�e d'une singularit�e et �a ce que
l'erreur estim�ee pendant l'int�egration reste en dessous d'une certaine tol�erance.

Ces di��erentes applications de la visualisation d'une estimation de l'erreur globale
commise pendant une int�egration peuvent donc se r�ev�eler importantes pour am�eliorer
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la qualit�e num�erique des r�esultats de l'int�egration, mais aussi pour mieux comprendre
le comportement d'une solution. Il est donc naturel de coupler cette notion d'estima-
tion d'erreur avec les m�ethodes de visualisation illustr�ees dans le chapitre 10. Cepen-
dant, cette estimation n'est pas une borne de l'erreur commise pendant l'int�egration,
et donc les r�esultats sont �a prendre au conditionnel.

11.2.2 Di�cult�es

La visualisation d'une estimation de l'erreur globale commise pendant une int�e-
gration pr�esente plusieurs di�cult�es. La premi�ere tient au fait que cette visualisation
doit repr�esenter une fonction complexe, et que ses valeurs doivent être visualis�ees en
même temps que celles de la solution. De plus, les variations du module de l'erreur
doivent être corr�el�ees au comportement global de la solution associ�ee, et donc une
m�ethode de visualisation conjointe de ces deux quantit�es doit être trouv�ee pour en
exploiter tous les renseignements.

La seconde di�cult�e tient essentiellement �a la nature des r�esultats num�eriques
donn�es par l'estimation de l'erreur. En e�et, durant une int�egration, les ordres de
grandeur pr�esent�es par l'estimation de l'erreur globale peuvent être tr�es variables :
au d�ebut de l'int�egration, l'erreur globale est de l'ordre du minimum machine, alors
que pendant une int�egration le rapport entre l'erreur estim�ee et la solution calcul�ee
peut être de l'ordre de 1, auquel cas la solution calcul�ee n'est en g�en�eral plus signi�-
cative par rapport �a la solution exacte. Ces variations d'ordre empêchent en g�en�eral
de repr�esenter na��vement l'erreur globale estim�ee pendant une int�egration par les
valeurs de son module, et ainsi une m�ethode de visualisation de l'erreur globale esti-
m�ee pendant une int�egration doit prendre en compte ces caract�eristiques des valeurs
num�eriques.

11.2.3 R�ealisation pratique

La solution des probl�emes de visualisation de l'erreur globale passe par l'utilisation
du principe des donn�ees primaires et secondaires illustr�e en 10.2.2. En e�et, ce prin-
cipe permet de visualiser une fonction de la variable complexe de mani�ere conjointe
avec le module ou l'argument d'une autre fonction, donn�ee de mani�ere discr�ete. Ce
principe r�esout donc la premi�ere di�cult�e, et de plus la seconde di�cult�e impose de
choisir les valeurs estim�ees de l'erreur globale comme donn�ees secondaires. En e�et,
la visualisation du module de l'erreur en tant que donn�ee primaire entrâ�nerait des
�ecarts importants d'�echelle �a prendre en compte, et de plus ses valeurs en tant que
telles ne sont int�eressantes qu'avec la donn�ee des valeurs de la solution.

Pour que les valeurs de l'erreur globale puissent être visualis�ees en tant que don-
n�ees secondaires d'une exp�erience, il faut qu'elles soient stock�ees dans un objet de
classe d�eriv�ee de la classe MultiRep. Pour cela, la classe Error Rep a �et�e impl�emen-
t�ee, et elle d�erive directement de la classe MultiRep. Le champ des donn�ees de cette
classe est rempli pendant l'int�egration, c'est-�a-dire que si l'int�egrateur utilis�e pour
une exp�erience poss�ede une m�ethode d'estimation de l'erreur, le r�esultat de cette es-
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timation est stock�e au niveau de la classe Error Rep. Ainsi, ces donn�ees vont pouvoir
être exploit�ees en tant que donn�ees secondaires d'un trac�e.

Pour e�ectuer l'�echantillonage des valeurs de la donn�ee secondaire d'un trac�e,
a�n que ces donn�ees puissent être exploit�ees sous forme de couleurs, il est n�ecessaire
de d�e�nir une application de quanti�cation de ces donn�ees. Deux telles applications
sont introduites dans le chapitre 10.2.2, et chacune d'elles peut être utilis�ee pour la
visualisation de l'erreur globale :

1. L'application Q d�e�nie par

Q : [emin; emax] �! [0; couleurmax]

o�u emin (resp. emax) repr�esente le minimum (resp. le maximum) des valeurs
estim�ees de l'erreur globale sur une courbe r�esultat d'une int�egration. Ainsi,
chaque courbe poss�ede sa propre application de quanti�cation. L'utilisation ty-
pique de ce genre d'application est pour rep�erer si les maximum du module
de l'erreur ont une position �x�ee sur l'intervalle de param�etrisation du chemin
d'int�egration : cela permet entre autres de d�etecter si l'erreur globale est cu-
mul�ee pendant l'int�egration, par exemple si le comportement de l'int�egrateur
se d�egrade lorsque le param�etre du chemin d'int�egration crô�t.

2. L'application Q� d�e�nie par

Q� : [e�min; e
�
max] �! [0; couleurmax]

o�u e�min (resp. e
�
max) repr�esente le minimum (resp. le maximum) des valeurs es-

tim�ees de l'erreur globale sur la totalit�e des r�esultats d'une int�egration. Cette
m�ethode de quanti�cation globale permet de rep�erer les zones du chemin d'in-
t�egration o�u le module de l'erreur est maximal, ceci pour toutes les conditions
initiales. Cela est particuli�erement utile lorsque plusieurs solutions (correspon-
dant �a plusieurs conditions initales) sont �a �etudier.

11.3 Exemples

11.3.1 Visualisation de l'erreur globale

Les deux m�ethodes de visualisation correspondant aux deux applications ci-dessus
ont �et�e impl�ement�ees. Les r�esultats graphique sont pr�esent�es sur la planche 11.1, page
199

Figure 11.1 Cette �gure illustre la premi�ere m�ethode de visualisation, correspon-
dant �a un �echantillonage du module des valeurs de l'erreur globale associ�ee �a chaque
courbe solution. Elle illustre aussi les principales di�cult�es rencontr�ees avec cette
m�ethode de visualisation d�es lors que cette m�ethode de visualisation est appliqu�ee �a
un ensemble de courbes. Sur la partie droite de la �gure, les zones de la surface o�u
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le module de l'erreur est important sont bien marqu�ees, mais cependant il est impos-
sible de comparer l'erreur estim�ee pendant une int�egration particuli�ere et celle estim�ee
pendant une autre int�egration. Par contre, cette m�ethode de visualisation donne ici
une indication sur la propagation de l'erreur pendant les int�egrations : l'erreur at-
teint son maximum en des altitudes di��erentes pour chaque courbe correspondant
aux di��erentes conditions initiales, ce qui semble indiquer qu'il existe une singularit�e
mobile pour ce syst�eme.

La partie gauche de la �gure par contre montre les limitations de cette m�ethode :
les taches sur cette �gure sont compl�etement arti�cielles. En e�et, pour ces int�egra-
tions, le module de l'erreur estim�ee est quasimment constant, ce qui fait qu'une in�me
variation introduit des changements de couleurs des points de la surface.

Figure 11.2 Cette �gure illustre l'emploi de la deuxi�eme m�ethode de quanti�ca-
tion, a�n notamment de d�etecter les extrema globaux du module de l'erreur estim�ee.
Les taches vertes sur cette �gure correspondent aux points de la surface correspon-
dant aux valeurs maximales du module de l'erreur. Cette m�ethode de visualisation
est aussi appel�ee localisation temporelle [ATV97], car elle permet de rep�erer dans
quels sous-intervalles de l'intervalle param�etrant le chemin d'int�egration le m�ecanisme
d'estimation de l'erreur globale donne des r�esultats de module particuli�erement im-
portant. De plus, cette m�ethode permet de rep�erer quelles conditions initiales ont
produit des solutions avec une erreur relativement importante, et donc de d�eterminer
des zones sensibles du plan complexe dans lesquelles une condition initiale donne des
solutions num�eriques moins �ables que dans d'autres r�egions.

11.3.2 Localisation spatiale

La m�ethode dite de localisation spatiale permet de d�etecter, pour un ensemble
de solutions correspondant �a di��erentes conditions initiales, les points du chemin
d'int�egration pour lesquels le module de la valeur correspondante de l'erreur globale
est sup�erieur �a une valeur seuil �x�ee. En consid�erant l'erreur globale comme une
fonction d�e�nie sur le chemin d'int�egration, cela permet de rep�erer les zones du plan
complexe o�u cette fonction poss�ede un module �elev�e, et donc o�u la solution calcul�ee
par l'int�egrateur est de mauvaise qualit�e num�erique.

Pour cela, il faut d�eterminer l'ensemble

fx 2 P;9y0 2 
; jÊi(y0)j > �g
o�u � est un nombre r�eel �x�e dans l'intervalle [e�min; e

�
max]. La valeur Êi(y0) est une

valeur estim�ee de l'erreur globale calcul�ee lors de l'int�egration avec comme valeur
initiale y(x0) = y0, �a l'it�eration num�ero i. Une des applications de cette m�ethode
de localisation spatiale est de comprendre l'in
uence des singularit�es sur la qualit�e
num�erique des r�esultats de l'int�egrateur.
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Fig. 11.1: Premi�ere m�e-
thode de quanti�cation

Fig. 11.2: Deuxi�eme m�e-
thode de quanti�cation

Fig. 11.3: Localisation
spatiale de l'erreur

Fig. 11.4: Nouveau che-
min d'int�egration

Fig. 11.5: Erreur calcu-
l�ee sur le nouveau chemin

Tab. 11.1: Visualisation de l'erreur globale
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Figure 11.3 Cette �gure montre la localisation spatiale de l'�equation (1.1) d�e�nie
dans le chapitre pr�ec�edent :

y0 = xy3

Cette localisation spatiale a �et�e calcul�ee avec une valeur seuil de � proche de e�max, a�n
de bien s�eparer les valeurs extrêmes de l'erreur de ses valeurs plus n�egligeables. Les
points d�etect�es par cette m�ethode sont port�es directement sur le chemin d'int�egration
(et sont encadr�es sur la �gure). Sur cette �gure apparaissent deux zones critiques pour
l'int�egration. Cette �gure est �a rapprocher de la �gure 11.2, qui pr�esentait deux taches
correspondant �a des pics du module de l'erreur : ces deux taches correspondent �a des
valeurs du module de l'erreur sup�erieures �a la valeur seuil �.

La seconde courbe not�ee � sur la �gure 11.3 repr�esente la position de la premi�ere
singularit�e de l'�equation (1.1) lorsque y0 varie :

�1 =

s
x20 +

1

y20

Cette singularit�e est une singularit�e mobile de l'�equation (1.1), et sa position dans le
plan complexe lorsque y0 varie dans 
 a �et�e �etudi�ee en 10.3.

Il est int�eressant de remarquer sur cette �gure que la proximit�e de � par rapport au
chemin d'int�egration semble être une cause de l'augmentation du module de l'erreur
globale estim�ee pendant l'int�egration. En e�et, pour certaines conditions initiales, les
points �1(x0; y0) de � correspondant �a ces valeurs de y0 minimisent la distance de � au
chemin d'int�egration : ces points correspondent de plus aux points de la localisation
spatiale. Il peut donc être int�eressant d'�etudier l'in
uence d'une re-sp�eci�cation du
chemin d'int�egration en vue d'�eloigner ce chemin de l'ensemble �, notamment pour
voir l'in
uence de la proximit�e des singularit�es sur l'estimation de l'erreur globale.

11.3.3 Re-sp�eci�cation des param�etres d'int�egration

La re-sp�eci�cation des param�etres d'int�egration peut d'e�ectuer de plusieurs ma-
ni�eres :

{ de la même mani�ere qu'avec les �equations di��erentielles de la variable r�eelle,
notamment par une modi�cation des tol�erances de l'int�egrateur, ou par la per-
turbation des conditions initiales.

{ par la modi�cation du chemin d'int�egration, m�ethode sp�eci�que aux int�egra-
tions dans le champ complexe.

La seconde m�ethode a �et�e appliqu�ee �a l'exemple de l'�equation (1.1), comme sur
l'exemple de la �gure 11.4.

Figure 11.4 Cette �gure montre un exemple de re-sp�eci�cation du chemin d'in-
t�egration, de mani�ere �a ce que celui-ci reste �eloign�e de l'ensemble �. Ce test doit
permettre de v�eri�er si la proximit�e des singularit�es mobiles de l'�equation a e�ecti-
vement une in
uence sur l'estimation de l'erreur. Pour cela, un nouveau chemin est
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sp�eci��e (par l'utilisateur) de telle mani�ere �a ce que ce nouveau chemin s'�eloigne de
l'ensemble �. De plus, le nouveau chemin n'a pas �et�e modi��e dans la deuxi�eme r�egion
de la localisation spatiale, celle correspondant aux arguments de la variable d'int�e-
gration autour de 2�

3
: cela devrait permettre de v�eri�er que l'erreur correspondant

�a ces valeurs de la variable d'int�egration reste bien au même niveau qu'avec l'ancien
chemin d'int�egration.

Figure 11.5 Cette �gure montre la nouvelle erreur estim�ee pendant le processus
d'int�egration sur le nouveau chemin. La premi�ere tache a disparu, ce qui signi�e que
cette fois l'erreur commise sur la partie sp�eci��ee du nouveau chemin d'int�egration
reste faible par rapport �a son ancienne valeur. La seconde tache est encore pr�esente,
ce qui signi�e que la pr�esence d'une singularit�e de l'�equation a encore une in
uence
non n�egligeable sur l'estimation de l'erreur globale, notamment dans la partie non
modi��ee du chemin d'int�egration, contenant la deuxi�eme partie de la localisation
spatiale.

Notons que cette diminution du module de l'estimation de l'erreur globale n'est a
priori pas arti�ciellement provoqu�ee par une diminution de la longueur moyenne des
segments composant le chemin d'int�egration : en e�et, lorsque l'utilisateur sp�eci�e
un nouveau segment pour le chemin d'int�egration, ce segment est r�e�echantillon�e de
mani�ere �a ce que la longueur moyenne des segments composant le nouveau chemin
d'int�egration soit du même ordre que la longueur moyenne des segments composant
le chemin d'int�egration initial.

11.4 Conclusion

Les exemples pr�esent�es ici montrent l'in
uence que peut avoir la proximit�e d'une
singularit�e sur l'estimation de l'erreur pendant une int�egration. Les techniques d'es-
timation d'erreur, bien que ne donnant que peu de garanties sur la v�eritable erreur
d'int�egration (c'est-�a-dire que l'estimation elle-même peut ne pas se r�ev�eler tout �a
fait �able [ATV97]), donnent cependant une id�ee de la qualit�e num�erique des r�e-
sultats d'une int�egration. Cette s�erie d'exemple montre aussi que, dans le cas des
�equations di��erentielles de la variable complexe o�u le chemin d'int�egration peut être
d�eform�e, l'erreur globale calcul�ee pendant le processus d'int�egration peut être ra-
baiss�ee en dessous d'un certain seuil. Ce point permet par exemple d'acc�el�erer le
processus d'int�egration, car de mani�ere classique avec les m�ethodes �a pas variable,
la longueur du pas d'int�egration d�epend de l'estimation de l'erreur globale calcul�ee �a
chaque it�eration.

Il faut cependant di��erencier cette s�erie d'exemple des cas g�en�eraux : ici, la posi-
tion des singularit�es mobiles est connue, de même que la solution de l'�equation, ce qui
n'est g�en�eralement pas le cas. En particulier, le chemin a �et�e d�eform�e de mani�ere �a ce
qu'il s'�eloigne des singularit�es, ce qui est fait facilement si la position des singularit�es
est connue �a l'avance.

La donn�ee de l'erreur globale est ici corr�el�ee �a la position des singularit�es. G�e-
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n�eralement, le but n'est pas d'�eloigner le chemin d'int�egration des singularit�es, mais
de faire globalement diminuer l'erreur estim�ee pendant une exp�erience. Dans ce cas,
quelques essais de d�eformation du chemin d'int�egration peuvent permettre cette di-
minution, et donc globalement faire diminuer l'erreur d'int�egration durant le proces-
sus. Le but ultime serait même, �etant donn�ees des conditions initiales, de montrer
l'in
uence de la d�eformation du chemin d'int�egration sur la qualit�e num�erique de
l'int�egration. En particulier, il serait int�eressant de montrer �a l'utilisateur les zones
que le chemin d'int�egration doit �eviter pour garder une estimation de l'erreur aussi
basse que possible durant l'int�egration.

Ici, la proc�edure de modi�cation du chemin d'int�egration est faite manuellement,
mais ce proc�ed�e pourrait être fait de mani�ere automatique. Pour cela, il su�rait
d'�etablir une carte dans un voisinage du chemin d'int�egration initial, carte obtenue
en int�egrant l'�equation di��erentielle sur des chemins obtenus �a partir du chemin d'in-
t�egration initial par des d�eformations, et en estimant l'erreur commise par ces int�egra-
tions. Ensuite, un chemin d'int�egration pourrait être �etabli, �etant donn�es quelques
points d'ancrage d�e�nis �a l'avance, de mani�ere �a ce qu'il �evite les zones sensibles
rep�er�ees par la carte. Ceci dit, la manipulation manuelle a l'avantage d'aider �a la
compr�ehension des ph�enom�enes entrâ�nant de mauvais r�esultats num�eriques.

Un autre probl�eme rencontr�e pendant cette s�erie d'exp�eriences est la di�cult�e de
trouver un compromis entre la lisibilit�e des surfaces r�esultats de l'int�egration et la
pertinence des valeurs estim�ees de l'erreur globale. En e�et, nous avons discr�etis�e ici
le chemin d'int�egration avec une centaine de segments, et la faible longueur de ces
segments donne une erreur globale assez faible, relativement aux valeurs calcul�ees
de la solution de l'�equation. Pour avoir des valeurs plus signi�catives, il faut consi-
d�erer une discr�etisation plus grossi�ere du chemin d'int�egration, mais cela nuit �a la
compr�ehension globale des r�esultats graphiques de l'exp�erience.

Pour �nir, nous pouvons mettre en avant le rôle jou�e par la visualisation �etroite-
ment coupl�ee aux calculs : tout d'abord, l'utilisation de bonnes m�ethodes de visuali-
sation aide �a comprendre le caract�ere global de l'exp�erience, et de plus cela permet
de comparer facilement et rapidement diverses exp�eriences, grâce �a l'interactivit�e du
processus. Bien entendu, ce proc�ed�e m�eriterait d'être appliqu�e �a d'autres �equations,
en particulier des �equations dont peu de renseignements sont connus (tels que la
position dans le plan complexe des singularit�es).
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Bilan

Objectifs Initiaux

Le but de ce travail �etait initialement de mieux comprendre les ph�enom�enes qui
peuvent apparâ�tre en analyse complexe. Pour cela, nous avons approfondi deux
points distincts et compl�ementaires : les probl�emes li�es aux calculs avec des nombres
complexes et ceux li�es �a la visualisation des fonctions complexes de la variable com-
plexe.

� Calculs avec des nombres complexes

Les environnements de calcul permettant d'utiliser des nombres complexes ne sont
g�en�eralement plus valides d�es que les calculs d�epassent le stade des �evaluations de
fonctions �el�ementaires. Ils ne permettent pas notamment d'�evaluer les fonctions mul-
tiformes sur des chemins de mani�ere �a en obtenir des d�eterminations continues. Ces
di�cult�es empêchent d'int�egrer facilement des �equations di��erentielles de la variable
complexe d�e�nies par des fonctions multiformes, alors que cela peut être possible
th�eoriquement.

Nous nous sommes particuli�erement int�eress�es �a deux aspects du probl�eme : pre-
mi�erement, l'utilisation des surfaces de Riemann pour am�eliorer qualitativement les
calculs avec des nombres complexes. Cela a men�e �a la d�e�nition d'un mod�ele de
programmation permettant de g�erer les ind�eterminations li�ees aux �el�ements d'une
surface de Riemann. Par ailleurs, nous nous sommes int�eress�es �a la qualit�e num�erique
des calculs men�es avec des nombres complexes, ce qui a conduit �a la prise en compte
de notions telles que l'erreur globale d'int�egration.

� Visualisation des fonctions complexes

La visualisation des fonctions issues de l'analyse complexe n'apporte g�en�eralement
que peu de renseignements, car les fonctions complexes sont d'abord di�ciles �a vi-
sualiser compl�etement. De plus, les m�ethodes de visualisation pr�esentes dans les prin-
cipaux syst�emes de calcul (formel ou num�erique) sont trop g�en�erales, et empêchent
la visualisation e�cace des fonctions de la variable complexe issues d'un probl�eme
particulier.
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Nous avons choisi de nous limiter �a la visualisation des solutions d'�equations dif-
f�erentielles de la variable complexe. Les m�ethodes qui existaient pr�ec�edemment pour
les solutions d'�equations di��erentielles lin�eaires sont e�caces, car elles permettent de
saisir le comportement d'une solution au voisinage d'une singularit�e. Elles ne sont
cependant pas sp�ecialement adapt�ees �a la visualisation de solutions d'�equations dif-
f�erentielles non-lin�eaires, dont le comportement doit être visualis�e non seulement au
voisinage de certains points, mais aussi dans sa globalit�e, et lorsque les param�etres
d'int�egration peuvent changer.

La conception d'un outil de visualisation g�en�erique s'est vite av�er�ee importante, et
les di��erentes m�ethodes de visualisation d�e�nies dans ce document utilisent toutes cet
outil. De plus, l'interactivit�e propos�ee par cet outil de visualisation est vite devenue
un point cl�e dans la r�esolution des probl�emes de calculs �enonc�es pr�ec�edemment.

Points Marquants / Apports

� Mod�ele de programmation

Un premier e�ort a �et�e fait dans la conception d'un mod�ele de programma-
tion adapt�e aux calculs en nombres complexes. Ce mod�ele est bas�e sur la notion
d'ind�etermination, telle qu'elle peut être d�e�nie par la th�eorie des fonctions multi-
formes. Le principe consiste essentiellement �a s�eparer la partie g�en�erale d'un calcul
de sa partie sp�eci�que. La mise au point de ce mod�ele est pass�ee par trois �etapes :

{ d�etermination des op�erateurs pouvant entrâ�ner des ind�eterminations,

{ mise au point de moyens logiciels de d�etection des ind�eterminations au cours
d'un calcul,

{ mise au point de moyens logiciels de traitement �a e�ectuer en cas d'ind�etermi-
nation.

D'un point de vue technique, ce mod�ele a �et�e rendu possible grâce �a l'utilisation
des exceptions C++, ainsi que par les facilit�es de surcharge d'op�erateurs apport�ees
par ce langage. Ainsi, ce mod�ele de programmation objet permet d'apporter des
moyens naturels et e�caces de g�erer les ind�eterminations.

� Estimation de la qualit�e de calcul

Un deuxi�eme e�ort a �et�e fait dans la d�etection des erreurs pendant le d�eroulement
d'un calcul. Ainsi, la d�etection des ind�eterminations �a la vol�ee d�ecrite plus haut, de
même que la visualisation des estimations d'erreur pendant les int�egrations num�e-
riques d'�equations di��erentielles permettent d'avoir en plus des r�esultats du calcul
une id�ee de la qualit�e num�erique d'un calcul. Le principe de d�etection des ind�etermi-
nations permet d'agir sur le calcul au moment o�u une ind�etermination se produit, et
donc sans avoir �a recommencer l'int�egralit�e du calcul. La visualisation des donn�ees,
en plus de renseignements de type localisation d'erreurs, que cette localisation soit
sur les arguments des primitives �el�ementaires (cas des clearcut regions, chapitre 4)
ou sur les r�esultats d'une int�egration num�erique (cas de la visualisation de l'erreur
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globale, chapitre 11), permet dans tous les cas de modi�er les param�etres initiaux
d'un calcul a�n d'�eviter que des erreurs se produisent au cours d'un calcul suivant.

� Interactivit�e des exp�eriences
L'interactivit�e des exp�eriences permet ici d'apporter des am�eliorations �a un calcul

(pr�ecision et correction des r�esultats) grâce �a une intervention humaine. Les ind�eter-
minations qui se produisent pendant un calcul peuvent être ainsi r�esolues par une
r�eponse de l'utilisateur lorsqu'il n'est pas possible �a l'environnement de calculs de
les r�esoudre (chapitre 4). Des m�ethodes de visualisation e�caces peuvent aussi aider
l'utilisateur �a comprendre la nature des param�etres �a changer. Cette interactivit�e est
rendue possible par un couplage serr�e entre calculs et visualisation, qui lui même est
facilit�e par la s�eparation de la partie visualisation d'une exp�erience de la partie pure-
ment calculatoire. De plus, cet utilisateur a de nombreuses m�ethodes �a sa disposition
(chapitre 10), qui peuvent être sp�eci��ees dynamiquement (chapitre 9). En�n, lorsque
le r�esultat d'un calcul n'est pas satisfaisant (comme notamment lorsque l'estimation
de l'erreur globale calcul�ee pendant une int�egration est sup�erieure �a un certain seuil,
chapitre 11), l'utilisateur peut facilement re-sp�eci�er certains param�etres et relancer
le calcul.

� M�ethodes de visualisation

Les m�ethodes de visualisation introduites dans le chapitre 10 pour la visualisation
des solutions d'�equations di��erentielles permettent de mieux saisir le comportement
global de la solution d'une �equation di��erentielle. Ces m�ethodes de visualisation sont
bas�ees sur un principe commun (les portraits de phase �etendus), et permettent de
voir le comportement d'une solution en fonction du temps, de comparer plusieurs
solutions sur une même �gure, puis de superposer des donn�ees additionnelles aux so-
lutions. Le formalisme des donn�ees primaires et secondaires permet aussi de visualiser
de mani�ere conjointe deux fonctions de la variable complexe, dont une est d�eclar�ee
plus signi�cative que l'autre, et ainsi de comparer rapidement les r�esultats de deux
int�egrations proches.

En�n, ces m�ethodes de visualisation sont appliqu�ees au probl�eme de l'estimation
de la qualit�e num�erique des solutions d'une �equation di��erentielle. Une mauvaise qua-
lit�e num�erique peut avoir deux causes de nature assez di��erentes : elle peut être due
soit �a des probl�emes num�eriques (proximit�e d'une singularit�e, �equations instables),
soit au caract�ere multiforme des solutions consid�er�ees.

� Extensibilit�e
L'extensibilit�e de l'environnement de calculs et de visualisation pr�esent�e dans ce

document est facilit�ee par sa conception modulaire (chapitre 3) : de nouveaux modules
peuvent y être int�egr�es, que ceux-ci soient des modules de calcul ou de visualisation.
En particulier, des modules issus d'autres domaines du Calcul Scienti�que peuvent
y être rattach�es, comme cela fut le cas avec la r�ealisation d'un outil permettant
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de composer des surfaces �a partir de donn�ees complexes, issues de la thermodyna-
mique (travail en commun avec Lo��c Benayoun). De plus, les di��erentes interfaces
de programmation pr�esent�ees dans le chapitre 8 rendent ce travail particuli�erement
ais�e, puisque les di��erents modules �a int�egrer dans l'environnement suivent tous le
même mod�ele de programmation. En�n, l'utilisation du chargement dynamique de
code (chapitre 7) peut même rendre e�caces l'exploitation graphique des nouveaux
modules, avec relativement peu de travail de programmation.

Perspectives

Perspectives techniques

Les perspectives techniques concernent essentiellement la partie serveur graphique,
et il serait int�eressant d'en appliquer le principe sur des machines acc�el�er�ees. Ceci de-
vrait pouvoir se faire dans des temps assez courts, tout d'abord grâce �a un travail de
portage du serveurGanj sur des Silicon Graphics, puis sur du mat�eriel plus g�en�erique,
d�es que les extensions en trois dimensions de Xfree86 seront disponibles au public :
ceci devrait permettre de disposer d'une solution graphique compl�ete et surtout bon
march�e, puisque ce serveur X fonctionnerait sur des PC, qui peuvent eux-mêmes
exploiter les cartes graphiques acc�el�eratrices 3D disponibles sur le march�e.

Les directions d'extension du serveur Ganj les plus int�eressantes nous semblent
concerner la modularit�e du serveur lui-même. Ainsi, la g�en�eralisation des m�ecanismes
de chargement dynamique aux m�ecanismes de s�election ou de gestion d'erreur permet-
trait de rendre particuli�erement int�eressante la solution de la plate-forme, car dans ce
cas un outil de calcul poss�edant des m�ethodes de visualisation sp�eci�que peut aussi
fournir des m�ethodes sp�eci�ques de s�election sur les sc�enes qui sont compos�ees.

En�n, il serait int�eressant de �naliser la version parall�ele de l'interface de pro-
grammation du serveur Ganj utilisant le support ex�ecutif Athapascan0mp [Riv97].
Une premi�ere version montrant la faisabilit�e de la tâche a d�ej�a �et�e r�ealis�ee, exploitant
notamment la notion de groupe de processus. Cette interface de programmation per-
mettrait notamment d'exploiter graphiquement des r�esultats issus de calculs men�es
sur des machines parall�eles et sur des r�eseaux de stations.

Perspectives math�ematiques

Parmi les perspectives math�ematiques induites directement par le travail pr�esent�e
dans le cadre de cette th�ese, nous pouvons envisager des couplages entre les donn�ees
issues des int�egrations avec les r�esultats de la d�etermination des clearcut regions
pour une fonction multiforme particuli�ere, ou alors des m�ecanismes de composition
automatique de chemins grâce �a la donn�ee des clearcut regions Dans le même registre,
des di�erential clearcuts regions pourraient être envisag�ees, qui permettraient de voir
comment un num�ero de feuillet est transform�e apr�es int�egration sur un chemin ferm�e :
ce principe serait �a rapprocher des applications de Poincarr�e, en consid�erant le 
ot
associ�e �a une �equation et un chemin.
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Conclusions

G�en�erales

Les perspectives math�ematiques qui sont envisag�ees dans le point pr�ec�edent pro-
�teraient toutes de la notion de partage d'objets math�ematiques entre plusieurs mo-
dules : si elles n'ont pas �et�e r�ealis�ees dans le cadre de cette th�ese, c'est parce que les
m�ecanismes de partage d'objets n'ont pas encore �et�e impl�ement�es. Une des premi�eres
priorit�e d'am�elioration de la plate-forme pr�esent�ee ici serait donc l'exploitation de
donn�ees par plusieurs modules travaillant en parall�ele. Ceci passerait par la prise en
compte de formats d'�echanges de donn�ees math�ematiques (OpenMath), �echange situ�e
au-dessus d'un environnement robuste permettant de distribuer des calculs. Un autre
point qui nous parâ�t fondamental serait d'ouvrir l'exploitation graphique �a d'autres
outils, commerciaux ou shareware, a�n de faciliter l'utilisation d'une telle plate-forme
et de permettre �a des utilisateurs potentiels ayant la chance de poss�eder de bons ou-
tils de visualisation de les int�egrer facilement. Un dernier point serait de faciliter la
sauvegarde des sc�enes dans un format de description r�epandu, VRML par exemple.
Cela permettrait le partage, sur le Web par exemple, des r�esultats issus d'une exp�e-
rience particuli�ere. Ces r�esultats pourraient même être obtenus \�a la demande", au
vu de l'�evolution d'un langage comme Java, qui permettrait d'int�egrer �a distance des
modules et de les instancier avec des donn�ees particuli�eres, a�n qu'un utilisateur du
Web puisse composer des exp�eriences, puis exploiter visuellement ses r�esultats sur le
Web. Notons quand même que le temps n�ecessaire pour la r�ealisation d'une plate-
forme aussi g�en�erale, qui soit s�ecuris�ee et performante, devrait être particuli�erement
�elev�e...

209


