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Capitulo 1

Nuimeros reales y funciones

Comentario

Los estudios antropologicos revelan que han sido necesarios muchos siglos antes de
que los hombres concibieran la idea del nimero. Nuestros antepasados debieron hacer un
gran esfuerzo para alejarse de lo concreto de las necesidades de la vida y de la realidad del
mundo circundante para llegar a la concepcion de la entidad numérica, completamente
separada de toda referencia concreta. Las concepciones que el hombre ha tenido sobre
la idea de nimero han seguido un desarrollo paralelo al devenir histérico del hombre.
En una primera etapa se aprendi6é a contar el nimero de objetos independientemente
de la naturaleza de éstos y asi aparecieron los nimeros naturales. Las deudas en el
trato comercial, hicieron nacer los niimeros enteros, mientras que las reparticiones o el
comienzo de las mediciones de campos, pesos, etc dieron lugar al concepto de niimero
racional. Fueron los pitagoricos los que descubrieron que s6lo con los niimeros naturales
y las fracciones no pueden realizarse todas las medidas posibles de forma exacta, ya
que se encontraron pares de segmentos como la diagonal y el lado de un cuadrado cuyo
cociente de longitudes no es una fraccion. Esto obligo a la consideracion de los nimeros
irracionales. El conjunto formado anadiendo a estos tltimos al conjunto de los ntimeros
racionales se ha dado en llamar el conjunto R de los nimeros reales. El conocimiento
de éstos es la primera premisa para avanzar con provecho en el estudio del Analisis
Matematico.

Por otra parte, en diversos campos de la actividad humana ocurre que, para poder
expresar sin ambigiiedad las leyes que la determinan, se establecen relaciones entre
un conjunto de objetos (llamado dominio) y otro conjunto de objetos (llamado rango
o recorrido). En realidad se trata de puros artificios usados para describir relaciones
especiales en forma cuantitativa. Cuando estas relaciones son tales que a cada elemento
del dominio corresponde un sélo elemento del rango, reciben en general el nombre
de aplicaciones. Si ademas el dominio y el rango de estas aplicaciones son conjuntos
numéricos se suelen llamar funciones.

Veamos algunos ejemplos:

1.- La fuerza necesaria para estirar un muelle de acero hasta una longitud x a partir

lvd
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de su longitud normal es proporcional a x. Es decir, F' = cx, donde ¢ es un nimero
independiente de x, que depende de la naturaleza del muelle. Esta formula, descubierta
por R. Hooke a mediados del siglo XVII, relaciona cada longitud "extra" con la fuerza
requerida para tal alargamiento.

Claramente su dominio y su rango es el conjunto de los niimeros reales positivos y a
cada elemento del dominio corresponde un sélo elemento del rango, por lo que estamos
tratando con nuestro primer ejemplo de funcion.

2.- Imaginemos ahora un determinado objeto que es levantado hasta cierta altura
"h" y es dejado caer libremente. Sabemos que la altura es proporcional al cuadrado
del tiempo que tarda en llegar al suelo, concretamente

h = 1/2gt?,

donde la constante g es el valor de la aceleraciéon de la gravedad.

Notese que de esta forma obtenemos una nueva funciéon que expresa sin ambigiiedad
como depende la altura alcanzada respecto del tiempo que tarda en caer.

Como puede uno imaginarse existe una gran variedad de ejemplos de funciones en
el campo de los fen6menos naturales, y en otros muchos campos del conocimiento, en
los que tanto el dominio como el rango son subconjuntos de nimeros reales. El nticleo
de este primer capitulo es el estudio de las funciones, y por tanto, se entiende que el
conocimiento de los numeros reales es la primera premisa para avanzar con provecho.
A continuacion iniciaremos el estudio de las funciones definidas y con valores en R,
con especial énfasis en las funciones mas importantes, llamadas funciones elementales.
En segundo lugar, estudiaremos las propiedades mas importantes que puede tener una
funcion real de variable real: Continuidad, derivabilidad e integrabilidad, y las conse-
cuencias de poseer estas propiedades. Entre las consecuencias se encuentran valiosas
herramientas para el estudio de los extremos de una cierta funcién o para el estudio del
area encerrada entre las graficas de varias funciones.
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1.1. El conjunto de los ntimeros reales.

Sumario

En esta leccion estudiaremos las propiedades que se pueden considerar en el conjunto
de los nimeros reales. La estrategia que seguiremos en esta primera leccién serd la de exponer
una lista de propiedades fundamentales de los nameros reales, que seran enunciadas bajo la
forma de " axiomas ", y sus consecuencias més importantes. Destacaremos, de entre todos
los axiomas, el que llamaremos axioma del supremo, de hecho, este axioma no se verifica en
el conjunto de los ntiimeros racionales, y esto le confiere al conjunto de los ntimeros reales su
identidad y primacia. Cualquier otra propiedad de los niimeros reales se deduce de éste y del
resto de los axiomas. El contenido completo de esta lecciéon se articula de la siguiente manera:

[.1.1 Estructura algebraica.

[.1.2 Estructura ordenada.

[.1.3 Axioma del supremo.

[.1.4 Valor absoluto de un niimero real.
[.1.5 Intervalos.

[.1.6 Aproximacion decimal.

[.1.7 Conjuntos finitos e infinitos.

[.1.8 Relacién de ejercicios.

1.1.1. Estructura algebraica

Axioma I: Existe un conjunto, que notaremos por R, en el que existe una operacioén
suma (+), verificando:
1. Propiedad asociativa:
(+y)+z=2+y+2) (z,9,2€R)
(esto es, no es necesario escribir paréntesis si s6lo aparece la operaciéon suma).
2. Propiedad conmutativa:

r+y=y+z (r,y €R).
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3. Propiedad de existencia de elemento neutro:

Existe un elemento 0 € R, tal que, para cada = € R, se tiene
r+0=ux.
4. Propiedad de existencia de elemento simétrico:
Dado cualquier nimero real x existe otro nimero real —x tal que

r+ (—x)=0.

Axioma II: En R existe también una operacion producto (.), que notaremos por
yuxtaposicion, verificando:

1. Propiedad asociativa:
(xy)z = z(yz) (z,y,z € R),

(esto es, no es necesario escribir paréntesis si s6lo aparece la operacion producto).

2. Propiedad conmutativa:
ry =yr (x,y € R).

3. Propiedad de existencia de elemento neutro:

Existe un nimero real 1 € R, tal que, para cada z € R, se tiene

rl = x.

4. Propiedad de existencia de elemento inverso:

Dado cualquier nimero real x # 0 existe otro numero real 1/z tal que

x1l/x=1.

Ambas operaciones se relacionan entre si de la siguiente manera
Axioma III:
Propiedad distributiva:

(x+y)z=x2+yz (x,y,2 €R).
Como consecuencia de las propiedades anteriores se obtienen, por ejemplo:

1. z0=0

2. z(—y)=—uzy.



Anélisis Matemético 11

1.1.2. Estructura ordenada

Axioma IV: Existe una relacion binaria (<)), verificando:

1. Propiedad reflexiva: x <z (x € R).
2. Propiedad antisimétrica: Si x <y e y < x, entonces z =y (z,y € R).

3. Propiedad transitiva: Si z <y ey < z, entonces x < z (z,y, 2z € R).

Estas tres propiedades se resumen diciendo que la relacion (<)) es una relacion de

orden.
De hecho, el orden es total ya que:

Axioma V:
Dados dos niimeros reales x e y, ocurre que ¢ bien x < y 6 bien y < z.

Ademés el orden tiene un buen comportamiento con respecto a la suma

Axioma VI:

Sean z,y, z tres nimeros reales arbitrarios. Si x < y, entonces z + z < y + 2.
y también respecto al producto

Axioma VII:
Sean x,y dos nimeros reales arbitrarios y z > 0. Si z < y, entonces zz < yz.

Las propiedades enunciadas anteriormente suelen resumirse diciendo que el
conjunto R dotado con las operaciones +,. y el orden < tiene estructura de cuerpo
ordenado.

Notacion

Notaremos por:

-z <y, el hechode que x <yyax#y,
-z —y=z+(-y)

-zfy=z1/y

-x >y alaexpresion y < x

y también por
R :={z eR; 0 <z},

R™ :={z eR; =z <0},



12 §1.1 El conjunto de los niimeros reales
Ry :={z €R; 0 <z},
R* :={z e R; = # 0}.

Antes de continuar vamos a resaltar algunas propiedades que son consecuencia
de los axiomas anteriores.

Proposicion 1.1.1. Sean x,y, z tres nimeros reales.
1. Six <y-+z, entonces v — z < y.
2. Six<yzyz>0, entonces x/z < y.
3. Six<yzyz<0, entonces x/z > y.
4. Si0<z <y, entonces 0 < 1/y < 1/x.

5. x <y si,ysdlo si x <y-+z, para todo z € RT,

1.1.3. Axioma del supremo.

Es claro que el conjunto de los niimeros racionales Q cumple todas las propiedades
exhibidas hasta el momento. Sin embargo, como ya hemos advertido, en este conjunto
no se encuentran suficientes elementos como para medir por ejemplo la diagonal de un
cuadrado de lado 1. Debe haber pues alguna otra propiedad exclusiva del conjunto R
que asegure que contiene estos nuevos elementos. Para poder enunciar esta propiedad
necesitamos introducir algunos conceptos.

Sea A un subconjunto de numeros reales no vacio y z € R. Se dice que z es un
mayorante o cota superior de A si verifica que, para cada z € A,

T < z.

Se dice que z es el supremo de A si es el menor de los mayorantes de A.

Invirtiendo el orden en las definiciones anteriores, encontramos los conceptos de
minorante o cota inferior y de infimo.

Se dira que un subconjunto A de niimeros reales estd mayorado (resp. minorado)
si tiene mayorantes (resp. minorantes).

Se dird4 que un subconjunto A de numeros reales esta acotado si tiene mayorantes
y minorantes. Esto es, si estd mayorado y minorado.
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Ya podemos enunciar el axioma distintivo del conjunto R, conocido como el axioma
del supremo

Axioma VIII:
Todo subconjunto de niimeros reales no vacio y mayorado tiene supremo.

Este axioma nos permite incluir, por ejemplo, v/2 en el conjunto R, ya que es facil
probar que
V2 = Sup{z € Q; z* < 2}.
Por otra parte, es consecuencia inmediata del axioma del supremo, que todo sub-
conjunto de niimeros reales no vacio y minorado tiene infimo. Este hecho nos permite
ver que el nimero e es también un nimero real, ya que éste puede verse como

e=Inf{(1+1/n)"""; n € N},
aunque también
e=Sup{s,=1+14+1/2+..+1/nl; ne€ N}

Otras consecuencias, algunas sorprendentes, de éste axioma se recogen en el siguiente
resultado:

Teorema 1.1.2.

1. El conjunto de los numeros naturales no estd mayorado.

2. Para cada n € N y para cada y € RY existe un (inico) nimero real positivo
r = {/y tal que " =y

3. Dados dos nimeros reales x < y, existe un numero irracional 3 tal que v < 3 < y.
4. Dados dos nimeros reales x < y, existe un numero racional v tal que v < r < y.

5. Si P(n) es una propiedad relativa a un nimero natural n y se verifica que P(1)
es cierta y que siempre que lo sean P(1), P(2),..., P(n) lo sea también P(n + 1),
entonces dicha propiedad es cierta para todos los nimeros naturales.

La recta real: representaciéon grafica del conjunto R

Para tener una idea intuitiva del conjunto, los ntimeros reales suele representarse
como los puntos de una recta. Para dicha representacion fijamos dos puntos sobre una
recta horizontal que llamamos origen y punto unidad, y les asignamos los niimeros 0 y 1,
respectivamente. El segmento entre 0 y 1 es tomado como unidad de medida y, llevado
hacia la derecha del 1, vamos obteniendo los diferentes nimeros naturales. Llevando la
misma unidad de medida hacia las izquierda de cero, se obtiene el resto de los niimeros
enteros. Los huecos seran rellenados por el resto de los niimeros racionales e irracionales
teniendo en cuenta los apartados 3) y 4) del teorema 1.1.2. Asi, el hecho de que = <y
se interpreta como que el 7 punto 7 x se encuentra situado a la izquierda del ” punto ”

Y.
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1.1.4. Valor absoluto de un niimero real

Veamos ahora una de las principales herramientas para este curso. Dado un
ntmero real x, se define su valor absoluto por la siguiente regla

r sitx>0
|z| =

—x stx <0

Conviene destacar algunas de sus propiedades:
Proposicién Sean x e y dos niimeros reales, entonces
1. |z| =0si, y sblo si, z = 0.
2. Siz # 0, entonces |z| > 0.
3. ol = [ —al, oyl =[]yl
4. 22 = |z?, Va2 = |z).
5. |z| <wysi, ysolosi, —y <z <.

6. | = lyll <l +y[ < fa] + lyl,

1.1.5. Intervalos

Otros subconjuntos especialmente interesantes son los llamados intervalos, esto
es, hablando rudamente, los conjuntos que no tienen agujeros.

Dados dos ntimeros reales a y b, se llamara
Intervalo abierto de extremos a y b, al conjunto
la,b:={z € R; a < x < b}.
Intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto
[a,0] :={z € R; a <z <b}.
Intervalo cerrado en a y abierto en b, al conjunto
[a,b[:={z € R; a <z < b}.
Intervalo abierto en a y cerrado en b, al conjunto

la,b] :={x € R; a <z <b}.
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Semirrecta abierta de origen a al conjunto
Ja,4+oo[={zr € R; a < x}.
Semirrecta cerrada de origen a al conjunto
la,+oo[:={r € R; a < x}.
Semirrecta abierta de extremo 0 al conjunto
| — o0, b= {x € R; = < b}.
Semirrecta cerrada de extremo b al conjunto
| —00,b] :={z € R; = <b}.
Estos ocho tipos de conjuntos junto con el propio R son los tinicos subconjuntos
de R que no tienen ” agujeros 7, esto es, dicho de forma mas rigurosa, son los tinicos

subconjuntos I de ntumeros reales que verifican que, para cada dos puntos =,y € I, se
tiene que el intervalo |z, y[ esta contenido en I.

1.1.6. Expresiéon decimal de un ntimero real

A los elementos del conjunto D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} se les denomina nameros
digitos. LLamaremos expresion decimal de un nimero real dado x a una lista de
numeros digitos que estd univocamente determinada por dicho nimero.

Para ver como se genera esta asociacion (ntimero real-lista de digitos), comenzamos
con el caso particular en que 0 < x < 1. En este caso se puede probar que

Proposicion 1.1.3. Sea 0 < z < 1. Entonces

1

1. Emiste, para cada n € N, un tinico r, € Q tal que 10"r, € Z yr, < x <715+ 152

2. Para cada n € N, existen n niumeros digitos tales que

En tal caso, al nimero x se le asocia la lista {ay, as, ..., ap, ...} y suele escribirse
x = 0aas...a,...

Una tal expresion recibe el nombre de expresién decimal del nimero .
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Asi por ejemplo, la expresion decimal del nimero 1/6 es

1/6 = 0'1666...,6...

. Qué ocurre si el nimero no esté en el intervalo [0, 1[? Pues bien, para extender esta
asociacion a cualquier niimero real usaremos el concepto de parte entera de un niimero.

Se llama parte entera de un nimero real x al nimero entero E(z) dado por

E(x) = Sup{p € Z; p < x}.

Es inmediato comprobar que para cada r € R:
1. Ex)<z<E(x+1),
2. sip es un numero entero verificando:
p<z<p+l,

entonces p = E|x].

A partir de aqui es claro que para cada namero real z, se tiene que x — E(x) es un
numero real comprendido entre 0 y 1 y por tanto, usando la proposicion anterior, tiene
su correspondiente lista digitos asociada {ay, as, ..., ap, ...}

Se llama expresion decimal de x € RT (resp. x € R™) ala expresion E(z) a1as, ...ay...
(resp. (E(x) + 1)'ajag, ...ay...) y suele escribirse

r = E(x)aiaz, ...,an... (resp. = (E(z) + 1) aiaz,...ay...)

Por comodidad, a partir de este momento, vamos a suponer que x € RT. Las
definiciones para los ntimeros negativos son analogas.

Si la expresion decimal de x es tal que a, = 0 a partir de un cierto valor p, diremos
que la expresion decimal de x es finita o que x admite un desarrollo decimal finito
y en tal caso escribiremos

r = E(z)ay,aq, ...a.

Merece la pena destacar que en este caso, claramente, x es un niimero racional.

Puede ocurrir que un nimero racional, no admita un desarrollo decimal finito, si
bien, en tal caso se advierte que existe una lista de digitos que se repite periédicamente.
Si E(x)ay,as, ..., ay, ... es la expresion decimal de un nimero racional positivo x, donde
Qp, Apt1, Api2, ..., Gg €5 Una lista de digitos que se repite de forma continuada, suele
escribirse

—

r = E(x)a,a,....ap_1,(ap, api1, Qpya, ..., ag).
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Una tal expresion recibe el nombre de expresion decimal periédica. Asi, por
ejemplo % = l'ayas...a,, ..., donde, para cada n € N, se tiene que, a, = 3. En este caso

escribiremos 4/3 = 1'3.

La expresion decimal de un ntimero irracional ni es finita ni es periddica: Sea x un
namero real positivo, y sea E(z) ajas...a,... su expresion decimal. Al valor E(z) aias...a,
se le denomina aproximacién decimal de = con n cifras exactas.

En los calculos con niimeros irracionales suele usarse la aproximacién decimal,
teniendo en cuenta que, para ello, el nimero de cifras a usar, en cada caso, dependera
de la precision que necesitemos y que la iltima cifra que aparece es fruto del redondeo.
Por ejemplo, en lugar de

e = 2'718281828459045235360287471352662497757247 ...,
puede escribirse, si en los calculos s6lo necesitamos contar con seis decimales,

e ~ 2'718282.

1.1.7. Aplicaciones

Con el fin de hacer una definicién rigurosa necesitamos recordar algunos
conceptos:

Dados dos conjuntos A y B se dice que una correspondencia f entre los
elementos de Ay de B es una aplicaciéon entre A y B si a cada elemento del conjunto
A, corresponde un sélo elemento del conjunto B. Este hecho suele notarse

f:A— B.

Al conjunto A se le suele llamar dominio de la aplicacién f y al conjunto B conjunto
final de la aplicacion f.

Asi pues, una aplicacion viene determinada por
1. su dominio,
2. su conjunto final, y
3. La ley de correspondencia, x — f(x).

Por otra parte, se dice que una aplicacion f: A — B es

1. inyectiva si, para cualesquiera dos elementos =,y € A tales que = # y, entonces
f(z) # f(y)), 6 equivalentemente si f(z) = f(y) siempre que z = y.
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2. sobreyectiva si el conjunto imagen o rango de f, f(A), que no es otro que
el conjunto

f(A) ={y € R; existe x € A, tal que y= f(z)},
coincide con el conjunto final de la funcion,
3. biyectiva si es sobreyectiva e inyectiva.

Sea f : A — B es una aplicaciéon inyectiva. A la aplicacion cuyo dominio es
f(A), cuyo cojnunto final es A y que viene definida por la ley f(z) — z se le denomina
aplicacioén inversa de f y es notada por f .
Obsérvese que la funcion inversa f~': f(A) — A es una aplicacion biyectiva.

Dada una aplicacion f : A — By dado un subconjunto C' de A, llamaremos
restriccion de f al conjunto C, f/C, a una nueva aplicacion cuyo dominio es C,
que toma valores en B y cuya ley de correspondencia viene dada por

(f/B)(x) = f(z) (e B).

Sea C' un subconjunto de Ay g : C — B una aplicaciéon. Llamaremos
extension de ¢ al conjunto A, g#, a una nueva aplicacion definida en A, con valores
en B y cuya ley de correspondencia esta sujeta a la siguiente condicion.

g'(z) = g(z) (2 €0).

Dados C C A,y f: A — B, es claro que f es una extension de f/C al
conjunto A.

1.1.8. Conjuntos finitos e infinitos

Un conjunto A se dice finito si es vacio o si existe un nimero natural n, tal que se
puede establecer una aplicacion biyectiva entre el propio A y el conjunto {1,2,...,n}.
Ademas, el nimero natural n se denominara como el cardinal de A,

Un conjunto se dice infinito si no es finito.

El conjunto de los nimeros naturales N, el conjunto de los niimeros enteros Z, el
conjunto de los nimeros racionales Q, el de los numeros irracionales R/Q y todos los
intervalos son conjuntos infinitos.

Podemos preguntarnos ahora si todos tienen el mismo "niimero de elementos".
Para ello introducimos el siguiente concepto.

Un conjunto A se dice NUMERABLE si es vacio o si existe una aplicacion inyectiva
de él en N.
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Claramente todos los conjuntos finitos son numerables y se puede probar que un
conjunto infinito es numerable si, y so6lo si, existe una aplicacion biyectiva de él en N.

Si consideramos las siguientes aplicaciones inyectivas

- I : N — N definida por I(n) =n,
- f 1 Z — N definida por f(—n)=3" f(0)=1y f(n) =2,
- g : Q — N definida por g(p/q) = ( )59, siempre que m.c.d(|p,q) =1,y ¢ €N

deduciremos que tanto N, Z como QQ son conjuntos infinitos numerables y por tanto
en algin sentido tiene los mismos elementos.

Sin embargo, se puede probar que no es éste el caso de ninguno de los intervalos
ni del conjunto de los ntimeros irracionales. Obsérvese que esto dltimo choca con la
primera impresion sacada de los apartados 3) y 4) del Teorema 1.1.2.

1.1.9. Relacién de ejercicios

s
1. Supuesto que z < —, donde s,z € R ,t,y € R*, probar que
Y

S S+x

t td+y oy

2. Dados los ntameros reales z,y, z, discutir la validez de las siguientes afirmaciones
20 —3 1

<
T+ 2 3
b) |z —5|<|z+1]

¢) |zl =yl =z —yl

3. Demuéstrese que para cada ntimero natural n se verifica que

14+34...+2n—1=n
12+22+ . +n?= n(n+1)@2n+1)

)
) 6
)
)

a

S

o

4" > n?

d) 141424224234 420 =29ntl

4. Calcilense, si existen, el supremo y el infimo de los siguientes subconjuntos de
nimeros reales:

a) A={reR; 2?2 —4 >0},
b) B={zxeR; 2? -4 <0},
¢) C={1/n; ne N}
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1.2. Funciones elementales I: Funciones racionales y
exponenciales

Sumario

Como ya hemos advertido, el niicleo del curso esta constituido por el estudio de aquellas
aplicaciones en el que tanto el dominio como el recorrido son subconjuntos de niimeros reales.
En esta leccidén estudiaremos algunos ejemplos importantes de éstas. El contenido completo
de esta leccion se articula de la siguiente manera:

[.2.1 Funciones reales de variable real.

[.2.2 Gréficas.

[.2.3 Funciones racionales.

[.2.4 Funcién logaritmo.

[.2.5 Operaciones con funciones.

[.2.6 Funcién exponencial.

[.2.7 Funciones definidas a trozos. Funciones valor absoluto y parte entera.

[.2.8 Relacién de ejercicios.

1.2.1. Funciones reales de variable real.

Llamaremos funcién real de variable real a toda aplicacién definida en un
subconjunto de nimeros reales y con valores en R, esto es, es una funciéon
f+A— B,donde Ay B son subconjuntos no vacios de niimeros reales.

Sea, A un subconjunto de niimeros reales y sea f : A — R una funcién. Se dice
que f es

1. creciente en A si siempre que z,y € A con x < y, entonces f(z) < f(y).

2. estrictamente creciente en A si siempre que z,y € A con x < y, entonces

fx) < f(y).

3. decreciente en A si siempre que x,y € A con z < y, entonces f(z) > f(y).
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4. estrictamente decreciente en A si siempre que x,y € A con x < y, entonces

f(@) > f(y).

5. monoétona (resp. estrictamente mondétona en A si es creciente o decreciente
(resp. estrictamente creciente o decreciente).

1.2.2. Grafica de una funcion

En ocasiones resulta ttil tener una "imagen fotografica"de las funciones, esto se
consigue mediante la grafica de dicha funcién. Dada una funciéon f : A — R se define
la grafica de f, como el conjunto

Graf(f) :{(z,y) e RXR; y = f(x), v € A}.

Es claro que el conjunto Graf(f) es un subconjunto del producto cartesiano
R x R que notaremos por R2. Al igual que usamos como representacion grafica de R
la recta real, podremos usar el plano como representacion grafica del conjunto R? vy,
por ende, la grafica de una funcion real de variable real podra representarse como un
subconjunto de éste.
La idea que ahora queremos resaltar es que la forma de la grafica revela muchas
de las propiedades de la funcién correspondiente.

Entre ellas estard por supuesto la monotonia, pero habré otras muchas: acotacion,
continuidad, derivabilidad, extremos, etc.

1.2.3. Funciones racionales

Veamos algunos ejemplos importantes de funciones reales de variable real.
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1. Funcién identidad

Dada A un subconjunto de nimeros reales, se define la funciéon identidad en
A, I4, como aquella funcién 74 : A — R que viene definida por

Iy(z) =2, Vo € A
Dicha funcién es estrictamente creciente y su grafica
Graf(Ia) ={(z,x); v € A}.
es un subconjunto de la diagonal principal

D = {(z,z); v € A}

Si A = [—2, 3], entonces su gréfica puede ser representada por

2. Funciones constantes

Dada A un subconjunto de niimeros reales y dado a € R, se define la funcién
constante restringida al conjunto A, C,, como la funciéon C, : A — R que viene
definida por

Co(x) =a, Vx e A.

La grafica de dicha funciéon
Graf(Co) = {(z,a); = € R}

puede verse como un subconjunto de la recta horizontal y = a:

Si A =[-2,3] y a = 3, entonces su grafica puede ser representada por
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Funciones polinémicas

Una funcion f : A — R se dice ser polinémica si existen ag, a1, as, ..., Gy,
nameros reales tales que f(x) = a,a™ + Ap1 2" 1+ .. a1z +ag para cada v € A.

La funcién identidad y toda funciéon constante son ejemplos sencillos de funciones
polinémicas.

Si A=[-2,3]y f(z) = 2 + 2% + 1, entonces la grifica de la funciéon polinémica
f puede ser representada por la siguiente figura.

-2 1 1 2 3
0.8
0.6

Funciones racionales

Una funcion f : A — R se dice ser racional si existen sendas funciones
polinomicas fi y f2, con fo(x) # 0, para cada x € A y tales que, para cada z € A

f(z) = fi(z)/ fa2(2).

Es claro que todos los ejemplos anteriores lo son de funciones racionales.

Si A =[-2,3]y f(z) = &, entonces la grifica de la funcion racional f puede
ser representada por
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1.2.4. Funcién logaritmo.

Se define la funciéon Logaritmo neperiano, [og, como la tnica biyeccion
estrictamente creciente, que existe de RT en R, verificando:
-log(1) =0
- log(e) =1
- log(zy) = log(x) + log(y).

Como consecuencia, se pueden obtener algunas propiedades tales como que:
- log(aP) = plog(x), para cada x € RT y para cada p € N.
- log(z/y) = log(x) — log(y), para cada x,y € RT.

Si A =]0, 5] entonces la grafica de la restriccion de la funcion logaritmo neperiano
al conjunto A puede ser representada por

|

- )

Funcién logaritmo de base a

Dado a > 0, a # 1, se llama funcién logaritmo de base «, log,, a la funcion
definida en R* mediante la ley

loga(z) = log(x)/log(a).

Sia > 1, entonces la funciéon logaritmo de base a es una biyeccion estrictamente
creciente de R* en R, mientras que si a < 1 entonces es una biyeccién estrictamente
decreciente de R™ en R.

Asi por ejemplo, para A =]0,5] y para a = 10 y a=0,2 las graficas de las corre-
spondientes restricciones de la funcion logaritmo al conjunto A pueden ser comparadas
con la anterior
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1.2.5. Operaciones con funciones.

Antes de seguir con el listado de las funciones elementales conviene hacer algunas
precisiones.

1. Algebra de funciones

En primer lugar hacemos notar que dadas dos funciones fy ¢ definidas sobre un
mismo subconjunto de nimeros reales A, se pueden definir las siguientes funciones:

a) Funcién suma: [ + g.
La funcion suma es una nueva funcion f + g : A — R definida, para
cada x € A, por

(f +9)(z) = f(z) + g(2).

Como consecuencia de esta definicion aparece, asociadas a cada funcién
f:A— R, la llamada funcién opuesta,— f, esto es, la funciéon

—f:A— R,

definida, para cada x € A, por

b) Funciéon producto: f.g:
La funcion producto es una nueva funcion f.g : A — R definida, para
cada x € A, por

Como consecuencia, siempre 0 € f(A), definimos la funcién inversa
para el producto, 1/f, como la funcion

1/f: A— R,

dada, para cada z € A, por

1
1/f)(x) = —.
(/D) = 75
¢) Funcién producto por un escalar a, af:

Para cada a € R, la funcion , af, es una nueva funcion de A en R que
viene definida, para cada © € A, por

(af)(z) = af(z).
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2.

Composicion de funciones

Supongamos ahora que existen sendas funciones f : A — Ry g: B — R de
manera que el conjunto B contiene al Podemos definir la funcién composicién
de ambas, g o f, como la funciéon

gof:A— R
definida, para cada x € A, por

go f(z) = glf(x)].

Recordemos que toda funcién inyectiva f : A — R tiene una funcion inversa,
7Y, definida en f(A), con valores en A y que viene definida mediante la ley :

[FHf@) =2 (z€4),

esto es,

fﬁlof:IA.

Ademés R
fof™=1Iya,

donde por f : A — f(A), notamos a la funcién definida por f(z) = f(z).

Es facil probar, usando estas tltimas consideraciones, que toda aplicacién estric-

tamente monotona es inyectiva y que su inversa es igualmente estrictamente monotona
y del mismo tipo (creciente 6 decreciente).

1.2.6. Funcién exponencial.

Ya podemos continuar con la lista de ejemplos

Llamaremos funcién exponencial, ¢”, a la funciéon inversa del logaritmo

neperiano, serd por tanto, una biyeccion estrictamente creciente de R en R™ tal que:

V=1

6126

- eV = e%e¥, para cada x,y € R.
_ elogx =

log(e*) = .

Su grafica se puede representar como sigue:
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20
15

10

Dados = € Rt e y € R, convendremos en notar

Y = 6ylagﬂc7

en particular se obtiene que:

log(z¥) = ylogz,

Funcién exponencial de base a

Dado a > 0, a # 1, la funcion h, : R — R definida por h,(z) = a®, se
denomina funcién exponencial de base a, y se notara por a”.
Dicha funcion es estrictamente creciente (resp. decreciente) si @ > 1 (resp. a < 1)
de R en R* y verifica las siguientes propiedades:
-a’=1
-al=a
- a"t = a%a¥.

Sus graficas para a = 0,1 y @ = 5 se pueden representar como siguen:

40

Funcién potencial

Dado b # 0, la funcion p, : RY — R* definida por py(x) = 2°, se denomina

funcién potencial de exponente b, y se notara por z°.

Dicha funcién es estrictamente creciente (resp. decreciente) si b > 0 (resp. si b < 0)
de R™ en R y verifica las siguientes propiedades:

-1 =1

- (zy)" = 2"y".

Sus graficas (para b=y b= —1 ) se pueden representar como siguen:
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40

30

0.5 1 1.5 2 2.5 3

1.2.7. Funciones definidas a trozos. Funciones parte entera y
valor absoluto.

Supongamos que tenemos un subconjunto A de nimeros reales y dos subcon-
juntos disjuntos de éste B y C tales que A = B U C. Dispongamos ademas de sendas
funciones reales de variable real g y h definidas respectivamente en By C. A partir de
aqui podemos definir una nueva funcién f : A — R mediante la siguiente expresion:

{g(x) siz€B

flw) = h(z) sizeC.

Decimos que una tal funcion es una funcién definida a trozos. Es evidente que
las propiedades de la nueva funcion dependeran de las propiedades de las funciones que
la definen y de la forma en que los subconjuntos se complementan.

Como ejemplos méas sencillos veremos los dos siguientes:

Funcién parte entera:
Se define la funcion entera, E, como la funcion £ : R — R definida por

E(z) = Sup{p € Z; p < z}.
Dicha funcién es creciente y su grafica puede representarse como una escalera ”
infinita ” cuyos peldanos son intervalos de longitud uno, y que, en cada ntimero entero,

tiene un ” salto ” de altura uno.

Si A = [-2,3], entonces la grafica de la funcion E(x) restringida al conjunto A
puede ser representada por

|

Funcién valor absoluto.
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Se define la funcion valor absoluto como la funcion |.| : R — R, definida
para cada x € R por
r sitx >0
x| =

-z stx <0

La gréafica puede representarse como la uniéon de las bisectrices del primer y
segundo cuadrante.

1.2.8. Relacién de ejercicios.

1. En una vasija de 30 cm de altura entra agua a ritmo constante. Se llena en
5 segundos.Usad esta informacion y la forma de la vasija para responder a las
siguientes cuestiones:

e |

30 cm

| &

|

a) Sid representa la profundidad del agua medida en centimetros y t el tiempo
transcurrido en segundos, explicad por qué d es funcion de ¢.

b) Hallad el dominio y el recorrido de dicha funcion.

¢) Esbozad una posible grafica de la funcion.

2. Sea A un subconjunto de ntimeros reales y f : A — R una funcién real de
variable real. Se dice que f es par (resp. impar) si, para cada x € A, se verifica
que —z € Ay que f(z) = f(—=z) (vesp. f(z) = —f(—z). {Qué se puede decir
acerca de la grafica de una funciéon par?,; y de una funciéon impar? Dense ejemplos
de funciones par, impar y no par ni impar.
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3. Sea A un subconjunto de ntimeros reales y f : A — R una funciéon real de
variable real. Se dice que f estd acotada (resp. acotada superiormente / in-
feriormente) si su conjunto imagen f(A) es un subconjunto de ntimeros reales
acotado (resp. superiormente / inferiormente acotado). Priebese que f esta acota-
da si, y solo si, existe M € R, tal que, para cada x € A, se verifica que |f(x)| < M.

4. ;Qué funciones componen la funciéon f : RT — R en cada uno de los siguientes
casos?

1) f(z) = (log’z)e™,  2) flx) = (Vo + 1),

Dense otros ejemplos de composicion de funciones.
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1.3. Funciones elementales II: Funciones trigonométri-
cas

Sumario

Las funciones trigonométricas son importantes porque permiten expresar las distintas
relaciones entre los lados y los angulos de un tridngulo, y porque sus propiedades le confieren
una especial disposicién para expresar muchos fenémenos naturales. Estas dos facetas hacen
que su empleo en la Fisica y en la Ingenieria sea muy frecuente. El contenido completo de esta
leccién se articula de la siguiente manera:

[.3.1 El ntmero .

[.3.2 Funcién arcocoseno.

[.3.3 Funciones seno y coseno.

[.3.4 Funcién tangente.

[.3.5 Funciones secante, cosecante y cotangente.
[.3.6 Funciones arcoseno y arcotangente.

[.3.7 Identidades trigonométricas.

[.3.8 Funciones hiperbélicas.

[.3.9 Relacién de ejercicios.

1.3.1. El nimero 7

Consideremos la funcion f : [—1,1] — R definida por
f(zx)=v1—2a2 Vte|[-1,1].

La gréfica de esta funcion recibe el nombre de semicircunferencia unidad.
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Sea P = {to,tl, ...,tn}, tal que ty = —1 y t, = 1 y ti—1 < ti; para 1€ {]_, 2, ,’I’L} Un
tal conjunto P recibe el nombre de particién del conjunto [—1,1]. Asociado a esta
particion podemos considerar la "poligonal"vp que resulta de unir los "segmentos"

[y(to), v(t0)], [y(tn), v(ta], oo [y (Ena), Y (E0)]-

Notemos por [(vp) a la longitud de la poligonal vp determinada por la particion P, esto
es,

l(vp) = dist(y(to), y(t1)) + ... + dist(y(tn-1),7(tn))-

Asi, por ejemplo si P = {—1,—1/2,1/2,1}, obtenemos la siguiente poligonal inscrita
en la semicircunferencia unidad:

0.8
0.6
0.4

0.2

cuya longitud viene dada por:

l(yp) = dist(y(=1),7(=1/2)) + dist(v(=1/2),7(1/2)) + +dist(v(1/2), (1))

Es notorio que cuanto més puntos tenga la particion, mayor es la longitud de la cor-
respondiente poligonal y, por consiguiente, su longitud estd méas cercana a la longitud
de la semicircunferencia unidad. Es facil probar que la longitud de dicha semicircunfer-
encia, (), no es otra cosa que:

() = Sup{l(yp); P particion de [—1,1]}.

Pues bien, dicha longitud, que es un nimero real en virtud del axioma del supremo,
es conocido como el niimero 7.
Es facil probar que 7 no es un ntmero racional.

Pasamos ahora a definir las distintas funciones trigonométricas.
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1.3.2. Funcién arcocoseno

Consideremos ahora, para cada = € [—1,1], el trozo de semicircunferencia que es
imagen de 7/[z, 1]. Definimos la funcién arcocoseno, arc cosx, como la funcion biyec-
tiva y estrictamente decreciente del intervalo [—1,1] en el intervalo [0, 7| definida por
la ley

arc cost = l(y/[x,1]),

se puede probar que:
1. arc cosx + arc cos(—x) = .

2. arccos(0) = 7.

Y su gréfica puede ser representada como sigue

Antes de pasar al resto de las funciones trigonométricas, vamos definir una propiedad
interesante que tienen algunas de las funciones que vamos a definir a continuacion: la
periodicidad.

Se dice que una funcion f : A — R es una funcién periodica, si existe un nimero
real no nulo T tal que para todo x € A, entonces v +T € Ay

flx+T) = f(z).

Dicho ntmero real T recibe el nombre de periodo de la funcién f.

1.3.3. Funciones seno y coseno
Se llama funcién coseno y se nota por cosz a la tnica funciéon de R en R par y
periodica con periodo 27 cuya restriccion a [0, 7] es tal que
cos(x) = (arc cos) (),
y por tanto, para cada x € [0, 7],

arccos(cosx) = x,



36 [.3. FUNCIONES ELEMENTALES 11

y para cada y € [—1, 1],
cos(arcosy) = y.

La grafica de la funcion coseno es como sigue

Se llama funcién seno, senz, a la tnica funciéon de R en R impar y periédica con
periodo 27 cuya restriccion a [0, 7] es tal que

sen(x) = /1 — cos?(x).

La grafica de la funcion seno es como sigue

El siguiente resultado resume algunas propiedades del seno y coseno.

Teorema 1.3.1.
1. sen’r+cos’r=1 (v €eR).

2. La restriccion de la funcion coseno al intervalo [0,7] es una biyeccion estricta-
mente decreciente de éste en el intervalo [—1,1], con

cosO =1, cosg =0, cosm=—1, cosz =50 cos§ =35 co0s— = —.

3. La restriccion de la funcion seno al intervalo [—%, 5] es una biyeccion estricta-

mente creciente de éste en el intervalo [—1,1], con

2 1
sen0 = 0, sen(—g) =1, sens = 1, sen” = i, sens — ﬁ sent — 3

2 4 2 3 2 6

4. La imagen de ambas funciones es el intervalo [—1,1].
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5. La funcion coseno es una funcion par y periodica de periodo 2m:
cosx = cos(—x), cos(x+2m) =cosx, (r€R),
mientras que la funcion seno es impar y periodica:

sen(—x) = —senx, sen(x +2m) = senz (z € R).

6. cos(x+m) = —cosz, sen(x + m) = —senu.
7. cos(x 4 y) = cosxcosy — senxseny.
8. sen(x +y) = senxcosy + cosrseny.

9. Dados dos nimeros reales a, b, verificando que a®>+b* = 1, existe un inico nimero
real x tal que x €] — 7, m|, cost = a y senx = b.

10. Sean z,y € R tales que senx = seny y cosx = cosy, entonces existe un unico
numero entero p tal que x = y + 2pm.

11. {x €R; cosr =0} = {5 + knm; k€ Z}.

12. {x €R; senx =0} ={km; k€ Z}

1.3.4. Funcién tangente

Sea A = R\{3 + km; k € Z}. Se llama funcién tangente, tgz , a la funcion de A

en R definida por
senw

tg(w) =

Algunas de sus propiedades pueden verse en el siguiente resultado

cosT

Proposicion 1.3.2. 1. La funcion tangente es una funcion periddica de periodo T,
esto es, para cada x € A,
to(x + ) = tg(x).

2. La funcion tangente restringida al intervalo | 5*, 5[, es una biyeccion estrictamente
creciente de dicho intervalo en R.

8. La grdfica de la funcion tangente restringida al conjunto A = [—m,7]\{-5,5}
puede representarse de la siguiente forma:
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1.3.5. Funciones secante, cosecante y cotangente

Sea A = R\{3 + km; k € Z}. Se llama funcién secante, secz , a la funcion de A

en R definida por
1

cosx’

sec(x) =

La grafica de la funcion secante restringida al conjunto A = [—7, 7]\{—7, 5} puede

20
10
-1 1
-10
-20

representarse de la siguiente forma:

RERS

Sea B = R\{km; k € Z}. Se llama funcién cosecante, cosecz , a la funcion de B
en R definida por

1
cosec(x) = :
senx
La grafica de la funcion cosecante restringida al conjunto A =] — 7, 7[/{0} puede

representarse de la siguiente forma:

Llamaremos funcién cotangente, cotgx , a la funciéon de B en R definida por

COST

cotg(x) = g
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La gréfica de la funcion cotangente restringida al conjunto A =] — 7, 7[/{0} puede
representarse de la siguiente forma:

1.3.6. Funciones arcoseno y arcotangente.

Llamaremos funcién arcoseno, arc senx, a la funcién inversa de la restricciéon de

la funcion seno al intervalo [—7, 7], esto es,
arc sen[sen(z)] =z, (x € [—g, g] senfarc sen(y)] =y (y € [—1,1]).
Dicha funcion es pues una biyecciéon estrictamente creciente de [~7, 7] en [—1, 1] con
™ T
arc sen(—1) = -5 are sen(0) =0, arc sen(l) = 3

Su grafica es como sigue:

Llamaremos funcién arcotangente, arc tgr a la inversa de la res-triccion de la

T T

funcion tangente al intervalo | — 7, 7|, esto es,

arc tgltg(z)] =z, tglarc tg(y)] =y.

Dicha funcion es una biyeccion estrictamente creciente de dicho intervalo en todo el

conjunto R con
arc tg(0) = 0.

Su grafica de es como sigue:
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1.3.7. Identidades Trigonométricas.

Usando las propiedades antes descritas de las funciones trigonométricas pueden
deducirse otras muchas conocidas como identidades trigonométricas. A continuacién
damos algunas de ellas. Dados dos niimeros reales x e y en el dominio correspondiente,
obtenemos que:

1. Identidades pitagoricas

1
V1+tg(x)
tg()

V1+tg(x)

tg*(w) + 1 = sec®(x), 0 sise quiere cos(x) =
cotg*(z) + 1 = cosec*(x), 6 sise quiere sen(z) =

to(x % y) tgr +tgy
x = .
g Y 1 Ftgx tgy

3. angulo doble

sen2x = 2senxcosx, cos2x = 2cos’r — 1 =1 — 2sen’z.
4. angulo mitad

1 1
sen’r = 5(1 — c082x), cos’r = 5(1 + cos2x),

y (m)_ l—cosx_ senx
g 27 senx 1+ cosx’

5. producto
1
senxseny = é[cos(x —y) — cos(xz +y)],

1
coSTCOSY = 5[003(9& —y) + cos(x +y)],

senxcosy = é[sen(x +y) + sen(x — y)].
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1.3.8. Funciones Hiperbdlicas.

Se define la funcién coseno hiperboélico, coshx, como una funcién cosh : R — R,
definida por
6.1‘ + e—a:
coshr = ———
2
Se define la funciéon seno hiperbélico, senhx, como una funciéon senh : R — R,
definida por

x —X

e’ —e
2
El siguiente resultado resume algunas propiedades del seno y coseno hiperbolicos.

senhx =

Proposicién 1.3.3.

1. La funcion coseno hiperbolico es una funcion par y la funcion seno hiperbolico es
una funcion impar.

2. La funcion seno hiperbolico es una biyeccion estrictamente creciente de R en R.

3. La restriccion de la funcion coseno hiperbdlico a Ry (resp. Ry ) es una biyeccion
estrictamente creciente (resp. decreciente) de RS (resp. Ry ) sobre [1,400.

cosh’x — senh’z = 1.

cosh(x + y) = coshx coshy + senhx senhy.
senh(z +vy) = senhx coshy + coshx senhy.

La grafica del seno hiperbdlico es como sigue:

La grafica de la funcién coseno hiperbolico restringida a R es como sigue
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Finalmente, diremos que, por analogia con las funciones trigonométricas, podemos
hablar de tangente hiperbélica, tgh, la cual es una biyeccion estrictamente creciente
de R sobre | — 1, 1[ y su grafica es como sigue:

Jr | |
s
4

1.3.9. Relacién de ejercicios

1. Hallese la funcién inversa de

a) senhx.
b) coshx/r+.

2. Sea g:R —] — 7, 7[ la funcién definida por g(y) = 2arctgy. Hallese en funcion
de y,

a) seng(y).
b) cosg(y).
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1.4. Sucesiones y series de nimeros reales

Sumario

Introduciremos en esta leccién dos herramientas muy potentes del anélisis matematico:
las sucesiones y las series. La primera de ellas nos facilitara la comprension de los conceptos de
continuidad, limite e integrabilidad. Usaremos la segunda para aproximar los valores obtenidos
al evaluar algunas d funciones elementales, ya que estos valores no son mas que la suma de una
determinada serie. El contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

[.4.1 Acotacién, monotonia y convergencia de sucesiones.
[.4.2 Sucesiones divergentes.
[.4.3 Series de ntimeros reales.

[.4.4 Relacién de ejercicios.

1.4.1. Acotacién, monotonia y convergencia de sucesiones

Una sucesion de elementos de un cierto conjunto A no es més que una "lista or-
denada"de elementos de A o dicho de forma mas rigurosa: una sucesion de elementos
de A es una aplicacion f: N — A,

En lugar de escribir f(n) se suele escribir x,,, mientras que la sucesion f suele
notarse por {z,}nen 0 simplemente {x,}. A la imagen z, se le denominara término
n-ésimo de la sucesion {x, },en. Una sucesion de nimeros reales no es més que una
sucesion en la que A C R.

Dada una sucesion {x,}, al conjunto {z,, : n € N} se le denomina conjunto
imagen de la sucesion {z, }. Asi por ejemplo si consideramos la sucesion {1,0,1,0,1, ...}
su conjunto imagen esté formado por solo dos elementos, a saber {0, 1}.

Veamos ahora algunas propiedades que pueden tener las sucesiones.
Se dice que una sucesion de numeros reales {x, }nen

1. estd mayorada, si existe un niimero real M tal que, para cadan € N, z,, < M.
2. estd minorada, si existe un ntimero real M tal que, para cadan € N, z, > M.

3. estd acotada si esta mayorada y minorada. Es facil probar que una sucesion esta
acotada si, y solo si, existe un namero real positivo M tal que |z,| > M.
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es creciente si, para cada n < m € N se tiene que x, < x,,.

es decreciente si, para cada n < m € N| se tiene que x,, > T,,.

Es facil probar por induccion que una {z,},en es creciente (resp. decreciente) si,
para cada natural n, z, < z,41 (resp. Tn > Tpyl.

es convergente si existe un nimero real z verificando lo siguiente:

"nara cada intervalo centrado en x, existe un término de la sucesion, a partir del
cual, todos los restantes términos estdn incluidos en dicho intervalo ",

o escrito en lenguaje formal

Ve > 0,3dN € N, tal que sin > N entonces |z, —z| < e.

Se dice en tal caso que x es el limite de la sucesion {x,},en 0 que la sucesion
{Zn}nen converge a z, y suele notarse por

x=limyz, o0 A{zr,}— x.

Es facil ver que toda sucesion convergente esta acotada. Sin embargo, la sucesion
1,0, ...} que estd mayorada por 1 y minorada por 0, luego acotada, demuestra que

existen sucesiones acotadas que no son convergentes.

En el siguiente resultado recogemos méas propiedades importantes de las sucesiones.

Proposicion 1.4.1.

Toda sucesion convergente tiene un unico limite.

Sean {z,} una sucesidn de nimeros reales, v € R y p € N. La sucesion {z,} es
convergente a x si, y solo si, la sucesion {xn4p} converge también a

La sucesion {x,} converge a cero, si y solo si la sucesion {|x,|}converge a cero.
Toda sucesion creciente y mayorada {x,} es convergente a x = Sup{x,; n € N}.

Toda sucesion decreciente y minorada {x,} es convergente a x = Inf{x,; n € N}.
En particular la sucesion {1/n*} converge a cero para todo o > 0.

Sean z,y € R y sea {x,} una sucesion convergente a x. Si para cada n € N,
T, >y, entonces x > y. En particular si {y,} y {z.} son dos sucesiones de
numeros reales tales que,

a) para cadan €N, z, <y, < z,,

b) limyz, =z,
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entonces la sucesion {y,} converge también a x.

7.- Si{x,}te {yn} son dos sucesiones convergentes respectivamente a x ey, entonces
la sucesion

a) suma, esto es, la sucesion {x, + y,} converge a x + y.
b) producto, esto es, la sucesion {x,y,} converge a xy.

c) cociente, esto es, la sucesion {x,/y,}, converge a x/y siempre que y # 0 e
Yn # 0, para todo n € N.

8.- El producto de una sucesion acotada por una convergente a cero es una sucesion
convergente a cero.

Ejemplo:

Pruébese que si |z| < 1, entonces la sucesion {z"} converge a cero.

1.4.2. Sucesiones divergentes

Se dice que una sucesion {z,}n,cn diverge positivamente si
VM > 0,dN € N, tal que sin > N entonces x,, > M.

Este hecho suele notarse por
lim,x, = +00

[N

{xn} — +o0.

Se dice que una sucesion {x, },en diverge negativamente si
VN < 0,dN € N, tal que sin > N entonces z, < N.
Este hecho suele notarse por
lim,z, = —00

{z,} — —oc.

Diremos que que una sucesion {x, },en es divergente si lo es positivamente o lo es
negativamente.

Veamos ahora algunas propiedades de las sucesiones divergentes.
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Proposicién 1.4.2.

1.- Sean {x,} una sucesion de nimeros reales, * € R y p € N. La sucesion {x,}
diverge positivamente si, y solo si, la sucesion {xn,} diverge positivamente.

2.- Toda sucesion creciente y no mayorada diverge positivamente. En particular la
sucesion {r"} diverge positivamente si r > 1.

3.- Toda sucesion decreciente y no minorada diverge negativamente.

4.- Sean {x,}, {yn} dos sucesiones de nimeros reales tales que, para cada n € N,
Ty < Yn. Si la sucesion {x,} diverge positivamente, entonces la sucesion {y,}
también diverge positivamente.

5.- Si {a,} es una sucesion divergente positivamente, entonces existe k € N tal que
la sucesion {1/a,y1} converge a cero.

6.- Si {an} es una sucesion de términos positivos que converge a cero, entonces la
sucesion {1/a,} divergente positivamente. En particular la sucesion {n®} diverge
positivamente para todo o > 0.

1.4.3. Series de niimeros reales

Para motivar el concepto de serie de niimeros reales vamos a exponer la siguiente
paradoja propuesta por Zenon (495-435 a. de C.)

Paradoja del corredor: ” Un corredor no puede alcanzar nunca la meta. ”

Para justificar esta conclusion vamos a dividir el recorrido total que ha de hacer
el corredor en la siguiente forma: consideramos en primer lugar la mitad del recorrido
inicial y a éste anadimos la mitad del recorrido restante, a éste altimo anadimos igual-
mente la mitad del recorrido restante y asi sucesivamente. Obsérvese que para recorrer
por separado cada una de estas partes cada vez més pequenas se necesita una cantidad
positiva de tiempo, parece natural afirmar que el tiempo necesario para el trayecto to-
tal ha de ser la suma de todas estas cantidades de tiempo. Decir que el corredor nunca
puede alcanzar la meta equivale a decir que nunca llega en un tiempo finito; o dicho
de otro modo, que la suma de un nimero infinito de intervalos positivos de tiempo no
puede ser finita.

Esta paradoja fue resuelta 2.000 anos después con la introduccion del concepto de
serie.

Se llama serie de niimeros reales a todo par ordenado de sucesiones de

nameros reales ({a,}, {S,}), donde ({a,} es una sucesion arbitraria y, para cada natural

n, la segunda sucesion es tal que: S, = > " | ay.
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La sucesion {S,} recibe el nombre de sucesion de sumas parciales de la

serie. Dicha serie suele representarse por E Q.
n>1

Se dice que la serie E a, es convergente si converge la sucesion {S,} de sus
n>1
sumas parciales. Al limite de ésta tltima sucesion se le denomina suma de la serie y

oo
se representa por E Q.

n=1

Veamos algunos ejemplos de series

1. Serie geométrica de razon r # 1.

Es aquella cuyo término general es a, = 7"~ y cuya sucesion de sumas parciales
es por tanto S, = 14+ 7r+...+r" 1t = 11’_7":. De aqui y de la proposicion 1.4.1 (4),
se deduce que dicha serie es convergente si, y solo si, |r| < 1. Ademas en caso de

que sea convergente se tiene que

00 . 1
;7’ =

2. Serie cuyo término general es a, = ﬁ

Es aquella cuya sucesion de sumas parciales correspondiente es

Sp=1+1+1/2+..+ ——.
+1+1/2+ +(n_1)!

Veremos mas adelante que dicha serie es convergente, de hecho, se puede probar
que

d 1/n-1)=e.

3. Serie armonica.

Es aquella cuyo término general es a,, = 1/n y cuya sucesion de sumas parciales
es por tanto S, = 14 1/2 + ... + 1/n. Se puede probar que que dicha serie no es
convergente. En general la serie cuyo término general es a,, = 1/n® es convergente
si, y solo si, a > 1.

4. Serie armoénica-alternada.

Es aquella cuyo término general es a, = (—1)""'/n y cuya sucesién de sumas
parciales es por tanto S, = 1—1/2+ ...+ (—=1)""! /n. Mas tarde deduciremos que
dicha serie es convergente, de hecho se puede probar que

o0

> (=1 n = log2.

n=1



48 §1.4. Sucesiones y series

Veamos algunas propiedades de las series convergentes.

Proposicién 1.4.3. Sean Zan y an dos series de numeros reales.

n>1 n>1

1. Sila serie E a, es convergente entonces la sucesion {a,} converge a cero.
n>1

2. Si ambas series son convergentes y r,s son dos numeros reales, entonces la serie
> n>1Tan + by es convergente y se verifica que:

i(ran +sb,) =7 S ay, + sibn.
n=1 n=1 n=1

3. Sea k € N. Entonces la serie E a, es convergente si, y solo si, la serie E Cnik
n>1 n>1
también lo es. Ademds en caso de que converjan tenemos que:

o 00
E p = Q1+ Qg + ... + ag + E Antk-
n=1 n=1

4. Supongamos que, para cada n € N se tiene que |a,| < b,. Si la serie g b, es
n>1
convergente entonces Zn>1 a, también es convergente y se verifica que:

e’} 00
2 anl <D b
n=1 n=1

En particular , si la serie g la,| es convergente también lo es la serie g Q.
n>1 n>1

1.4.4. Relacién de ejercicios

1. Pruébse que si {x,} e {y,} son dos sucesiones acotadas, {z, + y,} v {zn¥n}
también lo son.

2. Estudiese la convergencia de la sucesion {x,} en los siguientes casos:
a) 1 =V2,Tn1 =2+ 1, YneEN.
b) 1 =121 =2z, YneN

3. [Estudiese la convergencia de las siguientes sucesiones:

a) {sen(n)/n}.
b) {cos(n®+1)/n}.
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1.5. Limite Funcional

Sumario

Esta leccion trata del concepto de limite funcional, uno de los mas importantes de
toda la matemaética. De forma intuitiva, una funcién tiene limite L en un punto xg si en todo
punto préximo a xg la funcién toma un valor préoximo a L. Para una formulacién més rigurosa
introduciremos previamente el concepto de punto de acumulacién de un conjunto. Finalmente
diremos que el concepto de limite funcional es indispensable para entender los conceptos de
continuidad y de derivacién de una funcién real de variable real. El contenido completo de esta
leccién se articula de la siguiente manera:

[.5.1 Puntos de acumulacién.

[.5.2 Limite funcional y limites laterales.
[.5.3 Limites en el infinito.

[.5.4 Algebra de limites.

[.5.5 Indeterminaciones.

1.3.6 Funciones asintéticamente equivalentes.

[.3.7 Relacién de ejercicios.

1.5.1. Puntos de acumulacidn.

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales. Se dice que z( es un punto
de acumulacion de A, xg € A,

"si existe una sucesion {T,}nen de elementos de A, distintos de xo, y convergente
al propio x,

0, escrito en lenguaje de intervalos,

"si todo intervalo centrado en xg tiene algiun punto, distinto del propio xq, en comin
con A,

lo que a su vez en lenguaje formal se expresa:

zg € A =g —e,m0 +¢[ N A\{xo} #0, Ve e RT.
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Diremos que xy es un punto de acumulacién por la derecha si xy € (Aio)’,
donde

Al ={z e A; v > a0},

lo que en lenguaje de sucesiones puede escribirse,

2

si existe una sucesion {x, tnen de elementos de A, mayores que o, y convergente
al propio xqy. ”

0, escrito en lenguaje de intervalos,

b}

st todo intervalo de extremo inferior xg tiene algun punto, distinto del propio xg,
en comiun con A.”

Diremos que z¢ es un punto de acumulacién por la izquierda si 7o € (A47,)’,
donde

A ={z € A; x < a0},

lo que en lenguaje de sucesiones puede escribirse,

7

si existe una sucesion {x,}nen de elementos de A, menores que o, y convergente
al propio xy.”

0, escrito en lenguaje de intervalos,

bM

st todo intervalo cuyo extremo superior es xq tiene algun punto, distinto del propio
xo, en comun con A,”

Es facil probar que zo € A’ si, y solo si zg € (4,) U (A5 )

1.5.2. Limite funcional y limites laterales.

Limite funcional:

Sean A un subconjunto no vacio de numeros reales, zo € A’y f: A — R una
funcion. Se dice que f tiene limite en el punto z si existe un nimero real L con la
siguiente propiedad:

"para cada intervalo J centrado en L, existe un intervalo I centrado en xq tal que

f(I\{mo} N A) C T,

esto es, en lenguaje mas formal

Ve > 0,30 > 0, tal que si0 < |z — x| <J, v € Aentonces |f(x) — L| <e.
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6 si se quiere en lenguaje de sucesiones:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de A, distintos de xq, convergente a xo, la
sucesion { f(z,)} converge a L".

El tal valor L, si existe es tnico y recibe el nombre limite de f en el punto zy y
escribiremos:

L =1limg_., f(x).

Observacion 1.5.1. Es importante hacer notar que la igualdad anterior encierra dos
afirmaciones: que f tiene limite en el punto zy y que dicho limite vale L.

Limites laterales:

Supongamos que zo € (Al ). Se dice que f tiene limite por la derecha en el
punto g si existe un nimero real L con la siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {z,} de elementos de A, mayores que zg, convergente a xg, la
sucesion {f(z,)} converge a L".

6 en lenguaje formal

Ve > 0,36 > 0, tal que si0<x—1z5<9, x € Aentonces |f(x) — L| <e.

Diremos que L es el limite por la derecha de f en el punto xg y escribiremos:
L =lim,_,+f(x).

Supongamos que zg € (A7 )". Se dice que f tiene limite por la izquierda en el
punto g si existe un niimero real L con la siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {z,} de elementos de A, menores que zy, convergente a xg, la
sucesion {f(z,)} converge a L".

6 en lenguaje formal

Ve > 0,36 > 0, tal que si0<xy—2 <9, x € Aentonces |f(x) — L| <e.

Diremos que L es el limite por la izquierda de f en el punto x( y escribiremos:

L =lim, - f(z).

Relacion entre el limite ordinario y los limites laterales
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Proposicion 1.5.2. Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, xo € A, L € R
y sea f: A — R una funcion.

L. Sixzg ¢ (Ag,), entonces
L =limg.so f(2) si, y solo si, L =lim,_ .+ f(2).

2. Sixzo ¢ (A}, entonces

L =1limg ., f(x) si, y solo si, L = limxﬁxaf(m).

3. Sixge (A) N(AL), entonces

limgy—qof(xz) = L si, y solo si, limxﬂng(:v) = lz'mxﬂxaf(:r) =1L.

1.5.3. Limites en el infinito.

Sea A un subconjunto no vacio de niimeros reales no mayoradoy sea f : A — R
una funciéon. Se dice que f tiene limite en + oo si existe un numero real L con la
siguiente propiedad:

"Para cada sucesion {x,} de elementos de A que diverge positivamente, la sucesion
{f(x,)} converge a L",

6 dicho en lenguaje de intervalos
” Para cada intervalo J centrado en L existe M € R tal que f(|M,+oc[NA) C J,”

6 dicho en lenguaje méas formal:

Ve > 0,3M, tal que siz > Mx € A entonces |f(x) — L| < e.

El tal limite L, caso de existir, es tnico. Diremos que L es el limite en +oo de fy
escribiremos:

L=1lim;_  of(x).

Nota

Notese que si L = lim, .o f(x), en particular, el limite de la sucesion {f(n)} es
L. Este hecho nos proporciona un nuevo método para el calculo de limite de sucesiones.

Si A es un subconjunto no vacio de nimeros reales no minorado, se dice que f
tiene limite en —oo si existe un nimero real L con la siguiente propiedad:

” Para cada sucesion {x,} de elementos de A que diverge negativamente, la sucesion
{f(z,)} converge a L 7.
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6 dicho en lenguaje de intervalos

” Para cada intervalo J centrado en L existe M € R tal que f(] —oo; M[NA) C J,

6 dicho en lenguaje méas formal:

Ve > 0,3M, tal que siz < M,z € A entonces |f(z) — L| < e.

En todo caso diremos que L es el limite en —oo de f y escribiremos:

L=1lim, . f(z).

1.5.4. Funciones divergentes

Sea A un subconjunto no vacio de niimeros reales y sea xg € A’. Se dice que la
funcion f : A — R diverge positivamente en el punto z, si verifica la siguiente
propiedad:

” Para cada sucesion {x,} de elementos de A, distintos de xq, convergente a x, la
sucesion { f(z,)} diverge positivamente,”

dicho en lenguaje de intervalos:

" Para cada semirrecta de origen M, existe un intervalo I centrado en xq tal que
S(I\{zo} N A) C]M, +o0l, 7

esto es, en lenguaje mas formal:

VM,36 > 0, tal que si0 < |x —zo| < dyz € A, entonces f(x) > M.

Y escribiremos:
limg_z f(x) = 400.

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea xqg € A’. Se dice que la
funcion f : A — R diverge negativamente en el punto x, si verifica la siguiente
propiedad:

" Para cada sucesion {x,} de elementos de A, distintos de xy, convergente a xo, la
sucesion { f(x,)} diverge negativamente,”

dicho en lenguaje de intervalos:

" Para cada semirrecta de extremo M, existe un intervalo I centrado en xq tal que

f(I\{wo} N A) €] — coMT[,
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esto es, en lenguaje mas formal:

VM,36 > 0, tal que si0< |x— x| <J, € A, entonces f(x) < M.

Y escribiremos:
limg_.o f(x) = —o0.

Si A es un subconjunto no vacio de nameros reales no mayorado. Diremos que la
funcion f : A — R diverge positivamente en + oo si verifica la siguiente propiedad:

” Para cada sucesion {x,} de elementos de A que diverge positivamente, la sucesion
{f(z,)} diverge positivamente.”

dicho en lenguaje de intervalos:

" Para cada semirrecta de origen M, existe una semirrecta de origen N tal que
F(N, +00[NA) CIM, +o00[,”

esto es, en lenguaje mas formal:

VM,3N, tal que siz > N, z € A entonces f(z) > M.

Y escribiremos:
limg— oo f(x) = 400.

Anélogamente se pueden definir las funciones divergentes negativamente en +oo y las
funciones divergentes negativa y positivamente en —oo.

Antes de finalizar esta seccién queremos recordar el comportamiento de algunas
funciones elementales en infinito.

Proposicién 1.5.3.
1.- limg_ 1o €% = +00,
2.- limgy__oo =0
3.- limy_ 1o log(z) = 00,
4.~ limg_o+ log(z) = —o0,
5.~ limy_yr)e tg(x) = Fo00,

6.- limy_ 100 arctg(x) = £m/2.
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1.5.5.

Necesitamos ahora expresar qué ocurre con los limites de funciones cuando

Algebra de limites.

sumo, multiplico o divido funciones que tienen limite o son divergentes.

Teorema 1.5.4. (de la suma de funciones)

Sean f,g: A — R yseaxy € A'. Supongamos que lim,_., f(z) = L € R|J{+00, —o0}
y que limy_.,g(x) = M € R|J{+00, —00}. Entonces la funcion suma f+ g converge o

diverge en xo sequn lo expresado en la siguiente tabla:

lim(f+g) | LER | L=+0c0| L=—-00
MeR L+ M +o00 —00
M =+ 400 + 00 ?
M= —c —00 ¢ —00

Teorema 1.5.5. (del producto de funciones)

Sean f,g: A — R yseaxy € A'. Supongamos que lim,_., f(z) = L € R|J{+00, —o0}
y que limg_..g(x) = M € R{J{+o00, —o0}. Entonces la funcién producto f.g converge

o diverge en xg sequn lo expresado en la siguiente tabla:

lim(fg) |LERTY | L=0|LeR | L=+40c0 | L=—00
M e Rt LM 0 LM +00 —00
M=0 0 0 0 ? ?

M e R~ LM 0 LM —00 400

M =+ 400 ? —00 + 00 —00

M = —o0 —00 ? +00 —00 + 00

Ademds si L =0y g es una funcion acotada, entonces

limgy—qo f(z).9(x) = 0.

Teorema 1.5.6. (del cociente de funciones)

Sean f,g: A — R tal que g(z) # 0 y sea xg € A’. Supongamos que limg_,, f(x) =
L € RJ{+o00,—00} y que lim,_,,9(x) = M € R{J{+00,—00}. Entonces la funcion
cociente f/g converge o diverge en xy seqin lo expresado en la siguiente tabla:

lim(f/g) LeRt|L=0|LeR |L=+4c0|L=—x

MeR? LM | 0 | L)M | +o —x
M=0, g(z) >0 | +o0 ? —00 + 00 —00
M=0, glr) <0| —o0 ? +00 —00 + 00

MeR- LM | 0 | /M | -~ oo

M = +o00 0 0 0 ¢ ¢

M = -0 0 0 0 ? ?




56 §1.5. Limite funcional

Teorema 1.5.7. (f9)

Sean f,g: A — R tales que, para cada x € A, f(x) > 0, y sea xy € A'. Supong-
amos que limg_.,f(x) = L € Ry U{+o0} y que limy_,,9(x) = M € R{J{+00, —00}.
Entonces la funcion producto f9 converge o diverge en xy segin lo expresado en la
siguiente tabla:

lim f9 L=0|0<L<1|L=1|L>1|L=+4x
M e R*T 0 LM 1 LM +00
M=0 ? 1 1 1 ?
M=cR™ | +oc0 M 1 M 0
M =400 0 0 ? 400 400
M=—-x | +© +00 7 0 0

Observacion 1.5.8. El simbolo 7 que aparece en las tablas indica que el resultado de-
pende de las funciones f y g.

1.5.6. Indeterminaciones

Estos resultados inciertos reciben el nombre de indeterminaciones. Asi pues,
vistos los teoremas anteriores, las posibles indeterminaciones son de la forma: oo — oo,
0.00, 0/0, 0o/o0, 09, 1°°; o,
En las siguientes lecciones veremos como resolver algunas de estas indeterminaciones.
Basten ahora algunos ejemplos y comentarios.

1.) Limite en el infinito de un polinomio

Si p(z) = apx™ + ap_ 12" + ... + a1 + ag, entonces
limg— 4 oop(x) =signo(ay,)oo.

limg—,_sop(x) = (—1)"signo(a,) co.

2.) Limite en el infinito de un cociente de polinomios.

Sip(z) = anz™ + an_12" '+ ...+ a1+ ag, y q(z) = bpa? + by 12?4+ ...+ by + by,

entonces
() signo(a, /b,)oo  sin >p
llmz—ﬂ»oom — an/bp ST n = p
q 0 sin<p
(@) signo(an/by)(—1)"Poo sin >p
limxﬂ,wm = an /by sin=np
q 0 stn<p
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3.)

En general, las indeterminaciones oco/oo, 0.00 y 0/0 se resolveran con las reglas
de LijHopital que veremos mas adelante. No obstante adelantamos la siguiente
escala de infinitos que ratificaremos en su momento con las susodichas reglas. En
este sentido podemos decir que:

z” = e” = 1% = (logx)’,
donde f(x) > g(x) significa que

limy— oo f(2)/g(x)] = +o00.

Las indeterminaciones 0o, 1°° y 0" se resuelven aplicando previamente logaritmos
y luego aplicando el apartado 3.). Concretamente

Proposicion 1.5.9. Sean f,g : A — R tales que, para cada x € A, f(x) > 0.
Sean xyg € A" y L € RJ{+o0,—o0} . Supongamos que lim,_,, f(x) = +00,0
(resp. 1) y que lim,_.,g(x) =0 (resp. £00). Entonces

limg—ay f(2)9®) = b <= L = lim,_,9(z)log(f(z)).

Como ejemplo podemos calcular lim, ., ox'/®.

Ademas, para la indeterminacion del tipo 1°°; se tiene la siguiente técnica propia:

Proposicién 1.5.10. (1)

Sean f,g : A — R tales que, para cada © € A, f(x) > 0. Sean xyg € A" y L €
R U{+00, —o0} . Supongamos que lim,_.,f(x) =1 y que lim,_,,9(x) = +o0.
Entonces

limy g f(2)9) = b = L = lim,_,,9(z)(f(x) — 1).

Como ejemplo podemos calcular lim, ;oo (1 + 1/z)".
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1.5.7. Funciones asintéticamente equivalentes.

Seria tutil, para calcular limites, sustituir funciones de aspecto complejo por otras
mas funciones mas sencillas. Este proceso puede llevarse a cabo considerando funciones
cuyo cociente converge a uno.

Dadas dos funciones f,g: A — R, y sea xq € A’. Se dice que ambas funciones son
asint6ticamente equivalentes en z si

limgy—qo f(z)/g(x) = 1.

Ejemplos de funciones asintoticamente equivalentes en xqg = 0 son senx, tgx ,
log(1+4 z) y x, esto es,

limg,_o[sen(x)/z] =1 = lim,_[tg(x)/log(1 + )] = lim,_o[tg(x)/x] = 1.

1.5.8. Relacién de ejercicios

1. Estudiense los siguientes limites funcionales:

2+ 3e”
lim ——, lim (senz + 1)'/°,
T—+00 4/ 2 + 3.]32 :v—»OJF( )
lim (1 + senx)“9*, Hm (1 + tga)e*.

z—0t z—0Tt
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1.6. Funciones continuas

Sumario

En esta leccion tratamos del concepto de continuidad, una de las ideas més fascinantes
de toda la matematica. Aqui daremos la definicién de funcién continua y su relacién con el
concepto de limite funcional. También mostraremos algunas de las propiedades que hacen
que las funciones continuas sean tan interesantes. Asi mismo observaremos que las funciones
elementales son funciones continuas. El contenido completo de esta leccién se articula de la
siguiente manera:

[.6.1 Continuidad.

[.6.2 Tipos de discontinuidad.

[.6.3 Ejemplos.

[.6.4 Propiedades de las funciones continuas.

[.6.5 Relacién de ejercicios.

1.6.1. Continuidad

Sea A un subconjunto no vacio de niimeros reales y sea a € A. Se dice que
f A — R es una funcién continua en « si verifica la siguiente propiedad:

7 para cada intervalo J centrado en f(a), existe un intervalo I centrado en a tal que
FunAycJ,”

esto es, en lenguaje mas formal

Ve > 0,30 > 0, tal que siz € A, |xr— x| <6 entonces |f(x) — f(a)] < e.
También se puede escribir en lenguaje de sucesiones:

" Para cada sucesion {a,} de elementos de A convergente a a, {f(a,)} converge a

fla).”
Dado B C A, se dice que f es continua en B si lo es en todos los puntos de B.

Es pues claro que la funcion identidad, las funciones constantes y la funcion valor
absoluto son funciones continuas en R.
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Veamos que la continuidad esta estrechamente relacionada con el limite funcional.
Para ello, definimos el siguiente concepto.
Se dice que un punto a € A es un punto aislado de A si no es un punto de
acumulacion.
Proposicion 1.6.1. Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € A y una
funcion f: A — R. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

1. Sia es un punto aislado entonces f es una funcion continua en a.

2. Siae AN A entonces f es continua en a si, y solo si lim,_.f(x) = f(a).

Observacion 1.6.2. Obsérvese que si a ¢ A no tiene sentido hablar de continuidad, Asi
pues, puede ocurrir que una funciéon tenga limite en un punto a € A’ y que no tenga
sentido hablar de continuidad en a (a ¢ A) .

1.6.2. Tipos de discontinuidad

Cuando una funcién no sea continua en un punto del conjunto en el que esta
definida, se dir& que tiene una discontinuidad en dicho punto.

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € A(JA'y f: A — R una
funcion. Entonces:

1. Si existe el limite de f en a y no coincide con f(a), se dice que f tiene una
discontinuidad evitable en a.

2. Si existen los dos limites laterales de f en a y son distintos, se dice que f tiene
una discontinuidad de salto en a.

3. Si no existe alguno de los limites laterales de f en a se dice que f tiene una
discontinuidad esencial en a.

1.6.3. Ejemplos

1. La funcion f: RT — R definida mediante la siguiente expresion:

f(x):{ r+1 six#l

1 six=1.

presenta una discontinuidad evitable en 1, lo cual podia haberse adivinado si
hubiésemos pintado previamente su grafica
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2. La funcion parte entera presenta una discontinuidad de salto en todos los niimeros
enteros. Mientras que la funcién f : Rf — R definida mediante la expresion:

f(x):{ 1/ sizeR*

1 six =0.

presenta una discontinuidad esencial en 0.

Este hecho puede adivinarse cuando observamos su grafica:

3. Las funciones logaritmo neperiano, seno y coseno son continuas en sus dominios.

Ademaés se tiene

Proposicion 1.6.3. Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € Ay f,g: A — R
dos funciones continuas en a. Entonces f+ g, f.g son dos funciones continuas en a. Si
ademds, para cada x € A, g(x) # 0, entonces f/g es también continua en a.

Como consecuencia obtenemos que las funciones racionales y la funcion tangente
son también continuas en sus dominios correspondientes.

Proposicion 1.6.4. Sea I un intervalo de nimeros reales y f : I — R una funcion
continua e inyectiva en I. Entonces la funcion inversa f~' es continua en f(I).

Como consecuencia obtenemos que las funciones exponencial, arcocoseno, arcoseno
y arcotangente son continuas en sus correspondientes dominios.
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Proposicion 1.6.5. Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € Ay f: A— R
una funcion continua en a. Sean ahora B D f(A) y g : B — R una funcion continua
en f(a). Entonces go f, es una funcion continua en a.

Como consecuencia obtenemos que las funciones exponenciales y potenciales son
continuas en R y R respectivamente.

1.6.4. Propiedades de las funciones continuas

Enunciemos ahora algunas de las propiedades mas embleméaticas de las funciones
continuas.

Proposicion 1.6.6. (La continuidad es una propiedad local)
Sean A un subconjunto de numeros reales, B un subconjunto de A, a € B y
f:A— R una funcion. Entonces

1. Si f es continua en a, entonces f/p es una funcion continua en a.

2. Si f/p es continua en a y existe un intervalo centrado en a, I, tal que I()A C B,
entonces f/p es una funcion continua en a.

Observacion 1.6.7. La proposicion anterior es muy util para estudiar la continuidad de
una funcion definida en varias ramas.

Como ejemplo estudiemos la continuidad de la funciéon f : R — R, definida por

f(:c):{ x? st <2

—x+4 sixz>2

cuya grafica es como sigue

Dado que la funcién z? es continua en R, entonces f/]_oo’g} = xz/]_oog] es continua
en todos los puntos del intervalo | — 0o, 2], luego por el apartado (2), f es continua en
|oo, 2[. Idéntico razonamiento puede seguirse para el intervalo |2, +ool.

. Qué ocurre en el punto 27 Como se desprende de la observacion de su grafica, la
funcion presenta una discontinuidad de salto. Compruébese. Obsérvese ademas que en
cambio la funcion f/] — 00, 2] es continua en 2.
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Proposicion 1.6.8. ( propiedad de conservacion del signo)
Sean A un subconjunto de numeros reales, a € Ay f : A — R una funcion

continua en a. Si f(a) # 0 Entonces existe un intervalo centrado en a, I, tal que para
cada x € INA, f(x)f(a) > 0.

Teorema 1.6.9. (de los ceros de Bolzano)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcion continua.
Si f(a).f(b) <0, entonces existe ¢ €]a,b| tal que f(c) = 0.

Este resultado nos proporciona dos métodos tutiles para localizar las raices de una
ecuacion, llamados método de la bisecciéon y el método de la secante 6 método
regula falsi".

El primer método consiste en evaluar la funciéon en los extremos del intervalo, si
hay cambio de signo se considera el centro del intervalo como un nuevo extremo de los
dos subintervalos de igual longitud en que queda divido el intervalo inicial. En aquel
subintervalo en el que los valores de f en sus extremos sean de signo diferente se vuelve
a partir en dos, para volver a empezar. De esta manera cada vez que realizamos esta
particion, la solucion queda localizada en un intervalo de menor longitud.

El segundo método es muy similar al primero. Se evaltaa la funciéon en los extremos
del intervalo, si hay cambio de signo, se traza la recta que une los puntos extremos
de la grafica. Esta debe cortar al eje £ en un nuevo punto. Se construyen ahora los
subintervalos formados por el extremo correspondiente y este nuevo punto. En aquel
subintervalo en el que los valores de f en sus extremos sean de signo diferente se vuelve
a partir en dos siguiendo la misma construccion, y asi sucesivamente.

Enunciemos finalmente las dos propiedades mas importantes y que mas usaremos
en adelante.

Teorema 1.6.10. (del valor intermedio)
Sean I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcion continua. Entonces
f(I) es un intervalo.

Teorema 1.6.11. (de conservacion de la compacidad)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcion continua.
Entonces f estd acotada y alcanza sus valores mdzrimo y minimo.

Recuérdese que f esta acotada si el conjunto imagen f([a, b]) esté acotado. Asf pues, la tesis
del ultimo teorema puede expresarse diciendo que existen ¢, d € R tales que f([a,b]) = [c,d].
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1.6.5. Relaciéon de Ejercicios

Estudiese la convergencia de las siguientes sucesiones:
(a) {sent} (b) {costi}.

Estudiese la continuidad y el comportamiento en +0o y en —oo de la funcion
f R — R definida por

a) f(x)=+"=, VreR.

Ltfa]?

£, <0
xX

b) f(r)=< 2, 0<z<l1
v, x>1

Para cada una de las siguientes funciones polinémicas f, hallar un entero n tal
que f(z) = 0 para algin = entre n y n + 1.

i) fla)=2"+2+3

i) f(x) =25+ 52t + 22+ 1
iii) f(z)=2"+1+1

iv) f(z) =42* — 4z + 1.

Pruébese que todo polinomio de grado impar admite al menos una raiz real.

Sea P un polinomio de grado n tal que el término independiente y el coeficiente
lider tienen signo opuesto. Probar que P tiene al menos una raiz positiva.

Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcion continua en [0, 1]. Pruébese que f tiene un
punto fijo, es decir, probar que existe = € [0,1] tal que f(z) = z.

Suponiendo que la temperatura varia de manera continua a lo largo del Ecuador,
pruébese que, en cualquier instante, existen dos puntos antipodas sobre el Ecuador
que se hallan a la misma temperatura.

Un escalador comienza, desde su campamento base, a subir a una montana el
Sabado a las 7 horas, alcanzando la cima a las 8 de la tarde. A las 7 horas del
Domingo inicia el descenso hacia el campamento base tardando el mismo tiempo
que le cost6 la subida. Demostrar que existe una determinada hora, a lo largo del
Domingo, en la que el escalador se encuentra exactamente a la misma altura que
a esa misma hora del Sabado.



1.7. FUNCIONES DERIVABLES 65

1.7. Funciones derivables

Sumario

La idea de derivada fue originada por el problema de dibujar una tangente a una
curva. Fermat, en el siglo XVII, tratando de determinar los méaximos y minimos de ciertas
funciones, observé que si la grafica de dichas funciones, en un determinado punto, tiene asociada
una recta tangente horizontal, dicho punto es un candidato a méximo o minimo. Estas ideas
desembocaron en el concepto de derivada e inmediatamente se observé que era un instrumento
valido también para el calculo de velocidades, y en general, para el estudio de la variacién de
una funcién. En esta leccién introduciremos el concepto de funcién derivable, prestaremos
atencion al problema original de determinar la tangente a una curva dada y estudiaremos
algunas de sus propiedades; Enunciaremos el teorema del valor medio y obtendremos algunas
consecuencias muy importantes: La relacién entre monotonia y derivabilidad, la derivacién de
la funcién inversa y la reglas de L+Hopital para la resolucién de algunas indeterminaciones en
el célculo de limites. El contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

[.7.1 Derivada. Recta tangente
[.7.2 Derivada lateral.
1.7.3 Ejemplos.

[.7.4 Propiedades de las funciones derivables.

[.7.5 Relaciones de ejercicios.

1.7.1. Derivada. Recta tangente

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros reales y sea a € AN A’. Se dice que
f A — R es una funcién derivable en « si existe el siguiente limite:

f(z) — f(a)
rT—a
El limite recibe el nombre de derivada de f en el punto a y se nota por f'(a).

limg_.q

Dado un subconjunto B de AN A’, se dice que f es derivable en B si es
derivable en todos los puntos de B.

Es claro que la funcién identidad [ y toda funcién constante,C', son funciones
derivables en todo R, con I’ = 1y C’ = 0, mientras que la funcion valor absoluto es
derivable en todos los puntos de R salvo en cero, y para cada x € R*,

(Iz])" = fal/z.

El siguiente resultado nos da la relacion entre los conceptos de continuidad y de
derivacion.
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Proposicion 1.7.1. Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € A A" y
una funcion f: A — R. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es derivable en a.

2. f es continua en a y existe una funcion afin g tal que

f(x) — g(z)

Tr—a

liMmy_q =0.

Vamos ahora a interpretar geométricamente la existencia de esta funcién afin.

Obsérvese que cualquier recta que pase por el punto (a, f(a)) tiene la forma
y = fla) +m(z —a).
Es claro que manipulando la igualdad del apartado b) obtenemos que
g(z) = f'(a)(x — a) + f(a)
y por tanto su grafica es una recta del tipo anterior con m = f’(a); la condicion sobre

el limite del cociente del apartado b) nos asegura que la grafica de la funcion afin g es
la que mejor se aproxima a la grafica de la funcion f en las proximidades del punto a.

Asi por ejemplo si consideramos la funcion f(z) = (z —1)? 4+ 1 y el punto (1, 1), se
tiene que

y por tanto es visible que la recta horizontal es la que mayor "parecido"tiene con la
parabola en las ”proximidades” del punto (1,1).

La recta y = f(a) + f'(a)(x — a) recibe el nombre de recta tangente a la
grafica de f en el punto (a, f(a))
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1.7.2. Derivadas laterales

Sean A un subconjunto no vacio de ntimeros reales, a € A((A;)" y una funcion
f A — R. Diremos que f es derivable por la derecha en el punto a si existe existe
el siguiente limite:

f(z) — f(a)
r—a
El limite recibe el nombre de derivada de f por la derecha en el punto «
y se nota por f’ (a).

limy_ o+

Anélogamente podemos definir el concepto de derivada por la izquierda.

Veamos la relacion entre la derivada ordinaria y las derivadas laterales.

Proposicion 1.7.2. Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales, a € A(VA', y
sea f: A — R una funcion.

1. Sia ¢ (A)), entonces [ es derivable en a si, y sdlo si f es derivable por la derecha
en a. En caso afirmativo f'(a) = f! (a)
2. Sia ¢ (AT), entonces f es derivable en a si, y sélo si [ es derivable por la

izquierda en a. En caso afirmativo f'(a) = f—(a)’

3. Siae€ (A))N(AL)Y, entonces f es derivable en a si, y sélo si [ es derivable

a
por la derecha y por la izquierda en a y ambas coinciden. En caso afirmativo

f'(a) = fila) = f"(a)

1.7.3. Ejemplos

Las funciones logaritmo neperiano, seno y coseno son derivables en sus respectivos
dominios. Ademaés para cada = del dominio correspondiente,

log'(z) =1/x, sen'(z) = cos(x), cos'(x) = —sen(z).

También la suma, el producto y el cociente de funciones derivables es una funcion
derivable.

Proposicion 1.7.3. Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € Ay f,g: A — R
dos funciones derivables en a. Entonces [+ g y f.g son dos funciones derivables en a,
y se tiene que

(f +9)(a) = f(a) + 4'(a), (fg)(a)=f(a)g(a)+ f(a)g(a).

Si ademds, para cada x € A, g(x) # 0, entonces f/g es también derivable en a y se

tiene que
f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
9°(a) '

(f/9) (a) =
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Como consecuencia obtenemos que las funciones racionales y la funcion tangente
son también derivables en su dominio. De hecho, para cada x € R\{% + kI, k€ Z},

tg'(xr) = 1+ tg*(2).
También las cosas van bien cuando componemos dos funciones derivables.

Teorema 1.7.4. (regla de la cadena)

Sean A un subconjunto de nimeros reales, a € Ay f : A — R una funcion
derivable en a. Sean ahora B 2 f(A) y g : B — R una funcion derivable en f(a).
Entonces g o f, es una funcion derivable en a y se tiene que

(g0 f)(a) =g'(f(a)).f'(a).
Como consecuencia obtenemos que

Corolario 1.7.5. Si f : A — R* es una funcién derivable en a, entonces

_ /)
fla):

(logf(a))

1.7.4. Propiedades de las funciones derivables.

Enunciemos ahora algunas propiedades y caracteristicas de las funciones deriv-
ables.

Proposicion 1.7.6. (La derivabilidad es una propiedad local)
Sean A un subconjunto de numeros reales, B un subconjunto de A, a € B(\B' y
f A — R una funcion. Entonces

1. Si f es derivable en a, entonces f/p es una funcion derivable en a y f'(a) =

(f/8)(a).

2. Si f/p es derivable en a y existe un intervalo centrado en a, I, tal que I()A C B,
entonces f es una funcidn derivable en a y f'(a) = (f/B)'(a).

Observacion 1.7.7. La proposicion anterior es muy tutil para estudiar la derivabilidad
de una funcién definida en varias ramas.

Como ejemplo estudiemos la derivabilidad de la funcién f : R — R, definida por
2

f@):{ T six <2

—xr+6 stx>2
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N & o ®

cuya grafica es como sigue

Dado que la funcién 2 es derivable en R, entonces J/1=002) = mQ/]_oog] es derivable
en todos los puntos del intervalo | — 0o, 2], luego por el apartado (2), f es derivable en
|oo, 2[. Idéntico razonamiento puede seguirse para el intervalo |2, +o0l.

. Qué ocurre en el punto 27 Como se desprende de la observacion de su grafica, la
funciéon presenta un ”pico”, luego pensamos que no es derivable en 2. Compruébese.
Obsérvese ademas que en cambio la funcion f/] — oo, 2] es derivable en 2.

En los siguientes resultados usaremos como dominios so6lo intervalos, ya que
en éstos todos los puntos, incluso sus extremos sean o no del intervalo, son puntos de
acumulacion.

Teorema 1.7.8. (de Rolle)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcion continua y
derivable en |a, b verificando que f(a) = f(b). Entonces existe ¢ €]a,b] tal que f'(c) = 0.

La demostracion del teorema es consecuencia del siguiente resultado

Lema 1.7.9. Sea I un intervalo de nimeros reales. Si f : I — R es una funcion
derivable en un punto interior ¢ de I tal que f(x) > f(c) ¢ f(z) < f(c), Vo € I,
entonces f'(c) = 0.

Observacion 1.7.10. La combinacion de este teorema y del teorema de Bolzano es muy
interesante a la hora de determinar el nimero de soluciones de una ecuaciéon en un
determinado intervalo. A este respecto resulta interesante releer el teorema de Rolle en
la siguiente forma:

”Si f" no se anula en el intervalo |a,b|, la ecuacion f(x) = 0 tiene como mucho una
unica solucion en el intervalo [a,b] 7.

El siguiente resultado, el cual no es mas que otra version del teorema de Rolle,
es el mas importante por sus muchas consecuencias.
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Teorema 1.7.11. (del valor medio)
Sean [a,b] un intervalo de numeros reales, y f : [a,b] — R una funcion continua y
derivable en |a,b|. Entonces existe ¢ €]a, b tal que

f(b) = f(a) = f(c)(b—a).

Como primera consecuencia obtenemos la siguiente relacion entre el signo de la
derivada y la monotonia de la funcion:

Corolario 1.7.12. (monotonia de una funcion)
Sea I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcion derivable. Entonces
se verifican las siguientes afirmaciones:

1. f es creciente si, y solo si f'(x) >0, Vo € I.

2. f es decreciente si, y solo si f'(x) <0, Vz € 1.

3. Si f'(x) =0,V €1, si, y slo [ es constante.

4. Si f'(x) >0V €1, entonces f es estrictamente creciente.
5. Si f'(x) <0Vax €I, entonces [ es estrictamente decreciente.
6. Sif'(x)#0Vx €1, entonces f es estrictamente mondtona.

Al igual que ocurre con el teorema de Rolle, la informacion dada en este ultimo
corolario es muy importante para la localizaciéon de las soluciones de una ecuaciéon del
tipo f(z) = 0, cuando la funcion f es derivable.

Como segunda consecuencia, obtenemos cuando la funcién inversa es derivable
y cuanto vale su derivada:

Corolario 1.7.13. (derivacion de la funcion inversa)
Sea I un intervalo de numeros reales, y f : I — R una funcion derivable tal que
f'(z) # 0. Entonces f~* es derivable en f(I) y para cada x € I, se tiene que

A partir de aqui, obtenemos que también las funciones exponencial, arcocoseno,
arcoseno y arcotangente son derivables. De hecho, para cada x en el correspondiente
dominio se tiene que

() =, (arctg) (@) = 1.
(arc cos) (x) = L (arc sen)'(x) = !

V1—22 V1—22
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Y si se quiere, usando la regla de la cadena, si f : A — R es una funcion
derivable en a y tal que f(A) esta contenido en el correspondiente dominio, entonces

(7 @Y = f'(a)e’ @ (arctg)(f(a)) = %’

arc cos) (f(a :ﬂ arc sen) (f(a :M.

Ademas si f(A) estd contenido en R* y g : A — R es otra funcion derivable
también en a, entonces la funcion h = f9 es derivable en a y

1) = @l (@log(F(a) + 9(a) £

Para calcular derivadas tan complicadas como la anterior podemos usar la técnica
logaritmica. El procedimiento es como sigue.

Técnica logaritmica
1. Tomamos logaritmos en la igualdad que define a h.
log(h(x)) = g(x)log(f(x)).

2. Derivamos ambas igualdades en el punto a

) = g @og( (@) + 90

3. Finalmente despejamos y obtenemos que

(@) = F(@)" g (a)log(f (@) + g(@) D).

Como ejercicio calctilese la funcion derivada de f(r) = 2° en RT.

La tercera y tltima consecuencia a senalar en esta leccién es una potente
herramienta que nos va a permitir resolver muchas de las indeterminaciones presentadas
en la leccion 1.5 relativas a la convergencia de las funciones.

Corolario 1.7.14. (Reglas de L+ Hopital)

Sea I un intervalo de nimeros reales, L € R U {+o0,—o0} y a € I y supongamos
que f,g: I1\{a} — R son dos funciones tales que

1. f y g son derivables,

2. g'(x) #0,
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1. Primera Regla de L-+Hopital

limg_of(x) = lim,_q9(x) =0,
0
2. Segunda Regla de L+Hbpital:
la funcion |g| diverge positivamente en a,

entonces

f(z)

limg_,—— = L.
g9(z)

Observacion 1.7.15. Las Reglas de L’Hopital siguen permaneciendo validas si, en el caso
en que el intervalo I no esté mayorado, sustituimos los limites en a por limites en +o0.
Anéalogamente para limites en —oo.

Finalmente damos una consecuencia practica para calcular la derivada de algunas
funciones definidas a trozos.

Corolario 1.7.16. Sea I un intervalo, a € I y h : I — R una funcion continua en
a y derivable al menos en I/{a}. Entonces h es derivable en a si h' tiene limite en el
punto a y en caso de ser derivable

h'(a) = limg_.h'(x).

1.7.5. Relacién de ejercicios

1. Dada una funcion f : A — R, estudiese la continuidad y la derivabilidad en cada
uno de los siguientes casos:

a) A=[-11]y f(z) =v1—2a%
b) A=Ry f(z)=/lal.
¢) A=Ry f(z) =25

2. Sean o, € Ry f: R — R una funcién definida por f(z) = 2% + ax + (.
Encuéntrense los valores de « y , 5 que hacen que el punto (2,4) pertenezca a la
grafica de f y que la recta tangente a la misma en dicho punto sea la recta de
ecuacion 2z —y = 0.
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3.

4.

10.

11.

Sea f : }—g, g[ — R definida por:

- log(1 — senx) — 2log(cosz) (x£0) f(0)=a

fx

Senx

Estudiese para qué valor de a la funcion f es continua en cero.

Estudiese la derivabilidad y la existencia de limites en +00 y —oo de la funciéon
f R — R definida en cada caso por

a)

L siz#£0
— 1+e”
/() { 0 siz=0
b)
% sixz <0
f(z) = r si0<z<l

Jx six>1

Demuéstrese que, para cada z > 0, se verifica que

T
— < log(1 < .
T 2 og(l+z) <z

Calctlese el nimero de soluciones de la ecuacion 3logr — x = 0.

Sea a > 1. Probar que la ecuacién x + e~ = a tiene, al menos, una solucion

positiva y otra negativa.
Sea f: RT — R la funcion definida por:

f(z) = x + logz + arctgx
pruébese que la ecuacion f(z) = 0 tiene una tnica solucion.

Pruébese que la ecuacion
x+ e’ 4+ arctgr =0

tiene una tnica raiz real. Dese un intervalo de longitud uno en el que se encuentre
dicha raiz.

Sean a,b,c € R con a? < 3b. Pruébese que la ecuacion
2 far’ +br+c=0

tiene una solucién real tnica.

Determinese el numero de raices reales de la ecuacion
203 — 322 — 120 =m

segun el valor de m.
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12.

13.

14.
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Sea f:R\{1} — R la funcion definida por:

1+2x
— t _—
f(z) = arc gl ,

Estudiese la continuidad de f y su comportamiento en el punto 1, en +00 y en
—00.

Estudiese el comportamiento de la funciéon f : A — R en el punto « en cada
uno de los siguientes casos:

)
VE— V24 T2

A=]2,+o00[, f(x) 4 Vee A, a=2.
2 —
b) 1 1
c) i
A=]l4oo],  f(z) =5 _mx - fogx Vre A, a=
d
) . 1 1 senx
A:R, f(a’)):g—@— $5, a=20
e) '
A=[0,7/2,  f(z) = (tg—x)sma a=m/2
f)
A=]0,7/2[, f(z)=(1+senz)  a=0
g) 1
A=R"\{e}, f(z)=zxteT  a=ce.
h)

A=R*, f@)=-(c-(+2)}), a=0

Estudiese el comportamiento en el punto cero de la funcion f : A — R en los
siguientes casos:

a)

b)
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15.

c)
A =]0,7/2], f(x) = (senz + cosz)V, Vo € A.
d)
A =]0,7/2], flz) = (cosx—l—x;) N : Ve e A
e)
A=]0,7/2[,  flz)=(1—tgx):*, VrecA
f)
A=RT, f(z) = a*m, Ve e A
g) ,
x — arctgx
Ao/, fl)= = Vred
h)
1 senx
A :]O’W/Z[v f(:[‘) = (259_1,) )
i)

A=R\{(e},  f(2) =2,
Estudiese el comportamiento en +oo de las funciones f : A — R dadas por

a)

_ log(2 + 3e”)

_
A=R", f(z) V2 +322
b)
A=R*Y  f(x)=(a"+2)"*, VreR' acRF,
c)
B _a:(xl/m—l)
A =]1, +oo| f(x)—W
d)

A=R\{e}, f(z)=amwT.
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1.8. Extremos relativos. Polinomio y desarrollo en se-
rie de Taylor

Sumario

En esta leccién vamos a seguir extrayendo consecuencias del teorema del valor medio:
estudiaremos condiciones necesarias y condiciones suficientes para que una funcién tenga ex-
tremos relativos. También definiremos el polinomio de Taylor asociado a una funcién en un
punto y estudiaremos algunas de sus propiedades. método de Newton-Raphson para encontrar
aproximaciones a las soluciones de una ecuacién. El contenido completo de esta lecciéon se
articula de la siguiente manera:

[.8.1 Extremos de una funcion.

[.8.2 Extremos relativos y derivabilidad.
[.8.3 Derivadas sucesivas.

[.8.4 Polinomio de Taylor.

[.8.5 Desarrollo en serie de Taylor.

[.8.6 Funciones convexas.

[.8.7 Relacién de ejercicios.

1.8.1. Extremos de una funcién

Sea A un subconjunto no vacio de niimeros realesy a € Ay f: A — R una
funcién. Se dice que
Extremos absolutos

a es un maximo absoluto, 6 simplemente que es un méaximo, de f, 6 que f
alcanza su maximo en a si se verifica que

fla) > f(z), Vx € A.

a es un minimo absoluto 6 simplemente que es un minimo, de f 6 que f alcanza
su minimo en a si se verifica que

fla) < f(z), Yz € A.

a es un punto extremo de f si 6 bien es un maximo ¢ bien es un minimo.
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Extremos relativos

a es un maximo relativo o que f tiene un maximo relativo en a si se verifican
las siguientes condiciones:

a) Existe r > 0 tal que Ja —r,a + r[C A.

b) f(a) > f(x), Yx €la —r,a+7].
a es un minimo relativo o que f tiene un minimo relativo en a si se verifican
las siguientes condiciones:

a) Existe r > 0 tal que Ja —r,a + r[C A.

b) f(a) < f(x), Vx €la—r,a+7].

a es un extremo relativo si o bien es un maximo relativo 6 bien es un minimo
relativo.

Con el siguiente ejemplo veremos qué no existe en general una relaciéon entre
extremo relativo y extremo absoluto.

Ejemplo:
Estudiense los extremos relativos y absolutos de la funciéon
f:0,3] — R,

definida por
T si0<z<l1
fla)=¢ 2—2 sil<z<2
20 —4 s1i2<zx<3

Observemos primero su grafica:

y comprobemos que

1. 0 es un minimo absoluto pero no relativo.
2. 1 es un maximo relativo pero no absoluto.
3. 2 es un minimo relativo y absoluto
4.

3 es un maximo absoluto pero no relativo.
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1.8.2. Extremos relativos y derivabilidad

Comenzamos afirmando que en todo extremo relativo la derivada se anula.

Proposiciéon 1.8.1. (Lema 1.7.9)( condicion necesaria)
SeaA un subconjunto no vacio de nimeros reales. St f : A — R tiene un extremo
relativo en a € A( A" y es derivable en a, entonces f'(a) = 0.

Este sencillo resultado nos permite elaborar la siguiente regla practica para el
calculo de extremos.

Regla practica para el cilculo de extremos

Sean A un subconjunto no vacio de nimeros reales y f : A — R una funcién.
Supongamos que f alcanza su méaximo o su minimo absoluto en a, entonces a esta en
una de las tres situaciones siguientes:

1) No existe ningtn intervalo centrado en a contenido en A.
2) Existe un intervalo centrado en a contenido en A y f no es derivable en a.

3) Existe un intervalo centrado en a contenido en Ay f'(a) = 0.

Una vez detectados los candidatos, se nos puede presentar una de las dos siguientes
situaciones:

1) El conjunto A es un intervalo cerrado y acotado y f es continua.

2) No se dan alguna de las circunstancias del primer apartado.

En el primer caso sabemos, por el teorema de Weiertrass sobre la conservacion
de la compacidad, que f alcanza sus valores maximo y minimo en sendos puntos del
intervalo, por lo que basta evaluar f en los candidatos de los tres tipos para determinar
quiénes son estos extremos. En el segundo caso, nos contentaremos con saber que de
haber méximo 6 minimo éste esta entre nuestros candidatos.

El siguiente resultado nos permite ver si los puntos del segundo y tercer tipo son
al menos extremos relativos y de qué naturaleza son.

Proposicion 1.8.2. (condicion suficiente)
Sean a € R, v > 0 y notemos por I =Ja —r,a+r[. Sea A un conjunto que contiene
al ysea f: A— R una funcion continua y derivable en I\{a}.

1. Si para cada x € I con x < a se tiene que f'(x) >0 y para cada x € I con x> a
se tiene que f'(z) <0, entonces f alcanza un mdzimo relativo en a.
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2. Si para cada v € I, con x < a, se tiene que f'(xr) < 0 y para cada x € I, con
x > a, se tiene que f'(x) >0, entonces [ alcanza un minimo relativo en a.

Ejemplo: Calculense los extremos de la funcion f : R — R, definida por

f(x):{ T st <2

—x+6 stx>2

Considérese previamente su grafica

[ )

Confirmese que f tiene en 0 un minimo relativo (no absoluto) y en 2 un méaximo
relativo (no absoluto) y que f no tiene extremos absolutos.

Ejercicio: Calctilense los extremos de la funcion anterior restringida al intervalo [0, 4].

1.8.3. Derivadas sucesivas

Sea A un subconjunto no vacio de ntimeros reales, A; un subconjunto de A A’y
f A — R una funcién derivable en todo punto de A;. La+ funcion que a cada punto
de A; le hace corresponder la derivada de f en dicho punto recibe el nombre de funcién
derivada de f, funcién que notaremos por f’. Sia € A;[)(A1) v f' es derivable en
a, diremos que f es dos veces derivable en a y llamaremos derivada segunda de
f en a a la derivada de f’ en a, y la notaremos por f”(a). Sea A, el subconjunto de
puntos de A;[)(A1)" en los que f es dos veces derivable. La funcion f” : Ay — R,
definida por la ley z —— f”(z) se llamara derivada segunda de f. Siguiendo este
proceso podremos definir el concepto de n veces derivable y de la funcién derivada
n-ésima de f, que notaremos por f™.

Sea [ un intervalo, f : I — R una funcién y n un nimero natural. Se dice
que f es de clase C"n I si f es n veces derivable en I y su derivada n-ésima f™ es
continua en I.

Se dice que f es de clase infinito C* en [ si f es de clase C" para todo natural

Por ejemplo las funciones racionales y las funciones seno, coseno, tangente,
arcotangente, arcoseno, arcocoseno, logaritmo neperiano y exponencial son funciones
de C* en sus correspondientes dominios.
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1.8.4. Polinomio de Taylor

Sea A un subconjunto de numeros reales y f : A — R una funcién n veces
derivable en un punto a € A[) A’. Llamaremos polinomio de Taylor de grado n de
la funcién f en el punto «a a la funcién polinémica P, , : R — R definida por

Poa(z) = f(a) + f(a)(z —a) + %@(m —a)?+ .+

Es inmediato comprobar que P, , es la tinica funcién polinémica que verifica que:

Poa(a) = f(a), P, ,(a) = f'(a), ... P(a) = f™)(a).

Notese que el polinomio de Taylor de grado uno no es mas que la funciéon afin
g dada en la lecciéon anterior y cuya grafica llamébamos recta tangente. Cabe esperar
que el polinomio de Taylor de grado n en el punto a nos dé una buena aproximacion
de la funcion f en las proximidades del punto a, y que debera ser tanto mejor cuanto
mayor sea el grado del polinomio. Este hecho queda probado en el siguiente resultado.

Teorema 1.8.3. (férmula infinitesimal del resto)
Sea I un intervalo, a € I, n € Ny f : I — R una funcion n veces derivable.

Entonces
f(x) — Pn,a(x)

@—ap

limg_.,

Como primera consecuencia de este hecho obtenemos una regla practica para el
calculo de extremos relativos.

Corolario 1.8.4. Sea I un intervalo, a € I, n € Ny f: I — R una funcion n veces
derivable con

fl(a)=...= f® V() =0.
Entonces si
a) n es impar y f™(a) #0, f no tiene ningin evtremo relativo en a.
b) n es pary

b1) f™(a) >0, f tiene un minimo relativo en a.

b2) f™(a) <0, f tiene un mdwimo relativo en a.
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Como ejercicio calciilese el vértice de la parabola y = 2 + 3z — 2.

En el ambiente del teorema, la funciéon R, , : I — R definida por

Ry a(x) = f(x) — Poulz),
recibe el nombre de Resto de Taylor de orden n de la funcién f en el punto a.

Nuestro siguiente resultado nos va a proporcionar una expresion concreta del
resto de Taylor que nos permitirda evaluar el error cometido cuando se sustituya una
funciéon por su correspondiente polinomio de Taylor.

Teorema 1.8.5. (Foérmula de Taylor)

Sea I un intervalo, a € I, n € Ny f: I — R una funcion n + 1 veces derivable.
Entonces, para cada x € I, x > a (respectivamente © < a), existe un punto ¢ €la,x|
(resp. ¢ €]z, al) tal que
Ryl = L0

’ (n+1)!

Ejercicio: Calcilese el valor de /e con tres decimales.

1.8.5. Desarrollo en serie de Taylor

Veamos ahora qué ocurre si hacemos tender el el grado del polinomio de Taylor
a "infinito".

Proposicion 1.8.6. Sea I un intervalo y f un funcion de clase C* en I. Supongamos
que existe M > 0 tal que, para cada x € I y cada n € N, se verifica que:
[ (@) < M,

entonces para cualesquiera a,x € I, se tiene que

o0 rp—1) a
o) =3 fS o =0

n=1

La serie Y 7, f;:)l()‘,l) (x — a)"! recibe el nombre de serie de Taylor de la
funcién f en el punto a, y como puede verse es una especie de polinomio de Taylor
de grado "infinito".

Como consecuencia de la proposicion obtenemos que para las principales funciones

elementales, el valor en un punto x coincide con la suma de una cierta serie.
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Corolario 1.8.7.
1) Para cada x € R, se tiene:
(l) e’ = Z;L.O:I ﬁx”_l.
oo (=1)nt1 n—
b) cos(x) =07, %x% b,
oo (=1)"t1 o,
) sen(x) = Yol Gikme™ .

2) Para cada x €]0,2[, se tiene:

log(x) = Z %(m — 1"

3) Para cada x €] — 1,1, se tiene:

= (-,
arctg(x) = Z o1

n=1

n—1

1.8.6. Funciones convexas

Veamos ahora como se interpreta geométricamente el hecho de que la derivada
segunda sea no negativa.

Sea I un intervalo. Se dice f : I — R es una funcién convexa cuando para
cualesquiera dos puntos a,b € I con a < by para todo ntmero real t €]0, 1] se verifica
que

F(L=ta+1b)) < (1—1)f(a) +1f(b).

Obsérvese que la funcion f(z) = (z — 1)? — 2 es convexa ya que su grafica,

verifica que la imagen de cualquier intervalo contenido en R esta por "debajo'"del
segmento que une las imagenes de los extremos. Considérese por ejemplo el intervalo
[1/2,2]) y el segmento [(1/2,—3/4),(2,—1)] que une las imagenes de sus extremos, tal
como vemos en la figura siguiente
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Se dice f : I — R es una funcién céncava cuando para cualesquiera dos
puntos a,b € I con a < by para todo nimero real ¢ €]0, 1] se verifica que

f((I=t)a+1tb) > (1 —1t)f(a)+tf(b).

Obsérvese que la funcion f(z) = —(z — 1)® + 3 es concava ya que por ejemplo,
la imagen del intervalo [0,2] est4 por encima del segmento [(0,2),(2,2)] tal como se
aprecia en la siguiente figura

Es claro que toda funcion afin es simultdneamente convexa y concava.

Finalmente veamos que existe una estrecha relaciéon entre la convexidad y el
signo de la segunda derivada.

Proposicion 1.8.8. Sea I un intervalo y f : I — R una funcion dos veces derivable
en I. Entonces equivalen:

1. f es conveza.

2. f"(x) >0 para todo x € I.

Es facil ver ahora que la funciéon exponencial es una funciéon convexa y la funcion
logaritmo neperiano es una funciéon céoncava.

La ultima consecuencia que vamos a senalar en esta leccién es un método muy
rapido para localizar las soluciones de una ecuacion.

Corolario 1.8.9. (Método de Newton-Raphson )
Sea f :]a,b] — R una funcion derivable verificando:

a) fla) <0< f(b).
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) Fx) £ 0.
¢) f"(x) no cambia de signo en |a,b].

Entonces la sucesion {x,}, tal que x1 € [a,b], y Tpy1 = T, — ];c(,:g;)) es una sucesion que

converge a la Unica raiz o de la ecuacion f(z) = 0.

Obsérvese que la condicion ¢) hace alusion a que no hay cambio de convexidad
o concavidad.

La forma de construir los distintos términos de la sucesion de aproximaciones es
bastante sencilla y responde a una idea muy intuitiva. Una vez fijado un valor inicial x4,
el término x5 se obtiene como el punto de corte de la recta tangente a f en z; con el eje
OX. De la misma forma, obtenemos x,.; como el punto de corte de la recta tangente
a f en el punto x, con el eje OX. Para comprender bien el algoritmo observemos el
siguiente grafico donde se ve como se generan los valores de las aproximaciones.

40

20

0.5 1 2 2.5 3 3.5

-20

-40

-60

1.8.7. Relaciéon de ejercicios

1. Una caja abierta esta construida con un rectangulo de cartéon, quitando cuadrados
iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes. Hallense las dimen-
siones de la caja de mayor volumen que puede construirse con ese procedimiento
si el rectangulo tiene como lados (a) 10 y 10, (b) 12 y 18.

2. Se desea construir una ventana con forma de rectangulo coronado de un semicircu-
lo de didmetro igual a la base del rectangulo. Pondremos cristal blanco en la parte
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10.

11.

12.

13.

14.
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rectangular y cristal de color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal coloreado
deja pasar la mitad de luz (por unidad de superficie) que el blanco, calctilense
las dimensiones de la ventana para conseguir la maxima luminosidad si se ha de
mantener un perimetro constante dado.

Se traza la tangente en un punto de la elipse 22/25 + 4?/16 = 1 de forma que el
segmento (de dicha tangente) interceptado por los ejes sea minimo. Demuéstrese
que la longitud de dicho segmento es 9 unidades.

Se inscribe un rectdngulo en la elipse 2% /400+y? /225 = 1 con sus lados paralelos a
los ejes. Hallense las dimensiones del rectangulo para que (a) el area sea méxima,
(b) el perimetro sea maximo.

Se desea confeccionar una tienda de campana conica de un volumen determinado.
Calcilense sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria sea minima.

Demuéstrese que la suma de un nimero positivo y su inverso es mayor o igual a
2.

Hallense las dimensiones del cilindro de mayor volumen entre todos aquellos que
tienen la superficie lateral total constante.

Se desea construir un silo, con un volumen V' determinado, que tenga la forma
de un cilindro rematado por una semiesfera. El costo de construccion (por unidad
de superficie) es doble para la semiesfera que para el cilindro (la base es gratis).
Determinense las dimensiones 6ptimas para minimizar el costo de construccion.

Se proyecta un jardin de forma de sector circular de radio R y dngulo central 6. El
area del jardin ha de ser A fija. ;Qué valores de R y 6 hacen minimo el perimetro
que bordea el jardin?.

Un triangulo rectangulo cuya hipotenusa tiene una longitud a se hace girar alrede-
dor de uno de sus catetos. ;Qué volumen méaximo puede tener un cono engendrado
de esta manera?.

Una persona desea cortar un pedazo de alambre de 1 m. de largo en dos trozos.
Uno de ellos se va a doblar en forma de circunferencia, y el otro en forma de
cuadrado. ;Como debe cortar el alambre para que la suma de areas sea minima?.

Un muro de 4 metros de altura estd a 3 metros de la fachada de una casa. Hallar
la escalera mas corta que llegaré desde el suelo hasta la casa por encima del muro.

Demuéstrese que de todos los tridngulos isésceles que se pueden circunscribir a
una circunferencia de radio r, el de area minima es el equilatero de altura 3r.

., Cual es la longitud de la barra més larga que puede hacerse pasar horizontalmente
a través de la esquina, en adngulo recto, que forman dos corredores de anchuras
respectivas a y b7
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Investigese la posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de area total max-
ima en un cono circular recto de radio r y altura h.

Un cultivador de naranjas estima que, si planta 60 naranjos, obtendra una cosecha
media de 400 naranjas por arbol. Este nimero bajar4 4 unidades por cada arbol
mas que se plante en el mismo terreno. Hallese el nimero de arboles que hace
méxima la cosecha.

Durante la tos, el didmetro de la traquea disminuye. La velocidad v del aire
en la traquea durante la tos se relaciona con el radio, r, mediante la ecuacion
v = Ar?(ro—r), donde A es una constante y ry es el radio en estado de relajacion.
Determinese el radio de la traquea cuando la velocidad es maxima, asi como esta
velocidad.

Una fabrica de plasticos recibe del Ayuntamiento de la ciudad un pedido de 8.000
tablas flotadoras para el programa de natacion del verano. La fabrica posee 10
maquinas, cada una de las cuales produce 50 tablas por hora. El coste de preparar
las maquinas para hacer el trabajo es de 800 EUROS por maquina. Una vez que las
maquinas estan preparadas, la operacion es automatica y puede ser supervisada
por una sola persona, que gana 35 EUROS /hora.

a) ({Cuantas maquinas hay que usar para minimizar el coste de produccion?

b) Si se usa el nimero 6ptimo de maquinas, jcudnto ganara el supervisor du-
rante el proceso?.

Las palomas domésticas no suelen volar sobre extensiones grandes de agua a
menos que se vean forzadas a ello, posiblemente porque se requiera mas energia
para mantener la altitud sobre el agua fria. Supongamos que se suelta una paloma
desde un barco situado a 3 km de la costa, siendo A el punto costero mas cercano.
El palomar se encuentra en un punto de la costa situado a 10 km de A. Si la paloma
gasta dos veces mas energia volando sobre el agua que sobre la tierra firme y sigue
un camino que hace minima la energia gastada, determinese el punto doénde la
paloma abandona el agua.

Se desea construir un envase cilindrico de con un volumen fijo V4. Calctlense las
dimensiones (radio y altura) que ha de tener el envase para que la cantidad de
material invertido en construirlo, incluyendo las tapas, sea minimo.

Estas disenando una lata cilindrica circular recta de volumen fijo Vj, cuyo costo
considerara el desperdicio de material. No se desperdicia nada al cortar el aluminio
para la superficie lateral, pero las tapas de radio r se cortan de cuadrados de lado
2r. Calculense las dimensiones que minimizan el coste de produccion.

Pruébense que las funciones exponencial, seno y coseno son de clase C*° en R.
Probar que

sen(z)™ = sen(z + ng), Vn € N.
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Pruébese que la funcion logaritmo es de clase C* en R* y calcilese, para cada
n € N, la derivada n-ésima.

Calcilese, haciendo uso de un desarrollo de Taylor conveniente, un valor aprox-
imado del nimero real a con un error menor de 1072 en cada uno de los casos
siguientes:

1
a) a= V75 b) a=+e=¢el? c) a = seng.

Estudiense los posibles extremos relativos de la funcion f : R — R en los
siguientes casos:

a)
f(z) = xlog|z|, Vr € RY, f(0) =0.

b)
f(z) = 2*log|x|, Vr € R*, f(0) =0.
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1.9. Funciones integrables

Sumario

El origen de la integraciéon se remonta a mas de 2000 anos, cuando los griegos para
resolver el problema del calculo del drea de ciertas figuras geométricas, idearon el procedimiento
que llamaron "método de exhaucion": Dada una regién cuya area quiere determinarse, se
inscriben en ella sucesivas regiones poligonales cuyas areas se aproximen cada vez mejor al
area de la region que queremos determinar; procediendo ahora por "paso al limite"podremos
determinar el drea buscada. Este método fue usado satisfactoriamente por Arquimedes (287-
212 a. C.) para hallar la formula exacta del area del circulo. Gradualmente, este método ha
ido transforméandose en una potente herramienta que tiene numerosas aplicaciones en todas
las ciencias. En esta leccion introduciremos el concepto de funcién integrable y estudiaremos
sus propiedades. Finalmente enunciaremos el teorema fundamental del calculo que relaciona
la integral con la derivacion y la Regla de Barrow indispensable para el cdlculo integral. El
contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

[.9.1 Funciones integrables.

1.9.2 Ejemplos

1.9.3 Propiedades de las funciones integrables.
[.9.4 Relaciéon entre integracion y derivacion
1.9.5 Coémo evaluar una integral.

[.9.6 Integrales impropias.

[.9.7 Relacién de ejercicios.

1.9.1. Funciones integrables

Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y sea sea P = {t¢, t1, ..., t,, } una particion
del intervalo [a,b]. Para cada k € {1,2,...,n}, llamemos I al intervalo [ry_1,xk] ¥y
notemos por

My (f, P) = Sup{f(Lx)}, mu(f,P)=Inf{f(I)}.

Llamaremos suma superior de la funcién f respecto de la particion P al
ntmero real

SUP) =3 Mylf, P — 1),

y andlogamente llamaremos suma inferior de la funcién f respecto de la particiéon
P al nimero real

105, P) = S melf, P — 1),
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Sea
S :={S(f, P); P particion del intevalo [a, b]}

I ={I(f,P); P particion del intevalo [a, b]}.

Diremos que f es integrable en el intervalo [a,b] si el infimo del conjunto S y el
supremo del conjunto I coinciden, esto es, si

InfS = Sup I.

Si f es integrable en [a, b] dicho valor InfS = Sup I sera conocido como la integral
de f en [a,b], y se notara por
b
/ f(z)dx.

Es facil probar que toda funciéon constante es integrable, de hecho

/abcdx:c(b—a).

Para mayor comodidad, si f es integrable en [a, b], acordamos los siguientes convenios:

/ba f(x)dr = —/abf(a:)dm, y /aa f(z)dz = 0.

1.9.2. Ejemplos

1) Las funciones continuas y las funciones monétonas en un intervalo [a, b] son fun-
ciones integrables en dicho intervalo. De hecho tenemos que

Proposicion 1.9.1. Sea f : [a,b] — R una funcidn integrable. Entonces si
g :[a,b] — R es una funcion que coincide con f excepto a lo mds en un nimero
finito de puntos de |a,b], g es también una funcion integrable y ademds

[ o= [ o

2) La funcion de Dirichlet:

[0 sizel0,1]nQ
f(x){l size[0,1]NR\Q

no es integrable en [0, 1]. De hecho es facil probar que InfS =1y Sup I = 0.
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1.9.3. Propiedades de las funciones integrables

Veamos ahora algunas propiedades de las funciones integrables

Proposicion 1.9.2. Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables en [a, b]. Entonces

1. f+ g es una nueva funcion integrable en [a,b] y se verifica que
b b b
/(f—i—g)(x)dx:/ f(x)dx—i—/ g(z)dzx.

2. Para cada r € R, la funcion rf es una nueva funcion integrable en |a,b] y se
verifica que

/ab(rf)(x)dm - r/abf(x)dx.

3. Sipara cada x € [a,b], f(x) < g(x), se tiene que

[ e < [ gwae

4. |f| es también una funcion integrable y se verifica que
b b
[ rwydsl < [ 171w

5. f.g es una nueva funcion integrable en |a, b

Finalmente también se verifica la propiedad de la aditividad respecto del
intervalo, esto es,

Proposicion 1.9.3. Sea f : [a,b] — R una funcidn acotada y sea ¢ €|a,b[. Entonces
[ es integrable en |a,b] si, y sdlo si, f es integrable en [a,c|] y [c,b]. En caso de ser

integrables se tiene que
b c b
/ F(a)da = / f(a)de + / F(w)de.

Como ejercicio calcilese la siguiente integral:

3
/ 3E[x] + 2 dx.
0
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1.9.4. Relacién entre integracion y derivacion.

Estudiaremos ahora la importante conexion entre los tres conceptos bésicos de
la primera parte del curso: continuidad, derivacion e integracion. Para poder enunciar
este resultado, esto es, el teorema fundamental del calculo, necesitamos introducir el
concepto de integral indefinida.

Sea I un intervalo de niimeros reales, y una f : I — R una funcién continua. Si
¢ € I llamaremos integral indefinida de f con origen en c a la funcién F': I — R,
definida, para cada t € I, por

Flt) = / ' Ha)dr.

Teorema 1.9.4. (fundamental del Cdlculo)
Sea f una funcion continua en un intervalo I y sea F cualquier integral indefinida
de f. Entonces F es derivable en I y para cada x € 1,

Calculese la funciéon derivada de F'.

1.9.5. Coémo evaluar una integral

El siguiente resultado, el cual es consecuencia del teorema del valor medio,
es importantisimo ya que nos permitira evaluar la integral de una funcién conocida su
primitiva. Para enunciarlo, necesitamos recordar que dada una funcion f definida en in
intervalo I se dice que f admite primitiva si existe una funcién GG : I — R derivable
tal que, para cada x € I, G'(z) = f(x). Por otra parte, es facil probar que si G es una
primitiva de f, entonces H es otra primitiva de f si, y solo si, existe ¢ € R tal que
H=G+ec

Teorema 1.9.5. (Regla de Barrow)
Sea f:]a,b] — R una funcion integrable y supongamos que admite una primitiva
G. Entonces

/ f(z)dz = G(b) — G(a).
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Es claro que si f es continua, entonces, como consecuencia del teorema fun-
damental del calculo, cualquier integral indefinida F' de f es una primitiva de f. Pero
si intentamos evaluar dichas primitivas no obtenemos ninguna informaciéon no trivial.
Por tanto el problema de evaluar la integral de una funcién continua f, para aplicar la
Regla de Barrow, consiste en conseguir una primitiva de f susceptible de ser evaluada
en los puntos a y b.

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

1
/ 223 + 1 dx.
0

A menudo conviene transformar la funcién f en otra funciéon cuya primitiva sea
maés accesible; los siguientes resultados ofrecen algunas transformaciones interesantes.

Corolario 1.9.6. (teorema del cambio de variable)
Sea g : [a,b] — R una funcién de clase C*([a,b]) con ¢'(z) # 0. Si f es una funcidén
integrable en g([a,b]), entonces la funcion f o g.g" es una nueva funcién integrable y

g(b) b
x)dr = d (H)dt.
/g @ / Flo(t). (D)dt

La regla formal seguida en el resultado anterior consiste en sustituir g(¢) por z y
g'(t)dt por dz y los valores extremos t = a,t = b por los correspondientes = = g(a),z =

g(b).

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:
1
2
/ 2ze” dx.
0

La siguiente técnica es especialmente 1til cuando se trata de calcular la integral
de un producto de funciones o de una funcion facilmente derivable (basta ver ésta como
el producto de ella por la funcion constante uno).

Corolario 1.9.7. (teorema de integracion por partes)
Sean F,G : [a,b] — R dos funciones de clase C*([a,b]). Entonces

/ F(x).G'(x)dx = F(b).G(b) — F(a)G(a) — | F'(z).G(x)dz.

a

Ejercicio: Calcilense las siguientes integrales:

2 1
/ log(x)dz y / v sen(z)dz.
1 0
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1.9.6. Integrales impropias

El concepto de integral que hemos introducido presenta, entre otras, dos
limitaciones importantes:

1. El intervalo de integracion es del tipo [a, b]

2. El integrando es una funcién acotada en dicho intervalo.

Nuestro objetivo mas inmediato es extender la nocion de integral a intervalos
arbitrarios y a funciones continuas no necesariamente acotadas.

Sea I =|o, 8] un intervalo con o, € RU{ —o0,+00}. Sea f : I — R una
funcién continua en I y sea GG una primitiva de f. Se dice que f es impropiamente
integrable en |«, [ si existe

limy_ 3G (z) — limy_oG(z).

Ademés en caso afirmativo

/6 f(x)de = lim,_G(z) — lim,_oG(z).

Dicha integral recibe el nombre de integral impropia de f en |a, 3]

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:

/ SN

0

Es claro que toda funciéon continua en un intervalo [a,b] es impropiamente
integrable en |a, b] y su integral coincide con su integral impropia.

Las propiedades de las funciones impropiamente integrables son similares a las
ya estudiadas para las funciones integrables.

Proposicion 1.9.8. Sean f,g :]a, f[— R dos funciones impropiamente integrables.
Entonces

1. f+ g es una nueva funcion impropiamente integrable en |, B[ y se verifica que

/j(f 4 )(@)dz = /f F(x)da + /jg(:c)d:c.
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2. Para cada r € R, la funcion rf es una nueva funcion impropiamente integrable
en |a, B[ y se verifica que

ﬂrf(x)dx =r ﬁf(x)dx
/ /

3. Sipara cada x € [a,b], f(x) < g(x), se tiene que

/f dw</ g(x)dx

4. Sic €la,f|, entonces [ es impropiamente integrable en |ov, B] si, y sdlo si, f es
impropiamente integrable en |a, c| y |c, B]. En caso afirmativo se tiene que

/f dx—/f da:+/f

Ejercicio: Calciilense cuando existan las siguientes integrales:

1 400 400
/ 1/zdz, / 1/\zdr y / 1/2%dx.
0 1 0

Como consecuencia de la Regla de Barrow obtenemos los correspondientes teoremas
de cambio de variable y de integracion por partes.

Teorema 1.9.9. (del cambio de variable)

Sea g una funcion de clase C' en el intervalo |a, 3] con ¢'(x) # 0. Si f es una
funcion continua en g(Jo, B]), entonces f es impropiamente integrable en |o, B[ si, y
sélo si, fog.g' es impropiamente integrable en |ov, 3. En caso afirmativo,

llmza,ﬁg(x
/ x)dxr = / f(g
limg—ag(z

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:

1
/ 27 /2" dx.
0

Teorema 1.9.10. (de integracion por partes)

Sean F y G dos funciones de clase C* en el intervalo ]a, 8] y supongamos que F.G
tiene limite en o« y en 3. Entonces F.G' es impropiamente integrable si, y sélo si F'.G
es impropiamente integrable. En caso afirmativo

B B
/ F(x).G'(x)dx = lim,_gF(x)G(x) — lim,_oF(z)G(z) — / F'(z).G(x)dz.

«

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/0 ' Jog(x)dz.
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1.9.7. Relacién de ejercicios

1. Calculense las siguientes integrales:

1
/ arctg(x) dx,
0

/QWW

w/2
/ cosz log(senx) dz,
w/4

§1.9. Funciones integrables

1
/ z2e” dr,
0

w/4
/ sen’z cos’x du,
0

/4 senx
5 dzx.
0 cos’x

2. Hallar las derivadas de cada una de las funciones siguientes:

z 1
b) F(x) = —— dt
) Flz) /3 14 sin®¢ + ¢2

x sen(s)
1 o ds

¢) F(z) = / 1/(sen®(t?) + 1) dt

d) F(z) = / ’ — dt.

+ t2 4 sen?(t)

&) Flz) = / L

1+ t2 4 sen(t)
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1.10. Calculo integral

Sumario

En esta leccion nos ocuparemos del problema practico de evaluar la integral de toda
funcién racional y de algunas funciones no racionales. El contenido completo de esta leccion
se articula de la siguiente manera:

1.10.1 Integracion de funciones racionales.
1.10.2 Integracion de funciones no racionales.
1.10.3 Relacién de ejercicios.

1.10.1. Integraciéon de funciones racionales

Daremos un método general para la evaluacion de la integral de una funcion
racional cuya "tnica"dificultad consiste en encontrar la descomposicion en factores ir-
reducibles de un polinomio con coeficientes reales.

Sea f : [a,b] — R una funcién racional y sean P,Q,: R — R las cor-
respondientes funciones polinomicas tales que, f(x) = % con Q(x) # 0, para cada
x € [a,b]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad (en caso contrario se manipula
algebraicamente) que:

1) Py @ son dos polinomios primos entre si.
2) El polinomio Q(z) es de mayor grado que P(x).

3) El coeficiente lider del polinomio Q(z) es uno.

En la situacion anterior, el problema de evaluar la integral de f se resuelve
usando sendos resultados algebraicos: la descomposicion en factores irreducibles de un
polinomio con coeficientes reales y la descomposicion en fracciones simples de una fun-
cion racional con coeficientes reales.
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Proposicién 1.10.1.

1) Descomposicion en factores irreducibles

Todo polinomio Q(x) con coeficientes reales y con coeficiente lider igual a uno
puede escribirse en la forma:

(x—a1)"™ (x—ag)™...(x —ay)" (* +byx+c1)™ (2% +box +¢2)™... (2 + byx +¢,)™,

donde p y q son nimeros enteros no negativos,ay, as, ..., ay, b1, b, ..., by, c1,C2, ..., ¢4
son numeros reales, donde a; < as < ... < a, son las raices reales del polinomio Q)
Y n1,Na, ...n, son, para cada k € {1,2,....p}, el orden de multiplicidad de la raiz
ax; y finalmente my, ma, ..., my son nimeros naturales.

La descomposicion anterior en factores es unica gy
ny+ne + ... + 1y +2(mg +mo+ ... +my)
es el grado del polinomio.

2) Descomposicion en fracciones simples

Si el polinomio se descompone en la forma dada en (1.) y P(z) es un polinomio
primo con Q(x) de grado menor que el de Q(z), la funcion racional f(x) = ggg

puede escribirse de forma tinica como sigue:

Al Al2 Alm
flz) = + s+t ——t
r—a (x—a) (x —ap)™
421 A22 A2n2
+ + b —— ot
r—ay (x—a)? (x — ag)™2
AP! AP2 AP
PN e R Fs TR
Blig 1 ol B2y 1 012 Blmig 1 ol
+ + +
224+bhr+ca (2+bhr+a)? (24 bhr+o)™m
B2y 1 2 B2y 1+ 02 B2mag 4 (O2me
+ + + ot
224+ boxr+cy (224 bax 4 c2)? (224 box + o)™
Btz + C? Bz + C?? Bimay 4 C'4™a

+ + ,
224+ bgr +cq  [(22 + b +cg)?  [(2? 4 bgx + cq)™a
donde, para cada 1 < i < qyl < j < my, BY y CY son nimeros reales. Se
tiene ademds que AM* # 0 para k € {1,2,...,p} y (B™)? + (C?™Mi)2 > 0 para
je{1,2,....q}.

La principal dificultad a la hora de aplicar la proposiciéon anterior consiste, como
ya se ha dicho, en encontrar la descomposicion en factores del polinomio Q(z). Salvado
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este problema, la descomposicion en fracciones simples dada por la segunda parte de la
proposicion puede ya obtenerse sin dificultad, aunque si puede ser laboriosa.

La descomposicion en fracciones simples dada anteriormente, junto con la
linealidad de la integral nos permite limitarnos a considerar las integrales de cada uno
de los tipos de fracciones simples que aparecen en la descomposicion, a saber

Tipo 1
A
f(l') - T — C’
para todo = € [a,b], y donde A,c¢ € Ry ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal
caso tenemos que:
[ = atog 2=
x)dr = A.lo :
u A P—
Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:
4 2
2 _
/ 3—xd$.
g o3 — 312+ 21
Tipo 2
A
flx) = =
para todo = € [a,b], y donde A,¢ € Ry ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal
caso tenemos que:
b
A 1 1
dr = - .
/a f(z)de n— 1[(a —o) b (b— c)”—l]
Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:
1/2 9
0o T¢—2x+1
Tipo 3
Bx+C
J(w) = 22 +cr+d

para todo x € [a,b], donde B, C,¢,d € R. En este caso se procede de la siguiente

forma:
b B [* 2z+c¢ b dx
dr = — —d C —cB/2 _
/aﬂx)x Q/Qx2+cx+d T+ ¢ /)/a 22+ cr+d
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Tipo 4

§1.10. Célculo integral

La primera integral se puede resolver haciendo el cambio de variable u = 22+cx+d
, con lo que nos queda

/#“ﬁ%m b2 + be + d
2tactd U a? +ac+d

La segunda integral se puede resolver escribiendo 2%+ cx +d = (z —r)? + b* para

hacer el cambio de variable u = 2=, con lo que nos queda

b—r
1 [~ du 1 b—r a—r
- /m i g[arc tg(—S ) — arc tg( . )].

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

4
20 — 1
/ I x dx.
s it —z—1

Bx+C
fl@)=t5——5,
[22 + cx + d]
para todo x € [a,b], donde B,C,c,d € Ry n € N con n > 1.
En este caso usamos el método de Hermiteel cual consiste en escribir

2z + ¢ F(x)

J(@) = 2?2 +cr+d  C[r?+cx +d]”—1] ’

donde ¢,d € R, y F(x) es un polinomio de grado 2n-3 a determinar: se deriva
el cociente y se multiplica la igualdad por [z% + cx + d]*, y a partir de aqui se
calculan los coeficientes de dicho polinomio.

Asi pues

L[}@szlb cx+d i+ F(b) B F(a)

2tertd 02+ cb+d*t  [a?+ac+dt

La integral que queda es una de tipo 3).

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/4 1—372
3 xt+4a+4
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1.10.2. Integraciéon de funciones no racionales

El problema de evaluar funciones no racionales se llevara a cabo utilizando
diversos cambios de variable hasta conseguir que la nueva funcion a integrar sea racional.
No hay un método general para ello , sino un recetario mas o menos amplio, de hecho,
la simple inspecciéon del integrando sugiere el cambio de variable adecuado.

Empezaremos fijando una notacién que nos permitird exponer de manera rapida
y sin ambigiiedad los distintos métodos de integracién que vamos a tratar. En lo que
sigue I serd un intervalo del tipo [a,b] y f : I — R serd una funcién continua. Para
calcular la integral de f usaremos sistematicamente el cambio de variable x = ¢(t),
donde ¢ es una funcion biyectiva de un cierto intervalo J sobre I y de clase C! en J. Si
notamos por ¢(t) = f o ¢(t).¢'(t), para todo t € J, transformaremos la integral de la
funcion inicial en la integral de la funcion g en el intervalo J. Si g es racional, aplicaremos
los conocimientos dados en la primera parte de la leccion. En las demas ocasiones serd
preciso un nuevo cambio de variable. Encontraremos asi un nuevo intervalo K y una
nueva funcion ¢ tal que t = p(u), donde ¢ es una funcion biyectiva de K sobre J y de
clase C! en K. Si notamos por h(u) = gop(u).¢'(u), para todo u € k, transformaremos
la integral de la funcion g en la integral de la funciéon h en el intervalo K, y vuelta a
empezar.

1. Funciones trigonométricas

Supongamos que existe una funcion f igual a cocientes de sumas y productos
de las funciones seno y coseno. Dado que f es una funcion peridédica de periodo
27 podremos limitarnos a considerar I C [—m, w]. Hacemos en este caso el cambio
de variable

x = ¢(t) = 2arcty(t).

La funcién g que aparece es una funcion racional. De hecho,

1—¢2 2t
cosT =150 ¥ sen(r) = 1+¢2
N /2 _da
Ejercicio: Calcular [’ /4 sen()

Podemos destacar algunos casos particulares en

b n
/&@dx abel

cos™(x

a) Sin es impar, se hace el cambio x = arccos(t), siempre que I C [0, 7.

b) Sim es impar, se hace el cambio z = arcsen(t), siempre que I C [—7/2,7/2].
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c)
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Sin y m son pares se usan las formulas

1+ cos(2x)

1 —cos(2x)
2 ’ '

cos? () sen®(z) = 5

2. Funciones trascendentes

Supongamos que existe una funciéon f que es suma, producto 6 cociente

de la funcion e® con ella misma. Hacemos en este caso el cambio de variable
x = ¢(t) = log(t). La funcion g que aparece es de nuevo una funcion racional.

Ejercicio: Calcular |, 12

dz
shx

3. Irracionales cuadréticas

1)

Vamos a distinguir tres tipos fundamentalmente:

Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones t y v/12 — 1

En este caso hacemos el cambio de variable 6 bien x = ¢(t) = ﬁ y por
tanto la funcion g que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente,
6 bien x = ¢(t) = ch(t) y la funcion g que aparece es una funcion de tipo

trascendente visto también anteriormente.

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:
[ =
—dx.
3 x2—1

Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones t y v/1 — 2

En este caso hacemos el cambio de variable x = ¢(t) = sen(t) y por tanto
la funcion g que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente.

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:
1/2 1
—dx.
0 RV 1-— 1‘2

Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones t y v/1 + 2

En este caso hacemos el cambio de variable 6 bien z = ¢(t) = tg(t) y por
tanto la funcion g que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente,
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6 bien x = ¢(t) = sh(t) y la funcion g que aparece es una funcion de tipo
trascendente visto también anteriormente.

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:

—dx
/3 V14 x?

4. Irracionales en x: Funciones que son cociente de sumas y productos de po-
tencias racionales de .

Si f(z) = (xzi .21:‘1; ., ) hacemos el cambio de variable z = ™, donde

m = m.cm{q,qa, ... qn}. La funcion g que aparece es de tipo racional.

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:

1.10.3. Relacién de ejercicios

1. Calctlense las siguientes integrales:

3 142z —x2
fz e {2

w/2 dx

b) fﬂ'/4 senr—tgr®
37r 2 T

C) / 2+Ciosw
1

d) 0 cosha:

e) J; $2

f) fo xQ\/éﬁ

fl 4+J12)3/2
2. Pruébense las siguientes igualdades:

/ o ™2 cosx dx _y /+°° dx
o VI9—a22 2 o VI—senz _

+oo —/x d 1
€ 4 2, / log(x) de = —1
Vi 0

0
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1.11. Aplicaciones del calculo integral

Sumario

En esta leccién presentaremos varias aplicaciones del cdlculo integral. La idea que
subyace en todas las aplicaciones que vamos a ver en esta lecciéon es que la integral
puede verse como un procedimiento de "paso al limite"de la suma. Asi mismo, conviene
senialar que en esta leccién nos basta con la idea intuitiva del concepto de area y que mas
adelante definiremos con todo rigor. El contenido completo de esta leccién se articula
de la siguiente manera:

[.11.1 La integral como "paso al limite".

[.11.2 Calculo del area de un recinto plano.

[.11.3 Calculo de longitud de una curva.

[.11.4 Calculo del volumen y del area de un sélido de revolucion.

[.11.5 Relacién de ejercicios.

1.11.1. La integral como ” paso al limite ”

La idea central en todo lo que sigue es que si f es una funcién integrable en
un intervalo dado, la integral de dicha funcién puede obtenerse como el limite de
una cierta sucesion. Escribamos esta idea de forma mas concreta:

Sean|a, b] un intervalo , P = {tg,t1,...,t,} una particion de dicho intervalo
e I, = [ty_1,t], con k € {=1,2,...,n} la familia de todos los subintervalos que
genera dicha particion en el intervalo [a,b]. Se llama didmetro de la particion
P, A(P), al maximo de las longitudes de los subintervalos, esto es

A(P) = Max{l(Iy) =ty — tpe—1; k=1,2,...,n}.

Se puede probar que si f es una funciéon acotada en [a, b] y { P, } es una sucesion
de particiones del intervalo [a,b] cuya sucesion de diametros, {A(P,)}, tiende
a cero, entonces la sucesion de las sumas superiores S(f, P,) tiende a S(f) =
Inf{S(f,P) : P particion de [a,b]}. Andlogamente la sucesion de las sumas
inferiores I(f, P,) tiende a I(f) = Sup{I(f,P) : P particion de [a,b]}. Y por
tanto, si f es integrable en el intervalo [a,b], entonces la sucesion S(f, P,) y la
sucesion I(f, P,) convergen a la integral de f.
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En particular, si {P,} es la sucesion de particiones del intervalo [a, b] tal que,
para cada n, todos los subintervalos que generan I}, son de longitud (b — a)/n,
entonces

n b
lim, {3 F) b~ a)/n = [ (@)
k=1 a
siempre que, para cada n € N, yp € I}

Esta idea es el hilo conductor de toda la leccion. En un primer momento la
usamos para obtener ciertos tipos de limites.

{1+2—7|L—é..+n}

A modo de ejemplo podemos probar que lim,, = 1/2, ya que

lima{ > /n?y = lim, {3 (/)1 /n} = /g vdz,

donde la funcion f considerada es la restriccion de la funcion identidad al intervalo
[0, 1].

1.11.2.  Calculo del area de un recinto plano

La segunda de las aplicacion ya fue presentada al inicio de la leccion 1.9.
Sea f : [a,b] — R} una funcién continua y sea

R(f)={(z,y) eR* a<z<b, 0<y< flx)}.

Siguiendo el método de exhaucion y el apartado anterior, se tiene que el "area'del
conjunto R(f), A(R(f)), viene dada por la siguiente formula.

b
A(R(f)) = / f(x)d.

De manera méas general, dadas f, g : [a,b] — R dos funciones integrables,
verificando que, para cada x € [a,b], f(z) > g(x) podemos considerar el recinto

R(f,9) ={(z,y) eR* a <z <b, flz)<y<glx)}

Es ahora facil probar que el area de dicho recinto A(R(f,g))), verifica
b
AR(.9) = | [ @) = glods)

Considérense por ejemplo las funciones f, g : [0,2] — R, definidas por f(z) = z*
y g(x) = v/z, y el recinto R(f,g), comprendido entre las correspondientes graficas
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Es claro que area de dicho recinto A(R(f,g))), verifica
1 2
AR(g) =1 [ = vadal +] [ a? - Vadel =3~ 1/372
0 1

Ejercicio: Calcular el area de una elipse.

1.11.3. Calculo de la longitud de una curva

Una curva en el plano no es mas que una funcion continua definida en un
intervalo cerrado y acotado y con valores en R2.

Sea 7 : [a,b] — R? una curva en el plano. Tal como hicimos en la leccion
[.3 con la semicircunferencia unidad, podemos definir, supuesto que exista dicho
supremo, la longitud de la curva v por

I(y) = Sup{l(yp); P particion de [a,b]},

donde para cada particion P = {to,t1,...,t,}, consideramos la poligonal vp de
vértices (7v(to),v(t1)), ..., 7(tn)). De hecho,se sabe que,

l(yp) = dist(7(to),7(tr)) + ... + dist(y(tn-1), ¥ (En))-

Es facil probar que si {P,} es una sucesion de particiones del intervalo
[a, b], cuyos diametros "tienden.? cero, entonces la sucesion {l(vp,)} tiende a (7).
Usando esta propiedad y el hecho general ya comentado de que la integral es el
limite de una conveniente suma, obtenemos que,

Si existen dos funciones de clase C en el intervalo [a, b] tales que v(t) = (f(t), g(t)),
entonces

[(v) :/ V(@) + ¢ (2)]2dx.

En orden a justificar la féormula anterior conviene subrayar que para cada
particion P = {to,t1,....t,} y k € {1,2,...,n},

dist(y(tr—1),v(tr)) = dist[(f(te—=1), 9(tr=1)), (f(tx)), 9(tx))] =
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=V (f(te-r = f(tr)? + (glte—1 — g(te)?,

pero, por el teorema del valor medio, sabemos que existen sendos x; e y; tales
que

fth-1) = f(te) = f/(o) (te — thr),

y
9(tr—1) — 9(tr) = g'(ye) (tr — ti-1),
luego
dist(v(ti-1),v(tr)) = (te — i)V (' (20))? + (9 (r))%,
y por tanto

n

vp) = ) (b =tV (' (@))? + (9 ()2,

k=1

por lo que finalmente basta aplicar que la integral no es mas que un paso al limite.

En particular si f € C!([a,b]) la longitud de su grafica,

b
U(Graf(f)) = / VIt ().

Ejercicio: Calcular la longitud de una circunferencia de radio 7.

1.11.4. Calculo del volumen y del area de un sélido de
revolucién

Solidos de revolucion

Sea f : [a,b] — R una funciéon continua cuya grafica se encuentra en el
semiplano superior. Supongamos que el recinto R(f), definido como en el segundo
apartado, gira alrededor del eje x. El conjunto asi generado es llamado el sélido
de revolucién generado por f al girar sobre el eje , el cual es el subconjunto
de R3, definido por

S.(f) ={(z,y,2) €R} a<ax<b, y*+ 22 < f2(x)}.
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Considérese por ejemplo la funcion identidad restringida al intervalo [1,3]. En la
siguiente figura vemos el correspondiente R(f)

Area lateral

Se puede probar que el "area lateral"de S, (f), A(S.(f)) se obtiene mediante

la formulas:
ASP) =2 [ o)/ T+ PP

Para justificar la formula anterior basta considerar para cada particion del
intervalo [a, b] y cada subintervalo que ésta genera el tronco de cono correspondi-
ente. Por ejemplo considérese la semiesfera de radio uno,
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Obsérvese que la suma de las areas laterales de estos dos troncos de cono es
menor que el drea lateral de la semiesfera y que, a medida que tomemos particiones
con més puntos, la suma de las areas laterales de los correspondientes troncos de
cono sigue siendo menor que el drea lateral de la semiesfera pero cada vez mas
ajustada a ésta.

En tal caso, el adrea lateral se obtiene como paso al limite de la suma de las
areas laterales de los correspondientes troncos de cono, sin mas que usar el hecho
de que el area lateral de un tronco de cono es 7(R + r)s, donde R es el radio
mayor, r el radio menor y s es la "generatriz truncada".

Ejercicio: Calcular el area de una esfera.
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Volumen

Podemos ahora considerar el volumen del s6lido generado por giro alrededor del
eje z. Es facil ver que el "volumen"de S(f), V(S.(f)) se puede obtener mediante
la formula

V(S.(f)) = / r f2(x)d.

a

Esta formula se obtiene considerando el volumen del s6lido de revolucién como
el "paso al limite "de la suma de los correspondientes volimenes de los troncos
de cono considerados en el cdlculo del area lateral.

Si f es una funcion decreciente y con 0 ¢ [a,b], y hacemos girar el recinto
R(f) alrededor del eje y, obtenemos un nuevo solido de revolucion

Sy(f) ={(z,y,2) €R% f(b) < 2 < fla), 2® +y* < f2(a)}.
En este caso, su volumen, V' (S,(f)), puede ser calculado como sigue:

b
V(S,(h) = [ 2omfa)de.

Ejercicio: Calcular el volumen de un cilindro y de un elipsoide.

1.11.5. Relaciéon de ejercicios

1.- Calcular las siguientes areas:

a) Area limitada por las curvas y = 2% y y? = 8z
@ , el eje z, larecta x = 0 y la la recta = = a,

2
" alcanza

b) Area limitada por y = ze~
donde a es la abscisa del punto donde la funcion f(x) = xe™
el maximo.

¢) Area de la figura limitada por la curva y = z(x — 1)(x — 2) y el eje z.
d) Area comprendida entre la curva y = tg(x), el eje OX y larecta x = 7/3.
e) Area del recinto limitado por las rectas © = 0, = 1, y = 0 y la grafica

de la funcion f: R — R definida por f(z) = 27

f) Area de la superficie obtenida por la revoluciéon de la parabola y? = 4x
y la recta x = 5 alrededor del eje x.

g) Hallar el area del recinto limitado por las graficas de f(z) = coshz y
g(x) = shx, en el primer cuadrante.
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ot 4 48
24x
Hallar la longitud de la curva y = log(1 — 2?) en [1/3,2/3].

Hallese la longitud de la catenaria, esto es, la grafica de la funcion f definida
por

Hallar la longitud de la curva y = en [2,4]

fi[-a,al = R : f(z)= %a(e’”/a —|—e’x/“)

Al girar alrededor del eje z, el segmento de curva y = v/ comprendido entre
las abscisas 0 y a, engendra un tronco de paraboloide de revolucién cuya
superficie equivale a la de una esfera de radio y/13/12. Héllese el valor de a.

Calcilese el volumen del solido de revolucion generado por la curva y =
sen?(z), x € [0, 7], cuando ésta gira en torno al eje z.

Hallar el volumen generado al girar alrededor del eje OX la grafica de f(x) =
18z

2?2 +9

Calcular el volumen del solido generado al girar la region limitada por z = 3?2
2

ey==x

1) alrededor del eje x.
2) alrededor del eje y.

Idéntico ejercicio que el anterior para la region limitada por las rectas y = 1,
r=1ylacurvay = 2® + 2z + 1.



