Capitolul 2

Noţiuni elementare de teoria probabilităţii şi statistică 

Măsurătorile geodezice au un pronunţat caracter aleator (întâmplător). Studiul fenomenelor sau evenimentelor aleatoare este abordat în mod deosebit în Teoria probabilităţii şi respectiv în Statistică, care se regăsesc în unele planuri de învăţământ în capitole distincte ale disciplinelor Matematici speciale sau Matematici aplicate. În continuare se vor expune noţiuni  de bază şi metode specifice din aceste capitole de matematică, necesare pentru abordarea unor probleme de strictă specialitate, din domeniul prelucrării măsurătorilor geodezice.

 2.1. Câmp de evenimente
Evenimentul este rezultatul unui experiment. Pentru început se vor face exemplificări de evenimente  care se  întâlnesc curent, cum ar fi evenimentele care se pot produce la un experiment foarte simplu şi anume la aruncarea unui zar cu şase feţe. Se pot formula diferite evenimente posibile:
· posibilitatea de apariţie a unei anumite feţe,  se va nota: (1), (2), …,(6);

· posibilitatea de producere a unui eveniment mai complex definit, de exemplu, prin apariţia fie a feţei 4 fie a feţei 6 a zarului, se va nota (4,6). Analog, posibilitatea de apariţie a uneia dintre feţele 1,3 sau 5 ale zarului, se va nota (1,3,5) ş.a.m.d.;

· la evenimentele de mai sus se adaugă evenimentul sigur, care se va nota (1,2,3,4,5,6), fiind caracterizat prin certitudinea că la fiecare aruncare a zarului va apărea o anumită faţă a sa, definită de unul dintre cele 6 numere. La aceasta se adaugă evenimentul imposibil, caracterizat prin faptul de a nu apărea nici una dintre feţele zarului, la oricare dintre aruncări, sau de a apărea o cifră diferită de cele 6 ale oricărui zar.

 Evenimentul sigur se va nota cu S iar evenimentul imposibil cu Ø.
Activitatea umană poate fi descrisă ca un şir de astfel de evenimente, care au un anumit specific pentru fiecare sector de activitate. Mai pot fi menţionate, în aceste noţiuni introductive, evenimentele compatibile, care sunt acele evenimente care au proprietatea de a se putea realiza simultan (de exemplu evenimentele (1) şi (1,2,3)) şi respectiv evenimentele incompatibile, care nu au această proprietate (de exemplu evenimentele (2,5) şi (3,6)).

Rezultatul experimentului, luat spre exemplificare, poate fi exprimat printr-o cifră, care a primit denumirea de variabilă întâmplătoare sau variabilă aleatoare *). Aşa cum se va vedea în continuare, fiecare variabilă întâmplătoare este caracterizată  de o anumită probabilitate.

În situaţiile examinate mai înainte se mai spune că variabila aleatoare are un caracter discret, deoarece numărul de evenimente posibile la aruncarea cu zarul are  un caracter finit.

Totalitatea evenimentelor care se pot produce într-un experiment este denumită populaţie. 
 În exemplul considerat populaţia este constituită din următoarele 64 evenimente:

(1), (2), (3), (4), (5), (6)

(1,2),  (1,3), … , (1,6) ,…,  (2,6),…, (5,6)

(1,2,3), (1,2,4), …, (4,5,6)

(1,2,3,4), (1,2,3,5), …, (3,4,5,6)

(1,2,3,4,5), (1,2,3,4,6), …, (2,3,4,5,6)

(1,2,3,4,5,6)

Având  în vdere definiţiile din analiza combinatorie (Anexa 3), combinările de n elemente, luate câte k se determină cu formula:
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          (2.1)

Rezultă că în exemplificarea avută în vedere vor exista numai următoarele situaţii posibile:
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Prin  urmare, totalitatea evenimentelor posibile care pot avea loc în acest experiment este:
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ceea ce conferă experimentului examinat mai sus un caracter finit.

_____________________________________

*)  Expresia provine de la cuvântul latin alea, care înseamnă zar
În tehnică, inclusiv în domeniul  geodeziei,  evenimentele  sau  variabilele  întâmplătoare au  un caracter continuu, mai ales când experimentul este realizat cu aparatură de rezoluţie superioară. Astfel, la măsurarea repetată a unei distanţe, ca rezultat se poate obţine, în principiu orice valoare. În plus, numărul evenimentelor posibile într-un asemenea experiment poate fi considerat ca infinit, deoarece distanţa poate fi remăsurată de un număr oricât de mare. 

Prelucrarea masurătorilor geodezice are în vedere, aproape fără excepţie, variabile întâmplătoare cu caracter continuu.

Un sistem sau un câmp de evenimente sau o populaţie notat(ă) C este reprezentat(ă) de mulţimea evenimentelor care pot apărea într-un anumit experiment. De cele mai multe ori, cel care execută experimentul respectiv se mulţumeşte doar cu o anumită parte oarecare a sa, denumită eşantion de sondaj sau mai simplu eşantion, care va fi caracterizat de un anumit grad de încredere / probabilitate. În acest caz experimentul recapătă  caracterul finit (ceea ce se  întâmplă  în experimentele  din activităţile de natură tehnică). Rezultatele finale se numesc estimaţii, deoarece se referă doar la studierea (măsurarea) unui eşantion din întreaga populaţie. De aceea se spune că estimaţia are o valoare cantitativă statistică, adică nu absolut exactă sau absolut sigură ci numai (foarte) probabilă. Estimaţia poate fi considerată corectă, atunci când selecţia este reprezentativă. Pentru aceasta este necesar ca elementele care compun selecţia să fie suficient de numeroase şi astfel alese încât să aibă caracter întâmplător / probabilistic. 

Principalele proprietăţi ale evenimentelor

· Implicarea: se consideră două evenimente A şi B din acelaşi experiment. Dacă odată cu evenimentul A este realizat şi evenimentul B se spune că evenimentul A este implicat de evenimentul B sau că evenimentul A este o parte a evenimentului B şi se scrie A ( B sau B ( A. În exemplul aruncării zarului se pot exemplifica:

                                              (1) ( (1,5);  (2,3) ( (1,2,3,5) ş.a.m.d.  


                    (2.2)

· Tranzitivitatea: considerând evenimentele A, B, D care aparţin unui aceluiaşi experiment, în care: A ( B; B ( D, atunci A ( D. Pentru exemplificare, revenim la experienţa aruncării cu zarul:

                                       (2) ( (2,3);  (2,3) ( (1,2,3,4)  ( (2) ( (1,2,3,4) .                                   (2.3)   

· Contrarul evenimentului A este reprezentat de evenimentul care constă în nerealizarea acestuia şi se notează cu Ā. Ca exemplificare, în experimentul avut în vedere până acum, se poate scrie:

       dacă A este (2,6) atunci Ā este (1,3,4,5).                                            (2.4)

Contrarul evenimentului sigur S este evenimentul imposibil Ø.
· Reuniunea: dacă A şi B sunt două evenimente din acelaşi experiment, producerea fie a evenimentului A, fie a evenimentului B se notează A(B fiind pronunţat A sau B şi se numeşte reuniunea celor două evenimente. Evident: 

   A ( Ø = A,                                                                    (2.5)

pentru oricare eveniment A. Alte exemple de reuniuni: 

      (3) ( (5) = (3,5);   (2,6) ( (3,4,6) = (2,3,4,6) .                                     (2.6)

Reuniunea tuturor evenimentelor elementare (a se vedea definiţia acestora puţin mai jos) dintr-un câmp de evenimente este evenimentul sigur S. În experienţa aruncării zarului cu şase feţe, evenimentele elementare  fiind (1), (2), (3), (4), (5), (6), rezultă:

(1) ( (2) ( (3) ( (4) ( (5) ( (6) = (1,2,3,4,5,6),                                (2.7)

ceea ce reprezintă evenimentul sigur S .
· Intersecţia: dacă se au în vedere aceleaşi evenimente A, B din experimentele anterioare, evenimentul care constă în producerea lor simultană se notează A(B , fiind pronunţat A şi B şi se numeşte intersecţia acestora. Ca exemplificare, din experimentul aruncării zarului cu 6 feţe se poate scrie:

                     (4) ( (1,4,6) = (4);      (2,5) ( (2,3,4) = (2) .                                     (2.8) 

Dacă  A( B = Ø, evenimentele se numesc disjuncte sau incompatibile. Ca exemplificare:

               (1,4) ( (2,3,6) = Ø.                                                       (2.9)

· Evenimentul elementar: un eveniment A ( C, A ( Ø se numeşte eveniment elementar dacă faţă de oricare alt eveniment B(C,  B(A îndeplineşte una din condiţiile:

   A ( B =  Ø;   A (  B .                                                   (2.10)

Definiţia de mai sus este valabilă şi pentru câmpurile infinite de evenimente. Se constată cu uşurinţă că evenimentele (1), (2), (3), (4), (5), (6) sunt evenimente elementare deoarece satisfac 

prima condiţie din (2.10). Prin urmare, evenimentele elementare sunt evenimente disjuncte (incompatibile).

2.2. Frecvenţă
Să presupunem că se continuă experimentul aruncării zarului cu 6 feţe, în sensul că se repetă aruncarea sa de un număr finit de ori (de exemplu de 100 ori). Se va constata, de exemplu, că într-o astfel de serie de 100 de aruncări cifra 2 apare de 17 ori. Repetând experimentul, în aceleaşi condiţii (100 aruncări), este posibil să se obţină un număr diferit de apariţii ale cifrei 2, care însă, vor oscila în jurul valorii 17: de exemplu de 16 ori, de 18 ori, de 15 ori ş.a.m.d.. Numărul de apariţii ale cifrei 2 din cele 100 de aruncări repetate ale zarului este denumit frecvenţă absolută a apariţiei cifrei 2. Raportul dintre fiecare dintre aceste numere de apariţii şi numărul total de aruncări (de exemplu    17 / 100 = 0.17; 16 / 100 = 0.16; 18 / 100 = 0.18; 15 / 100 = 0.15 ş.a.m.d.) se numeşte frecvenţă relativă sau, mai simplu, frecvenţă. În numeroase situaţii, aceasta se exprimă în procente: 17 % ;   16 %; 18 %; 15 % ş.a.m.d.


Raţionamentul şi definiţiile de mai sus se pot aplica şi în cazul variabilelor aleatoare continue, cum ar fi, de exemplu, măsurarea repetată de un număr foarte mare de ori a unei mărimi X, pentru care rezultatele obţinute se ordonează în ordine crescătoare:
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unde n este un număr finit. Acestea acoperă un anumit interval pe scara numerelor reale (raportate, de exemplu, pe axa absciselor X, ca în Fig. 1). Intervalul are limita a 
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Măsurătorile avute în vedere sunt cuprinse în intervalul menţionat:
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[image: image16.wmf];

n

k

0

i

£

£













                  (2.13)

                                                                       
[image: image17.wmf].

n

k

m

1

i

i

=

å

=



In asemenea situaţii, numărul de clase m se poate stabili cu o anumită formulă, care diferă de la un autor la altul, avâd deci are un caracter arbitrar. Astfel  în (Fotescu & Săvulescu, 1988,  pg. 1.2) se recomandă:

   m = 1 + 3.322 ln (n) .                                                     (2.14)

Dacă numărul de evenimente  ki din fiecare din cele m clase se împarte la  numărul total de evenimente  n, se obţine funcţia frecvenţelor (relative) ale claselor astfel constituite care se notează cu 
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Rezultă că:
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Funcţia   frecvenţelor  relative depinde nu numai de centrul clasei considerate xi ci şi de mărimea 
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Dacă se ordonează într-un tablou rezultatele obţinute pentru variabila aleatoare continuă avută în vedere şi anume centrele claselor considerate şi frecvenţele relative ale acestora:
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se spune că s-a obţinut repartiţia variabilei întâmplătoare continuie X.


Reprezentarea grafică a repartiţiilor empirice (rezultate din măsurători) se poate realiza în mai multe moduri, dintre care curba frecvenţelor relative (numită şi histogramă - Fig. 2a) precum şi poligonul frecvenţelor relative (Fig. 2b) sunt cele mai sugestive.

             Reprezentarea din Fig. 2 are un caracter didactic – demonstrativ, nefiind rezultatul unor măsurători concrete, însă majoritatea experimentelor practice sunt caracterizate de configuraţii asemănătoare.

                  Histograma se construieşte astfel:

· se înscriu pe abscisă limitele claselor;

· pentru fiecare clasă se construieşte un dreptunghi, care are ca bază (pe abscisă) intervalul clasei şi ca înălţime frecvenţa relativă a clasei.

Asemănător cu histograma se reprezintă grafic şi poligonul frecvenţelor relative (Fig. 2b) care rezultă din unirea punctelor definite pe abscisă prin centrul clasei iar în ordonată prin frecvenţa relativă a clasei.
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2.3. Probabilitate

2.3.1. Probabilitatea teoretică

Atunci cînd numărul n de determinări devine foarte mare, deci atunci când eşantionul tinde să ia dimensiunile întregii populaţii din care provine, funcţia frecvenţelor relative tinde către funcţia probabilităţilor (prin care se poate reprezenta, pe rînd, probabilitatea clasei la care ne referim):
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Se constată astfel că funcţia probabilităţilor P(xi , (X) , la fel ca şi funcţia frecvenţelor relative h(xi ,(X) depinde nu numai de poziţia centrului clasei de care aceasta aparţine (xi) ci şi de mărimea intervalului (ΔX) care, aşa cum s-a stabilit, este ales arbitrar. Pentru a elimina acest neajuns, se împarte funcţia probabilităţilor cu o constantă oarecare, de exemplu cu lăţimea intervalului Δx . Rezultã la limită o altă funcţie f(xi), care este denumită densitatea probabilităţii sau densitatea repartiţiei:

                                                         f
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care, ca şi probabilitatea P(xi , (X), este o funcţie continuă, integrabilă.

Probabilitatea  ca o măsurătoare x
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 oarecare să se afle situată sub o limită x dată se obţine din integrarea corespunzătoare a densităţii probabilităţii / repartiţiei f(x). Funcţia F(x) rezultată este denumită funcţia distribuţiei variabilei întâmplătoare avută în vedere Pelzer, 1980, pg. 30:
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Prin particularizarea relaţiei de mai sus se pot obţine răspunsuri la unele întrebări care intervin în activitatea curentă, cum ar de exemplu:

· probabilitatea teoretică infinitezimală dP, ca o anumită măsurătoare x
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  să se situeze între limitele x şi  x + dx:

                                                      dP 
[image: image34.wmf]{

}

dx

x

0

+

<

£

x

x

= f(x)dx ;                                               (2.22)
· probabilitatea teoretică pentru ca o măsurătoare oarecare x
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2.3.2. Probabilitatea simplă

Pentru cazurile care intervin  în activitatea practică curentă, unde n este un număr mare dar finit, se acceptă, de cele mai multe ori, că probabilitatea este media aritmetică a frecvenţelor relative ale evenimentelor elementare considerate. Asupra unor proprietăţi ale mediei aritmetice se va reveni în capitolul următor.

Consideraţiile de mai sus sunt valabile când se îndeplinesc anumite condiţii. De exemplu, în cazul experimentului constituit din aruncarea simplă, repetată, a unui zar, trebuie respectate următoarele condiţii minimale şi obligatorii:

· zarul trebuie să fie simetric (ca formă) şi omogen (ca structură);

· numărul de experimente trebuie să fie cât mai mare.

Experimentele reale nu satisfac complet cele două condiţii esenţiale menţionate mai sus, şi ca urmare, derularea şi observarea acestora pot fi apreciate, întotdeauna, ca fiind perfectibile.


Probabilitatea simplă este reprezentată de raportul dintre numărul cazurilor favorabile şi numărul cazurilor posibile, în ipoteza că toate cazurile sunt egal posibile. Din acest motiv s-a presupus mai înainte că frecvenţa medie (sau probabilitatea, în raport de noua definiţie) de apariţie a cifrei 2 la aruncarea unui zar cât mai corect construit (simetric şi omogen) este de 1/6 ( 0,17. 

Se pot da şi alte exemple de calcul al probabilităţii simple de producere a  unor evenimente din anumite experimente:

· probabilitatea de a apărea o cifră pară (sau impară) la aruncarea zarului este 3/6 ( 0,5;

· într-o urnă se află a bile albe şi b bile negre. Probabilităţile de extragere ale unei bile albe, notată P(a) sau a unei bile negre notată P (b) se determină cu relaţiile:

                 P (a) = 
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şi depind de numerul de bile albe, respectiv de bile negre, care se află în urnă.

Probabilitatea simplă se poate calcula în marea majoritate a experimentelor întâlnite în practică, mai ales atunci când acesteau au un caracter discret. În situaţia experimentelor cu caracter continuu, probabilitatea simplă nu poate da răspunsuri exacte şi satisfăcătoare. Astfel, de exemplu, cu definiţia probabilităţii simple menţionată mai înainte nu se poate determina strict corect probabilitatea obţinerii unei anumite valori probabile atunci când o anumită distanţă este măsurată în mod repetat, deoarece numărul cazurilor posibile poate fi presupus infinit, iar numărul cazurilor favorabile nu poate fi definit.

De o importanţă deosebită pentru ceea ce se va prezenta în continuare în manual este următoarea 

Definiţii

· Două evenimente A şi B ale unui câmp C se numesc independente dacă are loc egalitatea:

               P(A
[image: image40.wmf]Ç

B) = P(A) * P(B).                                                (2.25)

· Dacă evenimentele A şi B sunt incompatibile, atunci:

                 P(A
[image: image41.wmf]+

B) = P(A) + P(B) .                                              (2.26)

Recapitulând, se pot defini următoarele proprietăţi ale probabilităţii simple P pe un cîmp de evenimente  C  (Mihoc, 1954, Mihoc şi Urseanu, 1962, Şabac, 1965, Kreiszig, 1975, Caspary, !979 ş. a.):

P (Ø) = 0; P (S) = 1 ;                                                      (2.27)

             P(Ā) = 1 - P (A)  ;  
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        P(A) 
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2.4. Erori întâmplătoare 

Aşa cum s-a arătat în 1.1.2.2., în ipotezele utilizate în analizele care se vor efectua în cadrul disciplinei Prelucrarea măsurătoilor geodezice se va presupune că măsurătorile sunt corectate de influenţele erorilor sistematice.

Fiecare variabilă întâmplătoare, în cazul nostru - fiecare măsurătoare geodezică, este însoţită de erori întâmplătoare, care au surse multiple şi complexe de producere (cap. 1), dependente de specificul măsurătorii, în primul rînd, precum şi de modalitatea în care aceasta este obţinută. 

Prin definiţie o variabilă întâmplătoare X este denumită  n - dimensională atunci când fiecare dintre componentele sale 
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 (i = 1, 2, … , n) este o variabilă întâmplătoare unidimensională. Pentru fiecare dintre acestea se poate determina probabilitatea P(
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). Proprietatea menţionată poate fi interpretată şi în următorul sens: rezultatele măsurătorilor repetate asupra unei anumite mărimi variază între ele, dar sunt limitate în interiorul distribuţiei probabilităţii aferente.

În mod uzual, erorile întâmplătoare posedă următoarele caracteristici sau proprietăţi comune:

a.- erorile întâmplătoare mici, în valoare absolută, sunt mult mai frecvente sau mult mai probabile decît erorile întâmplătoare mari (principiul cauzalist);

b. -  erorile întâmplătoare sunt mai mici decît o anumită limită (principiul limitativ);

c. - în cazul unui număr mare de determinări, efectuate asupra unei anumite mărimi, numărul erorilor întâmplătoare pozitive este egal cu numărul erorilor întâmplătoare negative (principiul distributiv);

d. -  probabilitatea de a se produce o anumită eroare întâmplătoare este funcţie numai de mărimea erorii respective (principiul probabilistic).

În mod normal, erorile întâmplătoare mari se produc mai rar (sunt mai puţin probabile) în comparaţie cu erorile întâmplătoare mici (care au o probabilitate mai mare).

Funcţia care exprimă optimal proprietăţile menţionate mai sus ale erorilor întâmplătoare este reprezentată în Fig. 3 fiind cunoscută sub denumirea de curba clopot Gauss (Gauss, 1809) şi are ecuaţia:
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în care:











· pe axa x sunt reprezentate mărimile erorilor întâmplătoare;

· pe axa y sunt reprezentate numărul acestora;

· C şi h   sunt constante, asupra cărora se vor prezenta unele semnificaţii în cele ce urmează;

· e reprezintă baza logaritmilor naturali; e = 2.7(1828) … Consecinţă: ln e = 1 .

Reprezentarea grafică a curbei clopot Gauss este dată în figura de mai jos (pe abscisa x s-au reprezentat mărimile erorilor întâmplătoare iar pe ordonata y numărul acestora), din care se poate constata cu uşurinţă verificarea primelor trei proprietăţi principale ale erorilor întâmplătoare. Ultima proprietate se va demonstra în 2.4.4.
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Fig. 3. Gurba clopot Gauss.

Dacă se compară curba clopot Gauss cu reprezentarea grafică a repartiţiei frecvenţelor relative  ale unei variabile întâmplătoare continuie (Fig. 2) se constată asemănări evidente. Aceasta confirmă afirmaţia că situaţiile care intervin în practică urmează legităţi probabilistice, mai ales când volumul experimentului este suficient de mare (astfel încât relaţia (2.19) poate fi interpretată şi prin semnificaţiile sale grafice) .
2.4.1. Probabilitatea infinitezimală a unei erori întâmplătoare 
Probabilitatea infinitezimală de producere a unei erori întâmplătoare reprezintă probabilitatea dP ca o  eroare să aibă mărimea cuprinsă în intervalul x  şi  respectiv x +dx este exprimată de relaţia (2.22). Funcţia avută în vedere fiind (2.31), rezultă: 

                                                    dP =  
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2.4.2. Probabilitatea finită a unei erori întâmplătoare 

Probabilitatea finită ca o eroare întâmplătoare să fie cuprinsă între limitele a  şi  b  (Fig. 3) se poate obţine prin integrarea, în ambii membri, a relaţiei de mai sus:

                P(a, b) = 
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2.4.3. Certitudinea producerii unei erori întâmplătoare 

Producerea cu certitudine a unei erori întâmplătoare are probabilitatea P (S) = 1:

   P(- (, +() = 
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prin care se evidenţiază dependenţa dintre constantele C şi h.

2.4.4. Dependenţa dintre constantele C şi h
Se presupune cunoscut de la cursul de Analiză matematică ( Anexa 4) rezultatul integralei Euler - Poisson: 
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Dacă se efectuează schimbarea de variabilă:

                                                                             h x = t;                                                              (2.36)

                                                                           h dx = dt,                                                            (2.37)

relaţia (2.34) devine:

                 P(- (, +() = 
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Pin utilizarea ecuaţiilor (2.36) şi (2.37) se obţine: 
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care reprezintă dependenţa dintre constantele C şi h.

Prin urmare, probabilitatea finită a unei erori întâmplătoare se poate scrie şi sub forma:

 




P(a, b) 
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în care intervine numai un singur parametru şi anume h. Acesta este denumit indice de precizie, deoarece caracterizează precizia unei măsurători, aşa cum se va arăta puţin mai departe.


2.4.5. Probabilitatea producerii unei erori întâmplătoare în intervalul - x şi + x 

Producerea unei erori întâmplătoare în intervalul - x şi + x  se poate obţine din relaţia anterioară:

                                                  P
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            Deoarece erorile întâmplătoare au valori mici, expresia din interiorul integralei anterioare se poate dezvolta în serie (Anexa 2):
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rezultînd prin integrare şi ordonarea termenilor:

                                                      P
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Aceasta este exprimarea analitică analitică a celei de a patra prorietăţi a erorilor întâmplătoare: probabilitatea producerii unei erori întâmplătoare este funcţie de mărimea sa (precum şi de factorul de precizie h).

2.4.6. Eroarea medie probabilă 
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                      Ponderi teoretice

          Eroarea medie probabilă 
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 a unei singure măsurători este acea eroare pentru care numărul erorilor întâmplătoare mai mici, respectiv mai mari, decît aceasta, sunt egale. Prin urmare, în interiorul  domeniului definit de curba clopot Gauss, eroarea medie probabilă 
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 a unei singure măsurători împarte cele două suprafeţe în cîte două părţi egale  (
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 - în Fig. 4). Rezultă că probabilitatea de producere a erorii 
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 , în ambele situaţii, făcând abstracţie de semn, este egalã cu 1/2. Calculul erorii probabile a unei singure măsurători se poate realiza din rezolvarea ecuaţiei de gradul III (2.43) considerâdu-se probabilitatea sa de producere egală cu 1/2:  
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Soluţia ecuaţiei de mai sus este 
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Din relaţia de mai sus rezultă că pentru erori probabile ES din ce în ce mai mici, factorul h devine din ce în ce mai mare. Aceasta este motivaţia pentru care, aşa cum s-a mai menţionat anterior, acesta a primit denumirea de indice de precizie.
 Dacă se introduce notaţia 
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unde p este întodeauna un număr pozitiv.

 Numărul 
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 se numeşte ponderea probabilă (teoretică) a măsurătorii considerate, fiind invers proporţional cu pătratul erorii medii probabile a unei singure măsurători. Despre ponderi se va mai trata şi în alte pãrţi ale manualului. 

Dacă se reprezintă grafic rezultatele obţinute pentru două experimente diferite (de exemplu pentru 2 serii de măsurători efectuate asupra unei anumite mărimi), acel rezultat care are ordonata la origine mai mare este mai precis (dacă x = 0 atunci din relaţiile (2.30) şi (2.39) rezultă 
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). Astfel, se poate afirma că experimentul (1) din Fig. 5 este mai precis decât experimentul (2), deoarece  h1  > h2 ). 



2.5. Parametri (estimatori) statistici

Variabilele întâmplătoare care descriu populaţiile (în dezvoltările de natură teoretică) sau selecţiile / sondajele (în analizele exeprimentale concrete) se caracterizează printr-o serie de parametri (estimatori) statistici, care şi-au găsit o mai mare sau o mai mică aplicabilitate în diversele ramuri ale tehnicii. În  continuare se vor examina acei parametri statistici care sunt mai des utilizaţi la prelucrarea măsurătorilor geodezice.

2.5.1. Parametrii tendinţei centrale

Pentru determinarea celei mai bune valori a unei variabile întâmplătoare atunci când se dispune de măsurători repetate ale unei anumite mărimi, se folosesc diverşi estimatori, chiar dacă aceştia posedă, în unele situaţii, şi anumite incoveniente.

2.5.1.1. Media aritmetică sau media empirică. Se consideră un număr finit n de mărimi întâmplătoare rezultate din măsurători repetate, efectuate asupra unei mărimi:

                                                   x
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În manual se vor utiliza următoarele convenţii de scriere:

(    vectorii şi matricile se vor scrie cu caractere mici, respectiv mari, de tip bold (de exemplu: a, B). Acestea nu trebuie confundate cu anumite litere P, S, C, E, ş.a. folosite pentru a desemna anumite simboluri sau anumiţi operatori;

(    indicele superior T la vectori sau matrici indică transpusa acestora (de exemplu: aT, BT);

· matricea inversă va fi notată cu B -1 , iar matricea inversă generalizată cu B -
Aşa cum s-a menţionat în introducerea la acest capitol, fiecare componentă din vectorul (2.47) rezultă dintr-un proces mai mult sau mai puţin complex de măsurare, în care intervin un număr oarecare de observaţii elementare, fiecare dintre acestea fiind însoţită de o erori elementare întâmplătoare specifice. Acestea rămân, în general, inaccesibile cunoaşterii umane, dar, evident, influenţează rezultatul măsurării.

O valoare de referinţă posibilă în relaţia (1.1), numită în acest capitol parametru al tendinţei centrale, este reprezentată de media aritmetică numită şi medie empirică, notată 
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În relaţia de mai sus s-a folosit simbolul  [ ] , introdus de către Gauss, care se citeşte sumă şi este folosit frecvent la Prelucrarea măsurătorilor geodezice.  

Cu 
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 s-a notat vectorul unitate: 
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Deoarece media aritmetică se calculează cu uşurinţă, aceasta a rămas şi în prezent cel mai folosit parametru al tendinţei centrale. În ipoteza că măsurătorile repetate considerate nu sunt afectate de influenţe sistematice, şi nici de erori mari, media aritmetică este un estimator optim. 

Aplicaţia 1

Se consideră următoarele măsurători repetate: 143.255 m, 143.257 m, 143.259 m,      143.255 m, 143.250 m, 143.260 m, 143.265 m, efectuate asupra unei distanţe. Se cere calculul mediei aritmetice.

Soluţia rezultă din aplicarea formulei (2.48) şi este: 143.2573 m.

Din aplicaţia simplă de mai sus, se pot deduce unele reguli utile şi în alte situaţii mai complexe:

· atunci când toate mărimile avute în vedere la calculul mediei aritmetice au  o parte comună (în aplicaţia considerată: 143 m), media aritmetică se realizează numai pentru cifrele variabile (de după virgulă);

· dacă împărţirea care intervine la calculul mediei aritmetice nu se poate face exact, este indicat ca rezultatul să fie exprimat cu o zecimală în plus în raport de numărul de zecimale pe care le-au avut datele iniţiale.

2.5.1.2. Mediana este acea valoare 
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 a unei serii statistice cu termenii ordonati crescător, situată în centrul acesteia. Se disting două situaţii:

· numărul n este impar şi atunci :
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· numărul n este par şi atunci :
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Aplicaţia 2

Să se calculeze mediana pentru datele avute în vedere la Aplicaţia 1.

După ordonarea datelor, de regulă în ordine crescătoare, se obţine cu formula (2.51):        
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 = 143.257 m.

Mediana are nu este influenţată de valorile extreme ale variabilelor considerate, proprietate pe care nu o are media aritmetică. Valorile extreme pot provoca (abstracţie făcând de semn) apariţia unor erori mari (numite uneori şi erori grosolane) la calcularea preciziei măsurătorilor. Datorită proprietăţii menţionate, mediana este considerată un parametru robust (Niemeier, 2002).

2.5.1.3. Media minimax sau media intervalului, notată 
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 , se determină, de asemenea, după ce variabilele întâmplătoare au fost aşezate în ordine crescătoare. Media minimax sau media intervalului se determină ca medie aritmetică a valorilor extreme:
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Aplicaţia 3

Să se calculeze media minimax (media intervalului) pentru datele avute în vedere la Aplicaţia 1.

Rezultatul este : 143.2575 m

Comentarii

· În statistică se folosesc şi alte posibilităţi de estimare a tendinţei centrale (media geometrică, media armonică ş.a.), prin care se poate răspunde la o primă întrebare esenţială care intervine la prelucrarea măsurătorilor geodezice, şi anume cea referitoare la determinarea celei  mai bune valori dintr-un şir de variabile întâmplătoare

· În exemplul concret examinat, rezultatele nu diferă mult între ele, ceea ce se petrece, în principiu, în majoritatea cazurilor întâlnite în practică.

· Deşi media aritmetică nu îndeplineşte calitatea remarcabilă a medianei, aceasta rămâne cel mai folosit parametru  de estimare a tendinţei centrale în cadrul prelucrării măsurătorilor geodezice.
2.5.1.4 Media teoretică E(x0). Să admitem că cele n măsurători considerate până acum acoperă întreaga populaţie 
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. Pentru dezvoltările ulterioare se vor avea în vedere un număr oarecare nx de variabile aleatoare situate într-un interval infinitezimal dx.  Din definiţia probabilităţii simple se poate scrie:
                                           
                 dPx 
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de unde rezultă, prin utilizarea relaţiei (2.22): 

                                                      nx = n *dPx  =  n f (x0 )  dx .                               
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Evident, pentru întreaga populaţie, reprezentată prin întregul segment  x0, există un număr de 
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 măsurători. Media acestora în cazul ideal presupus aici 
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 este denumită în moduri diferite în limba română: valoare aşteptată / valoare scontată, speranţă matematică ş.a.. Bjerhammar (1973) utilizează termenul de medie teoretică care va fi preluat, aproape total, şi în acest manual, folosind pentru acesta notaţia 
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unde E reprezintă operatorul mediei teoretice în convenţiile menţionate.

În cazul unei variabile întâmplătoare discrete, media teoretică este:
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Teoria erorilor clasică nu face deosebiri înter media teoretică  
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 şi valoarae reală sau valoarea adevărată a mărimii măsurate 
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, notată  x .  Condiţia de egalitate  menţionată nu se îndeplineşte însă întodeauna. Intre cele două mărimi există un  factor de excentricitate  notat δ (denumit bias în limba engleză) - Pelzer, 1980 pg. 32:
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Atunci când valoarea adevărată şi media teoretică ale unei variabile întâmplătoare coincid, aceasta din urmă se numeşte valoare nedeplasată sau nedeformată. La prelucrarea măsurătorilor geodezice se  va accepta, de regulă, că variabilele întâmplătoare posedă această proprietate, deoarece, în caz contrar, calculele s-ar complica extrem de mult
.                 

Notă


Fie variabila întâmplătoare x0 cu densitatea probabilităţii f(x0) şi media teoretică  
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Atunci:

● densitatea de probabilitate f (y0) a variabilei aleatoare y0 se calculează cu relaţia:    

                                               
[image: image104.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

dy

dx

x

f

y

1

x

f

y

f

0

'

0

0

0

=

=

;                                                              (2.59) 

● media teoretică   
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se determină cu formula:
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Demonstraţia ultimelor formule ar necesita spaţii corespunzătoare şi poate fi urmărită în manualele de statistică).

 Formulele de mai sus sunt valabile în general, pentru orice situaţie. În cadrul prelucrării măsurătorilor geodezice funcţiile care intervin sunt aduse, în prealabil, la o formă liniară       (Anexa 2), ceea ce aduce simplificări remarcabile în calcule. 

· Astfel, dacă se are în vedere o relaţie de forma:

                                                                     y0 = a + b x0  ,                                                           (2.61) 

unde variabilele x0 şi y0 au întodeauna valori mici, iar constantele a şi b sunt cunoscute sau uşor de determinat,  formula generală (2.60) este înlocuită de o relaţie mai simplu de aplicat, prin utilizarea operatorului E atunci când intervin variabile întâmplătoare:
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· Dacă variabila aleatoare y0 este rezultatul unei sume de variabile întâmplătoare x
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media teoretică 
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 se obţine însumând mediile teoretice ale variabilelor întâmplătoare 
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· Atunci  când  variabila întâmplătoare y0 provine din produsul unor variabile întâmplătoare x
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(unde simbolul de multiplicare
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 se obţine prin multiplicarea mediilor teoretice ale variabilelor întâmplătoare 
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Observaţie








          

O aplicaţie a relaţiilor deduse anterior pune în evidenţă o proprietate remarcabilă a mediei aritmetice. Dacă se acceptă ipoteza ca nici una dintre variabilele întâmplătoare avute în vedere în relaţia (2.47) nu este afectată de erori sistematice, atunci toate acestea sunt caracterizate de aceeaşi medie teoretică:
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Ca urmare, valoarea de aşteptare a mediei aritmetice (2.48) se va putea determina astfel:
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Cu alte cuvinte, atunci când în variabilele întâmplătoare x0 nu există influenţe sistematice, media   aritmetică 
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 a unui eşantion este o estimare nedeformată a mediei teoretice 
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 (a se vedea  şi 3.1.1.).


2.5.2 Parametrii împrăştierii


Aşa cum s-a specificat încă din primele paragrafe ale manualului, determinarea tendinţei centrale sau a valorii mijlocii sau a celei mai bune valori pentru o serie de variabile întâmplătoare avută spre analiză (la limită pentru întreaga populaţie) nu constituie singurul obiectiv al prelucrărilor măsurătorilor geodezice. Este necesară, în aceeaşi măsură, cunoaşterea calităţii măsurătorilor considerate sau a preciziei acestora. În statistică acest atribut al măsurătorilor este reprezentat de  împrăştierea sau abaterea mărimilor care compun seria considerată, în raport de tendinţa centrală. Dacă măsurătorile sunt situate în apropierea  (în jurul tendinţei) centrale, acestea pot fi apreciate ca precise, noţiune principală în Teoria erorilor.


În continuare se vor prezenta noţiunile şi definiţiile folosite frecvent în statistică, dar în mod detaliat se vor expune parametrii care se folosesc în Prelucrarea măsurătorilor geodezice.


2.5.2.1. Amplitudinea, notată a . Dacă se are  în vedere şirul de variabile (2.47), amplitudinea a este definită de relaţia:
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Referindu-ne la măsurătorile considerate în cele 3 aplicaţii anterioare, amplitudinea               a = 0.015 . Desigur, revenind la rândurile de mai sus, măsurătorile precise sunt caracterizate de amplitudini mici. Noţiunii de amplitudine din statistică îi corespunde noţiunea de ecart die teoria erorilor, la care ne-am referit în 1.1.2.2.


2.5.2.2. Dispersia (varianţa). Abaterea standard. Aşa cum media aritmetică este parametrul principal folosit pentru estimarea tendinţei centrale, dispersia este parametrul cel mai utilizat pentru estimarea împrăştierii. Acest parametru se poate determina în două ipoteze şi anume atunci când se cunoaşte valoarea adevărată x a unei mărimi măsurate (sau media teoretică 
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) şi, respectiv, atunci când aceste mărimi nu se cunosc şi este necesar să se utilizeze media aritmetică 
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2.5.2.2.1. Estimarea preciziei în report de media teoretică 
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. Atunci când media  teoretică  este cunoscută, se pot defini abaterile măsurătorilor faţă de aceasta, care vor fi notate cu 
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Valoarea adevărată x a unei mărimi măsurate există întotdeauna. Dacă aceasta coincide,  în plus, cu media teoretică 
[image: image138.wmf]x
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, atunci abaterile 
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 EMBED Equation.3  [image: image140.wmf]sunt denumite erori adevărate. Această denumire provine din teoria erorilor, în care nu se face niciun fel de deosebire dintre valoarea adevărată şi media teoretică. În continuare este definit vectorul erorilor adevărate, fără însă a se omite difrenţa dintre cele două mărimi menţionate:
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Cu ajutorul abaterilor 
[image: image144.wmf]e

 se pot defini atribute ale împrăştierii.
· Dispersia  sau varianţa empirică a unei selecţii, notată D2(x0) sau s
[image: image145.wmf]2
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 , este reprezentată de media pătratelor abaterilor tuturor măsurătorilor faţă de media lor teoretică. Considerând aceeaşi selecţie (2.47) rezultă:

                                        D2(x0) 
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O relaţie utilă pentru viitor rezultă din (2.72) :



[image: image149.wmf]                                                         
[image: image150.wmf][

]

2

 

 

 

o

s

n

=

ee

                                                              (2.73)

· Abaterea standard empirică, notată s
[image: image151.wmf]0

 , a aceleaşi selecţii, este reprezentată de rădăcina pătrată a dispersiei:
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Aceasta este denumită  în teoria erorilor eroare medie (pătratică).

· În publicaţiile de specialitate se întâlnesc convenţii de definire a mărimii adevărate: astfel Niemeier, 2002, pag. 4, propune ca mărime adevărată acea mărime care este de 10 ori mai precisă decât oricare dintre măsurătorile considerate.

· Atunci când numărul de măsurători 
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 , deci atunci când se analizează întreaga populaţie, se obţin varianţa (dispersia) teoretică şi respectiv abaterea standard teoretică:
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· Analog, atunci când 
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· Prin definiţie, dispersia şi abaterea standard au numai semnul pozitiv. În teoria erorilor eroarea medie era definită în intervalul 
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Pentru a se da, în continuare, expunerii un caracter mai apropiat de activitatea practică din Geodezie, se va înlocui vectorul variabilelor  întâmplătoare 
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 (2.47) cu un vector al măsurătorilor geodezice, notat m
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Analog ca şi până acum, media aritmetică a măsurătorilor cuprinse în (2.76) se va nota cu    
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, media teoretică cu 
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 iar erorile adevărate sau teoretice, se vor nota cu 
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. Analog cu (2.70) rezultă: 
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Din însumarea relaţiilor (2.77) se obţine:
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            Din  definiţia mediei aritmetice (2.48) se poate scrie :
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astfel încât relaţia (2.78) devine:
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Expresia din ultima paranteză este eroarea teoretică a mediei aritmetice, având formă similară cu oricare dintre relaţiile (2.77). Rezultă:
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           2.5.2.2.2. Estimarea preciziei în report de media aritmetică.  Deoarece erorile teoretice 
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 nu sunt determinabile, formulele (2.72) şi (2.74) nu pot fi aplicabile. De aceea, pentru aplicaţii practice este necesară deducerea, în continuare, a unor formule în care să se opereze cu un alt tip de erori, care pot fi calculate.

Diferenţele dintre măsurătorile individuale 
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 se numesc erori aparente :
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Observaţii
( Trecerea de la erorile aparente ei, la corecţiile aparente vi se realizează doar prin schimbarea semnelor:         ei  = -  vi. 




( In Teoria prelucrării măsurătorilor geodezice corecţiile aparente intervin în diverse stadii ale prelucrărilor, cum ar fi:

*  în aşa numitele prelucrări locale, care au loc, de exemplu, la compensarea în staţie a observaţiilor unghiulare, sau la prelucrarea măsurătorilor efectuate repetat asupra unei mărimi (distanţe, diferenţe de nivel ş. a. m. d.);

*  la prelucrarea măsurătorilor efectuate în reţelele geodezice, în care intervin diverse tipuri de măsurători.
Erorile aparente definite prin relaţiile (2.82) îndeplinesc proprietatea general valabilă pentru mărimile care se calculează ca abateri faţă de media aritmetică. Însumând, pe verticală, termenii din cei doi membri ai  relaţiilor (2.82)  rezultă:
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Desigur, relaţia de mai sus este îndeplinită şi de suma corecţiilor aparente:  
[image: image177.wmf][

]

0

v

=

.

Diferenţele dintre erorile teoretice 
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 , definite cu relaţia (2.71) şi erorile aparente 
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sau în detaliu: 
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Prin ridicarea la pătrat a ultimelor relaţii şi însumarea, pe coloane, a termenilor corespondenţi se obţine:
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Pentru ceea ce urmează este importantă demonstrarea următoarei egalităţi:
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Termenul stâng al relaţiei de mai sus se poate scrie sub forma exactă:
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                                       + 2
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Deoarece erorile teoretice îndeplinesc pe deplin criteriile specificate în 2.4., paranteza din relaţia (2.88) tinde către zero, astfel încât egalitatea (2.86) este demonstrată.

           Revenind la relaţia  (2.86) şi având  în vedere proprietatea (2.83) a erorilor aparente, se poate scrie:
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Dacă se au în vedere, succesiv, formulele (2.81), (2.88) şi (2.72 ), relaţia de mai sus se poate scrie şi sub forma:
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de unde se obţine:
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Din relaţiile (2.91) şi (2.72) împreună cu observaţia
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Relaţiile de mai sus au o relevanţă specifică în calculele practice, unde se folosesc curent corecţiile aparente v sau v' , după caz, şi nu erorile e. 

Prin urmare, relaţiile folosite în practica Prelucrării măsurătorilor geodezice pentru estimarea preciziei utilizează ca valoare de referinţă media aritmetică  şi,  în consecinţă operează cu erorile aparente:

( varianţa empirică:
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( abaterea standard empirică numită în mod curent eroarea medie ( pătratică) a unei singure măsurători: 
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In lucrări mai dezvoltate de Teoria erorilor şi metoda celor mai mici pătrate (Botez, 1961, pg. 44) se arată că raportul dintre eroarea medie a unei singure măsurători 
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 şi eroarea medie probabilă 
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           Prin urmare, estimarea prin eroarea medie 
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 a preciziei de măsurare este mai acoperitoare decât prin eroarea medie probabilă 
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           Ecartul maxim (max definit în 1.1.2.2. specific unui anumit şir de măsurători trebuie să fie mai mic decât toleranţa. În lucrările mai vechi (Botez, 1961, Wolf, 1968 ş.a..) s-a utilizat în acest scop relaţia:

                                                          (max ( toleranţa = 
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care deşi are un caracter empiric, a avut şi mai are încă o aplicabilitate remarcabilă.

Abaterea standard a mediei aritmetice 

           Folosind formula unei funcţii de mărimi măsurate direct (paragraful 3.1.1), rezultă formula de determinare a abaterii standard a mediei aritmetice:
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sau mai în detaliu:
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Prin urmare, raportul r dintre abaterea standard a mediei aritmetice 
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 şi abaterea standard a unei singure măsurători 
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ceea ce ne oferă unele concluzii de ordin practic, ce pot fi urmărite şi în Fig. 6.



Descreşterea abaterii standard a mediei aritmetice 
[image: image204.wmf]0

m

s

 în raport cu abaterea standard a unei singure măsurători 
[image: image205.wmf]0
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 este evident funcţie de numărul de măsurători n. Dar, această descreştere este foarte pronunţată doar pentru situaţia când n este mic, devenind din ce în ce mai puţin semnificativă pe măsură ce numărul de măsurători n creşte. Din această observaţie se desprinde concluzia că creşterea numărului de măsurători peste anumite limite nu mai aduce îmbunătăţiri relevante în valoarea mediei aritmetice.

Pentru realizarea acestui deziderat este mult mai eficientă creşterea preciziei de măsurare propriu-zisă (o eroare 
[image: image206.wmf]0
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 cât mai mică) ceea ce se realizează prin utilizarea unei aparaturi mai performante sau / şi a unui personal mai bine pregătit ş.a.m.d.

Aplicaţia 4

Se consideră măsurătorile repetate asupra unui distanţe, cu care s-a efectuat  Aplicaţia 1. Acestea sunt trecute în tabelul 1 (coloana 2). Se cere să se determine media lor aritmetică şi principalii indicatori de precizie examinaţi în acest capitol

                            Tabelul 1. Calculul mediei aritmetice şi al indicatorilor de precizie uzuali
	Nr.

crt.
	Măsurători
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[m]
	Corecţii aparente
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[mm]
	I n d i c a t o r i   d e  p r e c i z i e

	1
	2
	3
	4

	1.
	143.255
	 2.3
	Abaterea standard empirică (eroarea medie (pătratică)) a unei singure măsurători (2.94): 
[image: image209.wmf]0

s

= 4.7 mm

	2.
	143.257
	 0.3
	Eroarea medie probabilă a unei 

singure măsurători (2.95): 
[image: image210.wmf]s

E

=3.1 mm

	3.
	143.259
	-1.7
	Eroarea medie a mediei aritmetice (2.99) 
[image: image211.wmf]0
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s

=1.8 mm

	4.
	143.255
	 2.3
	Raportul r (2.100) 
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=0.4 

	5.
	143.250
	 7.3
	Toleranţa (2.96): 
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3

=14.1 mm

	6.
	143.260
	-2.7
	Ecartul maxim din şirul de măsurători: 
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=15 mm

	7.
	143.265
	-7.8
	Concluzie: măsurătoarea se încadrează în toleranţa specifică (2.96):
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2. 6. Vector de mărimi întîmplătoare 

Până acum s-au avut în vedere măsurători repetate asupra unei singure mărimi. În activitatea practică intervin, de regulă, măsurători repetate, corespunzător, asupra unui număr oarecare de mărimi, repetare care se poate face simultan (de către mai mulţi operatori) sau succesiv de către acelaşi operator, la momente de timp diferite. Rezultă, de fiecare dată, câte un vector de mărimi măsurate de forma (2.76) care este însoţit de vectorul erorilor întâmplătoare corespondente. Numărul acestora depinde de extinderea reţelei geodezice, adică de numărul mărimilor care trebuie măsurate. Totalitatea lor poate fi cuprinsă într-un vector,  în cadrul căruia fiecare dintre vectorii menţionaţi anterior îndeplineşte rolul de subvector.
Proprietăţile, noţiunile de bază şi consecinţele care s-au dedus anterior se pot generaliza sau completa, după caz, în această nouă ipoteză.

2.6.1. Principiul metodei celor mai mici pătrate

Se presupune că s-au măsurat k mărimi (de exemplu distanţe, unghiuri ş.a.m.d.) de un număr oarecare de ori. Fiecare mărime măsurată are o anumită probabilitate infinitesimală de producere de forma (2.32). Este util ca în continuare să se introducă totuşi unele modificări şi particularizări faţă de situaţia teoretică avută în vedere în 2.4.1. :

( trecerea de la elemente infinit mici  dP la elemente finite ∆P ;

( operarea cu corecţii aparente v în locul erorilor 
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  ;

( acceptarea, într-un stadiu iniţial, că toate măsurătorile sunt de aceeaşi precizie   
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În aceste ipoteze, relaţia (2.32) , adecvată corespunzător pentru oricare dintre cele k măsurători avute în vedere, rezultînd:
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Probabilitatea intersecţiei evenimentelor elementare menţionate, notată 
[image: image223.wmf]P
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 , adică producerea lor simultană, atunci când acestea sunt considerate independente, se poate determina prin generalizarea relaţiei (2.25), astfel încât rezultă :
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sau: 

        ∆P
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adică atunci când suma pătratelor tuturor corecţiilor este minimă.

           Acesta este principiul de bază utilizat în Teoria erorilor şi metoda celor mai mici pătrate şi care a fost preluat şi în Prelucrarea măsurătorilor geodezice.


Dacă se are în vedere şi relaţia (2.46) prin care parametrului h2 i s-a atribuit rolul de  pondere p, relaţia (2.115) se poate generaliza sub forma :
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2.6.2. Covarianţă. Corelaţii

Pentru simplificarea expunerii se vor examina în continuare situaţia măsurării repetate (de un acelaşi număr de ori, notat cu n) dar simultane, în puncte geodezice diferite, de către operatori diferiţi şi desigur cu instrumente diferite numai a două mărimi întîmplătoare, notate m1 şi   respectiv m2   care pot fi scrise concentrat în vectorul m :

                                                           m 
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Rezultatul măsurătorilor poate fi concentrat, de asemenea, într-un vector :

                                   m0
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Vectorul mediilor teretice se poate forma ţinând seama de definiţiile (2.55):

                               E(m0) 
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În ipoteza existenţei mediilor 
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, şi respectiv a erorilor teoretice ε , se poate scrie în continuare:

                      ε T = 
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Se generalizează noţiunea de varianţă sau dispersie a unei singure măsurători (2.75) la noţiunea de varianţă a vectorului m0 . Rezultatul va fi numit matrice de covarianţă, şi notat  C
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 .    În cazul simplu examinat,  în care vectorul are numai două componente rezultă:

                                           C
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sau mai în detaliu:

                   C
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Utilizând corespunzător notaţiile folosite în formula (2.75) se poate scrie:

E(
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                   E(
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ceea ce înseamnă că elementele de pe diagonala matricii   C
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    sunt varianţele celor doi vectori de mărimi întâmplătoare. Celălalt termen al matricii C
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   este denumită covarianţă. Aceasta se referă întotdeauna la două marimi întâmplătoare (în cazul nostru: m
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 şi respectiv m
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), incluzând dependenţa statistică (stochastică) dintre acestea. Analog cu notaţiile (2.113) se poate scrie:
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Rolul covarianţei devine  şi  mai clar cu ajutorul noţiunii de coeficient de corelaţie  
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Datorită inegalităţii Cauchy – Schwarz (Niemeier, 2002, pg. 21) :

                                           (E(
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rezultă pentru covarianţă :
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Ultima relaţie este îndeplinită numai atunci când  
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 , astfel încât se poate defini domeniul de variabilitate a coeficientului  de corelaţie :
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Valorile limită  (1 sunt specifice situaţiilor în care între variabile întîmplătoare 
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Cu aceste noi notaţii, matricea  C
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   se poate scrie,  atunci când se au în vedere numai doi vectori de mărimi întîmplătoare sub forma:

                                                C
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Coeficientul de corelaţie 
[image: image285.wmf]12
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 evidenţiază  dependenţa statistică (numită şi dependenţă stochastică) între cele 2 mărimi întîmplătoare avute în vedere. Corelaţiile sau dependenţele între mărimile originare trebuie cunoscute de executantul prelucrării măsurătorilor geodezice. Acestea au însă uneori un aspect complex (de natură fizică sau matematică) şi determinarea riguroasă a acestora (cu relaţii de forma (2.115) – în care intervin numai mărimi teoretice) este practic imposibilă. Asupra corelaţiilor stochastice se va reveni şi în paragraful următor, precum şi la cursul de Geodezie (Ghiţău, 1983).

Din acest motiv, practic în toate situaţiile care intervin în activitatea curentă este suficientă determinarea coeficientului  de corelaţie empiric:
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Covarianţa empirică necesară în relaţia (2.120) se calculează cu o relaţie asemănătoare cu (2.93) :
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în care se operează cu erorile aparente v determinate în raport de  mediile aritmetice empirice 
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 corespondente.

Dacă mărimile întâmplătoare sunt considerate independente statistic (stochastic), atunci:                       
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Aplicaţia 5


Se consideră o altă distanţă 
[image: image293.wmf]0
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 , măsurată simultan cu distanţa 
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 (şi într-o zonă apropiată) utilizată la aplicaţiile anterioare. Rezultatele măsurătorilor sunt prezentate în Tabelul 2 . Se cere determinarea coeficientului de corelaţie empiric 
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Observaţie

· Covarianţa 
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 se calculează în funcţie de ordinea în care au fost înregistrate măsurătorile efectuate 
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 şi respectiv 
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. Orice modificare în această ordine conduce la determinarea unui alt coeficient de corelaţie empiric. Este de presupus că ipoteza simultaneităţii măsurătorilor elementare este păstrată prin această ordine de înregistrare.

                                                                   Tabelul 2. Calculul coeficientului de corelaţie empiric

	Nr.

crt.
	Măsurătoarea 
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[m]
	Măsurătoarea 
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[m]
	Corecţii

aparente 
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	Calcule. Rezultate

	1
	143.255
	230.175
	2.3
	4.4
	●  Abaterile standard 

     empirice  (2.94):

	2
	143.257
	230.173
	0.3
	2.4
	     
[image: image303.wmf]01

s

 =  4.7 mm 

	3
	143.259
	230.169
	     - 1.7
	       - 1.6
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 = 3.6 mm

	4
	143.255
	230.165
	2.3
	        -5.6
	● Covarianţa empirică (2.121):

	5
	143.250
	230.174
	7.3
	3.4
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 =  7.9 mm2

	6
	143.260
	230.170
	     - 2.7
	       - 0.6
	● Coeficientul de corelaţie 

 empiric  (2.120) : 
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 = 0.46

	7
	143.265
	230.168
	     - 7.8
	       - 2.4
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2.6.3 Modelul stochastic al prelucrării măsurătorilor geodezice                              


2.6.3.1. Modelul stochastic al măsurătorilor dependente statistic (stochastic). Se consideră vectorul de mărimi întîmplătoare:
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 în care sunt cuprinşi k vectori de forma (2.117), care conţin, fiecare, măsurători presupuse pentru început dependente statistic (stochastic). 

Mediile teoretice ale acestor mărimi se deduc cu relaţii asemănătoare cu (2.55) şi pot fi prezentate, de asemenea, sub formă vectorială:
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unde: 
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De asemenea, vectorul erorilor teoretice are în acest caz forma:
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Matricea de varianţă - covarianţă teoretică 
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 a măsurătorilor 
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 conţinute în vectorul (2.123) se poate defini  analog cu (2.119): 
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Deoarece conform cu (2.114) 
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 este simetrică faţă de diagonală.


Dacă se înlocuieşte coeficientul de corelaţie, exprimat prin relaţia (2.115), rezultă o altă expresie a matricii de varianţă-covarianţă numită dispersia măsurătorilor conţinute  în vectorul (2.123):
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În unele situaţii se operează cu matricea cofactorilor măsurătorilor 
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 care se deduce din matricea de varianţă - covarianţă a acestora prin împărţire cu o constantă 
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Constanta 
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  este denumită uzual varianţa teoretică a  unităţii de pondere, din motive care se vor expune imediat. 


Coeficienţii de corelaţie, definiţi de (2.115) se pot calcula şi cu relaţia:

                                             
[image: image331.wmf]jj

ii

ij

ij

,Q

Q

Q

ρ

=

;
[image: image332.wmf]j

  i

, ... , k

, 

 

j 

i,

¹

=

;

  

2

1

 

.                                    (2.130)


Matricea ponderilor 
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 este matricea inversă a matricii cofactorilor măsurătorilor:
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Se poate demonstra că matricile 
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 sunt pozitiv definite, astfel încât matricea inversă (2.131) se poate calcula întodeauna. 

Matricile 
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 formează o componentă principală a modelului stochastic al prelucrării măsurătorilor geodezice.

Cealaltă componentă a modelului stachastic este reprezentată de o condiţie de forma (2.106) care reprezintă fundamentul întreagii prelucrări. In cazul măsurătorilor geodezice dependente stochastic, care au fost examinate în cele de mai sus, această condiţie are forma:

                                                                
[image: image337.wmf]im

min

T

®

v

 

P

v

.                                                       (2.132)
2.6.3.2. Modelul stochastic al prelucrării măsurătorilor geodezice independente şi de precizii diferite. Corelaţiile sau dependenţele de natură stochastică dintre măsurătorile geodezice care urmează a fi prelucrate se pot clasifica în:







( corelaţii de natură fizică;









( corelaţii de natură matematică.







Analizând strict riguros procesele de măsurare, se poate afirma că nu există măsurători strict independente, deoarece erorile instrumentale remanente, precum şi condiţiile atmosferice de lucru, determină legături inevitabile între rezultatele care se obţin prin măsurare.


Determinarea unor asemente corelaţii, de natură fizică, ar necesita fonduri suplimentare pentru studierea lor şi de aceea, până în prezent au fost aproape întodeauna ignorate.

Modelul funcţional folosit la prelucrare poate introduce şi anumite corelaţii de natură matematică între mărimi, ceea ce poate deforma rezultatele prelucrării, în cazul în care aceste corelaţii sunt neglijate.

Prin urmare, sub condiţiile:
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primele 2 matrici din componenta modelului stochastic au un aspect mult mai simplificat:
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Dacă se notează:
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rezultă :
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Mărimile (pozitive) 
[image: image344.wmf]i
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 sunt denumite ponderi. Matricea aferentă (2.137) reprezintă matricea ponderilor în cazul măsurătorilor independente de precizii inegale.

Pentru o măsurătoare 
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, care ar avea ponderea 
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de unde ar rezulta:
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Aceasta este motivaţia pentru care 
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 a fost denumită abaterea standard a unităţii de pondere.










Condiţia de minim  sub care se desfăşoară prelucrarea măsurătorilor geodezice independente şi de precizi inegale capătă forma cunoscută din 2.6.1.:
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Măsurători omogenizate
Raportul ponderilor 
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 pentru două măsurători oarecari 
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, de precizii inegale, este invers proporţional cu pătratul varianţelor acestora:

                                                                    
[image: image355.wmf]2

k

t

t

k

σ

σ

p

p

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

.                                                           (2.140)


Relaţia anterioară se obţine cu uşurinţă prin aplicarea consecutivă a formulei (2.136) pentru cele două măsurători 
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 şi 
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 avute în vedere. Considerând relaţiile (2.138) şi (2.140) se poate scrie în continuare:
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Deoarece abaterea standard a unităţii de pondere 
[image: image359.wmf]0
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 are ponderea 1, rezultă următoarea regulă importantă: abaterile standard (erorile medii) multiplicate cu radicalul de ordinul doi din ponderea aferentă, au ponderea egală cu unitatea. 

Măsurătorile corespondente se numesc măsurători omogene sau măsurători standardizate, având fiecare dintre ele ponderea egală cu 1.

2.6.3.3. Modelul stochastic al prelucrării măsurătorilor geodezice  independente şi de egală precizie. Dacă ipoteza independenţei stochatice a măsurătorilor 
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 este însoţită şi de ipoteza egalităţii preciziilor de măsurare:
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se obţine evident:
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unde cu I s-a notat matricea unitate. Condiţia (2.132) se simplifică în continuare, devenind:
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şi corespunde cu relaţia dedusă în 2.6.1.. 

Pentru stadiul actual de dezvoltare a tehnicii de calcul şi nu în ultimul rînd,  a cunoştinţelor din domeniul prelucrării măsurătorilor geodezice, modelul descris în 2.6.3.3 este depăşit şi are, ca urmare, o aplicabilitate din ce în ce mai restrânsă, pentru cazuri cu totul particulare.

2.7. Variabile întâmplătoare cu repartiţie normală

2.7.1 Repartiţia normală Gauss

C. F. Gauss a constatat că variabilele întâmplătoare, în cazul unui număr suficient de mare de mărimi, respectă o anumită repartiţie statistică, pe care a numit-o repartiţie normală. Aceasta a  fost denumită ulterior repartiţia Gauss  sau mai complet repartiţia  normală Gauss.


Repartiţia normală a unei variabile întâmplătoare x
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 este o repartiţie simetrică, definită complet de media teoretică  
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Fig. 7. Reprezentarea grafică şi parametrii
repartiţiei normale.
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            Dacă densitatea repartiţiei variabilei întâmplătoare f (x
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se spune că această variabilă are o repartiţie / distibuţie normală, notată: 

                                                             
[image: image376.wmf] 

x

0

~  N(
[image: image377.wmf]0

x

~

,
[image: image378.wmf]s

 ) ,                                                                 (2.145)

şi a fost numită curba clopot Gauss – 2.4.

O imagine intuitivă a densităţii repartiţiei normale (în spaţiu) este obţinută la aruncarea unui număr suficient de mare de bile pe verticală, în condiţii identice. După cădere, totalitatea acestora va fi  dispusă  (în oricare secţiune) analog cu reprezentarea din Fig. 7.
                                          [image: image379.jpg]£(x")]
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Fig. 8. Reprezentarea grafică a densităţii repartiţiei 

      normale prin considerarea unor diverşi parametri 
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.


Parametrul decisiv al curbei care reprezintă densitatea  repartiţiei normale este abaterea standard teoretică 
[image: image381.wmf]s

, în raport de care curba este mai mult sau mai puţin aplatizată     (Fig. 8 , după Niemeier, 2002, pg. 34) unde s-a reprezentat  densitatea  repartiţiei normale pentru diferite abateri standard  
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Din reprezentările de mai sus se reconfirmă anumite consideraţii teoretice şi formule din paragrafele anterioare:

· repartiţia normală este simetrică. Conform cu (2.55) media teoretică E (x
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· media teoretică a repartiţiei normale este  [image: image389.wmf]0
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 ;
· suprafaţa cuprinsă între axa x şi curba 
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 este întotdeauna egală cu 1, pentru toate valorile luate de parametrul 
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.  Afirmaţia se bazează pe definiţia funcţiei repartiţiei variabilei  întâmplătoare F(x0) din 2.2.3., care reprezintă probabilitatea ca mărimea măsurată  
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· Deoarece probabilitatea nu poate depăşi valoarea 1 – formula (2.34), rezultă :
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In aplicaţiile practice o importanţă deosebită o are repartiţia normală N(0, 1) care poartă numele de repartiţie normală standard sau repartiţie normală normată, în care intervin:

· media teoretică  E (y
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· varianţa 
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Transformarea dintr-o  repartiţie normală oarecare într-o repartiţie normală normată se realizeză cu următoarele schimbări de variabile :

                        
            variabila întâmplătoare x 
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                                        mărimea măsurată 
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În asemenea situaţie, densitatea repartiţiei ((y
[image: image400.wmf]0

) şi respectiv funcţia repartiţiei Φ(y
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) au următoarele expresii mai simplificate: 
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Demonstraţiile formulelor anterioare precum  şi valorile concrete pe care le iau funcţiile de mai sus sunt prezentate în manualele de statistică (Mihoc, 1954, Kreyszig, 1975 ş.a.). Ca exemplificare se prezintă în Anexa 5 unele valori necesare în aplicaţii specifice. 

Erorile reale εi, caracteristice unei anumite măsurători repetate asupra unei 
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 (i = 1, …, n) au fost definite cu relaţia (2.70),  în raport de media teoretică 
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. Probabilitatea ca acestea să se afle situate între anumite limite, exprimate în raport de abaterea standard σ, se determină cu o relaţie de forma (2. 23): 
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Valorile numerice ale funcţiei repartiţiei care intervine în membrul drept al relaţiei de mai sus se găsesc în manualele de statistică menţionate anterior, în raport de valorile pe care le ia parametrul k (unele exemplificări se prezintă în Anexa 5). 


O aplicaţie importantă prin consecinţele sale este realizată de Pelzer, 1980, pg. 44 şi exemplificată în tabelul următor. 


                                                Tabelul 3. Probabilitatea 

                 producerii erorilor reale 
[image: image407.wmf]s

e

k

£


	k
	P 
[image: image408.wmf]{

e

 

 ( 
[image: image409.wmf]}

s

k



	0,5
	0,383

	1,0
	0,683

	1,5
	0,866

	2,0
	0,955

	2,5
	0,988

	3,0
	0,997


Rezultatele din tabelul 3 clarifică unele situaţii care intervin la prelucrarea măsurătorilor geodezice, în ipoteza că acestea  sunt repartizate normal (ipoteză care trebuie însă verificată):

( considerând k=1, rezultă că cca 2/3 (mai exact 68,3 %) din totalitatea erorilor adevărate sunt mai mici decît abaterea standard σ ;


( probabilitatea ca erorile adevărate să depăşească mărimea egală cu 3σ este foarte mică (cca 0.3 % ) – o legătură la relaţia (2.96). 


 2. 7.2 Alte repartiţii dependente  de repartiţia normală 


2.7.2.1.  Repartiţia 
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2 (hi pătrat). Fie un număr oarecare k de variabile întâmplătoare xj, provenite fiecare din distribuţii normale standardizate:

                                                     xj  ~  N(0,1) ;    j = 1,2,…,k .                                      (2.150)


Suma pătratelor acestor mărimi:
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este o nouă variabilă întâmplătoare, notată 
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2 (hi pătrat), a cărei distribuţie a fost cercetată de către renumitul geodez şi astronom F. R. Helmert (în anul 1876) şi ulterior de către matematicianul Pearson (în anul 1900). Densitatea  probabilităţii / repartiţiei variabilei 
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                                                  Ψ(x) = 
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unde:

· k este numărul termenilor care intervin în relaţia (2.151) fiind cunoscut şi sub denumirea de numărul gradelor de libertate; 

· e reprezintă baza logaritmilor naturali (e ( 2.7(18 28)...;
· Γ(x) este o funcţie des întâlnită în statistică: 
                                                              Γ (x) = 
[image: image415.wmf].
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Funcţia Γ (x) se poate calcula cu  următoarele relaţii: 

                                                              Γ (x/2) = (x/2 - 1)! ,                                                     (2.154)

atunci când x este număr par şi cu relaţia: 

                                    Γ (x/2) = (x/2 - 1) * (x/2 - 2) * … * (1/2) * Γ (1/2) ,                           (2.155)

atunci când x este număr impar. Prin convenţie: 

                                                                    Γ (1/2) = 
[image: image416.wmf].
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Pentru un număr mare de grade de libertate, repartiţia
[image: image417.wmf]c

2 se apropie de repartiţia normală: 
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2.7. 2. 2. Repartiţia t sau repartiţia Student .  Repartiţia t sau aşa numita repartiţie Student  are o aplicabilitate deosebită în geodezie. Repartiţia t a unei variabile întâmplătoare a fost introdusă în anul 1908 de către matematicianul W. G. Gosset, sub pseudonumele Student, putând fi exprimată sub următoarea formă generală ( Kreyszig, 1975, pg. 161 ): 

                                                                        t = 
[image: image421.wmf]y/k

x

 ,                                                         (2.158)

în care trebuie îndeplinite următoarele condiţii: 

· k este un număr pozitiv şi reprezintă gradele de libertate ale repartiţiei variabilei  întâmplătoare t; 

· x şi y sunt variabile întâmplătoare independente.


Variabila aleatoare x are distribuţia normală standard N (0,1 ) iar variabila întâmplătoare y este distribuită 
[image: image422.wmf]c

2  cu k grade de libertate. 


Densitatea probabilităţii / repartiţiei şi respectiv funcţia de distribuţiei repartiţiei Student sunt date de următoarele expresii:

                                                     f(x) = 
[image: image423.wmf](
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                                                  F(x) = 
[image: image424.wmf](
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2.7.2.3. Repartiţia F ( repartiţia Fischer ). În Statistică precum şi în cadrul Prelucrării observaţiilor geodezice intervine des raportul a două variabile întâmplătoare distribuite 
[image: image425.wmf]c

2  ,  cu gradele de libertate k1 şi respectiv k2:

                                                              
[image: image426.wmf].
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Repartiţia raportului de mai sus a fost studiată de R. A. Fischer în anul 1924.

Datorită complexităţii lor, nu considerăm absolut necesară prezentarea în manual a densităţii repartiţiei şi respectiv a funcţiei repartiţiei specifice distribuţiei Fischer, care pot fi preluate din manualele de specialitate menţionate la începutul capitolului.


2.8. Interval de încredere


Aşa cum s-a menţionat în paragrafele anterioare, parametrii principali, caracteristici, pentru o variabilă aleatoare 
[image: image427.wmf]0

x

 (definită prin (2.47)) sunt : media teoretică   
[image: image428.wmf]0

x

~

 (2.56) şi abaterea standard teoretică 
[image: image429.wmf]s

 (2.75). Aceşti parametri sunt raportaţi la întreaga populaţie şi de aceea rămân inaccesibili pentru rezolvările practice. În activităţile curente se operează cu eşantioane din populaţia corespondentă, care pot fi mai mult sau mai puţin extinse, în funcţie de solicitări şi de doleanţele executantului lucrării. Aceste eşantioane sunt caracterizate prin alţi parametri principali, respectiv prin  media aritmetică (empirică) 
[image: image430.wmf]0

x

 (2.48) şi prin abaterea standard empirică  
[image: image431.wmf]0

s

 (2.94) care sunt estimatori ai mărimilor teoretice corespondente. Desigur fiecare dintre perechile de mărimi avute în vedere (de exemplu 
[image: image432.wmf]0

x

 comparativ cu 
[image: image433.wmf]0

x

~

) diferă între ele, cu valori oarecari, practic imposibil de determinat cu exactitate, ci doar estimate. Pentru a se găsi un răspuns la modalitatea de rezolvare a acestei probleme, care intervine frecvent în lucrările de specialitate se raportează pe axa numerelor reale cele două mărimi avute în vedere (Fig. 9) . 
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Fig. 9. Definirea intervalului de încredere (după Pelzer, 1980, pg. 49).

Este posibilă estimarea unui interval de încredere (interval de confidenţă), pe axa numerelor reale, definit prin numerele a şi respectiv b, egal depărtate de mărimea centrală calculabilă 
[image: image435.wmf]0

x

. În acest interval de încredere se află situată media teoretică   
[image: image436.wmf]0

x
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 , cu o probabilitate sau cu siguranţa statistică notată S 
[image: image437.wmf]a
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În definiţia de mai sus au intervenit noi noţiuni statistice:

· a şi b limitele intervalului de încredere;

· 
[image: image438.wmf]a

 - prag de semnificaţie statistică sau prag de încredere.

În acest scop se utilizeză relaţia (2.23), adaptată corespunzător :

                   P
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Deoarece s-a presupus (prin desen) că :

      P
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intervalul de încredere [a, b] poate fi estimat cu siguranţa statistică S  = 1 - 
[image: image443.wmf]a

 . 

2.9. Verificarea ipotezelor statistice


O ipoteză statistică este reprezentată de o presupunere asupra repartiţiei care caracterizează o anumită populaţie sau asupra unor anumiţi parametri din populaţia considerată. Desigur oricare ipoteză statistică poate fi adevărată sau falsă, afirmaţia corespondentă fiind rezultatul unui test statistic, care se desfăşoară în următoarele etape: 

· se calculează o statistică  sau un parametru statistic (media, varianţa, raportul a două varianţe etc) în funcţie de rezultatele unui experiment; 

· se alege un prag de semnificaţie  (de  încredere) α . In mod obişnuit, în prelucrările tehnice (inclusiv geodezice) pentru  α  se alege valoarea 0,05 şi foarte rar 0,01; 

· se stabileşte ipoteza nulă, notată obişnuit Ho, care urmează să fie confirmată sau nu, din punct de vedere statistic; 

· se determină valoarea critică ce trebuie verificată statistic, în funcţie de rezultatele experimentale (volumul selecţiei) şi de pragul de semnificaţie ales. Această valoare se extrage din tabelele statistice corepondente testului; 

· se acceptă sau se respinge ipoteza nulă, în funcţie de faptul dacă statistica care a fost calculată se află în regiunea critică sau nu. Din acest punct de vedere se pot distinge două categorii de erori posibile: 

· eroarea de ordinul unu, care constă în respingerea ipotezei zero deşi acesta este în realitate adevărată. Probabilitatea acestei erori este egală cu pragul de semnificaţie α ; 

· eroarea de ordinul doi, atunci când se confirmă ipoteza nulă deşi aceasta nu este adevărată în realitate. 

Din cele de mai sus se pun în evidenţă multiplele posibilităţi pe care le posedă statistica în aprecierea unui experiment, în ansamblul său, sau în anumite părţi componente, posibilităţi pe care nu le are teoria erorilor. În acelaşi timp trebuie accentuat şi caracterul relativ al răspunsurilor obţinute prin analizele statistice, deoarece acestea sunt puternic influenţate de mai mulţi parametri, în primul rând de pragul de semnificaţie α care se alege sau se impune. În Cap. 6  se va reveni cu exemple care intervin în practica prelucrărilor măsurătorilor geodezice. 
Fig. 1. Rezultatele unei măsurători repetate

































































Fig. 2. Reprezentarea grafică a funcţiei frecvenţelor relative ale unei 


variabile aleatoare continuie:


a) – histograma ;  b) – poligonul frecvenţelor relative












































Fig. 4. Eroarea medie probabilă a unei singure măsurători.











Fig. 5.  Reprezentarea grafică a erorilor obţinute în două serii





de măsurători efectuate asupra unei anumite mărimi




















Fig. 6. Reprezentarea grafică a raportului r.
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