Capitolul 3

Prelucrarea măsurătorilor directe 

În sens larg, noţiunea de măsurare poate fi apreciată ca una dintre componentele cunoaşterii umane, fiind o comparaţie pe cale experimentală a unei mărimi ce trebuie măsurată, cu valoarea unei alte mărimi, care se acceptă drept unitate de măsură sau etalon (Nistor 1996, pg. 9). În procesele de măsurare intervin fie etaloane propriu-zise, fie, în mod curent, aparate / instrumente de măsurat, presupuse etalonate în prealabil. Etaloanele propriu-zise se folosesc, de regulă, în laboratoare specializate şi au ca scop păstrarea unităţii de măsură corespondente de către toate aparatele / instrumentele de măsurat din clasa respectivă. Astfel, de exemplu, noţiunea de metru etalon este utilizată în serviciile metrologice naţionale, respectiv internaţionale, pentru verificarea şi etalonarea tuturor instrumentelor de măsurat distanţe. 




În ipoteza că etalonările s-au executat cu precizie ridicată, măsurătorile care se execută ulterior cu aceste aparate, de exemplu asupra unei anumite lungimi, ar trebui să difere puţin între ele. Această condiţie poate fi respectată numai atunci când aparatele la care ne-am referit fac parte din aceeaşi clasă de precizie. 



Asemenea măsurători repetate, efectuate asupra unei singure mărimi, în scopul deducerii unei valori cât mai precise pentru aceasta se numesc măsurători directe. In fond, aproape  întregul capitol 2 al manualului a avut în vedere numai măsurători directe . Prin convenţie, în aceeaşi noţiune de măsurătoare directă se includ şi funcţiile simple de măsurători directe (exprimate, de regulă, sub formă implicită). In practica inginerului  specialist  în cadastru intervin numeroase asemenea situaţii, astfel încât considerentele de natură teoretică ce se vor expune în continuare, vor fi însoţite şi de exemplificări practice.

3.1. Abaterea standard (eroarea medie) a unei funcţii de mărimi 

       independente măsurate direct
            Se consideră următoarea funcţie: 
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 ,                                                         (3.1)

în care mărimile mj = (1, 2, … , k) provin din măsurători directe (de forma (2.76)), fiind rezultatul unei prelucrări preliminarii,  de  genul  celei  exemplificate  în   Aplicaţia  4.  Mărimile  măsurate avute în vedere includ erorile teoretice  
[image: image2.wmf]j
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 ( j = 1, 2, … , k). Se cere determinarea abaterii standard (erorii medii) a funcţiei F considerate. Considerând definiţia (2.70) se poate scrie:   
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Ţinând seama de  proprietăţile principale ale erorilor întâmplătoare (specificate  în 2.4.), care caracteristice, în mod deosebit, şi pentru erorile teoretice 
[image: image4.wmf]e

, primul termen din partea dreaptă a funcţiei (3.2) poate fi dezvoltat în serie Taylor (Anexa 2) numai până la termenii de ordinul 1. Termenii de ordinul 2 şi superiori pot fi neglijaţi datorită proprietăţilor specifice erorilor întâmplătoare, operaţie care se numeşte curent liniarizarea funcţiei respective, şi care intervine frecvent în cadrul calculelor de prelucrare a măsurătorilor geodezice.

Se obţine prin urmare:
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             Indicele inferior 
[image: image7.wmf]*

 la derivatele parţiale din relaţiile anterioare indică faptul că valorile numerice ale acestora se vor determina prin utilizarea unor mărimi provizorii (aproximative) ale parametrilor pe care acestea le conţin.



Dacă se ridică la pătrat relaţia anterioară şi se neglijează produsele erorilor teoretice din rezultatul din partea dreaptă (aşa cum s-a explicat în amănunt în 2.5.2.2.2., după relaţia (2.88)) rezultă: 
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           Deoarece erorile teoretice rămân inaccesibile cunoaşterii umane, ele vor fi înlocuite cu estimatori determinabili, aşa cum s-a procedat în 2.5.2.2., astfel încât din (3.5) rezultă expresia de estimare a varianţei empirice a funcţiei F considerate : 

                                      
[image: image9.wmf]2

0

2

2

0

2

2

2

2

0

1

2

1

2

k

k

F

m

s

 m

 F

...

m

s

 m

 F

s

 m

 F

s

m

*

*

*

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

,                           (3.6)

în  care    varianţele teoretice 
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    sunt estimate de varianţele empirice  ale mediilor aritmetice 
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 (j = 1, 2, … , k). Justificarea acestei proceduri este dată deoarece s-a presupus că fiecare dintre mărimile 
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 (j = 1, 2, … , k) provin din prelucrări separate ale unor şiruri de măsurători directe de forma (2.76).


Expresia de mai sus se poate scrie şi sub formă simplificată, prin utilizarea simbolului sumei Gauss:
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Abaterea standard empirică (eroarea medie) a funcţiei considerate se calculează cu relaţia:
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Varianţele empirice 
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 ale mărimilor 
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, care intervin în membrul drept al relaţiilor  (3.6) – (3.8)  se pot determina cu formule de forma (2.99).







Deoarece în relaţiile de mai sus s-a presupus că măsurătorile avute în vedere sunt de precizii diferite, acestea pot fi transformate prin considerarea ponderilor aferente  pj ( j = 1, 2, … , k).  Definirea  ponderilor teoretice a fost dată de formula (2.140), în care intervin însă varianţe teoretice, care nu pot fi determinate prin calcul. De aceea, în diverse etape ale prelucrării măsurătorilor geodezice se utilizează estimatori care se apropie mai mult sau mai puţin de valorile teoretice.

Intr-o etapă preliminară a prelucrării măsurătorilor geodezice se utilizează, relativ frecvent, următoarea posibilitate practică de determinare a poderilor empirice: 
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,                                                               (3.9) în care s-a introdus o nouă notaţie 
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 . Aceasta reprezintă abaterea standard empirică medie a unităţii de pondere, fiind determinată ca o medie a abaterilor standard empirice a unităţilor de pondere 
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,  pentru componentele  din  relaţia (3.9):
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În relaţia de mai sus cu  M  s-a notat operatorul mediei aritmetice.

Se cunosc şi alte metode pentru determinarea empirică a ponderilor, la care ne vom referi în cap. 4.

Introducând relaţiile (3.9) în formulele (3.7) şi respectiv (3.8) se obţin următoarele soluţii pentru aplicaţiile practice : 

· Varianţa empirică a unei funcţii de mărimi măsurate direct, de precizii diferite: 
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· Abaterea standard empirică a unei funcţii de mărimi măsurate direct, dar de precizii diferite:
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3.1.1. Abaterea standard empirică a mediei aritmetice

Revenim la şirul de măsurători directe, repetate de un acelaşi număr de ori (2.76), efectuate asupra unei singure mărimi. În baza principiilor enunţate pînă în prezent, asemenea măsurători pot fi considerate de precizii egale, astfel încât varianţa empirică 
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 a unei singure măsurători se poate determina cu formula (2.94). 



Se cere determinarea abaterii standard a mediei aritmetice 
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           Deoarece s-a emis ipoteza că toate măsurătorile care intervin în formula de mai sus au aceaşi precizie: 
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rezultă din utilizarea relaţiei (3.6):
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de unde se obţine relaţia căutată şi care s-a folosit anticipat la sfârşitul paragrafului 2.5.2.2.:
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Notă


Aşa cum s-a menţionat la sfârşitul paragrafului 2.5.1. , (după relaţiile (2.68)), atunci când măsurătorile m
[image: image30.wmf](
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 nu sunt afectate de erori sistematice, media aritmetică 
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 este o estimare nedeformată a mediei teoretice 
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 . În cazul în care măsurătorile conţin o anumită eroare sistematică e (presupusă aici oricât de mare ), deci când sunt practic greşite, abaterea standard empirică a mediei aritmetice este fals determinată, în sensul că aceasta nu conţine influenţa erorii sistematice care caracterizează măsurătorile respective.


Pentru demonstrarea afirmaţiei se consideră un astfel de şir de măsurători, afectat în totalitatea sa de o eroare sistematică, notată e :

                                                        m0 = 
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Media lor aritmetică, notată 
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va fi afectată de aceeaşi eroare sistematică e.


Corecţiile aparente corespondente :
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nu mai sunt însă afectate de eroarea sistematică e (care a fost presupusă oricât de mare). În consecinţă indicatorii de precizie determinaţi cu formulele (3.15 şi (2.99)) au valori nefiresc de mici, care nu corespund realităţii, deoarece s-a emis ipoteza că măsurătorile sunt greşite.   

3.1.2. Abaterea standard empirică a mediei ponderate 

           Presupunem că vectorul dat de relaţia (2.76): 

                                          m0 
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conţine măsurători directe de precizii diferite:
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în care ponderile au fost determinate cu relaţiile (3.9). Se va demonstra în 3.5.2. că mărimea compensată a măsurătorilor astfel efectuate este reprezentată de media ponderată a acestora:
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Abaterea standard empirică (eroarea medie) a mediei ponderate, în cazul măsurătorilor directe de precizii diferite se poate determina prin aplicarea formulelor (3.6) -  (3.8) la calculul erorii funcţiei reprezentată de formula (3.20). Se prezintă calculele fără comentarii, deoarece sunt uşor de urmărit:
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de unde rezultă:
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Aplicaţia 6










Să presupunem că distanţa avută în vedere în cadrul Aplicaţiilor 1 – 4 a fost remăsurată şi în alte zile. Pentru ca exemplul să fie cât mai edificator, să admitem că la fiecare măsurătoare au existat condiţii meteorologice diferite, şi că eventual au lucrat operatori diferiţi, fiecare cu alte aparate, dar din aceeaşi clasă de precizie. In aceste ipoteze, evident că rezultatele fiecărei măsurători 
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 au precizii diferite (
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) .  Se cere calculul mediei ponderate a tuturor măsurătorilor efectuate, în toate zilele, şi abaterea standard empirică a acesteia.

                             Tabelul 4. Calculul mediei poderate şi al abaterii standard empirice aferente                           

	Nr.
	D  A  T  E
	C  A  L  C  U  L  E

	crt.
	Rezultatele

măsurătorilor
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[m]
	Abaterile standard 

ale mediilor aritmetice
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 [mm]
	Ponderi

pi
	R  e  z  u  l  t  a  t  e

	0
	1
	2
	3
	4

	1
	143.2573
	4.7
	1.04
	Abaterea standard empirică a unităţii de pondere (3.10): 


[image: image47.wmf]o

s

= 4.8 mm

	2
	143.2815
	6.3
	0.58
	Media ponderată a măsurătorilor (3.20)


[image: image48.wmf]=
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 143.26738

	3
	143.2686
	3.5
	1.88
	Abaterea standard empirică 

a   mediei ponderate în cazul măsurătorilor directe de precizii 

diferite (3.22): 
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	3.50
	


3.2. Abaterile standard empirice ale unor funcţii 

       uzuale de măsurători directe 

           In practica inginerului specialist în cadastru funciar intervin funcţii mai mult sau mai puţin complicate de mărimi care se măsoară direct. Este util să se examineze modalitatea de determinare a abaterilor standard empirice pentru unele dintre funcţiile care intervin deosebit de frecvent. 

3.2.1. Funcţia reprezintă  suma sau  diferenţa 

          unor măsurători directe  

           Fie funcţia:
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în care intervin medii aritmetice ale măsurătorile 
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, efectuate direct. Acestea  sunt caracterizate de  abaterile standard empirice (erorile medii) ale mediilor aritmetice respectivwe : 
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Abaterea  standard  empirică   a  funcţiei y rezultă din utilizarea formulei (3.6), în care toate pătratele derivatelor parţiale care intervin în relaie au valoarea 1. Rezultă:
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Aplicaţia 7 

           Se consideră două distanţe  d1 = 250.00 m şi d2  = 300.00 m. ale căror precizii de măsurare (reprezentate de abaterile standard empirice) sunt de 5 mm şi respectiv de 7 mm. Se cere calculul abaterilor standard  empirice absolute şi relative pentru suma S  şi respectiv pentru diferenţa D a celor două distanţe avute în vedere. 

Rezolvare

                                      S = 550.00 m;         sS = 8.6 mm;          sS/S ≈ 1/64 000;

                                      D =  50.00 m;         sD = 8.6 mm;          sD/D ≈ 1/6 000 .

          Comentarii












· Abaterile standard absolute sunt aceleaşi, atât pentru suma S cît şi pentru diferenţa D a celor două distanţe măsurate;  

· Abaterile standard relative diferă însă mult între ele.

          Caz particular 

           Dacă mediile aritmetice ale măsurătorilor directe 
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 avute în vedere în funcţia (3.23) au aceeaşi precizie: 
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abaterea standard a funcţiei y devine:
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Asemenea situaţii intervin deseori în practică, astfel încât este util să examinăm câteva aplicaţii tipice. 

Convenţie

Pentru simplificarea scrierii formulelor, în continuare se va face abstracţie de faptul că mărimile considerate măsurate direct, provin de fapt întotdeauna dintr-o medie aritmetică a unor măsurători repetate asupra acelei mărimi. Ca urmare, în continuare se va opera, convenţional, cu abaterea standard (eroarea medie) a unei singure măsurători, notată s ,  şi nu cu abaterea standard a mediei aritmetice 
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 cum ar fi strict corect.

3.2.1.1. Măsurarea unei distanţe cu panglica de oţel

Aplicaţia 8
Se consideră o distanţă de 245.75 m, care a fost măsuată cu o panglică de oţel care are precizia de măsurare (reflectată de abaterea standard empirică a unei singure măsurători) s = 2 cm. 

Se cere abaterea standard a întregii distanţe măsurate.

Rezolvare

Pentru măsurarea distanţei avută  în vedere se aplică panglica de oţel de 5 ori. Rezultă că abaterea standard a întregii distanţe se obţine cu relaţia (3.26) prin particularizările corespunzătoare:
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3.2.1.2. Erorile unghiurilor, respectiv ale direcţiilor orizontale. Aşa cum se va  demonstra la cursul de Geodezie, direcţiile α măsurate cu teodolitul într-o staţie sunt mărimi independente, spre deosebire de unghiurile β care s-ar obţine din acestea prin scăderi de forma (3.28), care sunt mărimi derivate, şi au un grad de dependenţă bine definit: 

                                                                          β = α1 - α2 .                                                          (3.28)

Aplicaţia 9
Se măsoară două direcţii α1, şi α2 cu acelaşi instrument, pentru care s-a determinat abaterea standard empirică a unei singure măsurători s
[image: image59.wmf]º

sα = 4cc. Se cere să se calculeze abaterea standard empirică a unghiului 
[image: image60.wmf]b

care se obţine prin scăderea celor două direcţii măsurate. De asemenea se cere determinarea raportului dintre ponderea acestui unghi şi ponderea unei direcţii.

Rezolvare 











· La prima întrebare răspunsul este similar cu cel obţinut cu relaţia  (3.25):
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· Pentru al doilea răspuns există mai multe posibilităţi. Se poate utiliza o relaţie derivată din formula (2.136) în care abterile standard teoretice sunt estimate prin abaterile standard empirice:      
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Admiţînd pα = 1 se obţine  pβ = 0,5.  Prin urmare ponderea unghiului obţinut cu relaţia (3.28) este egală cu jumătatea ponderii unei direcţii, care reprezintă măsurătoarea originară.
Analog cu situaţia examinată mai sus, se poate proceda şi în cazul determinării unei diferenţe de nivel 
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h , prin nivelment geometric, în care măsurătorile primare sunt citirea pe mira din spate (a) şi respectiv citirea pe mira din faţă (b):
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Deoarece în condiţiile date se poate accepta
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unde cu sc  s-a notat eroarea de citire pe oricare dintre cele două mire de nivelmet utilizate. Rezultă:
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      (3.33) 

3.2.1.3. Transmiterea erorilor unghiulare într-o drumuire planimetrică. Drumuirile planimetrice încep, de regulă, de pe o direcţie Ro pentru care se cunoaşte orientarea 
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0  în planul proiecţie. Abaterea standard empirică a orientării iniţiale este considerată,  în cele  mai multe cazuri, ca fiind nulă 
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. Analog se procedează, de obicei, şi cu orientarea finală, precum şi cu alte orientări de control folosite pe parcursul drumuirii. 

Aplicaţia 10

          Se consideră drumuirea din Fig. 10. Se cere determinarea abaterii standard empirică a orientării laturii dk notată 
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q

, ştiind că unghiurile β1, β2, …, βk au  fost măsurate cu un teodolit care asigură precizia unghiulară de la  Aplicaţia 9. 
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Rezolvare 

Din Fig. 10 se poate deduce:
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           Deoarece 
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 iar constanta 200g este lipsită de eroare se obţine:
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           Dacă, de exemplu:

     k = 6,  atunci  
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Comentarii












· Din acest exemplu se desprinde o regulă importantă pentru practică: este indicat ca după un număr oarecare de lungimi să existe un control pe o altă orientare cunoscută. Experienţa operatorului, precizia solicitată de beneficiarul lucrării sau uneori chiar instruţiunile de lucru impun numărul de lungimi după care se solicită controlul menţionat.

· În cazul când drumuirea are orientări de control la ambele capete (ceea ce este întodeauna indicat) numărul k din relaţia (3.35) este considerat pentru jumătatea drumuirii.

· Analog se va proceda şi în cazul unei drumuiri închise: eroarea maximă este situată la mijlocul său.

3.2.2. Funcţia reprezintă produsul dintre o constantă 

          şi o mărime măsurată direct 

           Fie funcţia: 

                                                                       F = c 
[image: image76.wmf]*

 m0,                                                            (3.37)

în care c este o constantă oarecare iar mo este o mărime măsurată direct, cu abaterea standard empirică s. Se cere calculul abaterii standard empirice a funcţiei considerate. Din aplicarea formulei (3.6) rezultă:
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adică :

                                                                         sF= c * s .                                                             (3.39)

           Aplicaţia 11 

           Se consideră 3 suprafeţe de formă circulară, cu razele de 100 m; 500 m; 1000 m. Se cere calcularea abaterilor standard empirice absolute şi relative ale suprafeţelor, considerându-se că razele acestora se măsoară cu o ruletă de oţel de 50 m, care asigură precizia de 2 cm (dată de abaterea standard empirică s pentru o singură măsurătoare).

           Rezolvare

· Pentru rezolvarea problemei date este necesar să se determine pentru  început abaterile 

standard empirice ale razelor măsurate cu instrumentul menţionat. Prin aplicarea corespunzătoare a formulei (3.26), rezultă că acestea au valori diferite, în funcţie de   mărimea lor:  
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  unde n reprezintă numărul de măsurători de 50 m cuprinse într-o rază avută  în vedere.                      Rezultatele sunt date în coloana 2 a Tabelului 5.


· Aria cercului fiind determinată de relaţia:

                                                                           A= π r2,                                                              (3.41)

eroarea suprafeţei sale se determină utilizând relaţia (3.6):

                                                          
[image: image79.wmf]2

r

s

r

4

π

s

2

2

2

A

=

;     sA= 2 π r sr.                                             (3.42)

                   Tabelul 5. Abateri standard absolute şi relative la măsurarea unor suprafeţe circulare

	Nr.

crt.
	Lungimea

razei r
[m]
	Abaterea standard 

a razei sr
 [m]
	Suprafaţa

cercului A
[m2]
	Abaterea standard

absolută a

suprafeţei circulare sA
[m2]
	Abaterea standard

relativă a suprafeţei 

circulare

	0
	1
	2
	3
	4
	5

	1.
	100.00
	0.028
	31 415.93
	12.56
	 ~ 1 :   2 500

	2.
	500.00
	0.063
	785 398.16
	62.80
	~ 1 : 12 500

	3.
	1 000.00
	0.089
	3 141 592.65
	125.60
	 ~ 1 :  25 000


Concluzii:

           In cazul măsurării unui număr oarecare de suprafeţe circulare cu acelaşi instrument, care asigură o anumită precizie (în exemplul considerat, abaterea standard empirică a unei singure măsurători a fost presupusă de 2 cm), se pot desprinde următoarele concluzii principale: 

· erorile razelor cresc odată cu mărimea acestora;






· asemănător, abaterile standard empirice absolute ale suprafeţelor se măresc pe măsură ce acestea din urmă cresc;

· abaterile standard empirice relative ale suprafeţelor descresc.

           Aplicaţia 12









 

În numeroase situaţii costul unui metru pătrat de suprafaţă ( mai ales de suprafaţă construită) este mare, astfel încât beneficiarii respectivi sunt interesaţi în cunoaşterea suprafeţei cu erori cât mai mici, pentru a putea obţine un preţ cât mai bun. Să presupunem că se solicită determinarea unei suprafeţe circulare, cu raza de 100 m cu abateri standard empirice (erori medii) de 2 m2, respectiv de 5 m2. Se cere precizia de măsurare care trebuie asigurată de instrumentul care urmează a fi folosit. 

 
Rezolvare
           Pentru rezolvarea problemei se va utiliza formula (3.42.) în care abaterea standard empirică sA  este, de această dată, cunoscută (impusă de beneficiar). 

Se cere să se calculeze abaterea standard empirică cu care trebuie determinată raza r, notată ca şi până acum sr , astfel încât suprafaţa respectivă să se determine cu erorile menţionate.  Abaterea standard empirică a razei r este obţinută din formula amintită mai sus:





                     sr= sA / 2 π r.                                                            (3.43)    


In exemplul considerat cele două răspunsuri sunt:



                           sr  = 0.003 m     respectiv     sr  = 0.008 m .

                  (3.44)
Asemenea precizii nu se mai pot abţine prin utilizarea unei panglici de oţel, care ar trebui să aibă posibilitatea de măsurare cu abateri standard a unei singure măsurători (o distanţă de 50 m) de 2.1 mm şi respectiv de 5,6 mm. 

Aceste solicitări ale beneficiarilor lucrărilor geodezice - cadastrale privind precizia finală a rezultatelor a impulsionat efectiv tehnica realizării instrumentelor electronice de măsurat distanţe. Acestea s-au perfecţionat deosebit de mult, atât în direcţia creşterii preciziei de măsurare cât şi a unei productivităţi superioare. Desigur şi preţurile de cost au crescut corespunzător. Aparate electronice de măsurat distanţe cu precizia solicitată de relaţiile (3.44) există, astfel încât dezideratul beneficiarului poate fi satisfăcut.

3.2.3. Funcţia reprezintă produsul dintre 

          două mărimi măsurate direct

Se consideră funcţia:
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în care măsurătorile directe 
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 şi 
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 au fost măsurate cu abaterile standard empirice ale unei singure măsurători notate cu  s1  şi respectiv  s2. Prin aplicarea formulei generale (3.6) se obţine:
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Aplicaţia 13

Se cere determinarea abaterii standard empirice a suprafeţei unei camere care are dimensiunile de 3,5 m * 4,5 m, măsurate cu o panglică de oţel, care în condiţiile date asigură abaterea standard a unei singure măsurători de 0.01 m.

Rezolvare

Formula (3.44) devine în acest caz particular:
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Rezultă că suprafaţa de 32,50 m2 a camerei a fost măsurată cu o eroare de 0,06 m2.


Aplicaţia 14


O situaţie relativ mai dificilă este atunci când mărimile măsurate direct care intervin  în relaţia (3.45) au dimensiuni diferite. Un astfel de caz poate fi considerat nivelmentul trigonometric topografic (la distanţe mici) - Fig.11.



Aşa cum rezultă din Fig.11., diferenţa de nivel ΔH12 dintre cele două puncte topografice P1 şi  P2 este dată de relaţia:

                                               ΔH12 =H2 - H1 = D12 ctg ζ1 + I1 - S2.                                              (3.48)

           Inălţimea instrumentului în staţie (I1) precum şi înălţimea semnalului vizat (S2) se măsoară cu multă atenţie, astfel că, de obicei, aceste mărimi sunt considerate fără erori ( sau mai exact spus erorile acestora sunt mult mai mici decât ale celorlalte mărimi care se măsoară direct, încât pot fi neglijate). Determinarea diferenţei de nivel prin nivelment trigonometric topografic (la distanţe mici) se bazează pe urmăroarele ipoteze simplificatoare: 

· raza de lumină are o curbură foarte mică pe intervalul de măsurare, astfel încât se admite că traseul parcurs este liniar ( se neglijează refracţia atmosferică);

· suprafaţa de nivel zero (care în Geodezie este considerată extrem de ondulată şi denumită geoid) este înlocuită cu planul de cotă zero, deoarece domeniul de măsurare este restrâns. 

În aceste ipoteze, formula de determinare a diferenţei de nivel este (3.48), în care intervin două tipuri de măsurători diferite:


· măsurători de distanţe D12;


· măsurători unghiulare zenitale ζ1.







În decursul timpului aparatura capabilă să măsoare asemenea mărimi a cunoscut o dezvoltare continuă. În prezent se utilizează pe scară din ce în ce mai largă staţiile totale care măsoară distanţe, direcţii orizontale şi unghiuri zenitale. Preciziile obţinute diferă de la un aparat la altul (de la o firmă la alta) şi exemplul care se va da în continuare are doar un caracter didactic. Se va presupune că distanţele sunt măsurate cu abateri standard de ordinul  1cm / km iar unghiurile zenitale sunt măsurate cu abateri standard de ordinul 50cc.
Abaterea standard a funcţiei (3.48) se poate determina aplicând relaţia (3.8) în ipotezele menţionate mai sus 
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           Cu ρcc s-a notat numărul de secunde centezimale conţinut de 1 radian. Pentru calcule aproximative se poate considera ρcc = 636 620cc şi, uneori (ca în exemplu nostru) ρcc ≈ 6 * 105. 

După cum se constată din formula (3.49) abaterea standard a diferenţei de nivel are două componente:










· prima componentă depinde de mărimea unghiului zenital şi de precizia cu care a fost măsurată distanţa dintre cele 2 puncte;

· a doua componentă depinde în primul rând de mărimea distanţei dintre punctele considerate şi de precizia de măsurare a unghiului zenital, precum şi de alţi factori, care fiind situaţi la numitorul expresiei, aduc o contribuţie mai redusă.

Aplicaţia 15

           Se au în vedere măsurătorile din Tabelele 6 şi 7.






În Tabelul 6 distanţa este considerată constantă (300,00 m) şi se au în vedere următoarele unghiuri zenitale: 10g ; 30g şi 70g .






În Tabelul 7 unghiul zenital este considerat constant (50g) şi se au în vedere  următoarele distanţe: 200 m; 400 m; 600 m. Se va considera precizia de măsurare a unghiului zenital 
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Abaterile standard empirice ale distanţelor măsurate se vor determina cu relaţia aproximativă:
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Se cere determinarea abaterilor standard empirice ale diferenţelor de nivel cu formula (3.4) şi compararea rezultatelor în funcţie de variaţiile parametrilor care intervin.


                          Tabelul 6. Variaţia abaterii standard empirice a diferenţei de nivel 

                  trigonometric în funcţie de modificarea unghiului zenital

	Nr.

crt.
	Distanţa

D
	Unghiul zenital

ζ
	Prima componentă
	A doua componentă
	Abaterea standard empirică a diferenţei de nivel trigonometric

	
	[km]
	[g]
	[cm]
	[cm]
	[cm]

	1.
	0.3
	10
	3.6
	9 270.3
	96.3

	2.
	0.3
	30
	0.3
	130.6
	11.5

	3.
	0.3
	70
	0.02
	8.8
	3.0


                                                            Tabelul 7. Variaţia abaterii standard empirice a diferenţei 

                                                           de nivel trigonometric în funcţie de modificarea distanţelor

	Nr.

crt.
	Distanţa

D
	Abaterea standard a distanţei

sD
	Unghiul zenital

ζ
	Prima componentă


	A doua componentă
	Abaterea standard empirică a diferenţei de nivel trigonometric

	
	[km]
	[cm]
	[g]
	[cm]
	[cm]
	[cm]

	1.
	0.2
	0.2
	50
	0.04
	9.86
	3.1

	2.
	0.4
	0.4
	50
	0.16
	39.47
	6.3

	3.
	0.6
	0.6
	50
	0.36
	88.83
	9.4


Comentarii:












· se observă că prima componentă din formula (3.49) are contribuţii mult mai mici comparativ cu cea de a doua componentă din aceeaşi formulă, în toate exemplele prezentate;


· din Tabelul 6 se constată că pe măsură ce unghiurile zenitale descresc (în ipoteza            D = constant) abaterile standard ale diferenţelor de nivel trigonometric cresc extrem de mult. De aceea unghiurile zenitale mici trebuie evitate; 


· din Tabelul 7 se constată că pe măsură ce distanţele cresc (în ipoteza  ζ = constant ) abaterile standard ale diferenţelor de nivel trigonometric cresc de asemenea . Trebuie atras atenţia că peste limita de 800 m, ipotezele admise în lucrările topografice nu mai pot fi acceptate (de exemplu în lucrările geodezice).

3.3. Compensarea măsurătorilor directe 

Se are în vedere acelaşi şir de măsurători directe (2.76) efectuate asupra unei singure mărimi. Se cere prelucrarea acestor măsurători prin aplicarea principiilor metodei celor mai mici pătrate (metoda pătratelor minime). Aceasta va consta din determinarea valorii compensate a mărimii măsurate, notată x precum şi estimarea preciziei de  măsurare . Măsurătorile vor fi considerate independente, adică satisfac ecuaţiile (2.133). 
3.3.1. Compensarea măsurătorilor directe de aceeaşi precizie 
După încheierea compensării trebuie îndeplinite condiţiile:
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    sau sub o formă mai convenabilă:      
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           (3.51)

de către toate măsurătorile efectuate.

Aşa cum s-a specificat în 2.5.2.2., corecţiile aparente v sunt accesibile cunoaşterii umane şi pot fi determinate prin prelucrări, numite tradiţional în geodezie compensări ale măsurătorilor efectuate.

Deoarece s-au presupus măsurători independente şi de precizii egale, compensarea are ca ecuaţie directoare condiţia de minim (2.105):
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Prin ridicarea la pătrat şi însumarea relatiilor (3.51) rezultă:



                                  [vv] = n x2 - 2 x [mo] + [momo].

                              (3.52)

Această condiţie este îndeplinită atunci când derivata de ordinul 1 a relaţiei de mai sus se anulează:
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Din relaţia de mai sus se obţine mărimea x căutată:
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care reprezintă media aritmetică a măsurătorilor efectuate, rezultat obţinut şi în 2.5.1.1.
3.3.1.1. Controlul calculelor. Deoarece în mod obişnuit în compensările care intervin în geodezie se operează cu un număr mare de măsurători, şi în consecinţă are loc un volum mare de calcule, etapele intermediare şi finale includ permanent operaţii de control, care au menirea de a evita complet greşelile de calcul.

· Controlul sumei corecţiilor aparente v. Dacă se adună relaţiile (3.51), se obţine:






         [v] = n x - [mo].




      (3.55)

Prin utilizarea formulei (3.54) rezultă în continuare:
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relaţie care este îndeplinită şi de erorile aparente e, conform cu relaţia (2.83), ceea ce  verifică, odată în plus, definiţia:  ei = - vi .
· Controlul sumei pătratelor corecţiilor aparente. Dacă ecuaţiile (3.51) sunt înmulţite fiecare cu v1 … vn  şi apoi  cu 
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,  rezultă prin însumare:
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           Prin înlocuirea ultimei relaţii în precedenta şi luând în considerare formula (3.56) se obţine: 
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 3.3.1.2. Estimarea preciziei. Deoarece mărimea compensată coincide cu media aritmetică, estimatorii de precizie pot fi preluaţi din 2.5.2.2.2.  

· Abaterea standard empirică a unei singure măsurători:
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· Abaterea standard empirică a mărimii compensate x se calculează cu formula (2.99) deoarece mărimea x este media aritmetică (3.54) a unui şir de n mărimi măsurate direct:
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3.3.2. Compensarea măsurătorilor directe de precizii diferite

În această ipoteză, compensarea are ca ecuaţie directoare condiţia de minim (2.106):
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Pentru calculele care vor urma este util să se ridice la pătrat relaţiile (3.51) şi să fie multiplicate cu ponderile pi aferente. In acest mod se obţine:
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Prin însumare rezultă:


                                       [pvv] = x2 [p] - 2x [pmo] + [pmomo].


                  (3.60)

Pentru determinarea mimimului funcţiei de mai sus se determină prima derivată, care trebuie să fie egală cu zero:
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Rezultă mărimea x căutată în situaţia măsurătorilor independente  şi de precizii diferite:
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Aceasta reprezintă media ponderată a măsurătorilor avute în vedere, rezultat care s-a anticipat în 3.1.2., formula (3.20), dar care nu fusese demonstrat.

Observaţie
Corecţiile vi se calculează tot cu relaţiile (3.51), dar mărimea compensată este obţinută cu formula (3.62).

3.3.2.1. Calcule de control. Analog ca în 3.3.1. se deduc în continuare relaţii utile pentru controlul calculelor.

· Controlul sumei [pv]

După multiplicarea relaţiilor (3.51) cu ponderile aferente se obţine prin însumare:



                                     [pv] = x [p] - [pmo].


                              (3.63)


Având în vedere relaţia (3.62) rezultă:
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· Controulul sumei [pvv]

Din relaţiile (3.96) şi (3.98) rezultă după calcule simple:
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3.3.2.2. Estimarea preciziei. Analog cum s-a procedat în 2.6.3.2., se pot multiplica şi corecţiile aparente vi cu radăcina de ordinul doi din ponderea aferentă, obţinându-se noi corecţii 
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 care sunt însoţite de ponderi egale cu unitatea. 
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Astfel măsurătorile ponderate se transformă  în măsurători de aceeaşi precizie, revenindu-se la situaţia examinată anterior. Prin urmare, parametrii de precizie se obţin analog ca în 3.3.1.2.:

· Abaterea standard a unităţii de pondere se deduce cu formula (2.94): 
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· Abaterea standard empirică a unei măsurători 
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· Abaterea standard empirică a mărimii compensate x se poate deduce din formula de obţinere a acestei mărimi: 
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considerată ca o funcţie de mărimi independente, măsurate direct (3.1.). Prin utilizarea relaţiei (3.6) rezultă:
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Utilizând formula (3.68) se obţine în continuare: 
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adică aceeaşi relaţie (3.22) ca în 3.1.2.
           Aplicaţia 16
           Se consideră şirul de măsurători ponderate 
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 din Aplicaţia 6 (Tabelul 4). Să se determine mărimea compensată x şi principalii parametri de precizie. 

           Să se compare rezultatele din cele două aplicaţii.                                

   Tabelul 5. Compensarea măsurătorilor directe ponderate                       
	Nr.

crt.
	Măsurători
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	Ponderipi
	Corecţiivi
	Abaterile standard empirice ale măsurătorilor 
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(3.68)
	C a l c u l e

	
	[m]
	
	  [mm]
	[mm]
	

	0
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	143.2573
	1.04
	   10.08
	10.37
	Mărimea compensată (3.62): 

x = 143.26738 m

	          2
	    143.2815
	      0.58
	            -14.12
	                       13.92
	Abaterea standard a unităţii de pondere (3.67): 

s0 = 10.5 mm

	3
	143.2686
	1.88
	  -1.22
	  7.72
	Abaterea standard a mărimii compensate (3.71) : 

sx = 3.5 mm


Controale 

( [pv] = 0,00 mm (formula (3.64))

( [pvv] = 224.1060 mm2  obţinută prin calcul direct 

( [pvv] = 224.1060 mm2 (formula (3.66))


Observaţii

· Rezultatele finale 
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 (în Aplicaţia 6) respectiv x (în Aplicaţia 16) coincid, fiind reprezentate de media ponderată a măsurătorilor directe avute în vedere. 

· Parametrii care descriu precizia măsurătorilor şi a rezultatelor finale au valori diferite. Aceştia au fost deduşi prin utilizarea unor principii şi ipoteze diferite, specifice gradului de informaţii existent într-un anumit stadiu al prelucrării măsurătorilor geodezice. Rezultatele finale diferă în primul rând datorită modalităţii de calcul al abaterii standard empirice a unei singure măsurători so : aceasta s-a dedus în Aplicaţia 6 cu relaţia (3.10) şi în Aplicaţia 16 cu relaţia (3.67). Cu relaţia (3.67) se obţin rezultate mai apropiate de cele probabile (formula (2.106)), astfel încât se poate afirma că estimatorii de precizie determinaţi în Aplicaţia 16 sunt deduşi într-o ipoteză mai evoluată a prelucrării decât cei corespondenţi din Aplicaţia 6. 



































































Fig. 10. Transmiterea erorii unghiulare într-o drumuire planimetrică























Fig. 11. Nivelmentul trigonometric topografic (la distanţe mici)
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