Capitolul 4

Prelucrarea măsurătorilor indirecte


In cadrul prelucrării măsurătorilor geodezice s-au dezvoltat, în decursul unei îndelungate perioade de timp (aproape două secole), mai multe categorii de metode de rezolvare a problemelor din ce în ce mai complexe care au intervenit în domeniul ştiinţei cunoscută sub denumirea de geodezie. Unele dintre aceste metode s-au perfecţionat continuu, fiind aplicate cu mai multă intensitate, altele dimpotrivă şi-au pierdut treptat aplicabilitatea. Motivaţiile în acest sens sunt multiple: randament mai scăzut sau chiar anumite dificultăţi în utilizare, în mod deosebit în ceea ce priveşte programarea calculelor pentru a fi efectuate de calculatoarele electronice.

Rezolvările care s-au folosit cel mai des la prelucrarea observaţiilor efectuate în lucrările geodezice pot fi cuprinse în două mari categorii de metode:  


· metoda observaţiilor indirecte;

·  metoda observaţiilor condiţionate,

care vor fi examinate în următoarele două capitole. 


Se cunosc şi alte metode, de mai mare complexitate, utilizate însă pentru rezolvarea unui număr mai restrâns de probleme, de regulă de natură ştiinţifică, astfel încât tratarea lor depăşeşte destinaţia manualului. 


Pentru a se asigura, pe de o parte, înţelegerea de către studenţi a tematicii expuse, iar pe de altă parte pentru a se putea permite efectuarea unei legături cu alte lucrări mai dezvoltate, expunerea se va face în paralel, atât prin notaţii clasice cât şi şi prin notaţii matriceale.

Prelucrarea măsurătorilor în reţelele geodezice mai vechi s-a realizat prin metoda observaţiilor condiţionate. În ultimele decenii, pe măsură ce posibilităţile de calcul au evoluat, s-au perfecţionat şi modelele de prelucrare, astfel încât metoda observaţiilor indirecte a căpătat o aplicabilitate aproape universală. Această metodă are următoarele avantaje specifice comparativ cu metoda observaţiilor condiţionate:

· programarea calculelor este mult mai uşor de realizat;

· evaluarea preciziei este realizată complet şi cu un volum de calcul mult mai redus;

· aplicarea unor verificări de natură statistică este mult mai accesibilă.

În continuare se vor descrie ambele metode menţionate, însă manualul pledează pentru introducerea programelor de prelucrare prin metoda observaţiilor indirecte.
4.1. Ecuaţiile corecţiilor  


In acest capitol se va avea în vedere tot un şir de măsurători de forma (2.76) dar care sunt efectuate într-o reţea geodezică, deci nu asupra unei singure mărimi:
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Asemenea măsurători pot fi de aceeaşi precizie sau de precizii diferite şi pot fi de diferite genuri (unghiuri, direcţii, distanţe, diferenţe de nivel etc.) în funcţie de tipul şi destinaţia reţelei geodezice. Fiecare dintre aceste măsurători poate proveni din prelucrări locale, ca  măsuratori directe, aşa cum s-a tratat în 2.6.3.1, având un anumit grad de corelaţie statistică, de care ar trebui să se ţină seama în prelucrarea care se se va efectua în reţea. O astfel de tratare ar depăşi cadrul şi destinaţia manualului.

Pentru simplificarea expunerii, se vor avea în vedere  măsurători independente (care respectă condiţiile (2.133)) şi de precizii diferite (2.6.3.2). Sevor face  şi particularizări, pentru măsurători de aceeaşi precizie printr-o ecuaţie de forma (2.142), astfel încât matricea ponderilor devine egală cu matricea unitate ( relaţia (2.143)). 


Aşa cum s-a mai menţionat în celelelte capitole ale manualului, valorile teoretice notate 
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 ale măsurătorilor, rămân inaccesibile cunoaşterii umane, prin diferitele metode de prelucrare obţinându-se valori mai mult sau mai puţin apropiate de acestea. 

Rezultatele prelucrărilor măsurătorilor geodezice se numesc curent, mărimi compensate şi vor fi notate cu m. În funcţie de acestea se poate defini vectorul corecţiilor aparente obţinute prin compensare, care va fi notat tot cu v, ca  în 2.5.2.2., dar care aici rezultă  din compensarea măsurătorilor efectuate în întreaga  reţea geodezică:




                        v = m - mo.                                                             (4.1)


Un scop important al prelucrării măsurătorilor constă in determinarea unor parametri:




                              X = [X1, X2, …, Xu]T,                                                    (4.2)

în care se cuprind, în primul rând, parametrii de poziţionare ai reţelei geodezice în sistemul de coordonate corespondent, dar şi alte mărimi care intervin în prelucrare.O caracteristică importantă a prelucrărilor măsurătorilor geodezice este reprezentată de faptul că numărul de măsurători mo, care se va nota cu n este întotdeauna mai mare decât numărul parametrilor X , notat u:

               n  >  u  .  


          

        (4.3)


Există posibilităti specifice fiecărui tip de reţea geodezică pentru calculul valorilor provizorii ale parametrilor şi care vor fi cuprinse în vectorul notat X*:




                       X* 
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Între valorile provizorii ale parametrilor şi cele deduse din compensare există relaţia:




                                X = X* + x,                                                                (4.5)

în care x este vectorul cu care se lucrează efectiv în calculele de compensare.

Prin urmare, în urma prelucrării se vor determina două şiruri de corecţii: pentru măsurători şi respectiv pentru necunoscute:
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                                      Conceptul de bază al metodei observaţiilor indirecte constă în exprimarea fiecărei mărimi 
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 , pentru care s-a efectuat măsurătoarea 
[image: image6.wmf]0

i

m

 (cuprinsă în vectorul (2.76)), prin parametrii conţinuţi de vectorul (4.2). Rezultă astfel un număr de n ecuaţii, cu u necunoscute în care întodeauna se respectă inecuaţia (4.3):




                       m1 = f1 (X1, X2, …, Xu);




                       m2 =  f2 (X1, X2, …, Xu);




               
    …      …         …                                                             (4.7)



                       mn = fn (X1, X2, …, Xu).


4.1.1. Forma liniară a ecuaţiilor corecţiilor 


In general, relaţiile (4.7) nu sunt de formă liniară, totalitatea lor constituind aşa-zisul model funcţional neliniarizat al compensării măsurătorilor geodezice prin metoda măsurătorilor indirecte. Aceste relaţii depind de geometria intrinsecă a reţelei geodezice considerate, precum şi de natura şi tipul măsurătorilor geodezice care stau la baza determinărilor


Folosind relaţiile (4.1) şi (4.5), ecuaţiile (4.7) se pot scrie mai dezvoltat sub forma: 
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sau, mai concentrat, sub formă matriceală:
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Dezvoltând în serie Taylor relaţiile de mai sus, doar până la termenii de ord.1, rezultă următorul sistem de ecuaţii liniarizate specific metodei observaţiilor indirecte:
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Dacă se notează:
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şi se acceptă aproximaţia introdusă prin liniarizare, se obţine din (4.10) modelul funcţional al ecuaţiilor corecţiilor la metoda observaţiilor indirecte:
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In notaţie matriceală sistemul de mai sus se scrie:



                                             v = Bx + 
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în care:

                                                  B 
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iar vectorii v şi x au fost definiţi cu relaţiile (4.6). 
Observaţii

· ecuaţiile (4.13) se numesc uzual ecuaţiile corecţiilor. Trebuie atras atenţia că fiecare ecuaţie conţine o singură corecţie v;

· coeficienţii ai, bi,…, ui (i = 1, …, n) se numesc coeficienţii necunoscutelor, iar mărimile 
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i , termeni liberi ai ecuaţiilor de corecţie. În acest sistem, formal, atât xj (j = 1, 2, … , u) cât şi     vi (i = 1, 2, … , n) au rolul de corecţii, fiind în acelaşi timp şi necunoscutele generale care intervin în întregul complex  de prelucrare a măsurătorilor (în număr total de n+u). Pentru a le putea evidenţia mai bine, s-au  convenit, în decursul timpului, următoarele: 

·     pentru mărimile vi, s-a adoptat denumirea de corecţii, deoarece ele sunt ataşate măsurătorilor geodezice directe 
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, efectuate în reţea. Fiecare dintre acestea are rolul de a anihila un şir întreg de erori elementare întâplătoare, care se produc la efectuarea măsurătorii corespondente;

·     pentru mărimile xj, s-a adoptat noţiunea de necunoscute, acestea find ataşate mărimilor aproximative  
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 cu care se operează în modelul funcţional. 

· calculele de formare a matricei B (care are, în baza notaţiilor introduse, n linii şi u coloane) sunt dependente de natura reţelei geodezice, de dimensiunile sale, precum şi de modul în care sunt dispuse efectiv măsurătorile geodezice în reţea. De aceea, această matrice este denumită matrice de configuraţie (a reţelei geodezice). Coeficienţii conţinuţi de matricea B sunt calculabili, în funcţie de valorile provizorii ale necunoscutelor 
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 , aşa cum s-a notat simbolic în relaţiile de definiţie (4.12) prin indicele inferior * la fiecare derivată parţială;

· dacă chiar de la început, funcţiile fi, au o formă liniară, este indicată totuşi introducerea valorilor provizorii 
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  pentru ca în calcule să se opereze cu numere mici.

· referitor la operaţiile de întocmire a sistemului liniar al ecuaţiilor de corecţie se mai fac următoarele precizări:

· fiecare măsurătoare generează o ecuaţie de corecţie. Mărimile măsurate participă la calculul termenilor liberi, aşa cum rezultă din relaţia (4.11). Eroarea termenului liber va fi egală cu eroarea mărimii măsurate, deoarece mărimile provizorii X* sunt constante, deci nu sunt afectate de erori;

· dacă măsurătorile 
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, au fost determinate cu aceeaşi precizie şi ecuaţiile sistemului liniar de corecţie vor fi de aceeaşi precizie. In caz contrar va rezulta un sistem liniar de ecuaţii în care fiecare dintre acestea are o anumită pondere, identică cu cea a măsurătorii din care provine ecuaţia. Acestea pot fi reduse la sisteme de  aceeaşi precizie, dacă fiecare ecuaţie se multiplică cu radicalul de ordinul doi din ponderea mărimii măsurate, aşa cum s-a procedat  şi în 3.3.2.2.;

· ca urmare, rezultă că o ecuaţie de corecţii nu poate fi multiplicată cu o anumită constantă întrucât se va modifica ponderea sa;

· atunci când coeficienţii unei necunoscute, de exemplu ai, sunt mult mai mici sau mult mai mari decât coeficienţii celorlalte necunoscute bi, ci, …, pentru necunoscuta corespondentă 
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 se va introduce preliminar în prelucrare o mărime intermediară 
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, unde puterea k trebuie aleasă convenabil astfel încât să se realizeze omogenizarea coeficienţilor ecuaţiilor (aceştia să aibă aproximativ acelaşi ordin de mărime). Pentru a nu se modifica soluţiile corecte ale sistemului liniar al ecuaţiilor de corecţii iniţiale, va trebui ca în partea finală a prelucrării să se împartă necunoscuta respectivă 
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, obţinută din compensare, cu constanta 10k. 

4.1.2. Posibilităţi de estimare a ponderilor ecuaţiilor corecţiilor

Aşa cum s-a menţionat la începutul acestui capitol, în continuare se vor avea în vedere măsurători ponderate, cuprinse în vectorul:

                                                                p = [p1, p2, …, pn]T,                                                      (4.16) 

sau mai general în matricea P definită prin formula (2.137).

Definiţia teoretică a ponderilor este dată de relaţia (2.136), care cuprinde însă mărimi care nu pot fi determinante practic (2.5.2.2.1.). 

În diverse etape ale prelucrării, se pot determina valori din ce în ce mai exacte ale ponderilor, care vor avea tendinţa să se aproprie de ponderile teoretice. Acestea reprezintă componente importante ale modelului stochastic al prelucrării şi pot influenţa benefic sau negativ desfăşurarea acesteia, inclusiv rezultatele finale, în funcţie de modul în care au fost calculate. Anterior s-au făcut unele referiri concrete la determinarea ponderilor (relaţia (3.9), Tabelul 4 ş.a.). Completăm lista acestora cu alte posibilităţi, rezultate din utilizarea unor ipoteze mai mult sau mai puţin exacte, a căror expunere, în detaliu, nu este neapărat necesară.

4.1.2.1. Estimarea ponderilor în funcţie de erorile medii de măsurare, calculate în prelucrări locale: (Ghiţău, 1983, pg.385): 

· la măsurarea direcţiilor orizontale, se efectuează compensarea în staţie care include calculul abaterii standard a unei direcţii oarecari, notată 
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 . Se poate emite ipoteza că toate vizele efectuate în staţia respectivă au aceeaşi pondere:
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în care c este o constantă (este indicat ca aceasta să reprezinte o  valoare medie a tuturor abaterilor standard (
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  obţinute în punctele reţelei geodezice, notate simbolic cu R );

· în cazul observaţiilor unghiulare zenitale, ponderea ar putea fi exprimată în funcţie de varianţa empirică a diferenţei de nivel 
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 sau în funcţie de pătratul distanţei D dintre cele două puncte:
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Ultima relaţie are o aplicabilitate mult mai mare. 

Uneori s-a folosit în acest scop eroarea unghiului zenital mediu:
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· în cazul prelucrării diferenţelor de nivel s-a folosit, aproape fără excepţie următoarea formulă:
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Lkm  fiind lungimea liniei de nivelment exprimată în kilometri. În acest fel  abaterea standard a unităţii de pondere rezultă în 
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, atunci când corecţiile v sunt determinate în mm; 

· în cazul prelucrări distanţelor, ponderea se determină de regulă cu formula:
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unde:
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în care a şi b sunt constante specifice pentru fiecare aparat. 

4.1.2.2. Estimarea ponderilor în funcţie de numărul de măsurători. Numărul observaţiilor efectuate asupra unei mărimi influenţează direct precizia de măsurare şi ca urmare ponderea sa. Rezultă că numărul de măsurători poate împărţi măsurătorile efectuate în grupe de precizii diferite.

4.1.2.3. Estimarea ponderilor în funcţie de prelucrări preliminare separate. Determinarea ponderilor poate fi considerată un proces interativ:

· într-o primă iteraţie se realizează compensarea reţelei geodezice,  considerându-se ponderile specifice pentru fiecare categorie de măsurători (de exemplu dacă se au în vedere  direcţii orizontale α  atunci ponderile se determină cu cu relaţia (4.17) şi dacă intervin şi distanţe D atunci ponderile se determină cu   relaţia (4.20). Există posibilitatea ca la finele acestei primei iteraţii să se determine estimatori globali pentru tipurile de măsurători care intervin  în prelucrare sα  şi respectiv sD (metodele vor fi examinate la cursul de Geodezie);

· într-o etapă următoare a compensării se utilizează estimatorii calculaţi anterior, sα  şi respectiv sD pentru tipurile de măsurători avute în vedere, prin atribuirea unor coeficienţi globali de pondere, specifici pentru fiecare categorie de măsurători. (Wolf, 1968, Ghiţău, 1983 ş.a.). 

· prelucrarea se repetă, în aceeaşi strategie, pînă când valoarea coeficienţilor globali de pondere se stabilizează.

4.2 . Ecuatiile normale 

Aşa cum s-a specificat de mai multe ori în manual, în cazul metodei observaţiilor indirecte numărul n de măsurători (implicit de ecuaţii de corecţii) este întodeauna mai mare decât numărul de necunoscute u care trebuie determinate. În aceste condiţii, sistemul de ecuaţii (4.13) se poate rezolva numai prin introducerea unei condiţii suplimentare, care de regulă are forma specifică proceselor de optimizare, în care intervine o condiţie de minim ( sau de maxim).

4.2.1. Formarea sistemului de ecuaţii normale 

Pentru realizarea dezideratului menţionat mai înainte, în prelucrările observaţiilor geodezice se foloseşte algoritmul cunoscut sub denumirea Gauss-Markov, care are ca funcţie obiectiv (funcţie scop) una dintre relaţiile (2.132), (2.106) sau 2.105), în funcţie de caracteristicile modelului stochastic al prelucrării.

Dacă ne referim la cel mai des folosit model stochastic în prezent, reflectat de condiţia (2.106) se poate scrie mai în detaliu:
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sau în raport de sistemul (4.13):
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Minimul funcţiei (4.24) este realizat atunci când se respectă condiţiile:
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Ca exemplificare, vom proceda în detaliu pentru prima condiţie de mai sus, din care rezultă:
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sau, ţinând seamă din nou de sistemul ( 4.13), se obţine în continuare folosind simbolulul sumă Gauss :
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Analog, folosind celelalte condiţii din (4.25) rezultă:

                                              [pbv] = 0 ;   [pcv] = 0 ;   … ;   [puv] = 0 .                                      (4.28)

Ansamblul condiţiilor (4.27), (4.28) poate fi scris sub următoarea formă matriceală:
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Dacă se folosesc condiţiile menţionate mai sus şi se înmulţesc corespunzător ecuaţiile sistemului (4.13) rezultă, după însumările corespondente, următorul sistem:
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care poartă denumirea de sistem al ecuaţiilor normale. Acesta are următoarele caracteristici principale:

· numărul ecuaţiilor este egal cu numărul necunoscutelor;

· sistemul este simetric faţă de diagonală;

· termenii de pe diagonală sunt pătratici ( sunt toţi pozitivi). 

Sub formă matriceală, sistemul de ecuaţii normale se poate scrie mai prescurtat:

                                                                    N x + 
[image: image43.wmf]l

*= 0 ,                                                            (4.31)

în care s-au notat:
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Se demonstrează că în cazul reţelelor geodezice fără constrîngeri sau al reţelelor geodezice constrînse (cazul quasigeneral din lucrările de cadastru)
rang B = rang N = r = min (n,u) = u .                                        (4.33)

În asemenea situaţii se poate calcula matricea inversă notată N-1, care are următoarele proprietăţi principale:

                                                                N-1 N = N N-1 = I    ,                                                    (4.34)
unde cu I s-a notat matricea unitate.

 
Matricea inversă N-1 va îndeplini un rol important în evaluarea preciziei mărimilor rezultate din prelucrare:

                                          
[image: image45.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

=

-

u

u

u

u

u

u

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

L

L

L

L

L

L

L

2

1

2

2

2

2

1

1

2

1

1

1

1

Q

N

.                                     (4.35)

Componentele 
[image: image46.wmf]i
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 ai matricei Qxx se numesc coeficieţi de pondere ai parametrilor Xj. 

În aceste condiţii, din sistemul (4.31) se pot calcula parametrii x ai modelului funcţional:

                                                                    x  =  - N-1  
[image: image47.wmf]l

  *.                                                         (4.36)

Introducând valorile calculate ale parametrilor x în ecuaţiile (4.13) se pot calcula corecţiile v şi, în continuare, valorile probabile ale parametrilor X (cu relaţia (4.5)) şi ale mărimilor compensate  m ( cu relaţia (4.1)).

 In acest fel se încheie prima etapă a prelucrării.

În cazul reţelelor geodezice libere, în care nu se acceptă nici un punct geodezic cu coordonate fixe, condiţia (4.33) nu mai este respectată, luând naştere un defect de rang, ce va fi notat cu d: 

                                                                       d = u - r,                                                                 (4.37) 

care este acelaşi pentru matricile B şi N. Ca urmare, matricea sistemului de ecuaţii normale devine singulară:

                                                                       det N = 0,                                                              (4.38) 

adică nu mai este posibilă determinarea matricei inverse clasice N-1. Abordarea unei asemenea problematici depăşeşte cadrul manualului şi poate fi urmărită de cititorul interesat în lucrări mai dezvoltate (Koch, 1980, 1985, Ghiţău, 1983 ş.a.).

4.2.2. Indicaţii practice privind formarea sistemului

          ecuaţiilor normale. Controlul calculelor

În cazul în care calculele se efectuează cu calculatoare neprogramabile, este indicat ca acestea să se desfăşoare ca în Tabelul 6, care conţine şi controale specifice, astfel încât să fie evitată orice greşală de calcule.

                                                                                           Tabelul 6. Formarea ecuaţiilor normale.

	Nr.

ec.
	pi
	ai
	bi
	
	ui
	
[image: image48.wmf]l

i
	si
	piai
	pibi
	
	piui
	pili
	pisi
	Con-troale

	1
	p1
	a1
	b1
	…
	u1
	
[image: image49.wmf]l

1
	s1
	p1a1
	p1b1
	…
	p1u1
	p1
[image: image50.wmf]l

1
	p1s1
	x

	2
	p2
	a2
	b2
	…
	u2
	
[image: image51.wmf]l

2
	s2
	p2a2
	p2b2
	…
	p2u2
	p2
[image: image52.wmf]l

2
	p2s2
	x

	
	...
	…
	…
	…
	…
	…

	n
	pn
	an
	bn
	…
	un
	
[image: image53.wmf]l

n
	sn
	pnan
	pnbn
	…
	pnun
	pn
[image: image54.wmf]l

n
	pnsn
	x

	  (
	
	[a]
	[b]
	…
	[u]
	[
[image: image55.wmf]l

]
	 [s] /[s]      
	[pa]
	[pb]
	
	[pu]
	[p
[image: image56.wmf]l

]
	[ps]1
	[ps]2


Aşa cum se observă,  în prima parte a Tabelului 6 se formează  sumele 
[image: image57.wmf]i

s

 ;  i(1,2, … ,n) ,  pe fiecare linie a tabelului, în care nu se includ ponderile pi, ci doar coeficienţii ecuaţiilor:
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Un prim control al calculelor este oferit de însumarea pe verticală a termenilor care intervin în sistemul (4.39) 

                         

        [s] = [a]+ [b] + … + [u] + [
[image: image59.wmf]l

] ,                                           (4.40)

rezultat care va fi identic cu însumarea termenilor din coloana notată si.

În partea a doua a Tabelului 6 se fac produsele dintre ponderile ecuaţiilor atât cu coeficienţii care intervin în acestea cât şi cu sumele si determinate anterior. Se obţine prin urmare, din sistemul  ( 4.39):
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Fiecare dintre ecuaţiile de mai sus oferă un control pe fiecare linie, care poate fi formulat astfel: suma produselor dintre ponderea liniei şi coeficienţii ecuaţiilor corecţilor din linia considerată trebuie să fie egală cu produsul dintre ponderea respectivă şi suma s corespondentă.

Însumând pe verticală termenii care sunt incluşi în (4.41) se obţine:

                                                      [ps] =[pa] + [pb] +…+[pu] + [p
[image: image61.wmf]l

].                                       (4.42)

Formula de mai sus generalizează regula de control menţionată mai sus, existând posibilitatea ca termenul  [ps]  să se formeze în două moduri:

· se adună pe orizontală cifrele din partea a 2-a a Tabelului 5 şi rezultă [ps]1; 

· se adună pe verticală cifrele din coloana controale, şi rezultă [ps]2. Evident, controlul final va fi dat de relaţia:

      





[ps]1=[ps]2.                                                           (4.43)

            Tabelul 7. Ecuaţiile normale. Controlul calculelor

                                          a]         b]                          u]           
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]            s]                                       

	[pa
	[paa]
	[pab]
	…
	[pau]
	[pa
[image: image63.wmf]l

]
	[pas]
	Control

	[pb
	
	[pbb]
	…
	[pbu]
	[pb
[image: image64.wmf]l

]
	[pbs]
	Control

	(
	
	
	…
	…
	…
	…
	…

	[pu
	
	
	
	[puu]
	[pu
[image: image65.wmf]l

]
	[pus]
	Control

	[p
[image: image66.wmf]l


	
	
	
	
	[p
[image: image67.wmf]l



 EMBED Equation.3  [image: image68.wmf]l

]
	[pls]
	Control


Şi la formarea propriu-zisă a ecuaţiilor normale se poate aplica regula menţionată anterior, cu adaptările respective, pentru controlul calculelor pe fiecare linie a  Tabelului 7 (pentru fiecare ecuaţie normală).

Deoarece sistemul ecuaţiilor normale este simetric faţă de diagonală, Tabelul 7 conţine doar coeficienţii necunoscutelor situaţi deasupra acestei diagonale. Din acest motiv pentru prima linie controlul calculelor decurge firesc, pentru celelalte linii, controlul se execută şi prin considerarea termenilor situaţi deasupra liniei respective, pe verticala termenului pătratic (aşa-zisul control       în ╚ ). Spre exemplificare, să examinăm controlul formării coeficienţilor din ecuaţia a doua normală. Pentru aceasta sistemul (4.39) este îmulţit pe verticală corespunzător cu  b1, b2,…, bn  şi  după însumare rezultă: 

                                                 [pbs] =[pab] + [pbb] +…+ [pbu] + [pb
[image: image69.wmf]l

].                                 (4.44)

Se confirmă astfel, ceea ce s-a menţionat anterior: la însumarea coeficienţilor care intervin în linia a doua a Tabelului 7 se adună şi termenul [pab] situat pe verticală, pentru a se obţine controlul cu termenul [pbs] din ultima coloană a liniei.

4.2.3. Rezolvarea sistemelor de ecuaţii normale 

Una dintre problemele care necesită un volum de calcul remarcabil, în cadrul tuturor prelucrărilor măsurătorilor geodezice, este constituită de rezolvarea sistemelor de ecuaţii normale de formele (4.30) sau (4.31), la metoda observaţiilor indirecte. Sisteme de ecuaţii normale asemănătoare se vor obţine şi la metoda observatiilor condiţionate (în capitolul următor). Acestea sunt sisteme de ecuaţii liniare, în care numărul necunoscutelor este egal cu cel al ecuaţiilor.

Se cunosc multe metode de rezolvare a unor asemenea sisteme care s-au dezvoltat pe măsura creşterii dimensiunilor acestora (în cadrul reţelelor geodezice naţionale ale marilor state ale lumii rezultă sisteme normale cu zeci sau chiar sute de mii de ecuaţii) şi a dezvoltării tehnicii de calcul

Dintre aceste metode se distinge metoda eliminărilor succesive a lui Gauss, atât din punctul de vedere al tradiţiei de aplicare în geodezie, precum şi prin posibilităţile pe care le oferă la controlul calculelor pe parcurs şi în finalul acestora. Metoda s-a aplicat şi se aplică şi în prezent aproape în toate situaţiile în care rezolvarea sistemului de ecuaţii se realizează cu mijloace de calcul neprogramabile. Aşa cum o arată şi numele, metoda are ca principiu eliminarea în trepte a necunoscutelor care intervin în sistemul de ecuaţii normale.

Ca exemplificare se prezintă în continuare rezolvarea unui sistem de 3 ecuaţii normale, specifice observaţiilor de precizii diferite, având ca model exemplul din Fotescu (1975, pg. 43):
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Metoda de rezolvare constă din reducerea numărului de necunoscute, prin eliminări succesive. 

Din prima ecuaţie a sistemului (4.45) se elimină necunoscuta x1:
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şi se introduce în celelalte două ecuaţii, rezultând:
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Dacặ se introduc notaţiile:
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denumite algoritmi Gauss de ordinul 1. Aceştia reprezintă noi expresii ale coeficienţilor necunoscutelor, şi se formează după o regulă relativ simplu de stabilit, prin compararea corespondentă a sistemelor (4.46) cu (4.47). Prin intermediul acestor algoritmi, ecuaţiile (4.47) se pot scrie mult mai concentrat:
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Observaţii

· Denumirea de algoritm, atribuită unor coeficienţi, este relativ improprie, dar are o tradiţie deosebită, astfel că va fi folosită  şi în manual.
· Algoritmii Gauss au o regulă simplă de formare, pe care cititorul o poate deduce cu uşurinţă din relaţiile de definiţie (4.48). Regula, adaptată corespunzător, se păstrează şi în continuare, la formarea algoritmilor Gauss de ordinul 2, care vor interveni în ecuaţia următoare, dar şi, eventual, la algoritmii Gauss de ordinul 3, 4, … ş.a.m.d., în funcţie de numărul ecuaţiilor cuprinse de sisteme de forma (4.45). 

Din prima ecuaţie a sistemului (4.49) se elimină în continuare necunoscuta x2:
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a cărei valoare se introduce în a doua ecuaţie a sistemului (4.48), rezultând: 
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Utilizînd notaţiile specifice pentru algoritmii Gauss de ordinul 2 se poate scrie:
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În acest mod ecuaţia (4.51) se poate scrie mult mai concentrat, sub forma:

                                                            [pcc.2] x3  + [pc
[image: image78.wmf]l

.2] = 0 .                                                (4.53)

Ca un prim rezultat al rezolvării sistemului de ecuaţii normale avut în vedere se obţine:
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                                                           (4.54)

În continuare, în ordine inversă, cu relaţiile (4.50) şi (4.46) se deduc necunoscutele x2 şi x1. Toate calculele de eliminare cât şi de determinare a necunoscutelor se pot face  într-un tabel numit schema Gauss, redusă care se prezintă în continuare, în Tabelul 8. 

4.2.4. Indicaţii practice privind rezolvarea sistemului 

          de ecuaţii normale cu metoda Gauss. 

          Controlul calculelor

Calculele în schema Gauss redusă se desfăşoară astfel:

· se înscriu coeficienţii ecuaţiilor normale în liniile:

· pentru ecuaţia 1 în linia (1);

· pentru ecuaţia 2 în linia (3); 

· pentru ecuaţia 3 în linia (6).

 Tabelul 8. Schema Gauss redusă

	
	x1
	x2
	x3
	L
	S
	control

	
	(1)
	(2)
	(3)
	(4)
	(5)
	(6)

	(1)
	[paa]
	[pab]
	[pac]
	[pa
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]
	[pas]
	

	(2)
	-1
	-
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[

]

paa

pab


	-
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[

]

paa

pac


	-
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[

]

paa

pa

l


	-
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[

]

paa

pas


	se face

control

	(3)
	x1 = …
	[pbb]
	[pbc]
	[pb
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]
	[pbs]
	

	(4)
	
	[pbb.1]
	[pbc.1]
	[pb
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.1]
	[pbs.1]
	se face

control

	(5)
	
	-1
	-
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[

]

pbb.1

pbc.1


	-
[image: image88.wmf][

]

[

]

pbb.1

.1

pb

l


	-
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[

]

pbb.1

pbs.1


	se face

control

	(6)
	
	x2 = …
	[pcc]
	[pc
[image: image90.wmf]l

]
	[pcs]
	

	(7)
	
	
	[pcc.2]
	[pc
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.2]
	[pcs.2]
	se face

control

	(8)
	
	
	-1
	-
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[
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l


	-
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[
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pcc.2
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	se face

control

	
	
	
	x3 = …
	
	
	



Verificarea soluţiilor:

                        [(S - L) x] = …               ;               

                        -[ L ]         = …


Observaţii

· Deoarece sistemul de ecuaţii normale este simetric faţă de diagonală, este suficient să fie înscrişi doar coeficienţii situaţi  pe diagonală precum şi cei deasupra acesteia.

· Calculele referitoare la prima  ecuaţie normală decurg apoi după următoarea schemă:

· se împarte linia (1), cu coeficientul - [paa], obţinându-se linia (2) şi care se regăseşte în prima ecuaţie eliminatorie(4.46);    

· controlul din linia 2 este uşor de demonstrat de către cititor. Analog vor decurge controalele din liniile (5) şi (8) sau şi din alte linii, similare, atunci cînd sistemul de ecuaţii normale are dimensiuni mai mari;
· liniile   (2), (5) şi (8) ... se numesc tradiţional linii roşii. La rezolvarea ecuaţiilor normale cu calculatoare neprogramabile, este indicat ca cifrele din aceste linii să fie scrise cu o culoare diferită de celelalte cifre din tabel. De asemenea, este indicat ca numerele situate în liniile roşii să aibă un număr sporit de zecimale decât celelalte  cifre care intervin în tabel (în funcţie de mărimea propriu-zisă a acestora şi de precizia de calcul urmărită).
· Calculele referitoare la cea de a doua ecuaţie normală decurg analog:

· se scrie această ecuaţie  în linia (3), ţinându-se seama că primul coeficient al acestei ecuaţii este trecut în tabel în linia (1), coloana (2);

·  linia (4) care conţine algoritmii Gauss de ordinul 1 se obţine astfel:

· se ia ca pivot elementul din linia (2), coloana (2), adică - 
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 şi se înmulţeşte succesiv cu elementele din linia (1), iar la fiecare dintre aceste produse se adaugă coeficienţii corespondenţi din linia (3);

· se face controlul specific pentru linia (4):

                                                        [pbb.1]+[pbc.1]+[pb
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.1]=[pbs.1].                                       (4.55)

Demonstraţia rezultă din dezvoltarea algoritmilor Gauss de ordinul 1,            care intervin în relaţia de mai sus, şi ordonarea convenabilă a termenilor. Astfel dacă se dezvoltă termenii din partea stîngă ai relaţiei (4.55) rezultă:
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           (4.56)

                                 ceea ce reprezintă termenul obţinut în coloana (5) , linia (4) a Tabelului 12. 

Analog se poate demonstra controlul din linia (7) sau din oricare dintre liniile care conţin algoritmi Gauss de ordin superior, atunci când sistemul de ecuaţii este de dimensiuni mai mari.

· Pentru deducerea algoritmilor Gauss de ordinul II din linia (7), deci pentru obţinerea coeficienţilor ecuaţiei (4.53) se procedează analog: 

· se vor considera doi pivoţi şi anume:

· elementul din linia (2), coloana (3), adică - 
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pac

 şi 

· elementul din linia (5), coloana (3), adică - 
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[
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pbb.1

pbc.1

;

· aceşti pivoţi se înmulţesc succesiv cu elementele din liniile de deasupra lor, se adună aceste produse rezultate, la care se însumează elementele corespondente din linia (6).

Aşa cum s-a specificat mai sus, controlul calculelor din linia (7) este dat de relaţia: 

                                                            [pcc.2] + [pc
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.2] = [pcs.2],                                         (4.57)                  care poate fi demonstrată analog cu modul în care s-a procedat cu relaţia (4.55):

· Linia (8) se deduce din linia (7), prin împărţire cu  -[pcc.2];

· se deduc necunoscutele şi anume:

· din linia (8) se deduce 
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· din linia (5) se deduce necunoscuta x2 , iar din linia (2) se determină necunoscuta x1.

· Verificarea rezolvării sistemului de ecuaţii normale se poate face în două moduri:

· se introduc necunoscutele în fiecare ecuaţie a sistemului iniţial (4.45), pe care acestea trebuie să le verifice (în limita aproximaţiilor de calcul impuse);

· printr-o singură relaţie, aşa cum este specificat sub Tabelul 8. Pentru demonstrarea acestui control, se adună toate ecuaţiile sistemului (4.45) şi se ordonează corespunzător rezultatul:

                                          {[paa] + [pab] + [pac]}x1+{[pab] + [pbb] + [pbc]}x2 +

                                              +{[pac] + [pbc] + [pcc]}x3 = -[pa
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]-[pb
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]-[pc
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].                       (4.58) 

Dacă se au în vedere relaţiile de forma (4.43) se poate scrie în continuare:

                      {[pas]-[pa
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]}x1+{[pbs]-[pb
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]}x2+{[pcs]-[pc
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]}x3 = -[pa
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]-[pb
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]-[pc
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],       (4.59)

sau prin utilizarea notaţiilor din schema Gauss redusă: 

                                            (S1- L1)x1 + (S2-L2)x2 + (S3- L3)x3 = -L1 - L2 - L3.                          (4.60)

Utilizând simbolul sumă Gauss, relaţia de mai sus se poate scrie sub o formă mai concentrată, care reprezintă în acelaşi timp demonstraţia căutată: 

                                                                  [(S-L)x] = - [L].                                                         (4.61)

Această verificare va fi satisfăcută în limita aproximaţiilor de calcul - care este reprezentată de numărul de cifre utilizat, de numărul ecuaţiilor şi mai ales de conformarea sistemului.

Determinarea unor toleranţe în ceea ce priveşte controalele specificate în  Tabelul 8, este dificil de realizat. Din acest motiv, în practică, pentru mai multă siguranţă, atunci când se intenţionează ca soluţiile ecuaţiilor să fie determinate cu n zecimale exacte, calculele se efectuează cu     n+2 sau chiar cu n+3 zecimale.  În liniile (2), (5), (8) … ş. a. (pentru sisteme mai mari) este recomandabil să se opereze cu 2...3 zecimale în plus.

4.2.5. Calcule de control al rezultatelor prelucrării

Controlul permanent care s-a făcut la fiecare etapă menţionată anterior trebuie completat cu controlul rezultatelor finale ale prelucrării. Se vor examina în continuare cele mai uzuale posibilităţi:

4.2.5.1. Controlul condiţiilor de bază pe care trebuie să-l îndeplinească corecţiile v este reprezentat de respectarea ecuaţiilor (4.28) respectiv (4.29):

                                                        [pav] = [pbv] = …= [puv] = 0.                                             (4.28)

Verificările de mai sus se pot efectua în tabele de forma Tabelului 6  la care se mai adaugă o coloană care cuprinde corecţiile v obţinute prin prelucrare (aşa cum se va proceda în        Aplicaţia 17).

4.2.5.2. Calculul termenului [pvv]. Deoarece termenul [pvv] este un element principal în toate formulele prin care se determină parametrii care descriu precizia măsurătorilor şi a mărimilor rezultate din prelucrare, această sumă se calculează cu două relaţii, pentru a se asigura controlul necesar.

· o primă modalitate de calcul este cel direct:

                                                        
[image: image112.wmf][

]

2

n

n

2

2

2

2

1

1

v

p

v

p

v

p

pvv

+

+

+

=

K

,                                        (4.62)

care se poate realiza în acelaşi Tabel 10, completat cu o coloană suplimentară, în care se trec corecţiile v, obţinute prin prelucrare;

· o altă relaţie de calcul se poate obţine din modelul funcţional liniarizat al prelucrării, reprezentat de ecuaţiile (4.13). Se multiplică fiecare linie a sistmului, corespunzător, cu p1v1, p2v2, …, pnvn şi se însumează rezultatele, după care se obţine:

                                             [pvv] = x1[pav] + x2[pbv] + …+ xu[puv] + [pv
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].                         (4.63)

Luând în considerare condiţiile (4.28) rezultă: 

                                                                     [pvv] = [pv
[image: image114.wmf]l

],                                                         (4.64) 

relaţie care poate fi folosită în scopul enunţat. 

În mod curent se foloseşte o altă relaţie, dedusă prin îmulţirea fiecărei ecuaţii a sistemului   ( 4.13) cu  p1
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1,  p2
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2, …, pn
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n  şi însumarea pe coloane a rezultatelor:

                                          [pv
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] = [pa
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]x1 + [pb
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sau împreună cu (4.64):

                                           [pvv] = [pa
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].                      (4.66)

Acest control acoperă un volum important de calcule, deoarece cuprinde atât obţinerea corecţiilor v cât şi a parametrilor x.
4.2.5.3. Controlul global al compensării, cunoscut şi sub denumirea de controlul final al prelucrării, este reprezentat de verificarea modelului funcţional neliniarizat al prelucrării, reprezentat de ecuaţiile (4.8). Numai după ce se realizează acest control are sens efectuarea calculelor de estimare a preciziei, care vor fi expuse în continuare.

4.3. Estimarea preciziei

Metoda observaţiilor indirecte oferă posibilităti multiple pentru determinarea unor parametri care pot caracteriza precizia procesului de măsurare dar şi a rezultatelor prelucrării. Unele formule se pot demonstra cu uşurinţă, altele însă ar necesita un spaţiu mult prea dezvoltat, astfel încât vor fi prezentate în manual doar rezultatele finale, care au o importanţă deosebită în practică.

4.3.1. Abaterea standard (eroarea medie) a unităţii de pondere

Aşa cum s-a specificat în cap. 2, acestă mărime caracterizează în mod global procesul de măsurare, reprezentând precizia unei singure măsurători, care ar avea ponderea egală cu unitatea.

În stadiul prelucrărilor locale, cum ar fi exemplu pentru fiecare staţie de teodolit, pentru grupe de măsurători directe, ş.a.m.d., a fost dedusa formula (2.94) care nu poate fi folosită pentru scopul urmărit aici. În 3.3.2.2., unde s-a tratat estimarea preciziei în cadrul compensării măsurătorilor directe, ceea ce reprezintă un stadiu mai evoluat al prelucrării, relaţia corespondentă a fost (3.63), la care este necesar să  se facă următoarele particularităţi:

· numarul de măsurători a fost notat, în ambele situaţii, cu n;

· numărul de necunoscute a fost, în 3.3.2.2.  egal cu 1, fiind reprezentat de mărimea măsurată. 

O modalitate simplă de rezolvare a problemei care trebuie rezolvată aici, constă din reducerea situaţiei măsurătorilor indirecte (în care numărul de necunoscute a fost notat u (şi în care se respectă întotdeauna inegalitatea n >> u)) la cazul măsurătorilor directe. Pentru a se ajunge la o singură mărime determinată indirect se va presupune că se elimină succesiv u - 1 necunoscute din sistemul de ecuaţii normale (4.30), utilizînd cele n ecuaţii avute la dispoziţie. În acest mod relaţia (3.67) devine:
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în care: 

                    R = n - (u - 1).                                                          (4.68) 

Din utilizarea ultimelor două relaţii rezultă formula căutată:
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în care termenul [pvv] se calculează prin cele două procedee descrise în 4.2.5.2,

4.3.2.Abaterea standard (eroarea medie) a unei 

         măsurători oarecare 
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Prin analogie cu raţionamentele din 3.3.2.2, se poate utiliza formula (3.68):
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în care însă, abaterea standard a unităţii de pondere so se calculează, în această etapă a prelucrării, cu formula (4.69).

4.3.3.Abaterea standard (eroarea medie) a unei necunoscute xi
Determinarea acestui gen de estimatori de precizie pentru cazul general examinat în acest capitol ar necesita un spaţiu editorial mult mai extins decât are la dispoziţie acest manual, precum şi anumite dificultăţi în înţelegerea de către studenţi a problematicii abordate.

Din aceste motive se va avea în vedere în continuare din nou  sistemul de ecuaţii normale utilizat anterior, cu numai 3 necunoscute:

                                                     
[image: image133.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

[

]

 ,

0

pc

z 

pcc

y 

pbc

x

pac

;

 

0

pb

z  

pbc

y

pbb

x

pab

;

 

0

pa

z  

pac

y

pab

x

paa

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

l

l

l

                                   (4.45)

în care necunoscutele x, y, z care se determină prin compensare se vor adăuga la mărimile provizorii X*, Y*, Z* :

                                               X = X* + x ;    Y = Y* + y ;    Z = Z* + z ,                                     (4.70)

similar ca în relaţiile generale (4.5).


Deoarece mărimile provizorii X*, Y*, Z* sunt determinate prin calcul în cadrul procesului de prelucrare, fiind constante (fără erori), rezultă din aplicarea cunoştinţelor din 3.2:

                                                         sX =sx ;   sY = sy ;   sZ = sz .                                                 (4.71)


Pentru deducerea abaterilor standard (erorilor medii) sx, sy, sz sunt necesare unele completări ale cunoştinţelor de până acum.


4.3.3.1. Rezolvarea nedeterminată a sistemului ecuaţiilor normale

Sistemul de ecuaţii normale (4.45) se poate scrie şi sub forma unui sistem de o formă particulară:
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                     (4.72)

în care ca termeni liberi ai fiecărei ecuaţii sunt comasaţi toţi termenii liberi din sistemul (4.45), cu coeficienţii aleşi corespunzător.


Ecuaţiile matriceale (4.36) se particularizează în cazul examinat acum, sub următoarea formă:
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în care intervin coeficienţii de pondere din matricea inversă corespondentă. Deoarece sistemul de ecuaţii normale iniţial (4.45) este simetric faţă de diagonală, se poate demonstra (Botez, 1961 pg. 218, Wolf, 1968 pg. 59 ş.a.) că există egalităţile:

                                                   Qxy = Qyx ;   Qxz = Qzx ;   Qyz = Qzy .                                         (4.74)


Dacă presupunem sau acceptăm că în locul termenilor liberi [pal], [pbl] şi respectiv [pcl] se introduc numerele - 1; 0; 0, rezultă din (4.72):

                                                      x ( Qxx ;   y ( Qxy ;   z ( Qxz .                                            (4.75)


Analog, dacă s-ar introduce în locul aceloraşi termeni liberi numerele 0; - 1; 0, ar rezulta din (4.72):

                                                      x ( Qxy ;   y ( Qyy ;   z ( Qyz .                                            (4.76)


În sfârşit, prin înlocuirea termenilor liberi corespondenţi cu numerele 0; 0; -1 s-ar obţine din acelaşi sistem (4.72):

                                                      x ( Qxz ;   y ( Qyz ;   z ( Qzz .                                             (4.77)


Prin urmare, în locul sistemului (4.72) s-ar obţine următoarele 3 sisteme de ecuaţii normale fictive:

                                                Sistemul 1
                                                [paa] Qxx + [pab] Qxy + [pac] Qxz - 1 = 0 ;

                                                [pab] Qxx + [pbb] Qxy + [pbc] Qxz      = 0 ;                                   (4.78)

                                                [pac] Qxx + [pbc] Qxy + [pcc] Qxz       = 0 ;

                                                Sistemul 2
                                                [paa] Qxy + [pab] Qyy + [pac] Qyz       = 0 ;

                                                [pab] Qxy + [pbb] Qyy + [pbc] Qyz - 1 = 0 ;                                   (4.79)

                                                [pac] Qxy + [pbc] Qyy + [pcc] Qyz       = 0 ;

                                                Sistemul 3
                                                 [paa] Qxz + [pab] Qyz + [pac] Qzz       = 0 ;

                                                 [pab] Qxz + [pbb] Qyz + [pbc] Qzz       = 0 ;                                  (4.80)

                                                 [pac] Qxz +  [pbc] Qyz + [pcc] Qzz - 1 = 0 .


Din rezolvarea acestor sisteme se obţin coeficienţii de pondere, care reprezintă în cazul de faţă necunoscutele căutate. Astfel, aplicând algoritmul de rezolvare prin metoda eliminărilor succesive a lui Gauss, descris în 4.2.3., pentru sistemul de ecuaţii normale (4.80), rezultă următorul sistem redus algoritmic:

                                                   [paa] Qxz + [pab] Qyz + [pac] Qzz = 0 ;
                                                                [pbb.1] Qyz + [pbc.1] Qzz = 0 ;                                     (4.81) 

                                                                                       [pcc.2] Qzz = 1 ,
din care se obţine:

                                                                Qzz = 1 / [pcc.2] .                                                          (4.82) 

Prin calcul invers se calculează din sistemul (4.81):

                                                       Qyz = - Qzz [pbc.1] / [pbb.1] ;                                                (4.83)

                                              Qxz = - Qyz [pab] / [paa] - Qzz [pac] /[paa] .                                  (4.84)  

Pentru calculul celorlalţi coeficienţi de pondere incluşi în matricea Qxx se vor utiliza în continuare, primele două ecuaţii ale sistemului (4.79). Utilizând şi algoritmii Gauss de ordinul doi se poate scrie:
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Din ultima ecuaţie a sistemului (4.85) se poate calcula Qyy deoarece coeficientul de pondere Qyz a fost determinat deja cu relaţia (4.83).


Coeficientul de pondere Qxy se poate calcula din prima relaţie a sistemului (4.85) în funcţie de ceilalţi coeficienţi Qyy şi Qyz determinaţi anterior.


Ultimul coeficient de pondere necunoscut Qxx se poate calcula din prima ecuaţie a sistemului (4.78) in raport de coeficienţii de pondere Qxy şi Qxz care sunt cunoscuţi.


Acum se poate constata că denumirea de rezolvarea nedeterminată a sistemului ecuaţiilor normale derivă din modalitatea de exprimare a necunoscutelor x :


· aceştia depind în primul rând de coeficienţii de pondere din matricea Qxx, , care la rândul lor sunt direct dependenţi de natura şi forma concretă a reţelei geodezice;

· necunoscutele x, y, z depind prin sistemul (4.74) şi de termenii liberi ai sistemului ecuaţiilor normale ( [pa
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], [pb
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] şi [pc
[image: image139.wmf]l

] în cazul examinat). Aceştia din urmă aduc în procesul de compensare influenţa erorilor din procesul de măsurare, aşa cum s-a mai specificat şi se va clarifica numeric în continuare. Cu alte cuvinte, pentru o reţea geodezică dată prin forma sa precum şi prin dispunerea măsurătorilor, valoarea necunoscutelor x, y, z şi deci a rezultatelor definitive obţinute prin prelucrare, depinde de calitatea măsurătorilor, care este inclusă în termenii liberi. Desigur de acest parametru depinde şi precizia necunoscutelor. Orice modificare în termenii liberi 
[image: image140.wmf]l

 conduce la modificarea soluţiilor x pentru necunoscute.

Pentru calculul practic al coeficienţilor de pondere se preferă, din punctul de vedere al comodităţii de calcul, utilizarea unor coloane adăugate la sistemul de ecuaţii normale de următoarea formă (pentru exemplul din 4.3.3.):

	- 1
	0
	0
	

	0
	- 1
	0
	.                                    (4.86)

	0
	0
	- 1
	


Coeficienţii de pondere Qxx , Qyy şi Qzz se obţin din rezolvarea sistemelor de ecuaţii normale (4.78) – (4.80), în care acestia îndeplinesc rolul de necunoscute, iar termenii liberi fictivi sunt reprezentaţi de (4.86). Deducerea practică a acestor coeficienţi se va explica în amănunt la lucrările practice şi poate fi urmărită şi în exemplul numeric din Aplicaţia 17.

4.3.3.2. Exprimarea necunoscutelor în raport de termenii liberi absoluţi 
[image: image141.wmf]l

 şi de coeficienţii de pondere Q. Pentru determinarea abterilor standard (erorilor medii) ale necunoscutelor x, y, z este necesară exprimarea acestora în raport direct de termenii liberi, care intervin în ecuaţiile originare de corecţii (4.13). Aşa cum s-a mai menţionat, motivaţia constă în faptul că în termenii liberi intervin măsurătorile m0 (relaţia (4.11)), astfel încât erorile de măsurare se transmit prin termenii liberi  în întregul proces de compensare.


Prin urmare se caută expresii analoge cu (4.73) de forma:

                                             x = - ((1 
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1+ (2 
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2 + … + (n 
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n) =  - [(
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] ;

                                             y =- ((1 
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1 + (2 
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2 + … + (n 
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n) = - [(
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] ;                                  (4.87)

                                             z = - ((1 
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1  + (2 
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2 + … + (n 
[image: image152.wmf]l

n)  = - [(
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] .


Prin simpla comparare a sistemelor (4.73) şi respectiv (4.87) se poate scrie pentru prima serie de coeficienţi:

                                                     (1 = p1a1Qxx + p1b1Qxy + p1c1Qxz ;

                                                     (2= p2a2Qxx + p2b2Qxy + p2c2Qxz ;                                          (4.88)
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                                                     (n = pnanQxx + pnbnQxy + pncnQzz .


Desigur pentru ceilalţi coeficienţi ((i, (i ;  i = 1, 2, …, n) se pot scrie relaţii similare.


Dacă ecuaţiile (4.88) se multiplică corespunzător cu 
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p

α

 şi se însumează pe verticală se obţine:
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Prin asemănare cu sistemul (4.78) rezultă:

                                                  [a(] = [paa] Qxx + [pab] Qxy + [pac] Qxz = 1 ;

                                                  [b(] = [pab] Qxx + [pbb] Qxy + [pbc] Qxz = 0 ;                          (4.90)

                                                  [c(] = [pac] Qxx + [pbc] Qxy  + [pcc] Qxz = 0 .


Din relaţiile de mai sus se obţine:

                                                   [a(] = 1 ;    [b(] = 0 ;     [c(] = 0 ,                                           (4.91)

astfel încât:
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Analog se poate demonstra (Wolf, 1968, pg. 60):
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4.3.3.3. Calculul abaterilor standard (erorilor medii) ale erorilor necunoscutelor (parametrilor). Revenind la relaţiile (4.70), (4.91), (4.92) şi respectiv (4.88) se pot aplica principiile dezvoltate în  3.2, rezultând:
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Utilizând relaţia (3.10) se obţine în continuare:
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Abaterea standard (eroarea medie) a unităţii de pondere s0 se determină cu relaţia (4.68), iar despre determinarea coeficienţilor de pondere Qxy , Qyy , Qzz s-a tratat pe larg în cele de mai sus.

4.3.4. Estimatori de precizie suplimentari în cazul reţelelor planimetrice

In cazul reţelelor planimetrice, fiecare punct geodezic este reprezentat prin două coordonate de poziţie x, y,. In acest caz matricea (4.34) are un aspect particular. 

Se va presupune că s-au eliminat în prealabil acele necunoscute care nu au legătură directă cu poziţia punctelor geodezice (cum ar fi: necunoscutele de orientare a staţiilor de teodolit, necunoscutele de scară la măsurarea distanţelor ş.a.m.d.).

Dacă se consideră că în reţeaua geodezică există u puncte noi, matricea coeficienţiilor de pondere, în ipoteza enunţată mai sus, are următoarea formă:

	1
	2
	  …
	 R
	…
	         u

	dx1
	dy1
	dx2
	dy2
	    ...     
	dxR
	dyR
	…
	dxu
	dyu
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Utilizând coeficienţii de pondere conţinuţi de matricea (4.96) se pot calcula anumiţi parametri de precizie caracteristici pentru reţelele planimetrice. Demonstraţiile se pot urmări în lucrări mai extinse (Wolf, 1968, Pelzer, 1980 ş.a.).

4.3.4.1. Eroarea medie Helmert. Pentru oricare punct R din reţea se pot determina erorile individuale pe axele de coordonate cu următoarele relaţii: 
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Helmert a introdus noţiunea de eroare totală pentru poziţia punctului considerat:
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4.3.4.2. Un estimator global de precizie, pentru întreaga reţea avută în vedere, este:
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care se poate scrie mai prescurtat:
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Acest estimator de precizie globală a fost denumit în limba romînă eroarea medie Helmert generalizată (Ghiţău, 1983) şi ar putea fi avut în vedere la stabilirea toleranţelor pentru poziţia în plan a unei reţele geodezice.

4.3.4.3. Elipsa erorilor, care se poate forma în fiecare punct nou R după compensare. Această noţiune generalizează noţiunea de interval de încredere (a se vedea 2.8) din spaţiul cu o dimensiune la cea de domeniu de încredere, valabilă pentru spaţiul cu două dimensiuni. Determinarea parametrilor care determină elipsa erorilor ar necesita un spaţiu şi cunoştinţe în domeniu ceva mai dezvoltate, şi de aceea cititorul interesat este îndrumat să consulte bibliografia citată de mai multe ori în acest capitol. 

Deoarece rezultatele finale sunt deosebit de importante pentru prelucrarea măsurătorilor geodezice efectuate în reţelele planimetrice, acestea se vor prezenta în continuare, fără demonstraţiile necesare.  
· semiaxele elipsei erorilor se calculează cu următoarele relaţii:
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unde:
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Coeficienţii de producere 
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 din formula (4.102) se extrag din matricea N-1 = Qxx    (4.96).

· Orientarea axei mari a elipsei erorilor, în raport de axa x  (îndreptată spre direcţia nord) se determină cu relaţia:
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             Imaginea elipsei erorilor este prezentată în Fig.4.1, din care se observă că aceasta este înscrisă într-un dreptunghi cu laturile 2 sx şi respectiv 2 sy.
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Aplicaţia 17

Se consideră o linie de nivelment de ordinul III, din figura alăturată, între punctele A şi B. Au fost proiectate punctele de ordinul IV : 1, 2, 3 şi 4, care formează un poligon de nivelment.


Se cunosc :

· cotele punctelor vechi A şi B ;
· diferenţele de nivel măsurate în reţeaua de nivelment geometric;
· distanţele dintre reperii de nivelment (exprimate în kilometri)
Se cere

· prelucrarea riguroasă a măsurătorilor efectuate în reţeaua de nivelment geometric prin metoda observaţiilor indirecte.

                           [image: image176.jpg]



                                          Fig. 13 Schiţa reţelei de nivelment geometric


Rezolvare



                                                    Tabelul 9 Cotele reperilor de nivelment

	Reperul

 de nivelment
	Cote vechi  H
Cote 

provizorii  H*
[m]
	Necunoscute

xj

[mm]
	Cote după compensare

[m]
	Abaterile standard 

ale cotelor 
[image: image177.wmf]j

x

s


[mm]

	0
	1
	2
	3
	4

	A
	184.7350
	-
	184.7350
	-

	B
	215.8450
	-
	215.8450
	-

	1
	192.9670
	1.5
	192.9685
	1.8

	2
	199.0900
	1.4
	199.0914
	2.2

	3
	188.3570
	1.2
	188.3582
	1.9

	4
	170.7240
	-0.4
	170.7236
	2.2


      Indicaţii practice 

· modalitatea de determinare a cotelor provizorii H* este arbitrară. Se va alege calea cea mai simplă (evident, cu o verificare corespunzătoare);

· coloanele (2), (3) şi (4) se completează după verificarea compensării;

· valorile obţinute pentru necunoscutele xj se rotunjesc la 0,1 mm.

                                                 Tabelul 10. Ponderile măsurătorilor

	Linia de nivelment

i ( j
	Ponderea

pij

	A - 1
	0.07

	1 - 2
	0.08

	3 - 2
	0.10

	4 - 3
	0.07

	4 - 1
	0.11

	3 - B
	0.06


Ponderile din tabelul de mai sus se determină cu relaţia (4.20)
             Tabelul 11. Diferenţele de nivel

	Linia de nivelment
	Diferenţa de nivel măsurată 
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[m]
	Corecţia

vij

   [mm]
	Diferenţa de nivel compensată
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[m]
	Abaterea standard a diferenţei de nivel 


[image: image180.wmf]0

ij

Δh
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[mm]

	0
	1
	2
	3
	4

	A - 1
	8.2320
	1.5
	8.2335
	2.2

	1 - 2
	6.1230
	-0.1
	6.1229
	2.0

	3 - 2
	10.7330
	0.1
	10.7331
	1.8

	4 - 3
	17.6330
	1.7
	17.6347
	2.2

	4 - 1
	22.2460
	-1.1
	22.2449
	1.7

	3 - B
	27.4850
	1.8
	27.4869
	2.4

	Abaterea standard a unităţii de pondere  s0 = 0.6 mm


· coloanele (2), (3), (4) se vor completa după verificarea compensării;

· în ceea ce priveşte  formarea ecuaţiilor corecţiilor în lucrările de nivelment geometric se disting următoarele două situaţii:

· între un reper nou şi un alt reper nou ( cazul general). De exemplu între reperii de nivelment 1 şi 2:
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· între un reper vechi şi un reper nou ( caz particular). De exemplu între reperii de nivelment A şi 1: 
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· Între doi reperi vechi de nivelment nu are sens să se efectueze o măsurătoare de nivelment, deoarece aceşti reperi de nivelment îşi păstreză cotele nemodificate după compensare (se respectă principiul ierarhic de realizare a reţelelor geodezice de sprijin, aşa cum se va trata mai detaliat la cursul de Geodezie). În consecinţă, între doi reperi de nivelment vechi nu vor exista ecuaţii de corecţii.

Deşi ecuaţiile corecţiilor pot fi scrise în oricare dintre cele două sensuri ale diferenţei de nivel, se recomandă totuşi scrierea lor în mod unitar, pentru a se evita posibile erori, de exemplu în sensul pozitiv al creşterii diferenţei de nivel, aşa cum se va proceda în continuare.

                                                                                                             Tabelul 12 Ecuaţiile corecţiilor

	Linii de
	Ponderi
	Necunoscute xj  [mm]
	Termeni
	
	Corecţii

	nivelment
	pij
	1

ai
	2

bi
	3

ci
	4

di
	liberi
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ij
	 Sume
	vij

	i ( j
	
	x1 =

1.51
	x2 =

1.36
	x3 = 

1.24
	x4 =

-0.43
	[mm]
	
	  [mm]

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	A – 1
	0.07
	+1
	
	
	
	0.0
	1.0
	1.5

	1 – 2
	0.08
	-1
	+1
	
	
	0.0
	0.0
	-01

	3 – 2
	0.10
	
	+1
	-1
	
	0.0
	0.0
	0.1

	4 – 3
	0.07
	
	
	+1
	-1
	0.0
	0.0
	1.7

	4 – 1
	0.11
	+1
	
	
	-1
	   -3.0
	-3.0
	-1.1

	3 – B
	0.06
	
	
	-1
	
	   +3.0
	+2.0
	1.8

	Sume
	
	+ 1
	+ 2
	- 1
	- 2
	   0.0
	0.0\0.0
	


                                                     [pvv]1 = 0,67  ;   [pvv]2 = 0.67           
Controlul compensării

[pav] = 0,00

[pbv] = 0,00

[pcv] = 0,00 

[pdv] = 0,00

            Note

· valorile numerice pentru xj cu care se determină corecţiile vij se preiau din   Tabelul 14  (rezolvarea ecuaţiilor normale);

· controlul compensării se realizează după calculul corecţiilor v.

                                                                                                       Tabelul 13  Ecuaţiile normale

	
	a]
	b]
	c]
	d]
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]
	s]
	Control

	[pa
	0.26
	-0.08
	0.00
	-0.11
	-0.33
	-0.26
	-0.26

	[pb
	
	0.18
	-0.10
	0.00
	0.00
	0.00
	0.00

	[pc
	
	
	0.23
	-0.07
	-0.18
	-0.12
	-0.12

	[pd
	
	
	
	0.18
	0.33
	0.33
	0.33


      Abaterea standard a unităţii de pondere
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 Verificarea globală a compensării

    A ( 1     0,00 mm

    1 ( 2      0,00 mm

    3 ( 2      0,00 mm

    4 ( 3      0,00 mm

    4 ( 1      0,00 mm

    3 ( B     0,00 mm

       Tabelul 14 Rezolvarea ecuaţiilor normale. Calculul coeficienţilor de pondere

	x1
	x2
	x3
	x4
	L
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x
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4

x
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	S
	Control

	0,26
	-0,08
	0,00
	-0,11
	-0,33
	- 1
	0
	0
	0
	-1,26
	

	- 1
	+0,30769
	0,00000
	+0,42308
	+1,26923
	+3,84615
	0
	0
	0
	+4,84615
	4,84615

	x1=1,50600
	0,18
	-0,10
	0,00
	0,00
	0
	- 1
	0
	0
	-1,00
	

	
	0,1554
	-0,1000
	-0,0338
	-0,1015
	-0,30769
	- 1
	0
	0
	-1,3877
	-1,3877

	
	- 1
	+0,64356
	+0,21760
	+0,65347
	+1,98020
	+6,43564
	0
	0
	+8,9370
	+8,9370

	         
	x2=1,36009
	0,23
	-0,07
	-0,18
	0
	0
	- 1
	0
	-1,12
	

	
	
	0,1656
	-0,0918
	-0,2453
	-0,1980
	-0,6436
	- 1
	0
	-2,0131
	-2,0131

	
	
	- 1
	+0,55435
	+1,48128
	+1,19565
	+3,88647
	+6,03865
	0
	+12,15640
	+12,15640

	
	
	x3=1,24318
	0,18
	0,33
	0
	0
	0
	- 1
	-0,67
	

	
	
	
	0,0752
	0,0323
	-0,5998
	-0,5743
	-0,5543
	- 1
	-2,6209
	-2,6209

	
	
	
	- 1
	-0,42952
	+7,97610
	+7,63696
	+7,37101
	+13,29787
	+34,85239
	+34,85238

	
	
	
	x4=-0,42952
	Qxx
	9,47
	13,32
	10,12
	13,30
	
	

	
	 [(S - L - Q) x] = + 0,1800
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	3,07
	3,65
	3,18
	3,65
	
	

	
	                - [L] = + 0,1800
	
	
	
	
	
	
	
	


























 Fig. 12. Elipsa erorilor
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