Capitolul 6

Exemple de utilizare a statisticii la

prelucrarea măsurătorilor geodezice

Metodele  Statisticii matematice au căpătat o utilizare largă, mai ales în ultimele decenii, la Prelucrarea măsurătorilor geodezice. Aceste metode au fost adaptate corespunzător, pentru rezolvarea multor probleme specifice, dar, în special, în ceea ce priveşte obţinerea unor informaţii referitoare la estimarea preciziei de măsurare şi a rezultatelor prelucrării. Cititorul interesat are o largă bibliografie la dispoziţie, care a fost menţionată de mai multe ori în manual, din care îşi poate completa cunoştinţele (de iniţiere) în Statistică matematică şi respectiv Teoria Probabilităţii, care au fost prezentate în cap. 2. 

Selecţia unor exemplificări  specifice are ca scop, în primul rând, stimularea interesului studenţilor în înţelegerea specificului acestui gen de metode, urmând ca, în funcţie de solicitările concrete din viitoarea activitate viitorul absolvent să aprofundeze unele modalităţi concrete de aplicare.


6.1. Verificarea normalităţii unei selecţii


Principiile care definesc distribuţia normală a unui eşantion de variabile aleatoare au fost prezentate în 2.7. Densitatea repartiţiei normale a unei variabile aleatoare a fost definită cu relaţia (2.144) şi notată simbolic cu N
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reprezintă media teoretică a variabilei considerate iar σ abaterea standard sa teoretică. Nu în toate situaţiile, care intervin în practica prelucrării măsurătorilor geodezice, variabilele aleatoare au o distribuţie normală. De aceea este necesară verificarea acestei ipoteze printr-un test statistic adecvat. Acesta este dependent, în primul rând de numărul de variabile aleatoare care intervin în experiment (de volumul eşantionului), dar şi de alţi parametric.

Aplicaţia 19 


Se au în vedere corecţiile v obţinute în Aplicaţiile 17 sau 18 şi se cere verificarea repartiţiei normale a acestora. Pentru o asemenea selecţie, de volum relativ mic (numărul de variabile aleatoare este n =6) se recomandă testul Shapiro - Wilk sau testul W  (Fotescu şi Săvulescu, 1988, pg. 1.15), care poate fi utilizat pentru situaţiile în care 3<n<50.

Etapele care se parcurg pot fi urmărite numeric în Tabelul 19 şi sunt următoarele:

· standardizarea sau normarea corecţiilor v. Această operaţiune este necesară deoarece corecţiile v sunt  considerate mărimi dependente, prin întregul proces de prelucrare (prin metoda observaţiilor indirecte, respectiv prin metoda observaţiilor condiţionate). Procedeele strict riguroase care ar trebui aplicate pentru  standardizarea sau normarea corecţiilor, presupun un volum foarte mare de calcule, rezultatele fiind însă apropiate de cele care se obţin prin procedee aproximative (Wolf, 1979, pg. 311). Aceptând soluţia aproximativă, corecţiile standardizate, notate în continuare cu 
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, sunt obţinute cu relaţia:
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      unde 
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 reprezintă abaterea standard empirică a corecţiei  vi  (Ghiţău, 1983, pg. 170).  

      Prin procedeul aproximativ  acceptat, această mărime se poate calcula astfel:
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                                                       (6.2)

     În relaţia de mai sus parametrii n şi u au aceleaşi semnificaţii ca în Aplicaţiile 17 şi 18 ,     adică: n = 6 şi u = 4; 

                Tabelul 19. Utilizarea testului Shapiro - Wilk ( testul W)
	                   n

Parametrii   
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	vi
	1.5
	- 0.1
	0.1
	1.7
	- 1.1
	1.8

	pi
	0.07
	0.08
	0.10
	0.07
	0.11
	0.06
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	1.26
	2.05
	1.83
	2.19
	1.75
	2.36
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	1.18
	- 0.05
	0.05
	0.88
	- 0.63
	0.76

	xi
	- 0.63
	- 0.05
	0.05
	0.76
	0.88
	1.18

	ai
	-
	-
	-
	0.687
	0.665
	0.643


· testarea repartiţiei normale a corecţiilor standardizate 
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· Pentru aceasta se vor ordona crescător aceste valori, primind noi notaţii :

      xi ( i = 1,…, n );

· se calculează expresia: 

                            b = an (xn - x1) + an-1 (xn-1 - x2) + … + an-k+1 (xn-k+1 - xk),                       (6.3)

în care coeficienţii ai se extrag din tabele statistice ajutătoare ale testului W (un fragment din aceste tabele se prezintă în Tabelul 20) iar k = n/2 dacă n este număr par şi respectiv k = (n - 1)/2 dacă n este număr impar. In cadrul aplicaţiei s-au obţinut: k= 3 şi b = 2.27; 
                           Tabelul 20. Exemplificări privind coeficienţii necesari în testul Shapiro - Wilk
	       n

  ai
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	
	0.707
	0.707
	0.687
	0.665
	0.643
	0.623
	0.605
	0.589
	0.574

	2
	
	
	0.000
	0.168
	0.241
	0.281
	0.303
	0.316
	0.324
	0.329

	3
	
	
	
	
	0.000
	0.087
	0.140
	0.173
	0.198
	0.214

	4
	
	
	
	
	
	
	0.000
	0.056
	0.095
	0.122

	5
	
	
	
	
	
	
	
	
	0.000
	0.040


· se calculează statisticile:
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= (x1 + … + xn) /n = 0.365;                                               (6.4)

                          X2 = (x1  - 
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)2 +… + (xn - 
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)2 = 2.347;                                       (6.5)

·     




    W2 = b2 / x2 = 2.196;                                                       (6.6)

· se extrage valoarea critică W(n; α) din tabelele statistice al testului W (un fragment din aceste tabele se prezintă în Tabelul 21). In cadrul aplicaţiei s-a folosit pragul de semnificaţie  α = 0.05, astfel încât W (6; 0.05) = 0.788; 

                            Tabelul 21. Exemplificări privind valorile critice pentru testul Shapiro - Wilk
	         n

    α
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	0.01
	0.653
	0.687
	0.686
	0.713
	0.730
	0.749
	0.764
	0.781

	0.05
	0.767
	0.748
	0.762
	0.788
	0.803
	0.818
	0.829
	0.842


· se verifică  ipoteza nulă (repartiţia  normală a selecţiei considerate).  Atunci când: 



                                           W  > W(n; α) ,                                                              (6.7)


     se acceptă ipoteza  distribuţiei normale a variabilelor aleatoare considerate.                                     


Deoarece în aplicaţia avută în vedere a rezultat W = 1.482 , mărime care este mai mare decât W (n;α) = 0.788, se poate afirma, cu siguranţa statistică de S = 95%, că selecţia reprezentată de corecţiile vi din Aplicaţiile 17 şi 18  are o repartiţie normală. 

6.2. Aplicarea testului t (Student) pentru stabilirea semnificaţiei 

      statistice a unui parametru determinat printr-o prelucrare 


Testul statistic t (Student) a cunoscut o largă aplicabilitate în cadrul prelucrării măsurătorilor geodezice, în mod deosebit atunci când unul sau mai mulţi dintre parametrii determinaţi ar trebui să aibă o anumită semnificaţie fizică. Verificarea statistică a îndeplinirii  acestei proprietăţi se poate realiza prin acest test.. 

Aplicaţia 21 


Într-o reţea de nivelment trigonometric geodezic a fost determinat, împreună cu alţi parametri, coeficientul de refracţie notat y.


Este important de stabilit dacă se poate afirma, cu o anumită siguranţă statistică, dacă valoarea acestui coeficient este demnă de încredere. 


Se presupune că reţeaua geodezică conţine n = 76 măsurători şi u = 51 parametri. Prin urmare, numărul gradelor de libertate k = n - u = 25. De asemenea, se va presupune că coeficientul de refracţie determinat prin prelucrare are valoarea y = 0.135 şi abaterea standard sy = 0.057. 


Ipoteza nulă Ho constă în verificarea semnificaţiei valorii obţinute, cu siguranţa statistică      S = 95%. 


Testarea decurge în următoarele etape: 

· se calculează statistica: 


                                          ts  = y / sy = 2.368;                                                        (6.8) 

· se compară rezultatul obţinut cu valoarea critică corespondentă din    Tabelul 22.
                                Tabelul 22. Exemplificări privind valorile critice pentru testul t (Student)

	      k

α
	1
	2
	5
	6
	7
	9
	10
	15
	20
	25
	30

	0,05
	12,71
	4,30
	2,57
	2,45
	2,37
	2,26
	2,23
	2,13
	2,09
	2,06
	2,04

	0,01
	63,66
	9,92
	4,03
	3,71
	3,50
	3,25
	3,17
	2,95
	2,85
	2,79
	2,75


 Pentru aplicaţie s-a ales α = 0.05 şi deoarece k = n - u = 25, se obţine: 



                                            t (k, () =  2.09.                                                            (6.9)

· deoarece ts > t (k, ()  se poate accepta ipoteza nulă H0 : coeficientul de refracţie a fost determinat semnificativ, în limita siguranţei statistice S = 95%. 

6.3. Aplicarea testului F (Fisher) la analiza 

          deformaţiilor  unei reţele geodezice 


Una dintre preocupările principale ale Geodeziei din ultimile decenii a constat în determinarea deformaţiilor unor construcţii masive. In acest scop au fost proiectate şi realizate reţele geodezice de urmărire în timp a construcţiilor, activitate care formează obiectul de studiu al  disciplinei Topografie inginerească. În cele ce urmează se expun, doar ca exemplificare, aspectele mai deosebite care intervin în prelucrarea observaţiilor repetate, efectuate în scopul menţionat. 

Se vor avea în vedere două epoci de măsurare a unei reţele geodezice (care în anumite situaţii îşi poate schimba, în anumite limite, şi configuraţia sa), astfel încât formulele din 4.1. se vor putea scrie sub formă concentrată astfel: 
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Fără a intra în detalii, care se vor aborda la cursul menţionat, se pot face următoarele observaţii ajutătoare: 

· măsurătorile cuprinse în vectorii 
[image: image14.wmf]0

I

m

, respectiv 
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 sunt diferite pentru cele două epoci de măsurare avute în vedere (notate I, respectiv II) atît în ceea ce priveşte natura lor cât şi modul de execuţie. Intre cele două epoci există un interval de timp care diferă de la o lucrare la alta, astfel încât se poate admite că cele două şiruri de măsurători sunt independente;
· matricile de configuraţie 
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, respectiv 
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 sunt, în general, diferite de la o epocă de măsurare la alta, putând interveni apariţia / dispariţia unor puncte în reţeaua geodezică. 


Pentru punctele geodezice care se regăsesc în ambele epoci de măsurare se poate pune întrebarea dacă şi-au păstrat poziţia sau au avut o modificare statistic semnificativă de la o epocă de măsurare la alta. Prin urmare ipoteza nulă va avea în acest caz următoarea formă:



                                           Ho:   xII – xI = 0 .                                                       (6.11) 


Testul statistic corespunzător se numeşte test de congruenţă a reţelei geodezice respective, la cele două epoci de măsurare, şi are forma (Niemeier, 1980, pg. 321): 
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Diferenţele de coordonate care intervin în (6.12) :



                                             d = 
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se referă numai la punctele care se regăsesc în ambele epoci de măsurare. 


Matricile de la numărătorul relaţiei (6.12) se referă, fiecare separat, la cele două epoci de măsurare considerate: 
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în care indicele superior (-1) este specific matricelor inverse (care intervin la prelucrarea măsurătorilor în reţelele geodezice libere).


Cu h s-a notat:

                                                                h = d (QI + QII) ,                                                           (6.15)

unde d este defectul de rang al matricelor BI şi BII (admis acelaşi, în ambele epoci de măsurare).


In sfîrşit, abaterea standard a unităţii de pondere s0 se determină în funcţie de informaţiile din ambele epoci de măsurare: 
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unde: 



                                       fi = ni - ui + di ;      i = I, II .                                           (6.17)


Aşa cum rezultă din (6.12), testul de congruenţă are repartiţie F (Fisher) cu gradele de libertate f1 şi respectiv f2. 


Calculele efective sunt extrem de laborioase, astfel încât exemplificarea rămâne doar în domeniul didactic, deoarece în manual nu s-a avut un exemplu concret de prelucrare a măsurătorilor geodezice repetate. 


Rezultatul FH  (relaţia (6.12)) este comparat cu valoarea critică corespondentă F(k1 , k2) din  Tabelul 23. În situaţia în care: 


                                            FH > F(k1 , k2)  ,                                                        (6.18) 

ipoteza nulă H0 din (6.11) poate fi admisă. Rezultă că punctele geodezice avute  în vedere au avut în perioada dintre epocile de măsurare o deplasare semnificativă statistic (în cadrul unei siguranţe statistice S=95%)

                                       Tabelul 23. Exemplificări privind valorile critice pentru testul F (Fisher)

	          k1  

  k2
	3
	4
	5
	10
	15
	20
	50

	3
	9.3
	9.1
	9.0
	8.8
	8.7
	8.7
	8.6

	
	29.5
	28.7
	28.2
	27.2
	26.9
	26.7
	26.4

	4
	6.6
	6.4
	6.3
	6.0
	5.9
	5.8
	5.7

	
	16.7
	16.0
	15.5
	14.5
	14.2
	14.0
	13.7

	5
	5.4
	5.2
	5.0
	4.7
	4.6
	4.6
	4.4

	
	12.1
	11.4
	11.0
	10.1
	9.7
	9.6
	9.2

	10
	3.7
	3.5
	3.3
	3.0
	2.8
	2.8
	2.6

	
	6.6
	6.0
	5.6
	4.8
	4.6
	4.4
	4.1

	15
	3.3
	3.1
	2.9
	2.5
	2.4
	2.3
	2.2

	
	5.4
	4.9
	4.6
	3.8
	3.5
	3.4
	3.1

	20
	3.1
	2.9
	2.7
	2.4
	2.2
	2.1
	2.0

	
	4.9
	4.4
	4.1
	3.4
	3.1
	3.0
	2.6


Notă

Cifrele din rândul de sus sunt valabile pentru pragul de semnificaţie α = 0.05 iar cele din rândul de jos pentru α = 0.01.

                                Tabelul 24. Exemplificări ale funcţiei de repartiţie normale standardizate Φ(y)

                                                                Φ(0) = 0,5 ;   Φ(-y) = 1 - Φ(y) ;    D(y) = Φ(y) - Φ(-y)

	          y

Funcţii
	0.01
	0.25
	0.50
	0.75
	1.00
	1.25
	1.50
	2.00
	2.25
	2.50
	2.75
	3.00

	Φ(y)
	0.504
	0.599
	0.692
	0.773
	0.841
	0.894
	0.933
	0.977
	0.988
	0.994
	0.997
	0.998

	Φ(-y)
	0.496
	0.401
	0.309
	0.227
	0.159
	0.106
	0.067
	0.023
	0.012
	0.006
	0.003
	0.001

	D(y)
	0.008
	0.194
	0.383
	0.546
	0.683
	0.788
	0.866
	0.955
	0.976
	0.988
	0.994
	0.997


                                                                    Tabelul 25. Exemplificări ale repartiţiei 
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2 (hi - pătrat)

	       k

α
	1
	2
	3
	5
	10
	15
	20
	25
	30
	35
	40
	45
	50

	0.05
	3.8
	6.0
	7.8
	11.1
	18.3
	25.0
	31.4
	37.7
	43.8
	49.8
	55.8
	61.7
	67.5

	0.01
	6.6
	9.2
	11.3
	15.1
	23.3
	30.6
	37.6
	44.3
	50.9
	57.3
	63.7
	70.0
	76.2
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