10. SOLICITARI COMPUSE

10.1. Notiuni introductive

Pani acum s-au studiat solicitirile simple ale (ER). In practica inginereasca
sunt frecvente cazurile cand sunt prezente simultan doud sau mai multe solicitari
simple. Prezenta simultana in_sectiunea unui element de rezistenti a doua sau
mai multor eforturi produce o solicitare compusa.

In cazul solicitirilor compuse fiecare efort va produce in sectiune cite o
tensiune, respectiv deformatie, marimi ce se pot calcula cu formulele invatate la
solicitarile simple. Se pune insa problema Insumadrii acestor tensiuni respectiv
deformatii si stabilirii pentru aceste cazuri, a starii limita.

In decursul timpului, rezistenta materialelor s-a straduit si dea un raspuns la
aceasta Intrebare care sa poata fi confirmata de practicd. Acest raspuns nu este univoc

si aceasta se va vedea 1n continuare.

10.2. Starea limita

La punctul 1.14, s-a aratat cd ipotezele rezistentei materialelor sunt aproximari
necesare pentru a putea cuprinde fenomenul fizic complex 1n relatii matematice
simple.

De multe ori se depaseste limita de proportionalitate, uneori de elasticitate si
chiar, In anumite cazuri, cea de curgere producandu-se deformatii permanente
(neelastice respectiv nereversibile). Se ajunge astfel in situatia cand se spune despre
ER ca nu rezista. Faptul ca nu rezista nu implica nicidecum ca ER se rupe ci
depasirea unei stari limita.

Se spune cd un ER a atins starea limita cind acesta nu mai indeplineste
conditiile tehnice impuse de exploatarea normalid, adica functionarea acestuia
devine imposibila.

Starile limita se pot clasifica in doud grupe:



[ - stari limitd de epuizare totald a capacitatii portante, care se poate
caracteriza prin:
a) ruperea ER;
b) atingerea limitei de curgere pe Intreaga sectiune a ER si
¢) aparitia fenomenului de instabilitate elastica (flambay).
II - stari limita de cedare functionala, care se caracterizeaza prin:
a) aparitia unor deformatii elastice sau neelastice mai mari decat cele
permise;
b) aparitia unor vibratii inadmisibile.

Buna functionare a ER este compromisd de existenta oricdreia din stdrile
limita de mai sus. Ruperea se produce, in general la materialele fragile si este cea mai
grava. La materialele ductile se produc mai intai, deformatii plastice mari, ce se pot
observa si se pot lua masuri de evitarea lor.

La fel de periculoasa este si instabilitatea elastica a (ER). si a doua stare limita

este inaccesibila deoarece face imposibild functionarea.

10.3. Tensiunea echivalenta

Verdictul dat de ingineri ca un ER nu rezista, inseamnd ca s-a depasit o
anumita stare limitd. In cele ce urmeazi prin stare limitd se va considera atingerea
unei caracteristici mecanice sau elastice a materialului pana la care se considera
indeplinite ipotezele de bazad ale rezistentei materialelor, respectiv sunt aplicabile
relatiile din teoria elasticitatii. Prin aceasta se restrange notiunea de stare limita la
domeniul liniar - elastic.

Pentru a se determina starea limitd se considera cinci criterii:
I. - tensiunea normala maxima;
II. - alungirea specificd maxima;
I11. - tensiunea tangentiala maxima;

IV. - energia specifica totala de deformatie maxima;



V. - energia specifica de schimbarea formei maxima.
Aceste cinci criterii s-au impus din doud motive:
a) Prin incercari la intindere - compresiune se pot determina valorile
caracteristicilor mecanice corespunzatoare starii limita ce nu trebuie depasite;
b) Intre tensiunea limitd determinati la intindere sau compresiune (ce nu
trebuie depasitd) si cele cinci criterii, prin care se determina starea limita, se
pot stabili relatii simple.
Daca considerdam limita de proportionalitate drept stare limita, celelalte criterii

de stare limita se pot scrie functie de G ,:
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Starea spatiald de tensiune dintr-un punct al ER poate fi echivalatd, prin
ipotezd, cu o stare monoaxiala de tensiune. Echivalarea se face utilizdnd un criteriu
din cele cinci. Acest lucru poate fi sintetizat prin figura de mai jos:

Daca se cunoaste starea limitd la solicitarea de intindere sau compresiune se
pot enunta cele cinci teorii de rezistenta clasice prin care se stabilesc conditiile in care
se atinge starea limitd intr-un punct al unui element de rezistentd solicitat spatial.
Verificarea starii limita se face determinand, pentru o stare de tensiune critica dintr-
un punct, pe baza ipotezei de rezistentd admisa, a unei tensiuni conventionale, numita

tensiune echivalenta, care trebuie sa satisfaca relatia:

C.. <0, (10.2)
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Inegalitatea aceasta poate fi scrisa la limita si sub forma de egalitate:

G, =L, (10.3)
C

unde, ¢ > 1 este coeficientul de sigurantd corespunzator.

Intrucat tensiunea echivalenta este functie de starea de tensiune dinr-un punct
al ER, iar starea limitda depinde prin coeficientul de sigurantd de starea realda de
tensiune (o4, G2, G3) rezulta ca starea limitd se poate exprima printr-o functie:

S(61,02,03) =0 (10.4)
ce reprezintd o suprafatd in sistemul de axe (o1, 0, G3). Astfel, starea de tensiune
dintr-un punct al ER se poate reprezenta printr-un punct in sistemul (Ocy, 0,, G3).
Coordonatele punctului sunt, in acest caz tensiunile ¢y, 0, §i o3 adicd tensiunile
principale din punctul respectiv al ER.

Daca punctul P(ocy, G2, 03) se afla in interiorul suprafetei (10.4), respectiv
starea de tensiune este inferioara starii limitd, se spune ca ER “rezista”, iar daca este
situat in exteriorul suprafetei (10.4) este o stare de tensiune periculoasa (nu

rezista).

10.4. Teoriile clasice de rezistenta

In functie de cei cinci parametri alesi pentru atingerea starii limitd avem cinci

teorii (ipoteze) de rezistenta.



10.4.1 Teoria tensiunii normale maxime

Formulata initial de Galileo Galilei si reformulatd de Rankine.

Se atinge starea limita intr-un punct al unui ER atunci cand tensiunea
normala maxima din acel punct ajunge sa fie egala cu tensiunea normala limita
de la starea de intindere sau compresiune simpla a materialului ER respectiv.

Aceastd teorie se poate exprima si prin relatiile:
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care se pot reprezenta printr-un cub pentru starea spatiala (fig.10.2,a) sau un patrat
pentru starea plana de tensiune (fig.10.2,b).

Dacd o, #0,,., originea sistemului ale axe nu se afld in centrul cubului

(respectiv al patratului).
Aceastd teorie nu corespunde complet realitatii deoarece pentru starea de

compresiune tridimensionald (6, =0, =06, =—0, ), pentru care corpul nu poate fi
distrus, trebuie sa rezulte ¢, = 0.
De asemenea, in cazul forfecdrii, pentru care tensiunea limita este t, = o, /2,

ce corespunde punctului K, din interiorul patratului si nu punctului B, care este limita



conform acestei teorii.

Datorita acestor neconcordante, teoria tensiunilor normale maxime poate fi
folosita, cu precautie, numai pentru stari de tensiune la care ruperea se face prin
smulgere (este o teorie de smulgere).

Pentru starea de tensiune cea mai defavorabila dintr-un punct al ER, tensiunea

echivalenta, conform teoriei tensiunii normale maxime, este:

Gy = max{ o,); o, |os] }s G, . (10.6)

10.4.2. Teoria alungirii specifice maxime

Aceastd teorie a fost emisa de Barré de Saint-Venant. Conform acestei teorii
se considerd cad distrugerea elementului de rezistenta este cauzatd de lungirile
specifice maxime. intr-un punct al unui ER se atinge starea limiti cAnd alungirea
specifica maxima g,y, din acel punct, ajunge sa fie egala cu valoarea alungirii
specifice limita de la intindere sau compresiune simpla.

GL
8max S 8L = E °
sau exprimand prin tensiuni:

-06,c<0,-v-(0,+0,)<0,,,

-06,c<0,-v-(6,+0,)<0,,, (10.7)
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-6,c<0,-Vv-(0,+06,)<0,,.

Relatiile (10.7) exprima suprafata limita care este in acest caz, un paralelipiped
inclinat (fig.10.3,a). Pentru starea pland de tensiune se obtine rombul din figura
(10.3,b), ce rezulta din sectionarea paralelipipedului cu planul 65= 0.

Unghiul a, cu care sunt inclinate laturile rombului, de la teoria a Il-a fata de
patratul ce reprezintd prima teorie este dat de relatia:

o= arctg(v)
Aceastd teorie are aproape aceleasi deficiente ca si prima. De aceea se poate

aplica, cu bune rezultate la materiale casante, ca o ipoteza de smulgere.
Tensiunea echivalentd, in acest caz pentru starea spatiald se exprima prin

relatia:

—max{’ ' <o, (10.8)

10.4.3. Teoria tensiunii tangentiale maxime

A fost formulata de Coulomb si conform aceste teorii starea limita apare prin
lunecari in planul in care actioneaza tensiunea tangentialda maxima. Sub forma actuala
a fost reformulata de Tresca. Conform acestei teorii starea limita intr-un punct al
unui ER se atinge atunci cind tensiunea tangentiala maxima ajunge sa fie egala
cu valoarea tensiunii tangentiale ([/) de la solicitarea de intindere sau
compresiune simpla.

Aceasta teorie se poate exprima prin:
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—T,ST,<7T,.
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Tinand seama ca t,=+—2—;7t,=+—1 3 i t,=+—1L—2  se
2 2 2
obtine:
-6,<0,-6,<0,;
-6,<06,-6,<0,; (10.9)

-6,<0,—-0,50,.

Relatiile (10.9) reprezinta, pentru semnul egal intre tensiuni, o prisma
hexagonala regulata deschisa la capete. Axa prismei este trisectoarea 6, =6, =0,
Suprafata rezultd deschisd la ambele capete deoarece atat pentru compresiune
triaxiald 6, =0, =0, =-0, cat si pentru intindere triaxiala ¢, =0,=0,=0,,
tensiunile tangentiale sunt nule (fig.10.4.a) si nu se produc lunecari.

Conform acestei ipoteze, in aceste cazuri, nu se atinge starea limita si ER nu

este distrus. Concluzia este adevarata numai pentru compresiune uniforma triaxiala,
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dar nu corespunde cu realitatea pentru intinderea uniforma triaxiala.



Starea pland, ce este o sectiune cu planul o, =0 (fig. 10.4) este reprezentata
printr-un hexagon neregulat AEFCGH (fig.10.4,b) si corespunde, pentru ¢, -G, >0
cu teoria I si diferd de aceasta pentru o,-0,<0. In cazul forfecarii pure, cand

v
=

Aceastd teorie a fost verificata experimental si s-a constatat cd ea corespunde

< c, .
c,=—-0,=1,_,., este reprezentatd de punctul K de coordonate —* si —

cu realitatea cu exceptia starii de tensiune apropiatd de intindere triaxialda, cand
datorita faptului ca tensiunile tangentiale sunt mici, nu se produc lunecari.
Nici teoria a - III-a nu este perfecta pentru ca:
a) nu tine seama de influenta tensiunii normale in planul de lunecare;
b) nu tine seama de rezistenta diferitd a materialelor la intindere si
compresiune;
c) neglijeaza efectul tensiunii intermediare (in calcul se iau numai doua
tensiuni principale).
Conditia de rezistenta pentru aceasta teorie, se exprima prin relatia:
G on = max{(cs1 -0,)(0,—0;); (0, — 03)} <o,.
Dacd se tine seama c¢d 6, > G, > G, conditia de rezistenta devine:

G =[0,—04|<0y, (10.10)

si deci este independenta de valoarea tensiunii normale intermediare G,.

10.4.4. Teoria energiei totale de deformatie

Aceasta teorie a fost formulata de Haigh si se enuntd astfel: intr-un punct al
unui ER se atinge starea limita atunci cind energia de deformatie specifica
ajunge sa fie egala cu valoarea energiei de deformatie specifica corespunzatoare
solicitarii de intindere sau compresiune simpla, adica:

U,<U,.



Exprimand aceste energii de deformatie, in functie de tensiuni, se obtine

inegalitatea:

1 2 2 2 Gi
E-(cl+02+63—2-v-(cl-62+02-03+03-01)SE,

sau simplificand prin (2E) rezulta:

6,+6,+6:-2-v-(6,°6,+6G,:G,+G,-G,):
(10.11)

b

relatie ce exprima un elipsoid.

Pentru starea plana de tensiune se
reprezinta printr-o elipsd ce trece prin punctele
EFGH (fig.10.5). Aceasta teorie de rezistenta Fig. 10.5
este de smulgere. Este utilizatd numai pentru stari de tensiune apropiate de starea

Gl+02+03>0)

triaxiala de intindere: (

Tensiunea echivalentd, in acest caz, se exprima cu relatia:

Gech=\/Gf+622+6§_Z'V'(Gl'cz+62'63+63'61)S6L' (10.12)

10.4.5. Teoria energiei specifice de variatie a formeli

A fost formulatd de catre Huber - Hencky - Mises si ia in considerare numai
energia specifica de variatie a formei.

Conform acestei teorii, intr-un punct al unui ER se atinge starea limita
cand energia de deformatie specifici de schimbare a formei, din acel punct,
ajunge sa fie egala cu energia specifica de schimbare a formei corespunzatoare
starii limita de la solicitarea de intindere sau compresiune simpla.

Ulf < UlfL >

sau, exprimand 1n functie de tensiuni se obtine:



1+v
6E
iar dupa simplificari se obtine:
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6;+06.,+6;-6,6,-6,6,—-G,-0,<0}.

Relatia (10.15) reprezinta un cilindru deschis la ambele capete, avand ca axa

bisectoarea ¢, = o, =G, (fig.10.6,a)

Sectiunea normald la axa cilindrului este un cerc, iar sectiunea facutd cu planul

65;=0, corespunzatoare starii plane de tensiune, este o elipsa circumscrisd hexagonului

neregulat de la teoria a Ill-a, fig. 10.6b.

Tensiunea echivalentd in acest caz se exprima cu formula:

_ 2 2 2
Gech—\/01+02+03—01°02—02°G3—G3'01)SGL.

Aceastd teorie este apropiatd de realitate cu exceptia starii triaxiale uniforme de

intindere. Este superioard teoriei a Ill-a deoarece tine seama si de tensiunea

intermediara.



10.5. Particularizari ale teoriilor de rezistenta

10.5.1. Starea plana de tensiune

Inlocuind in relatiile de mai sus o3 = 0 rezultd starea plana de tensiune

caracterizatd numai prin tensiunile principale ¢, $i G ,.

Relatiile pentru tensiunile echivalente devin:

II) o, =max {\01 - v-cz\; \02 —v-cl\} <0,.;

m) o,.,,=0,-6,<0,;

IV) 6, =40 +062-2v-0,-6,<0,;

V) 6, =40 +062-0,-0,<0c,. (10.15)
In figura 10.7 s-au reprezentat prin aceste relatii :

- patratul ABCD - conform teoriei I;

- rombul LMNP - conform teoriei a - Il-a;



- hexagonul neregulat AEFCGHA - conform teoriei a - I1I -a;
- elipsa ERFSGTHUE - conform teoriei a - IV -a;
- elipsa EVFCGWHAE - conform teoriei a -V-a.
Din aceasta figura se observa ca in punctele de pe axe, adica la intindere sau
compresiune simpla toate ipotezele de rezistentd coincid. Suprafata hasurata

interioara reprezintd stdrile plane ¢,,0, care nu depdsesc starea limita dupa toate

ipotezele, iar suprafata hasurata exterioara reprezinta starile de tensiune care, dupa
toate ipotezele, conduc la depasirea stirii limitd. Suprafata nehasurata reprezintd zona

in disputa intre diferitele teorii de rezistenta.
10.5.2. Aplicarea teoriilor de rezistenta la bare

In cazul particular al barelor, in sectiunile carora pot exista numai tensiuni
. . 2 2 . . . . .
normale c=0c, si tangentiale t=,/1,, +1,,, tensiunile principale se obtin cu

relatia:
care Tnlocuite in relatiile (10.17), pentru v= 0,3 dau formulele:
Do =(),5-(|cs|+\/cs2 +4-1:2)SGL:
o, :(l;v °(5+1-|2-V° ol +4-12 :0,35-\c\+0,65-\/02 +4-1° <o.;
) o, =vo’+4-1> <o,;
IV) o, =+0 +2(+v)- 1’ =0>+26-1> <0, ;

V) o,=v6"+3-t7"<o,. (10.16)

’

c, 1
c,,=—%f—
1,2 2 2




10.5.3. Aplicarea teoriilor de rezistenta la starea de forfecare pura

Pentru starea de forfecare purd, cand o, =-0, =1 Inlocuind in relatiile

(10.17) si luand v= 0,3 acestea devin:
I. o,=1<71,,decit, =0,;
: G,
II. o,=01+v)-t,,deci 1, =——=0,7692 -0, ;
1+v

Im. o,,=2-1<o0,,deci 1,=0,5-0,;

ec

IV. o,,=71:-4J2(1+Vv)<o0,,deci 1, =L=0,62-0L;
2(1+v)

O,

V. o, =Vv3-0,,deci ’EL=\/§=0,5774-GL. (10.17)

ech

Admitand cd legea lui Hooke poate fi extinsa pand la limita de curgere, se
poate exprima limita de curgere la torsiune in functie de limita de curgere la tractiune
sau compresiune, conform teoriilor de rezistenta, astfel:

Drt. =0,

Il t,.=0,7692-c_,

1 . =05-o,

V) 7.,=0,62-0,

V) ¢.=0574-0,. (10.18)

10.6 Criterii de alegere a teoriilor de rezistenta

In general pentru materialele tenace se folosesc teoriile de rupere prin lunecare,
adica teoria V sau III, iar pentru materialele casante se utilizeaza teoriile de rupere
prin smulgere, respectiv teoria II sau teoria I. Ordinea indicata a teoriilor este de

preferat.



Experimental s-a constat cd modul de rupere depinde in mare masura de starea
de tensiune la care este supus ER. Din aceste considerente se recomanda alegerea
teoriei de rezistentd in functie de semnul tensiunii medii:

6,+0,+0, .
. =——————> si anume:
3

a) pentru o <0, se alege o teorie de rupere prin lunecare, adica teoria V sau

(o)

teoria I1I;

b) pentru o >0, se alege o teorie de rupere prin smulgere, adica teoria II sau

teoria L.

De asemenea, pentru alegerea teoriilor de rezistentd se poate utiliza criteriul
lui Davidenko - Fridmann. Conform acestui criteriu se defineste starea mecanica
de solicitare prin raportul:

_ cyech (III) _ 01 - 63
G, (I 2-[(;1 -v-(o, +G3)]’

(10.19)

raport ce reprezintd panta unei drepte ce trece prin origine intr-un sistem de axe Oor.
Diagrama din figura 10.8, se obtine pentru orice material pentru care s-a determinat
experimental Gy §i T;.

Th
/5 : Dreptele de pantda m prezentate in

figurd, pentru diferite valori ale starii

mecanice de solicitare, sunt:

- dreapta - 1, cu panta m=0, ce se

G./2 oL obtine pentru o©,=06,=0,>0,

Fig. 10.8 reprezintd intindere uniforma dupa

trei axe;

- dreapta - 2, cu panta 0 : m : 0,5 o solicitare datd de ¢,>06,>0,>0

(intindere dupa 3 directii);
- dreapta - 3, cu panta m = 0,5 o solicitare de intindere simpla

6,>0,6,=0,=0;



- dreapta - 4, cu panta m = 0,7692 o solicitare de forfecare purd: o, =0;

c,=0;

- dreapta - 5, cu panta m = 1,67, o solicitare de compresiune simpla,

c,=6,=0,0,<0.

Pentru a alege teoria de rezistenta ce trebuie utilizatd, dupa acest criteriu, se
calculeazd panta dreptei cu relatia (10.19) si se traseazd dreapta respectivd pe
fig.10.11, apoi se procedeaza astfel:

a) daca dreapta trasata taie intdi verticala o= o, Inseamna ca ruperea se va
produce prin smulgere, se impune sa se aleaga o teorie de smulgere (teoria II sau I);

b) daca dreapta trasata taie intai orizontala t = 1y, atunci ruperea se va produce

prin lunecare si se impune sa se aleaga o teorie de rupere prin lunecare (t. V sau III).

10.7 Calculul de rezistenta al barelor supuse la solicitari compuse

Prin solicitare compusa se intelege actiunea simultana asupra barei a doud sau
mai multe eforturi, cazuri ce se intdlnesc frecvent in aplicatiile ingineresti. Dar
fiecare efort produce cate o tensiune, unele tensiuni normale, altele tangentiale.
Datorita acestui fapt, solicitdrile compuse se pot studia avand in vedere tensiunile ce
le produc.

Dupa tipul de tensiune produsa, eforturile ce produc solicitarea compusd se
grupeaza in urmatoarele trei grupe:

a) N si M (M, si M,) ce produc tensiuni normale;

b) T (Ty s1 T,) si M; ce produc tensiuni tangentiale;

c) Nsi T sau N si M, M si M, M s1i M, N, M, My, ce produc atit tensiuni
normale cat si tangentiale.

In cazurile a si b cand tensiunile au aceeasi directic acestea se insumeaza

algebric, 1ar cand au directii diferite se Insumeaza geometric.



In cazul ¢, cele doui tipuri de tensiuni ¢
si T nu se insumeaza algebric si nici geometric
ci numai folosind una din teoriile de rezistenta
(cea corespunzatoare).

Dupa forma sectiunii grupa ¢ de solicitare
compusd se subdivizeaza, pentru analizd in

doua subgrupe:

- bare de sectiune circulara sau inelara si

Fig. 10.9

- bare de sectiune oarecare.
10.7.1. Intindere sau compresiune excentrica

Solicitarea de intindere sau compresiune excentrica se produce in barele
incarcate cu o forta paralela cu axa bazei (cazul a).

Consideram o bard, incarcatd in punctul A, de coordonate y, si z, cu forta P,

paralela cu axa barei (fig.10.9). Reducand forta P in centrul de greutate al sectiunii se
obtin eforturile:
- forta axiala,
N=P,
-momentul incovoietor, avand componentele:

M,=P-y, siM =-P-z,,

unde, yj si zy sunt coordonatele punctului de aplicare al fortei P.
Aceste eforturi produc, intr-un punct oarecare, de coordonate y si z a sectiunii,

tensiunile:

o _N 6'—MZ ic"——My z
(T h 0 O I Yy S16; I .

z y

Aceste tensiuni avand aceeasi directie, paraleld cu axa barei se vor insuma

algebric:



A} " N MZ My
6=0,+06 +0 =—+ y-——-Z.

A 1 I

z y

Inlocuind valorile eforturilor, tensiunea totala este:

0=E+P°y°°y+P°Z°°Z=E-(1+A°y°-y+A°Z°-z).
A | I A | |

z y z y

lindnd seama ca i, = "N sii, = A reprezinta razele de inertie, tensiunea

intr-un punct al sectiunii se obtine din relatia:

c=%-(1+y:—f°+%). (10.20)

i i

Axa neutra ce corespunde punctelor pentru care ¢ = 0, se obtine prin anularea

parantezei, adicd din ecuatia:

14300 20 o, (10.21)
y

1 1

z

ce reprezintd ecuatia unei drepte avand taieturile pe axele Oy si Oz:

.2 +2
v ==, 7,20, yy=0, zy=—'2. (10.22)
Yo Zy

Din relatiile (10.24) rezulta ca taieturile axei neutre pe axele de inertie
principale au semne contrare coordonatelor punctului de aplicatie al fortei. Inseamna
cd axa neutrd va trece prin cadranul opus cadranului in care se afla punctul de
aplicatie al fortei.

Aplicatia 10.1 Sa se determine sarcina capabild sa o suporte stalpul din figura
10.10 confectionat dintr-un profil 130, din OL 37 cu o,=150 MPa. Sa se traseze

diagrama de variatie a tensiunilor pe sectiune.



Rezolvare: Marimile geometrice pentru profilul 130 (vezi anexa 9) sunt
A= 69,1cm2, 1,=11,9 cm, 1i,=2,56 cm, sib =125 mm.

Coordonatele punctului de aplicare a fortei, fatd de sistemul de axe ales
sunt yo =- 140 mm si z, = - 60mm. Punctul cel mai solicitat (tensiune maxima in
valoare absolutd), este punctul 1 (cel mai departat punct din cadranul fortei), de

coordonate y, =—150mm si z; =-62,5 mm.

Din relatia (10.22) scrisa pentru punctul 1 se obtine:

G,-A 150-69.1-10%-10°
P = a = > =12 K
@ Yy, L 72, 150.40 625.60 203 KN
1+ St 1+ —+
i i 119 25,6

Adopt: Pc, =125 kN.

Intersectia axei neutre cu axele de

coordonate sunt :

:2 2

Yum :—I—Z:— 19 :94,4 mm,
Yo -150

z,, =0;
.2 2
i

Zy =——2= _267 10,9 mm,
zZ, - 60

yn=0

Tensiunile extreme pentru

Fig. 10.10 punctele 1 si 2 rezulta:
3
o, :E-(HYI_ZYO +zl.220): 125 12 .(1+150 124O+62,5 260):—148,4 MPa,
A i i 69,1-10 119 25,6
3
, =§-(1+yz_2y° +zz'220): 125-10 (- 150-140 62,5 60) 1122 MPa.

i i 69,1-10° 119° 256

z

Pozitia axei neutre si variatia tensiunilor este data in fig. 10.10.



10.7.2. Calculul de rezistenta al arborilor de sectiune circulara si

inelara solicitati la incovoiere si rasucire

Dintre ER solicitate compus in care se produc atat tensiuni normale cat si
tangentiale o frecventa deosebit de mare in aplicatiile ingineresti o au arborii, osiile
motoare, suruburile, etc.

Arborii sunt organe de masini care transmit prin intermediul rotilor dintate, a
rotilor de curea sau a cuplajelor, momente de torsiune §i sunt solicitati la incovoiere
simpld. Calculul de rezistenta al arborilor se face tinand seama numai de momentele
de incovoiere si de torsiune, neglijand efectul fortei taietoare. Datoritd acestor
momente tensiunile normale §i tangentiale maxime ce se produc in sectiunile

transversale periculoase se determina in relatiile:

Avand in vedere ca la o sectiune circularad sau inelard, W, = 2W,, tensiunile

maxime, exprimate numai in functie de modulul de rezistentd axial, sunt:

M, . M,
Y max Sl T max = *
W 2W,

z

Deoarece, atat la incovoiere cat si la torsiune aceste tensiuni sunt maxime in
cele mai departate puncte fatd de axa neutra (Oz in fig. 10.11), pentru aceste puncte
se calculeaza tensiunea echivalenta. Utilizadnd teoria III de rezistenta (III, 10.16) se

obtine:
_ Omax

M? 4

2 2
| G,y =VG +4-1% = M2+4 M, ~ =
@U max“ o WZ (ZWZ)

Fig. 10.11. In care, in cazul teoriei III, s-a

notat cu:

J

W



M., =M M,

marime ce se numeste moment incovoietor echivalent.

Momentul echivalent este un moment de incovoiere conventional, calculat cu
ajutorul unei teorii de rezistenta prin care se echivaleazd o solicitare compusad de
incovoiere si torsiune, numai pentru arborii de sectiune circulard sau inelarda, cu o
solicitare de Incovoiere.

Procedand in mod analog cu toate relatiile (10.16) rezultd urmatoarele expresii

pentru momentul incovoietor echivalent:

D M,==05 M+ M +M}),
m M, =035-M,+0,65 M, +M:;,
my M, =M’ +M;,

IV) M,, =M?+0,65-M?,

V) M, =M:+0,75-M?. (10.23)

Utilizdnd relatiile (10.23) se obtine valoarea momentului Incovoietor
echivalent. Acesta se utilizeaza in calculul de rezistenta ca si cum arborele ar fi
solicitat numai la incovoiere de citre un moment avand valoarea lui M,

Astfel, calculul de rezistenta la arbori de sectiune circulara si inelara
solicitati de M; si M; va fi analog cu cel prezentat la incovoiere si anume:

a) problemele de verificare:

Mec
@ =W t<o,, (10.24)

Z

(o)

b) problemele de capacitate de incarcare:

M, =o.-W, (10.25)

echcap

c) problemele de dimensionare:

2M 32M

d, =:3—" sau D, =3 7 ech . (10.26)
m-C 1-k")-mn-o,

a



In cazul arborilor, tensiunea admisibild se ia mai mica si anume 6, = G,
deoarece s-a neglijat efectul fortei taietoare si faptul cd arborele este solicitat si la
oboseala.

Aplicatia 10.2 Sa se dimensioneze arborele din figura (10.12,a), confectionat
din OL 50 cu G, = 80 MPa stiind ca are sectiune inelara cu d = 0,8 D.

Rezolvare: Fortele P si Q de la periferia celor doua roti se reduc in centrele
rotilor respective, rezultaind schema de incdrcare din figura (10.12,b), prin care
arborele este solicitat de fortele P si Q la Incovoiere (se neglijeaza solicitarea de

forfecare) si de momentele M,, M, =P-R, si M, =Q-R, la torsiune.
Din ecuatia de echilibru M, = 0 se determind sarcina Q:

_P-R,-M, 20-02-24

=4 kN.
Q R, 0,4
Momentele de torsiune sunt:
MtH = _Mt =-2,4 kNm,
M,,=-M,+P-R, =-24+20-0,2=1,6 kNm,

t

Mt4—2 =0,
iar diagrama momentelor de torsiune este

reprezentatd in figura (10.12,c).

Reactiunile din lagare sunt:

vV, = 20-144-04 ¢ 1 si
v, = 20-0,2+4-0.8 _6 kN,
1,2
1ar momentele de incovoiere:
M,=V,:02=18-0,2=3,6 kNm si

Fig. 10.12



M,=V,-04=6-0,4=24 kNm.
Diagrama momentelor de incovoiere este reprezentata in figura (10.12,d).
Sectiunea periculoasa, unde se face calculul de rezistenta este sectiunea (3)

unde M; si M, au valori maxime (in valoare absolutd) si pentru aceastd sectiune

momentul echivalent este:

Moy = M2 +0,75-M? =4/3,6> +0,75-2,4° = 4,157 kNm.
Diametrul necesar determinat de relatia 10.26, pentru sectiune inelara este:

J 32M,, 3\/32 4,157 = 10°
=3

n-o -(1-k') \7-80-(1-08")

=96,42 mm.

nec

Se adopta: D =95 mm si d = 76 mm.
Deoarece s-a adoptat o valoare inferioara celei calculate se va face obligatoriu
verificarea pentru a se vedea daca nu s-a depdsit cu mai mult de 5% - o,.

6
G =M 32RO g5 65 \pa<1,05. 6, =84 MPa.
n-DY-(1-k') n-95°-(1-08")

10.7.3. Calculul de rezistenta al barelor de sectiune oarecare supuse

unor solicitari compuse

Eforturile ce produc tensiuni normale intr-o sectiune a barei sunt forta axiala si
momentul Incovoietor. Tensiunile normale au directia axei astfel cd se pot insuma
algebric in orice punct al sectiunii. Valorile acestor tensiuni intr-un punct oarecare al

sectiunii pot fi calculate cu una din relatiile:

M M M M M
G=E,G= Z.y,5= Z.y——y-Z,G=E+ Z°y—I—y°Z. (10.27)

A I I I A 1

z z y t y

Tensiunile normale maxime, ce se produc in sectiunea periculoasd si In

punctele cele mai indepartate de axa neutra se calculeaza cu una din relatiile:



M
NOMLYY (028)
W, W

z y

N M M, M,
max = max max = + 5 Gmax
A W W, W, A

Tensiunea tangentiala produsd de momentul de rasucire se calculeazd cu una

din relatiile:

t t t
T = t T, = T. = -t 10.29
“ k-h-b?’ ' 2.Q.t I, ’ ( )

in functie de forma sectiunii barei, dreptunghiulard, profil subtire inchis sau deschis,

sau:

de la generalizarea relatiilor de calcul la rasucire (vezi § 8.9).
In toate aceste cazuri trebuie avut in vedere ci aceste tensiuni sunt maxime pe
conturul exterior al sectiunii si au directia tangentd la contur.
Forta taietoare produce tensiuni tangentiale ce se calculeaza cu formulele lui

Juravski:

T-S T-S
T..= L g1 T, = . 10.30
T, YT e (1030

N

Tensiunile tangentiale dintr-un punct oarecare al sectiunii daca au directii

diferite se vor insuma geometric cu relatia:

T= 12+ 1T} +2-17,-T, - cosa, (10.31)

unde a este unghiul format de cele doua tensiuni.

Intrucat tensiunile tangentiale maxime tyy $1 T¢ sunt pe conturul exterior, unde
1au valori maxime §i sunt tangente la contur, pentru toate punctele de pe contur
unghiul o poate fi 0° sau 180°. Astfel ci pe conturul sectiunii tensiunile
tangentiale se insumeazi algebric. In general insumarea se face in punctele
sectiunii in care cele doua tensiuni sunt maxime si au acelasi sens (a0 = 0°):

Toax = CTpe T 7T =%+T'—SO (10.32)
max max Xy Wt b . IZ



Pentru barele lungi, tensiunile tangentiale produse de forta taietoare au valori
mici, Tn comparatie cu T, i ca atare nu se va lua n considerare efectul fortei taietoare

ci numai cel al momentului de rasucire, astfel ca:

T, =t (10.33)

max — tmax W

Ordinea operatiilor in calculul de rezistentd al barelor de sectiune
oarecare este urmatoarea:
a) Se traseaza diagramele de eforturi, se evidentiaza sectiunile periculoase (unde
eforturile sunt maxime) si se noteaza valorile eforturilor din fiecare sectiune
periculoasi. In cazul calculului de capacitate de incircare este bine ca in loc de valori
sd se scrie expresiile literare ale eforturilor.
b) Se efectueaza calculul de rezistenta cerut de problema respectiva si anume:
- calculul de verificare al barei: constd in calcularea si trasarea diagramei de
variatie a tensiunilor pentru fiecare efort din sectiunea periculoasa. Pentru punctele
sectiunii cu tensiuni maxime se calculeaza tensiunile echivalente ce se compard cu
tensiunea admisibila;
- sarcina capabilii: In acest caz trebuie ca eforturile si tensiunile sa fie exprimate in

functie de sarcina P, necunoscuta, apoi din conditia ¢, <o, se determind sarcina

capabila P. Acest calcul este posibil numai daca expresiile eforturilor pot fi exprimate
in functie de un singur parametru si anume forta P.

Dimensionarea barei solicitate compus este de fapt o predimensionare unde
se considera:

c, =(05...09) -0, (10.34)

si se calculeaza dimensiunile sectiunii tindnd seama numai de efortul preponderent.

Se adoptd dimensiunile si apoi se face verificarea luand in considerare tensiunile
produse de toate solicitdrile din sectiunea periculoasa.

Aplicatia 10.3 Sa se verifice bara din figura 10.13 stiind ca este confectionata

din OL 70 cu 6,=180 MPa.



Rezolvare: Diagramele de eforturi sunt reprezentate sub bard si se observa ca
sectiunea periculoasa este sectiunea din incastrare (sectiunea B.)

Marimile geometrice necesare sunt:

3 _ Q3
Iz :(Izoi +y§i 'Ai): ¢ 9’6 5’4 8 :2120m43
12
S, =8, =0,
S,=S,=6-08-44=2112 cm’,
Se =S, +4:0,6-2=2592 cm’,
S, =27-08-44=9,504 cm’,
1 1
I, =§Zb t’ =§(2-6-0,83 +8-0,6°)=2,624 cm*,
W, = L _2624_ 3,28 cm’,
max 98
P
6
Y
P=24 kN v
60 =
N ==
[
1.=250 6 ki
® =

HcHmm

m
Q000000

&

®

Fig. 10.13



2,624
t 06

=4,373 cm’.

Tensiunile corespunzatoare solicitarilor din sectiunea periculoasa sunt:
- la incovoiere:

M, -y, —6-10°-(-48)

O, =-04 = Z =135,9 MPa,
I, 212-10
6
o,=—c,=¥s =010 (A0) 155 yypy,
I, 212-10
- la forfecare:
Txyl :Txy4 =0
3 3
T = Ty = T-S, :24 10 21,12410 3985 MPa.
b, -1, 60-212-10
3 3
=T = T-S, _ 24x10 x21,12j<10 — 39.85MPa,
Y Y b,.I 6x212x10
3 3
T = T-Sg :24 10 25,924 10 _ 4891 MPa.
b, -1, 6-212-10
, 5 5
_T-S, :24 10°-9,504-10 _ 1345 MPa,

Xzmax

t.1, 8-212-10*
- la rasucire:

M, 0144-10°
T = =

s = — =439 MPa,
W, 328-10

: M, 0,144-10°
w,  4373-10°

=32,93 MPa.




Diagramele de variatie a tensiunilor, pe sectiunea periculoasad sunt reprezentate

in figura 10.14.

® f13'45 [MPa]
3,98 398 43,9
. @(;)‘G) 135,3+_/ : Hﬂﬂ
) / —— |
5 — i I
o (@ &
Sy ©

Fig. 10.14
Calculand tensiunile echivalente cu una din teoriile de rezistenta (teoria a V-a)

s1 comparand cu rezistenta admisibild se obtin:

Gechl = cyech“_ = \/G? + 3 : 'Cf = \/135992 + 3 : 43,92 = 155,7 MPa < Ga ,
Gy, = Oy, =03 +3-5 =y/113.2° +3- (439 +1345+3,985)" =150.8 MPa <o,
Ceety, = Oecnyy =03 +3-13 =113.27 +3-(3985+32.93)” =169.4MPa <,

Gong =3 Tg =~/3-(4891+32,93)=141,8 MPa< o,

Bara rezista.

Aplicatia 10.4 Sa se determine momentele capabile si le suporte sectiunea

periculoasd a barei1 din figura 10.15, daca M, =2-M, si 6, = 150 MPa.

Rezolvare: Marimile geometrice necesare sunt:

3 3
woo L 2015194144

g =106,4 cm’,
Y max 12-7,5




W =2-Q-t =2-19,7-14,7-03=1738 cm’.

Ap! L= — .
D b - & G U
M 7 Omai
Z w-:i ! - I
t ]
AN ] Epme== Omas

2‘00 ’ G 11 1
@ max

Fig. 10.15

Deoarece cele mai solicitate puncte ale sectiunii sunt cele de pe liniile 1 si 2
(vezi diagramele tensiunilor) sarcinile capabile se vor determina cu ajutorul unei

teorii de rezistenta (teoria III in acest caz) scrisd pentru acestea:

1 16

2 2
M. M
Gechlzw/0f+4‘rl2: Ll +4 | —| =M, - S —
\\% \\% W' W

z t t

din care se obtine,
o, W,-W, 150-106,4-173,8 — 6,033 kNm.

Mica - -
@ W2 16-W?  10°-4/17387 +16-106,4°

Se adopta: M; ¢up = 6 KNm $1 M o= 12 kNm.




