6. SOLICITARI AXIALE

6.1. Tensiuni si deformatii

O bara este solicitatd axial, daca in sectiunile ei transversale se dezvoltd numai
forte axiale N, care pot fi constante sau variabile. Valoarea fortei axiale, in dreptul
unei sectiuni, este egala cu suma proiectiilor pe axa barei, a tuturor fortelor situate la
stanga sau la dreapta sectiunii considerate.

Pentru studiul eforturilor se recomandd sa se reprezinte diagrama fortelor
axiale pentru determinarea sectiunii (sau sectiunilor) periculoase. Fortele axiale sunt
considerate pozitive cind produc solicitarea de intindere si negative cand
produc solicitarea de compresiune a sectiunii transversale..

Forta axiald este rezultanta tuturor tensiunilor normale care se dezvolta intr-o
anumita sectiune transversald. Pentru a determina tensiunile, se considerd o bara
solicitata axial, de lungime L, confectionata dintr-un material omogen si izotrop si
care are o sectiune transversala constanta, cu aria A.

Prin aplicarea unei forte axiale N bara se lungeste cu cantitatea AL. O sectiune
oarecare BC, situata la abscisa x se deplaseaza cu cantitatea Ax. Conform ipotezei lui
Bernoulli “o sectiune pland si normala pe axa barei inainte de deformatie ramane
pland si normala pe axa barei dupa deformatie”, rezulta ca toate punctele sectiunii BC
se deplaseaza axial cu aceeasi valoare Ax= ct. si:

A
=—X=ct.

X

X

Conform legii lui Hooke, alungirii specifice constante, 11 corespund tensiuni
normale constante:

c=E-¢.

Prin ipoteza am considrat materialul izotrop, deci modulul de elasticitate este
constant (E = ct.) si ca urmare rezulta c = ct.

Deci, tensiunile sunt repartizate uniform pe suprafata sectiunii

transversale (fig.6.1,b).



Din ecuatia de echilibru scrisd pentru partea din stinga a barei (fig.6.1,b)

rezulta:
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Starea de tensiune, n acest caz, este o stare uniaxiala (fig. 6.1,c).
Intrucat se considerd cd materialul satisface legea lui Hooke, deformatia

specifica pentru solicitari axiale, are expresia:

c N
= =_ 6.2
E E-A (6.2
Valoarea alungirii, respectiv a scurtarii totale a barei este:
AL=8-L=&. (6.3,a)
E-A

Daca pe lungimea barei marimile N, E, si A sunt variabile, sau constante pe

anumite portiuni ale barei, alungirea se calculeaza cu relatia:

N-L
AL = j —Adx sau AL = ZE o (6.3,b)

Alungirea (scurtarea) AL este cu atdt mai mica cu cat produsul EA este mai
mare si de aceea produsul EA se numeste modul de rigiditate la intindere-
compresiune.

Relatiile deduse mai sus si cele ce se vor deduce mai jos sunt valabile atat

pentru solicitarea la Intindere cat si pentru cea de compresiune.



Barele de lungime mare solicitate la compresiune trebuie verificate la
flambaj (vezi. § 15). Fenomenul de flambaj (numit si pierderea stabilitatii elastice),
se produce inainte ca tensiunile produse de solicitarea la compresiune sa atinga
valoarea 6. De aceea nu se pot calcula la compresiune decat barele scurte, a caror
lungime nu intrece de 15 ori dimensiunea cea mai mica a sectiunii transversale:
L<15-d_, (6.4)

iar pentru L>15-d_;, se va face calculul la flambaj (vezi § 15).

6.2. Calculul de rezistenta la intindere - compresiune

Relatiile deduse mai sus se utilizeazd pentru rezolvarea problemelor
Rezistentei materialelor: verificare, capacitate de incarcare si dimensionare.
Rezolvarea acestor probleme se face respectand atat in conditia de rezistentd (6 <o
,) cat si cea de rigiditate (¢ <&  sau AL__ < AL ). Rezistenta admisibild (c,)
respectiv deformata admisibila (¢, AL ) depind de factorii analizati in §1.5.
Rezistentele admisibile pentru cateva materiale sunt date in anexa 1.

Tinand seama de aceste considerente se deduc, pe probleme, formulele de
calcul.

a) Verificarea unei piese solicitatd de un efort axial, constd in determinarea
tensiunii maxime respectiv a deformatiei maxime si compararea valorii obtinute cu
cea admisibild. Valoarea rezultata trebuie s nu depaseasca pe cea admisibila adica:

- din conditia de rezistenta:
O =M36a 6.5)
ef
- din conditia de rigiditate:

€ max =lS8a sau AL, =ESAL2. (6.5,a)
E-A E-A



In prima relatie (6.5) prin A ; se intelege valoarea ariei efective a sectiunii. In

figura 6.2 se dau ariile efective pentru cateva sectiuni.
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Fig. 6.2

Inegalitatile din formulele (6.5) nu sunt total restrictive, in sensul ca se pot
depasi cu 3...5 % valorile limita (c , €,, AL ). Pentru a indeplini conditia de utilizare
eficientd a barei se recomanda ca valoarea efectiva a tensiunii sau a deformatiei
sa nu fie inferioare valorii de 80 % din valoarea admisibila.

Daca bara indeplineste simultan conditiile:

08-6,<0,,<105-0,
08-¢,<¢,,<L05-¢,, (6.5,¢)
0,8-AL, <AL _, <105-AL,.

vom spune “BARA REZISTA”.

Dacd o singura marime calculata din relatiile (6.5) depaseste cu 5% valoarea
admisa atunci “BARA NU REZISTA”.

In cazul in care toate marimile calculate sunt inferioare valorii de 80% din cele
admisibile “BARA ESTE SUPRADIMENSIONATA”.

Atat 1n cazul in care bara nu rezista cat si in cazul in care este supradimensionata
se va calcula valoarea sarcinii capabile.

b) Capacitatea de inciarcare se calculeaza atit pentru barele la care nu se
cunoaste valoarea incarcarii cat si pentru acelea ce au fost verificate si n-au

corespuns sarcinii impuse, fie ca erau subdimensionate sau/si supradimensionate.



Cunoscand dimensiunile sectiunii transversale ale barei, materialul din care
este confectionatd (c,) si conditiile de deformare (g,, AL,), forta axiala maxima se
determind cu una din formulele:

- din conditia de rezistenta:

Ncap = Aef "G, (6.6,3)
- din conditia de rigiditate:
N., =E-A, g, sau N, = %. (6.6,b)

Daca se tine seama de ambele conditii (de rezistentd si de rigiditate) rezulta
doua valori diferite pentru sarcina capabild. Din acestea se ia in considerare
valoarea cea mai mica.

Din calcul rezultd valori fractionale sau cu multe cifre. Dar, in practica
inginereasca se folosesc valori normate (valori prevazute in norme sau standarde),
ce au putine cifre si sunt, de reguld, intregi. Deci, inginerul trebuie totdeauna sa
aleaga valoarea fortei, astfel ca bara sa reziste, sa fie utilizatd eficient, iar
valoarea fortei sa fie cea normata. Astfel:

0,8-P <P<105-P

capmin capmin (6.7)

c) Dimensionarea este problema cea mai dificila, si constd in determinarea
dimensiunilor sectiunii transversale ale barei astfel 1ncat aceasta sd reziste
solicitdrilor impuse.

Prima operatie, pentru dimensionare, este aflarea efortului normal maxim.
Aceasta rezulta din diagrama fortei axiale. Apoi, se alege materialul pentru bara si se
adopta valoarea rezistentei admisibile, respectiv a deformatiei admisibile.

Aria necesard a sectiunii transversala se calculeaza cu relatiile:

- din conditia de rezistenta:

A = —max (6.8,2)

- din conditia de rigiditate:
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valoarea cea mai mare pentru a fi satisficute simultan cele doua conditii. De
asemenea si aici dimensiunile transversale ale barelor sunt normate si trebuie
totdeauna sa se aleaga, valoarea standardizata. In acest scop se aleg forma si

dimensiunile sectiunilor date in tabele cu profile standardizate (vezi fig. 6.2).

6.3. Bare cu variatie de sectiune. Sectiune periculoasa

In numeroase cazuri, din motive constructive, aria sectiunii transversale variaza
in lungul barei. Spre exemplu in figura (6.3,a) este prezentata o platbandd cu
sectiunea transversald dreptunghiulard de latime b si grosime h sldbité in sectiunea
II-IT de o gaura cu diametrul d si solicitata de o fortd axiala N. Tensiunile produse nu
au aceeasi valoare in fiecare sectiune transversala. Tensiunile in sectiunea I-1, ce se
gaseste la departare de sectiunea slabita, sunt mai mici decat in sectiunea II-II.

Sectiunea in care iau nastere cele mai mari tensiuni normale se numeste
sectiune periculoasa. Calculele de rezistenta, in acest caz, se fac pentru sectiunea
periculoasa. Pentru bara din figura 6.3 sectiunea periculoasa este sectiunea II-II, ce
are aria minima. Valoarea medie a tensiunii in aceastd sectiune se determind cu

relatia:



N N

N (b—d)-h’

si se numeste tensiune nominala.

Prin masurari tensometrice s-au determinat valorile reale ale tensiunilor in bara
cu sectiune variabila. S-a stabilit cd tensiunile nu se repartizeaza uniform pe suprafata
sectiunii transversale, ci au o variatie parabolica ca in figura (6.3,b), cu valoarea
maxima la marginea gaurii.

In Teoria elasticitatii se demonstreaza ca tensiunea in sectiunea periculoasa, la

ordonata y de axa Ox, este datd de relatia:

N a  3d
o=——- |1+—+ "
b-h 8y 32y

9

. : . . . d
iar tensiunea maxima, la marginea gaurii, pentru y = 3 este:

unde:

N : L . s
G, = o este tensiunea nominald din sectiunea neslabita I-1.

Stari de solicitare asemdndtoare se produc si in dreptul altor variatii de
sectiune. In figura (6.4,a,b) s-au redat alte douid exemple de variatie a sectiunii
transversale. In aceste cazuri tensiunea normald maxima apare la marginea sectiunii
transversale, in dreptul crestaturii (fig. 6.4,a) si in dreptul racordarii (fig. 6.4,b).

Gaurile, racordarile, crestaturile, etc. care produc o modificare brusca a
sectiunii barei, influenteaza distributia tensiunii normale, se numesc concentratori
de tensiune.

Pentru cazul general tensiunea normald maxima se determind cu relatia:

cyax=a’k.cy0=a’k.§ (6‘9)

m

unde:
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configuratia concentratorilor.
Fig. 6.4 . _ _
Concentratorii de tensiune sunt deosebit de
periculosi pentru materialele fragile. Dacd materialul barei este tenace efectul
concentratorului este redus si uneori chiar neglijabil.
In figura (6.5,a, b, c, d) sunt date cateva diagrame cu coeficienti de concentrare

a tensiunilor normale pentru patru forme de concentratori.
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Aplicatia 6.1. O barda de sectiune dreptunghiulara de (100x12) mm este
asamblatd de un guseu prin trei nituri de diametru d=18 mm (fig.6.6). Bara este

solicitata la intindere de forta P =150 kN. Se cere sa se verifice bara in ipoteza ca

forta P se repartizeaza uniform pe cele 3 nituri, dacd 6 = 150 MPa si o, = 1.
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Rezolvare: Tensiunea maxima din sectiunea I a barei este:

- N, 150-10°
A, 124100

=125MPa<o,.

Tensiunea nominala din sectiunea II, rezulta:

3
o = DOA0 55 4 Mpa <0506,
A, 12-100-18-12

efy

Intrucat, prin ipoteza, forta P se repartizeaza uniform pe cele trei nituri rezulta
ci o fortd P/3 a trecut de la bara la guseu, prin nitul din sectiunea II. In sectiunea III a
mai ramas 2/3 P, astfel ca tensiunea normala 1n bara este:

N %-150-103
_ Nm_ 3 =130,2 MPa<o,.

c =
maxpy Aefm 12-100-2-18-12

Deci, sectiunea periculoasd este sectiunea II-II, unde se verifica conditia
impusa ca 6, < 1,05-6, printr-o depasire a tensiunii admisibile cu numai 1,6 %.

Aplicatia 6.2.  Sa se verifice bara din figura 6.7 solicitatd la intindere de o

forta P = 7,4 kN stiind ¢d 5 = 150 MPa.



118 De pe curba:

p o = P D-d 20-10 _
——— ™~ 2l = =1,
Ay "8, 2r 10
n“ﬂ ! datd in figura (6.5,a), pentru r/d = 0,5 se obtine:
o, =1,37.
Fig. 6.7
Astfel, tensiunea normalda maxima din
sectiunea I rezulta:
3
=y =137 2701591 MPa <,
! A 10

ef
Din diagrama prezentata in figura (6.4,c), pentru d/D = 0,5 se obtine o, = 1,95
astfel ca:
3
:ak.izl,%. 7’? 10
20

ef

=1533MPa<1,05-0c,.

maxy

-20-11

Deci bara este corect dimensionatd intrucat in ambele sectiuni se respectd

conditia (6.5,c).

6.4. Calculul barelor verticale luand in considerare

si greutatea proprie

P+Y.A-L

In cazul barelor de lungimi mari, care sunt in

i pozitie verticala, calculul la solicitari axiale, se face

luand-se in considerare si greutatea proprie.

” Sa considerdm o bara verticald, prismatica de

|
|
|
|
= | lungime L si cu rigiditate EA, confectionatd dintr-un
IP material omogen, cu greutatea specifica y. Bara este
Fig. 6.8 incastrata la un capat si este solicitata la intindere de o

forta P si de greutatea proprie conform figurii 6.8.



Intr-o sectiune oarecare situati la abscisa x de capatul liber al barei,valoarea
fortei axiale este:

N=P+y-A-x (6.10)
si are variatie liniara.

Valorile extreme ale fortei sunt:

N, =P,

N,=P+y-A-L.

Valoarea tensiunii normale intr-o sectiune oarecare este:

N P
o=—=—+7Y:X=0,+Y "X, 6.11
A AT oty (6.11)

iar valoarea maxima a tensiunii este in dreptul sectiunii 1:
P
61=X+y-L=co+y-L, (6.12)

in care tensiunea minima s-a notat cu G = P/A.
Din relatia (6.12) se obtine:

- pentru dimensionare:

A= LL; (6.13)
C,~7-
- pentru verificare:
G max =AL+Y L (6.14)

ef

- pentru calculul capacitatii de incarcare:
P,=A,(o,-7-L). (6.15)

Alungirea, respectiv scurtarea barei verticale lungi se obtine astfel:

Adx=sx-dx=g-dx=l-(£+y-x)-dx,
E E \A

sau:



(6.16)

Lo (p ) I (p.Ler.LZ):(”(z;)'L

. _+y.x .dx=_.
OE \A E A 2 E-A

in care G = y-A-L, este greutatea barei.
Realizarea unor astfel de bare verticale
agsda,  Drismatice, (de sectiuni constante) si lungimi

Oa . .. . . .
Emimié_ mari sunt solutii neeconomicoase si din
‘ L

G}LLM\A aceasta cauza s-a ajuns la bara de egalia

X

LA dx . - - .
FAx rezistenta, care este o bara de sectiune

b) variabila la care este indeplinita conditia
= 04 pe toata lungimea barei (fig. 6.9,a).

Fig. 6.9 In scopul determinirii modului de

variatie al ariei, se izoleazd un element de

lungime dx (fig. 6.9,b), de greutate y-A_-dx, pe sectiunile cdruia se reprezinta

tensiunile normale &, (din conditia ca bara sa fie de egala rezistenta).
Din ecuatia de echilibru a acestui element se obtine:

y-Ax-dx—ca,(Ax+dAx)+cx-Ax=0,

sau
Y-A, -dx-dA -c,=0,

care prin separarea variabilelor si integrare conduce la expresia:

lnAx=L-x+C.

Ga

Constanta C se determind prin utilizarea conditiilor la limita si anume, pentru

x= 0 rezultd C = InA,. Expresia de mai sus devine:

InA =" -x+InA,,

(&)

a

de unde se obtine relatia ce exprimd modul de variatie al ariei sectiunii transversale:

R

A=A, e (6.17)



Realizarea practica a unei astfel de bare este dificil de executat si deci scumpa.

De aceea in practica inginereascd se utilizeaza bare cu variatii in trepte, eficient

calculate. In acest mod, cu toate ci forta axiald creste de la valoarea P la P+G,

tronsoanele se pot realiza astfel ca tensiunile efective sa fie cuprinse in domeniul:

1,05-6,206,20,8-0,.

Pentru exemplificare se considera bara din figura 6.10, formatd din trei

tronsoane cu lungimile L , L,, L.. Dimensionarea barei, tindnd seama de conditia de

rezistenta, se face astfel:

0
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Fig. 6.10
N0=P’ Alnec=#'
G, =Y 'Ll

Se adopta A, si apoi se calculeaza:

N1=P+G1=P+71'A1'L1a A2nec=

apoi se adoptd A,.

P+ Gy

A

P2 Gy 7

Az

P+G+62
Az
P+&+Gz

Ay

As

N,

Ga_YZ.LZ

Generalizand, dimensionarea se face cu formula:

P1G¢+G2+Gy

b



i—1 i—1
P+>v.-A;-L;, P+> G,
Ainec= ¢ = . . (6-18)
Ga_Yi.L' Ga_Yi.L'

Daca tronsoanele sunt realizate din materiale diferite In formula (6.18) se ia
valoarea tensiunii admisibile cea mai micd din valorile pentru cele doud materiale in
contact (a se vedea § 6.5.1).

Efortul maxim la contactul dintre cele doua tronsoane este:
i-1 i-1

N;=P+>7,-A;-L,=P+ > G,. (6.19)
0 0

Alungirea respectiv scurtarea barei formate din tronsoane rezultd prin
insumarea alungirilor (scurtdrilor) fiecarui tronson, Astfel, prin aplicarea succesiva a
formulei (6.16) se obtine:

i N+ G

2
AL=Y —2 .. (6.20)
21: E, - A,

1

6.5. Presiunea de contact

In calculele de rezistentd la compresiune este necesara determinarea modului
cum sunt transmise sarcinile aplicate, adica a modului de considerare a presiunii de
contact. Aceasta este considerata o tensiune normald pe suprafata de contact, ce se
dezvolta pe suprafata de aplicare a sarcinilor. Daca presiunea de contact atinge valori
prea mari, ce depasesc limita admisibilda a unui material in contact, se produce
distrugerea prin strivire, a elementului respectiv. De aceea, cand forta se transmite
intre doua (ER) din materiale diferite se va tine seama in calcul, de rezistenta
admisibild cea mai mica la compresiune a materialelor in contact.

Relatiile de calcul ale presiunii de contact diferd in functie de felul suprafetei

de contact (plana, cilindrica, sferica, etc).



6.5.1. Suprafata plana de contact
Pentru suprafete plane de contact se admite o distributie uniforma a
presiunii de contact, egali cu tensiunea normali pe aceasta suprafati. In acest caz

rezistenta la strivire este:

P
P =X3pa =0, (6.21)

In care ¢ este rezistenta admisibild la compresiune, cea mai micd, a materialelor in

contact.
Aplicatia 6.3. Sa se verifice stalpul din
P-2000KN
figura 6.11, stiind cd este confectionat din
@} s250 aluminiu cu p_, = 45 MPa. Acesta apasd pe o
c% placa de otel cu p,, = 100 MPa care apoi se
2 sprijind pe un bloc de beton cu p , =30 MPa si
= @
s 7 totul pe pamant. Presiunea admisibild pentru
7y g| 325 7 A

4 N pamant este de papém=2 MPa. Se cunoaste: yaL =

N 7 L, 3 3. 3

W s vrean oo 9o 27 kN/m’, v, =78,5kN/m’ siy,  =22kN/m".

¢ 1200
Fig. 6.11

Rezolvare: forta la contactul dintre stalpul

de aluminiu si placa de otel rezulta:

2
0,25 ¢ _ 2011 kN,

1ar presiunea de contact este:

N, 4-2011-10°

P. =
250>

s2 A

=40,96 MPa<P,, ,

ef
Forta la contactul dintre otel si beton va fi:

2
N, =N, +yOL-VOL=2011+78,5-%-0,02=2011kN.



Observatii: Greutatea placii de otel este neglijabila fata de cea a stalpului si nu
se 1a In considerare.
Presiunea de contact in 2 este:

N, 4-2011-10°
A, 325 ¢

P.=

s3

=24,24 MPa <P

aBet *

Forta axiala dintre beton §i pamant se obtine:
N, =N, +7,, V., =2011+50-12% -1=2083 kN,

iar presiunea de contact este:

3
Ny _2083-107 1 419 MPa<p,,,.
A, 1200

s4

Deci, calculele de rezistentd pentru acest stalp sunt corecte, deoarece in toate
zonele de contact nu se depaseste presiunea admisibild a materialului celui mai putin
rezistent. Se mai observa cad greutatea placii de otel este neglijabila fatd de sarcina,

greutatea stalpului si greutatea fundatiei.

6.5.2. Suprafete cilindrice in contact

In cazul imbinarilor cu nituri, bolturi, buloane, etc. suprafetele in contact dintre
(ER) au forme cilindrice.
In figura (6.12,a) se considerd o imbinare cu un nit. Forta P se transmite de la

ER 2 la 3 prin intermediul nitului 1 de diametru D si lungime 2L.



Daca se presupune ca intensitatea fortei este aceeasi pe toatd grosimea L a
: : < < D
elementelor 2 respectiv 3 atunci pe fiecare suprafatd elementara, dA =L - e da, se
va transmite o fortd elementarda normala, (fig. 6.12):
D
dN=p-dA=p-L-5-da,

ce depinde de distributia presiunii de contact.
Distributia reala depinde de elementul de imbinare (nit sau surub) modul de
asamblare (nedemontabild sau demontabild) si se poate determina experimental.
Daca se considera distributia p = p -cosa, ce aproximeaza foarte bine pe cea

reald, atunci din ecuatia de echivalenta dintre forta si presiune se obtine:
T L ud L-D T
=2|2dN- =212(p-dA)- =212l p. -cosor- ——-da. |- coso = —-L-D-
P= 2.[0 dN-cosa = ZL (p dA) cosQL = Zjo (po cosQl 5 doc) cosQL = 2 L-D-p,,

din care rezulta valoarea presiunii maxime in contact,
4P P
=——=1273-——. 6.22
P pLx "L (6:22)
In calculele ingineresti se considerd ci forta P se distribuie uniform pe

suprafata D-L (fig. 6.12,¢, f), adica

A% 7
NN NS~
@ N




P

P=p -D-L sau =—,
pa pmax D-L

(6.23)

Presiunea de contact admisibila, in cazul suprafetelor cilindrice fixe, se ia:

p=(1..15c_, (6.24)
1ar dacd cele doua piese cilindrice trebuie sd aiba o miscare relativa una fatd de alta,
cum este fusul in lagar, se ia:

p,=(05..038)-c_ (6.23,a)

Astfel, pentru OL 37 cu o, =c,= 150 N/mmz, presiunea admisibila se poate lua
intre valorile p,=75 ... 225 MPa.

Aplicata 6.4. Sa se verifice la strivire Tmbinarea cu nituri de la aplicatia 6.1
(fig. 6.6) dacap=1,506=1,5- 150 =225 MPa.

Rezolvare: Forta pe un nit, tindnd seama de ipoteza cd forta se distribuie
uniform pe fiecare nit (a se vedea § 7.4), este:

p =P 10 501
33

Presiunea de contact este:

P, _50-10°
D-L 18-12

Intrucat pes=231,5 < 1,05 - p, = 236,3 MPa, IMBINAREA REZISTA.

P =231,5 MPa.

6. 5. 3. Suprafete mici in contact

Asemenea suprafete existd la contactul dintre bilele sferice, cilindrice, butoias,
etc. si suprafetele de asezare ale acestora. In aceste cazuri, datoritd suprafetelor de
rezemare foarte mici, prin care se transmit fortele, se produc presiuni de contact
deosebit de mari. Sub actiunea fortelor de contact mari cele doud corpuri se
deformeaza local (se turtesc).

In cazul a doua bile sferice, apasate una catre cealalti cu forta P, acestea se

deformeaza, obtinandu-se o suprafata circulard de contact, cu diametrul 2a (fig.6.13).



Presiunea maxima de contact a fost stabilita de H. Hertz, ludnd in considerare
urmatoarele ipoteze:
- diametrul 2a, al suprafetei de contact, este mic in comparatie cu diametrele d,
si d, ale bilelor:
- materialele celor doud corpuri au deformatii liniar eleastice:
- presiunile de contact sunt normale pe suprafata de contact.
In acest caz presiunea maxima dezvoltati pe axa centrelor celor doua

bile se calculeaza cu formula dedusa de H. Hertz (cu ajutorul teoriei

elasticitatii):
E -E) (d+d,)
P =0,975.3\/P.(#J (#} ; (6.25)
E, +E, d -d,
iar dacd cele doud corpuri sunt confectionate din acelasi material:
d +d,)’
p. =0,62-3P-E (L) . (6.25,2)
d -d,

In cazul general al unor corpuri ce au forme geometrice simple (sferd, cilindru,
con, trunchi de con, elipsoid, etc.) suprafata de contact dintre cele doud corpuri are
forma de elipsa, de ecuatie:

A-x’+B.y’=ct., (6.26)
1ar presiunea maxima de contact se calculeaza cu formula:

P =0-VP-A?.E’

(6.27)

Coeficientul a din formula (6.27) depinde de

parametrii A si B ai ecuatiei elipsei (6.26) si se dau in

tabelul (6.1).




Tabelul 6.1.

AB[ 1 [08]06[04]0.270,15[0,15[ 0,1 [0,05]0,02]0,01]0,007
o 10,620,66700,742[0,85] 0,14 [ 1,14 [ 1,27 [ 1,54 [ 2,03 2,85 ] 3.6 | 5.1

In anexa 5 de la sfarsitul cursului se dau valorile parametrilor A si B ai ecuatiei

(6.26) si formule de calcul ale presiunii maxime de

N contact pentru cele mai frecvente cazuri intalnite in
W{f_f.l_ _i___k/_ 6{/_4 practica inginereasca.
AT T
1P Tabelul 6.2.
Fig. 6.14
Materialul c, [MPa] p, [MPa]
Fonta 900 - 1400 800 - 1300
Otel carbon calit 480 - 800 850 - 1400
Otel aliat calit 700 - 1800 1200 - 1600
Otel de rulmenti - 3800

Experimental s-a constatat cd presiunea maximd de contact poate depdsi cu
mult limita de curgere a materialului fara ca ER sa se distrugd. Fenomenul se explica
prin faptul ca in zona centrala de contact, unde se atinge p__, materialul se afld in
stare triaxiald de compresiune uniforma (vezi § 3.7 ).

Valorile presiunii admisibile in cazul contactului pe suprafete foarte mici,
pentru fonte si oteluri se dau in tabelul 6.2.

Aplicatia 6.5. Sa se calculeze forta capabild care o poate prelua un rulment de

presiune cu 8 bile (fig. 6.14) cu diametru d,= 6 mm, ce are cdile de rulare concave cu

raza R = (12—2 =8 mm. Se cunoagte E =210 GPa sip_= 3,8 GPa.



Rezolvare: Utilizand formula din anexa 5 (nr. 2) pentru otel de rulmenti se

obtine:

3 2 3 2
AR —
? 062) \d,-d,) E 0.62) \8-6) 210

Se adopta: P =24 kN.

6.6. Sisteme de bare static nedeterminate

6.6.1. Notiuni generale

Pana acum s-au analizat eforturile si tensiunile dintr-o bara static determinata.
In practica inginereasci sunt ansamble si subansamble formate din sisteme de bare.
Aceste sisteme pot fi static determinate sau static nedeterminate.

La sistemele static determinate reactiunile, respectiv eforturile din sectiune, se
pot determina din ecuatiile de echilibru. In acest caz numarul ecuatiilor statice este
egal cu numarul necunoscutelor.

Céand numarul necunoscutelor (reactiuni sau/si eforturi) este mai mare decat
numadrul ecuatiilor de echilibru static, sistemul se numeste static nedeterminat.
Diferenta dintre numarul necunoscutelor si numarul de ecuatii statice, constituie
gradul de nedeterminare al sistemului. Pentru rezolvare in acest caz, se adauga la
ecuatiile statice un numar de ecuatii de deformatie egal cu gradul de
nedeterminare al sistemului. Aceste ecuatii suplimentare se obtin din analiza
aspectului geometric si de compatibilitate al sistemului de bare.

Sistemele static nedeterminate solicitate axial pot fi cauzate de:

- legaturi ce impiedica deformarea produsa de sarcini sau de modificarea
temperaturii barelor:

- eforturi (tehnologice sau de asamblare) ce se produc in sistemele de bare:



- utilizarea in constructia unei bare a mai multor materiale cu caracteristici
fizico-mecanice diferite.
In toate aceste cazuri problemele static nedeterminate se pot rezolva
parcurgand urmatoarele trei aspecte:
a) aspectul static: scriind ecuatiile de echilibru static se stabilesc necunoscutele
sistemului s1 se afld gradul de nedeterminare:
b) aspectul geometric - se scrie un numar de ecuatii de deformatii egal cu
gradul de nedeterminare:
c) aspectul fizic - se exprimd deformatiile de la punctul b) in functie de
eforturile sau tensiunile din bara.
Astfel dupa parcurgerea celor trei aspecte, din aspectul static si cel fizic se
obtin ecuatiile necesare care prin rezolvare, dau solutiile problemei static

nedeterminate in eforturi, In tensiuni sau in deformatii.
6.6.2. Bare avand deformatiile impiedicate de legaturi

Aplicatia 6.6. Bara incastrata (sau articulatd), la cele doua capete (fig.
6.15). Se considerd bara dreapta, prismatica incastratd sau articulatd la cele doua
capete s incarcata cu sarcina axiald P intr-un punct situat la distanta a de reazemul 1
(respectiv la b de reazemul 2).

Rezolvare: Reactiunile in cele doua reazeme sunt H, si H.,.

Aspectul static:

H + H,= P (sistem simplu static nedeterminat):
Aspectul geometric:
Aa + Ab = 0 (deformatia totald a barei trebuie sa fie nuld):
Aspectul fizic:
H, -a N H -P

b=0,
E,-A, E,-A,

din care se obtine:



H, = s1 apoi

AZ

1+

. A

m‘Nm o

a
b
H,=P-H,.

Avand valorile reactiunilor se poate trasa

diagrama de variatie a fortelor axiale si apoi se

poate efectua calculul de rezistenta.

Daca E,-A,=E,-A,=E-Asi L=a+

.-

b, atunci:

b : a
=—-P H,=—-P.
Ey Az H, L s 2= T

Aplicatia 6.7. Sistem de bare paralele.

Se considerd bara de mare rigiditate (1)-

(3) suspendata prin trei bare verticale,

Q H, prismatice de lungimi si rigiditati diferite.
Sarcina verticald P actioneaza la distanta c de
Fig. 6.15 punctul 3 (fig. 6.16).
Rezolvare:
a) Aspectul static (ecuatiile de echilibru sunt):
N+ N +N.=P,
N,-(@a+b)+ N, b=Pc.
b) Aspectul geometric, corespunzator starii de deformatie al barelor este:
AL, —AL, AL, -AL,
a b
c¢) Aspectul fizic (adicd exprimand alungirile functie de eforturi) se obtine:
N,-L, b N, L, .a+b+N3-L3 _o.
E,-A, a E,-A, a E,-A,




Aceastd ultimd ecuatie impreund cu cele doud ecuatii de echilibru
constituie un sistem de trei ecuatii din care se pot determina eforturile N,, N,

si N, din bare.

Aplicatia 6.8. Sistem de bare articulate, simetrice.
Fie sistemul de bare prismatice, coplanare, articulate i actionate in A de forta
P. Bara mediand are lungimea L si rigiditatea E - A iar cele laterale L = L / cosa si
respectiv E, - A, (fig. 6.17).
Rezolvare:
a) Aspectul static:
N,-sina - N, -sina =0,
N+ (N,+N,) - cosa=P.
b) Aspectul geometric: neglijdand modificarea unghiului o dupa deformatie
(conform ipotezei deformatiilor mici) Ao este foarte mic fati de unghiul o. intre

deformatiile AL si AL, exista relatia:

AL = AL- cosa.
b) Aspectul fizic se scrie: cepic s
N Eﬁ\%‘( E3A]
1 N-L i B 3
cosa _ - COS QL. o B | o
E ‘A, E-A = by
™ N2 p N3
Din cele trei ecuatii rezulta: o @3? . ).
P St L I
N = - '—--:::".__—___
2E, - ’ a b
1+ 1 "L cos’a -
E-A
PN Fig. 6.16
N,=N, = 5 .
- cosal

Dacd E-A = E-A, atunci se obtine:

P-N - cos”
N N g N =N, =S o

1+2-cos’a 1+ cos’a



Din formulele de mai sus

se observda ca N > N, astfel ca

sarcina capabila se determina, in

acest caz, numai functie de N: =
Pcap= ( 1+200s30c) -Ncap=

(1+200530c) ‘A-c.

Fig. 6.18

6.6.3. Bare cu eforturi initiale

Lungimile barelor din sistemele static nedeterminate se stabilesc pe
considerente geometrice. Dacd lungimile unor bare diferd de valorile nominale
conform tolerantelor de executie ale reperelor, atunci acestea se pot monta numai
dupa ce au fost lungite sau scurtate fortat. Prin aceasta se introduc eforturi
suplimentare in sistem, rezultate din montajul fortat. Un sistem de bare ce contine
eforturi Tnainte de a fi actionat de sarcinile pentru care a fost construit, se numeste
sistem cu eforturi initiale. Valorile eforturilor initiale se pot determina addugéand la
ecuatiile de echilibru, ecuatii de deformatie obtinute din studiul geometriei
sistemului.

In aplicatiile analizate mai jos valorile impreciziilor de montaj, respectiv ale
deformatiilor rezultate la montaj sunt mici, astfel ca acestea sunt liniar elastice.

Aplicatia 6.9. Sisteme de bare articulate concurente cu imperfectiune la
montaj. La sistemul plan de bare articulate din figura 6.18 bara centrald este mai
scurtd cu lungimea a. In urma montajului fortat, in bara mediana se va produce o forta

axiald de intindere 1ar in cele laterale forte axiale de compresiune.



Rezolvare:
a) Aspectul static:
N,-sin a =N, -sin a,
N=(,+N,) -cos a.
Aspectul geometric:

AL,

cos o

AL +

= a.

Aspectul fizic:

N-L N,-L
+ S =a.
E-A E;-A -cos"a

Din cele trei ecuatii in eforturi se obtine:

N= a-E-A , N, =N, = N .
L+ E-A L 2coso
2E, A, cos’a

6.6.4. Bare cu sectiuni neomogene

In constructiile ingineresti se utilizeazi (ER) alcituite din doua sau mai multe
materiale, ce au caracteristici fizico-mecanice diferite. Elementele componente ale

barei formeaza un sistem ce se comportda ca un tot omogen. Exemple de asemenea
(ER) sunt: stalpi din beton armat, cablurile bimetalice etc.

In figura 6.19 se di o bara

/51 A /-EEAZ
prismaticd alcatuita din trei materiale = j——3— 7 P
diferite  (E1-A,, E2-Ap, EfA) 1 ——*
E3A3

solidarizate. ] - Ny }P

. Y, u 1

In acest caz: 4 N3

a) aspectul static este:

Fig. 6.19
N+N,+N,=P,



b) aspectul geometric este:
€= &,= &,
¢) aspectul fizic va fi:
Nl — NZ — N3
E-A, E,-A, E;-A;

Prin rezolvarea ecuatiilor in eforturi rezulta:
_ P-E, -A, N P-E,- A,
E -A+E,-A,+E,- A, E A +E,-A, +E, A,

1

~ P-E,-A,
E -A+E, A, +E,-A,

3

Generalizand se obtine formula pentru eforturi:

_P'Ei°Ai

i Skl § 6.28
SEA (6.28)
si din aceasta rezulta tensiunea n materialul 1 al barei:
N. P-E,
C,=—.=5——. (6.29)
A, Y A-E
Daca aspectul fizic se scrie sub forma:
% _%2_09;5
El E2 E3 ’
din aceasta se obtin relatiile:
E E E E
G,=0,"—-=0,"—3,0,=0,"—— =0, —yeres (6.30)
E, E, E, E,

Deci, tensiunea ce se produce intr-un material depinde de tensiunile din
celelalte materiale si de modulele de elasticitate ale acestor materiale si nu
depinde de aria sectiunilor.

Ca atare, pentru a rezulta constructii eficiente este necesar sa se indeplineasca
simultan conditiile:

=0, , ctc.

c 3ef 3a’

tef 9122 Oz C200 O

ce se poate realiza numai daca:



Siu _ O _Ou_ (6.31)
E E, E,

1 2

Aceastd conditie nu se poate indeplini decat in mod exceptional.

Relatia (6.31) se utilizeazd pentru determinarea tensiunilor admisibile ale
celorlalte materiale. Valorile tensiunilor admisibile de calcul se determina tinand
cont ca acestea pot fi egale sau inferioare valorii tensiunii admisibile date pentru
materialul respectiv.

Aplicatia 6.10. Sa se

V= %= % determine sarcina capabila pentru
T
b L AL un cablu format din 19 fire de otel
H H,
Bl e = (6..= 200 MPa, E= 120 GPa) si
AL=o-L-At al 1
¢) Ieee——————— — 90 fire de aluminiu (c_,= 30 MPa,
N=a E-AAt E,= 70 GPa). Firele au diametrul
d) ''''''''''''''''' ——
de d =3 mm.
Fig. 6.20
Rezolvare. Tensiunile admisibile de calcul sunt
c,,= 30 MPa,
G, =0,, Ei_30.219_ 90 mpa.
E, 70

Se observd ca pornind de la 6, ;= 200 MPa se obtine G,, =30 MPa, deci

inacceptabil.

Acum se poate calcula sarcina capabila cu relatia:

2
P=N 0;1-Al+02a-A2:(90-19+3O-9O)x%:31170N.

Icap

+N

2cap =

Se adopta: P=30 kN.



6.6.5. Eforturi datorita dilatarilor impiedicate

O bara dreapta de lungime L, ce se poate dilata liber, prin incélzire uniforma se
lungeste (fig. 6.20,a) cu

AL=a-L -At (6.32)
in care o este coeficientul de dilatare liniard (vezi anexa 2), iar At = t - t, este
cresterea temperaturii. Alungirea specifica din bara este:

8=AL—L=0L-At (6.33)

Cand bara are articulatii fixe sau este incastratd la ambele capete (fig. 6.20,b),
ce impiedica dilatarea, in bara se produce o fortd axiald de compresiune. Aceasta
forta trebuie sa scurteze bara cu lungirea produsa de cresterea temperaturii (fig. 6.20,c
si d), adica cu:

AL=a-At-L=k,
E-A

din care se obtine formula pentru forta axiala de compresiune:
N=oa -E -A-At (6.34)
Ca atare 1n bard va exista tensiunea:

=g E-At (6.35)
A

Cand bara este formata din mai multe tronsoane prismate din materiale diferite
(L,AL,E,A,L,A,E,A,,..), forta axiald din bara rezulta:
a) Din aspectul static:

N=N=N=N-=.. (6.36)
b) Din aspectul geometric se obtine relatia:
(AL),- (AL) = a (6.37)

in care a este spatiul destinat dilatarii (fig. 6.21).

c¢) Aspectul fizic pentru acest caz este:



N-L
- =2a

-L-At—
za E-A

(6.38)

Relatiile (6.36) si (6.37) sunt necesare si suficiente pentru determinarea

eforturilor in barele cu dilatare impiedicata.
Aplicatia 6.11. Profilul 120 (A = 35,5 cm’, E=210 GPa, a=12x10" ° C"" ) s-a
montat ca in figura 6.21, la temperatura de 5° C

H
''''''''''''''''' =g si s-a lasat un spatiu de dilatare a =2 mm. Sa se

L=7000 a=2 determine efortul si tensiunea din bard la

Fig. 6.21 temperatura de 45°C.
Rezolvare: Spatiul necesar dilatarii libere este:
AL=0a-At -L=12-10-6-40-7000 = 3,36 mm.
Intrucat AL = 3,36 mm > a = 2 mm, dilatarea este impiedicati. Deci sistemul
este static nedeterminat. Ecuatiile din cele trei aspecte sunt:
a)N=H =H,,
5) (A1), ~(AL), =2,

¢) a-L-At-— = —a.
E-A

din care rezulta:
H:N:(opAt—i) -E-A:(12~106 ~4O—Lj -210-3350=136,7 kN,
L 7000

3
o, =N_1O0T10 468 Mpaco, =150 MPa.
A 3350

Observatie: Eforturile si tensiunile ce iau nastere datorita dilatarii impiedicate

sunt suplimentare si se Tnsumeaza cu cele produse de sarcinile utile.

6.7. Solicitari axiale in domeniul plastic
In practica inginereascd se utilizeaza bare si sisteme de bare solicitate in

domeniul plastic. Asemenea bare sunt construite din otel de rezistentd mica si



mijlocie, ce au un palier de curgere mare, sau din alte aliaje ce au caracteristici
asemandtoare cu ale acestor oteluri. La aceste materiale panta initiala a curbei
caracteristice se poate schematiza ca in figura 6.22 (material ideal elasto-plastic).
Pentru acestea, cdnd deformatia este elasticd (¢ < ¢ ), au comportare liniar elastica:
c=E-¢g,
iar pentru deformatii plastice (¢ > ¢ ) tensiunea este constantd si egald cu limita de
curgere (6 = o). Asadar, cand tensiunea
G atinge limita de curgere in bara se produce
efortul maxim, limita:

N=N_=A-o, (6.39)

Oc

X

G=E-¢ iar bara se poate lungi nedefinit.

a| E=tga La un sistem static nedeterminat,

0 £, stadiul plastic de solicitare va apare in barele

cele mai solicitate, la care tensiunea a atins

Fig. 6.22 limita de curgere. Dacd sarcina creste,

efortul in barele solicitate in stadiul plastic va riméne constant si egal cu

N, =A-o, iar deformatiile acestora vor creste o data cu ale celorlalte bare

solicitate inca elastic. Sarcina mai poate creste panad ce tensiunile din toate barele
ating limita de curgere. Sarcina corespunzatoare acestei situatii se numeste sarcina
limita. Aceasta este valoarea maxima a sarcinii la care sistemul se distruge.

La sarcina limitd tensiunile in toate barele sistemului static nedeterminat sunt
egale cu limita de curgere, iar eforturile cu efortul limitd. Astfel cd sistemul static
nedeterminat solicitat in stadiu plastic devine sistem static determinat.

In prezent, calculul de rezistentd al constructiilor metalice se efectueaza la
sarcina limita, conform STAS 10108 /0,1,2-1978 *“Calculul elementelor din otel”.

Calculul de rezistentd la sarcina limita (numit si calculul de rezistenta la starea
limita sau la capacitatea portantd limitd) are la baza relatiile de verificare respectiv de

capacitate de incarcare:



c=-L, Pp=7L, (6.40)

in care c este coeficientul de siguranta.

Pentru barele static determinate solicitate axial nu existd diferenta intre calculul
de rezistenta prin metoda rezistentei admisibile si calculul la starea limitd. De aceea
sistemele static determinate se calculeaza la rezistenta admisibila.

Metoda sarcinii limitd prezintd avantaje importante le sistemele static
nedeterminate confectionate din otel de rezistenta micd §i mijlocie. Dintre
numeroasele avantaje ale acestei metode enumeram aici doua:

- calculul de rezistentd este mult mai simplu intrucat sistemul devine static
determinat: toate barele sunt incarcate la limita de curgere si,
- se utilizeaza eficient intreaga capacitate de rezistentd a sistemului.

Aplicatia 6.12. Sa se determine sarcina capabild, calculatd prin metoda starii

limita, la sistemul de bare plane concurente, simetrice din figura 6.23.

Rezolvare:

Aspectul static contine ecuatiile:
N, sina =N, sin a,
N+ (N,+N,)-cosa =P,

la care se adauga conditiile:

N=A-wc¢ si N=N=A c.

Astfel ca, sarcina limita rezulta

P, =N+2N,-cosa = (A+2A -cosa) -O¢.

Fig. 6.23 Sarcina capabila se obtine:
cFC

P :P—L:(A+2A1-cosa)-

@ T, 7=(A+2A1-Cosa)-csa,

A ~r Oc
Intrucat — =0,.
c

Daca barele au aceeasi sectiune (A = A), atunci:

Pcp= (1+2cosa)-A-oy.



Comparand valoarea obtinutd in acest caz cu cea obtinutd prin metoda

rezistentei admisibile, de la aplicatia 6.10 se obtine eficienta:

Pp 1+2cosa
P 1+2cos’ a

cap

> 1.

n:

Daca se ia o = 60° rezulta:

n= 1+2cos60”
1+ 2cos’ 60°

AN



