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2. Dinamica structurilor: sisteme cu un grad de libertate dinamica

2.1. Ecuatii de migcare, formularea problemei, metode de rezolvare

Dinamica structurilor are ca obiectiv determinarea raspunsului (eforturilor si deplasarilor)
structurilor supuse unor incarcari dinamice. Incarcarea dinamica este o incarcare a carei marime,
directie, sens sau punct de aplicare variaza in timp.

2.1.1. Sisteme cu un singur grad de libertate dinamica

Multe tipuri de structuri ingineresti pot fi idealizate ca si structuri relativ simple, care faciliteaza
determinarea raspunsului dinamic. Un exemplu este castelul de apa din Figura 2.1a. Aceasta
structura poate fi schematizata ca si o masa m fixata la capatul superior al unei console fara masa,
dar de rigiditate k (vezi Figura 2.1b). Obiectivul dinamicii structurilor este determinarea deplasarilor
si eforturilor in acest pendul inversat atunci cand asupra masei actioneaza o forta dinamica laterala
(orizontald), sau atunci cand o miscare seismica orizontala actioneaza la baza consolei. Sistemul
structural din Figura 2.1b este un sistem cu un singur grad de libertate dinamica (GLD).

(b)

Figura 2.1. Un castel de apa (a), http://en.wikipedia.org/wiki/\Water_tower si idealizarea acestuia
sub forma unui pendul inversat (b).

Numarul de grade de libertate dinamica (GLD) necesare intr-o analiza dinamica a unei structuri
este numarul de deplasari independente necesare pentru definirea pozitiei deplasate a maselor
fata de pozitia lor initiala.

Pe langa castelul de apa din Figura 2.1a, multe alte tipuri de structuri pot fi idealizate ca si structuri
cu un singur grad de liberate dinamica (SGLD). Un exemplu este cadrul parter reprezentat in
Figura 2.2, care poate fi idealizat ca si un sistem format dintr-o masa m concentrata la nivelul
acoperisului, un cadru fara masa care ofera rigiditate sistemului si un amortizor care disipeaza
energia de vibratie a sistemului. Intr-o structura reala fiecare element structural (grinda si stalpii)
contribuie la masa, rigiditatea si amortizarea structurii. In schema idealizata in schimb, fiecare
dintre aceste proprietati este concentrata intr-o componenta separata: componenta de masa,
componenta de rigiditate si componenta de amortizare.

Este de mentionat faptul ca numarul de grade de libertate dinamice este in general diferit de
gradul de nedeterminare geometrica (sau gradele de libertate) folosit(e) la determinarea eforturilor
in structura prin metoda deplasarilor (o problema de statica). Astfel, cadrul din Figura 2.2 are un
singur grad de libertate dinamica (deplasarea laterala a masei concentrate la nivelul acoperisului),
in schimb gradul de nedeterminare statica este egal cu trei (doua rotiri de noduri si o deplasare
laterald).
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Figura 2.2. Un sistem cu un singur grad de libertate dinamica sub actiunea unei forte dinamice p(t)
[a]; si a unei miscari seismice la baza structurii [b].

Vor fi considerate doua tipuri de incarcare dinamica: (1) o fortd dinamica p(t) dupa directia
orizontala (vezi Figura 2.2a) si (2) o miscare seismica orizontala uy(t) aplicata la baza structurii
(vezi Figura 2.2b). In ambele cazuri u reprezinta deplasarea laterala intre masa si baza structurii.

2.1.2. Relatia forta-deplasare

Sa consideram structura din Figura 2.3a asupra careia actioneaza forta statica fs pe directia
gradului de libertate u. Determinarea relatiei dintre forta fs si deplasarea u este o problema clasica
de statica constructiilor.

u
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Figura 2.3. Relatii forta-deplasare (Chopra, 2001).

In cazul unui sistem liniar elastic (vezi Figura 2.3d) materialul din care este compusa structura are
o comportare elastica, iar eforturile in structura se determina pe baza ipotezei deplasarilor mici,
folosind un calcul de ordinul I. Pentru un astfel de sistem relatia dintre forta fs si deplasarea u este
liniara:

fs=k-u (2.1)
unde k este rigiditatea laterala a sistemului, unitatile acesteia fiind forta/lungime.

In cazul unor structuri reale, elementele structurale pot intra in curgere la deformatii mari, curba de
descarcare si reincarcare diferind de curba de incarcare initiala. Acest efect se datoreaza
comportarii plastice a materialului, iar un sistemul corespunzator se numeste inelastic (vezi Figura
2.3c). Pentru un astfel de sistem relatia dintre forta fs si deplasarea u nu mai este liniara si depinde
de istoria gi directia de incarcare:
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fs :fs(uau) (2-2)

unde u reprezinta viteza sistemului (viteza pozitivd semnifica cresterea deformatiilor, iar viteza
negativa — scaderea deformatiilor).

Raspunsul dinamic al sistemelor inelastice este important deoarece multe structuri au un
comportament inelastic sub actiunea unor miscari seismice puternice din cauza curgerii, fisurarii i
a degradarii elementelor structurale.

2.1.3. Forta de amortizare

Incercari pe sisteme simple cu un singur grad de libertate dinamica au aratat cd amplitudinea
vibratiilor unui sistem care este lasat sa vibreze liber scade cu timpul (vezi Figura 2.4). Acest
fenomen se datoreazi amortizarii sistemului. In cazul unor structuri simple, amortizarea se
datoreaza efectului termic al deformatiilor ciclice elastice a materialului si din cauza frecarii
interioare a materialului. In cazul structurilor reale, existd multe alte mecanisme care contribuie la
disiparea energiei. Printre acestea se numara frecarea in imbinarile metalice, deschiderea si
inchiderea microfisurilor la elementele din beton armat, frecarea intre elementele structurale si cele
nestructurale (de exemplu peretii de compartimentare), etc. In mod practic, este imposibila
descrierea matematica a tuturor acestor fenomene in cazul unor constructii reale. Ca urmare,
amortizarea structurilor reale este reprezentatd intr-o maniera mult simplificata, folosind o
amortizare vascoasa echivalenta.
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Figura 2.4. Inregistrarea vibratiilor libere ale unui sistem cu un singur grad de libertate dinamica
(Chopra, 2001).
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Figura 2.5. Forta de amortizare (Chopra, 2001)
in Figura 2.5 este reprezentat un amortizor vascos liniar supus unei forte f, de-a lungul gradului de
libertate u. Efortul din amortizor este egal si de sens invers cu forta exterioara fp (vezi Figura 2.5b).

Relatia dintre forta fp si viteza de deformare a amortizorului u este datd de relatia (vezi Figura
2.5¢):

fp=c-u (2.3)

unde constanta c¢ este coeficientul de amortizare vascoasa. Unitatile acestuia sunt forta x
timp/lungime.
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Coeficientul de amortizare vascoasa pentru structuri reale poate fi determinat pe baza unor
incercari de vibratii libere sau fortate ale unor constructii. Amortizarea vascoasa echivalenta este
folosita pentru modelarea energiei disipate la deformatii ale structurii in domeniul elastic. In
domeniul inelastic, datorita comportarii inelastice a elementelor structurale, se produce o disipare
suplimentara de energie, care trebuie cuantificata in mod direct.

2.1.4. Ecuatia de migcare in cazul unei forte externe

In Figura 2.6 este reprezentat un sistem cu un singur grad de libertate dinamica (SGLD) supus
unei forte dinamice p(t) pe directia gradului de libertate u. Atat forta p(t), cat si deplasarea rezultata
u(t) variaza cu timpul.

Ecuatia diferentiala care stabileste deplasarea u(t) poate fi determinata prin douad metode:
= Folosind legea a 2-a a lui Newton

=  Principiul de echilibru dinamic a lui D'Alambert

Legea a 2-a a lui Newton

Fortele care actioneaza asupra masei m la un moment dat sunt: forta perturbatoare p(t), efortul
elastic (sau inelastic) fs si forta de amortizare fp (vezi Figura 2.6b). Forta externa p(t), precum i
deplasarea u(t), viteza u(tr) si acceleratia ii(f) sunt pozitive in directia axei x pozitive. Fortele fs si

fp sunt aratate in figura actionand in sens invers, deoarece acestea sunt eforturi interioare care se
opun deformatiei, respectiv vitezei.

Forta rezultantd de-a lungul axei x este p - fs - fp, i folosind legea a 2-a a lui Newton obtinem:
p—Jfs—Jfp=mii (2.4)
de unde:
mi+ fo+fp,=p (2.5)
Tnlocuind in ecuatia (2.5) relatiile (2.1) si (2.3), aceasta ecuatie devine:
mii + cui + ku = p(t) (2.6)

Aceasta este ecuatia de migcare ce caracterizeaza deplasarea u(t) a sistemului idealizat din Figura
2.6a, presupus a fi liniar elastic, sub actiunea unei forte dinamice p(t).

m t fi --
p(® r—.ﬁ—» A ! 8
Js = fs =
Jp -~ Jp <~

(b) (©)
Figura 2.6. Determinarea ecuatiei de migcare pe baza unui sistem SGLD (Chopra, 2001).

Principiul lui D'Alambert

Principiul lui D'Alambert se bazeaza pe notiunea de forta de inertie, care este egala cu produsul
dintre masa si acceleratie si actioneaza in sens invers acceleratiei. Acesta afirma ca un sistem
dinamic poate fi considerat ca si un sistem static echivalent asupra caruia actioneaza fortele
externe si forta de inertie. Conform principiului lui D'Alambert, un sistem dinamic care include
fortele (si momentele) de inertie este in echilibru la orice moment. Tn Figura 2.6c este prezentata
sistemul de forte care actioneaza asupra masei m, aceasta fiind inlocuita cu forta de inertie,
reprezentatad cu linie intreruptd pentru a o distinge de fortele reale. Scriind echilibrul fortelor se
obtine ecuatia (2.5), care a fost obtinuta anterior folosind legea a 2-a a lui Newton.
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Componentele de rigiditate, amortizare i maséa

Ecuatia de miscare a unui sistem dinamic poate fi formulatd printr-o procedura alternativa. Sub
actiunea fortei exterioare p(t), starea sistemului este descrisa de deplasarea u(t), viteza u(t) si
acceleratia (), vezi Figura 2.7a. Acest sistem poate fi vizualizat ca si combinatia a trei

componente pure: (1) componenta de rigiditate: cadrul fara masa si fara amortizare (vezi Figura
2.7b); (2) componenta de amortizare: cadrul amortizat, dar fara masa sau rigiditate (vezi Figura
2.7¢c); si (3) componenta de masa: masa concentrata la nivelul acoperigului, fara rigiditatea sau
amortizarea cadrului (vezi Figura 2.7d).

Relatia dintre forta externa fs si deplasarea u este data de ecuatia (2.1) in cazul unui sistem liniar
elastic, cea intre forta de amortizare fp si viteza u de relatia (2.3), iar forta de inertie f; care
actioneaza asupra componentei de masa este data de relatia f, = mii . Astfel, forta exterioara p(t)
poate fi considerata distribuita la cele trei componente ale structurii, iar f; + f,, + f, trebuie sa
egaleze forta exterioara p(t), ceea ce conduce la ecuatia de miscare formulata de relatia (2.5).
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Figura 2.7. Sistemul (a), componenta de rigiditate (b), componenta de amortizare (c) si
componenta de masa (d), Chopra, 2001.

Sistemul cu un singur grad de libertate dinamica idealizat prin cadrul parter din Figura 2.6 este
sugestiv in contextul ingineriei civile. Tn tratatele clasice de mecanicd si fizicd, comportarea
sistemelor cu SGLD este in general analizata pe baza unui sistem format dintr-o masa, un arc si
un amortizor (vezi Figura 2.8a). Folosind legea a 2-a a lui Newton (vezi Figura 2.8b) sau principiul
lui D'Alambert (vezi Figura 2.8c) se obtine aceiasi ecuatie de miscare (2.6) care a fost determinata
anterior pentru cadrul parter.
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Figura 2.8. Reprezentarea clasica a unui sistem cu un singur grad de libertate dinamica, Chopra,
2001.
2.1.5. Ecuatia de migcare in cazul migcarii seismice

In contextul ingineriei seismice, problema principald a dinamicii structurilor este determinarea
raspunsului structural sub efectul miscarii seismice care actioneaza la baza structurii. Notand
deplasarea terenului cu ug, deplasarea totald (sau absolutd) a masei cu u' si deplasarea relativa
intre teren si masa prin u (vezi Figura 2.9), in orice moment se poate scrie urmatoarea relatie:

' () = u(t) + u, (1) 2.7)

Atat u' cat si ug se refera la acelasi sistem inertial de referinta, iar directiile lor pozitive coincid.
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Ecuatia de migcare pentru sistemul SGLD din Figura 2.9a poate fi determinata prin oricare dintre
metodele descrise in capitolul 2.1.4. In continuare se va folosi principiul de echilibrului dinamic al
lui D'Alambert. Pe baza echilibrului fortelor care actioneaza asupra sistemului (vezi Figura 2.9b),
inclusiv a fortei de inertie f; se poate scrie:

Ji+fs+1p =0 (2.8)

Doar deplasarea relativa u intre masa si baza structurii produce eforturi gi forte de amortizare in
structura (miscarea de corp rigid nu produce eforturi in structura). Astfel, pentru un sistem liniar
elastic relatiile (2.1) si (2.3) sunt valabile. Forta de inertie f; este proportionala cu acceleratia totala
ii'’ a masei:

f, =mii' (2.9)
Inlocuind ecuatiile (2.1), (2.3) si (2.9) In ecuatia (2.8) obtinem:
mii' +ci+ku=0 (2.10)
de unde, folosind relatie (2.7) obtinem:
mii + cti + ku = —mii,, (2.11)

Comparand ecuatiile (2.6) si (2.11) se poate observa ca ecuatile de migcare pentru un sistem
supus unei miscari seismice la baza cu acceleratia i (1) este identica cu cea a unui sistem

actionat de o forta exterioara egala cu -mii,(t) . Astfel, migcarea seismica la baza structurii poate fi
inlocuita cu o forta seismica efectiva (vezi Figura 2.10):

Dy (1) = —mii, (t) (2.12)
}——j u'
u f] -
Ay
fs <I /‘
fo <<
7Z 7
(a) e ug (b)

Figura 2.9. Un sistem SGLD suspus migcarii seismice la baza (Chopra, 2001).
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Figura 2.10. Forta seismica echivalenta (Chopra, 2001).

Forta seismica efectiva este egald cu produsul dintre masa si acceleratie terenului, actionand in

sens invers acceleratiei. Este important de observat ca forta seismica efectiva depinde de doi

factori:

= masa structurii — constructiile cu masa mai mare fiind supuse unor forte echivalente mai mari

= acceleratia terenului — constructiile amplasate in zone seismice puternice fiind supuse unor
forte efective mai mari

2.1.6. Formularea problemei si determinarea eforturilor

Problema fundamentala in dinamica structurilor este determinarea raspunsului unui sistem cu un
grad de libertate dinamica (in cazul unui sistem liniar elastic definit de masa m, rigiditatea k si
coeficientul de amortizare c) sub efectul unei actiuni dinamice, care poate fi o forta dinamica
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exterioara p(t) sau acceleratia terenului aplicata la baza structurii i, (z) . Termenul de raspuns se

refera intr-un sens larg la orice cantitate care defineste comportarea structurii, cum ar fi
deplasarea, viteza, acceleratia masei, sau eforturi gi tensiuni in elementele structurii. In cazul unei
incarcari seismice, atat valorile totale (sau absolute), cat si cele relative ale deplasarii u(t), vitezei

u(r) si acceleratiei ii(r) pot fi necesare. Deplasarea relativa u(¢) asociata deformatiilor structurii
sunt cele mai importante, deoarece eforturile in elementele structurii sunt in relatie directa aceasta.

Prin rezolvarea ecuatiei de miscare a sistemului cu un grad de libertate dinamica (de exemplu
cadrul parter din exemplele anterioare), se obtine variatia in timp a deformatei structurii u(z). Pe

baza acestor valori, se pot determina eforturile din elementele structurale (momentele de
incovoiere, eforturile axiale si cele taietoare) printr-o analiza statica a structurii in orice moment de
timp dat. Aceasta analiza statica a structurii poate fi vizualizata in doua moduri:

= Structura poate fi analizata sub efectul deplasarii laterale impuse u(¢) . Folosind metoda

deplasarilor se pot determina rotirile de noduri, iar ulterior eforturile in elementele structurale.

= Cel de-al doilea mod consta in folosirea unei forte statice echivalente, un concept central in
determinarea raspunsului seismic al structurilor. La orice moment de timp dat {, aceasta este o
forta statica exterioara fs care produce deplasarea u determinata din analiza dinamica. Astfel:

() =ku(t) (2.13)

unde k este rigiditatea laterala a structurii. Eforturile din elementele structurale (momentele de
incovoiere, eforturile axiale si cele taietoare) pot fi determinate in orice moment de timp dat
printr-o analiza statica a structurii sub efectul fortelor fs determinate conform ecuatiei (2.13).

2.1.7. Combinarea raspunsului static cu cel dinamic

In aplicatiile practice este necesar determinarea eforturilor intr-o structura rezultate din combinarea
incarcarilor statice (de obicei gravitationale) existente in structurd Tnainte de aplicarea actiunii
dinamice, cu cele rezultate din actiunea dinamica. In cazul sistemelor liniar elastice este valabil
principiul suprapunerii efectelor, de aceea raspunsul total poate fi determinat prin suprapunerea
rezultatelor a doua analize separate: (1) analiza statica a structurii sub efectul Tncarcarilor
permanente, utile, variatiei de temperatura, etc. si (2) réspunsul dinamic al structurii.

In cazul sistemelor inelastice nu mai este valabil principiul suprapunerii efectelor. Raspunsul
dinamic al unor astfel de sisteme trebuie sa tina cont de deformatiile si eforturile existente Tn
structura Tnainte de aplicarea Tncarcarii dinamice.

2.1.8. Metode de rezolvare a ecuatiei de migcare

Ecuatia de migcare a uni sistem liniar elastic cu un singur grad de libertate dinamica este o ecuatie
diferentiala de ordinul doi, determinata anterior:

mii + cu + ku = p(t) (2.14)

Pentru a defini problema in mod complet trebuie specificate deplasarea initiala u(0) si viteza
initiala (0) . De obicei structura este in repaus Tnhainte de aplicarea incarcarii dinamice, astfel incat

cele doué valori sunt egale cu zero. In cele ce urmeaza sunt trecute in revista trei metode de
rezolvare a ecuatiei de migcare.

Solutia clasica

Solutia completa a unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul doi neomogene u(t) este compusa din
suma solutiei complementara u.(t) si a celei particulare up(t). Astfel, u(t) = uc(t) +u,(t). Deoarece
ecuatia diferentialda este de ordinul doi, existd doua constante de integrare in solutia
complementara, care pot fi determinate cunoscénd conditiile initiale. Solutia clasica de rezolvare a
ecuatiei de migcare este deosebit de utila in cazul vibratiilor libere si a celor fortate la care forta
dinamica este definita analitic.

Exemplu:
Ecuatia de miscare in cazul unui sistem SGLD neamortizat (c=0), sub efectul unei forte de
tip treapta p(t)=po, =0 este:
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mii + ku = p, (a)

Solutia particulara a ecuatiei (a) este

_Pp
u, (1) —7‘) (b)
iar solutia complementara este:
u,(t)=Acosw,t + Bsinw,t (c)

unde A si B sunt constante de integrare si @, =\/k/m .
Solutia completa este daté de suma ecuatiilor (b) si (c):

u(t)= Acosa)nt+Bsina)nt+% (d)

Daca sistemul este in repaus Tnainte de aplicarea incarcarii dinamice, pentru =0 avem

A=-20 p-og (e)
k
Tnlocuind ecuatiile (e) in ecuatia (d) rezultd solutia ecuatiei de miscare analizate:

u(?) =%(1 —cos@,f)

Integrala Duhamel

O altda modalitate de a determina solutia unei ecuatii diferentiale liniare se bazeaza pe
reprezentarea incarcarii seismice sub forma unei secvente de impulsuri infinitezimale. Raspunsul
unui sistem sub efectul fortei aplicate p(t) la timpul t se obtine ca insuméand raspunsul tuturor
impulsurilor pana in acel moment. Pentru cazul unui sistem SGLD neamortizat aflat in repaus
inainte de aplicarea incarcarii dinamice, rezulta urmatoarea relatie:

u(t) =$ [ p@)sinfo, (- )iz (2.15)

unde o, =.k/m . Ecuatia (2.15) este cunoscutd sub denumirea de integrala Duhamel si

reprezinta o forma speciala a integralei de convolutie. Ecuatia este valabila numai pentru conditii
initiale "de repaos". Integrala Duhamel reprezintd o metoda alternativa fata de metoda clasica de
determinare a raspunsului dinamic daca forta p(t) este definita analitic si este suficient de simpla
pentru evaluarea analitica a integralei. Pentru incarcari dinamice definite numeric la valori de timp
discrete, integrala Duhamel poate fi integrata numeric.

Exemplu:

Sa se determine raspunsul unui sistem SGLD neamortizat (¢=0), sub efectul unei forte de
tip treapta p(t)=p,, t=0.

Pentru aceasta incarcare dinamica, ecuatia (2.15) rezulta:

cosw,(t—1) ) :&(1—cosa) t)
k n

n

u(t)=——[ pysinfe, (1~ )iz =22 {

=0

Acest rezultat este identic cu cel obtinut prin metoda clasica.

Metode numerice

Metodele de rezolvare a ecuatiei de migcare descrie anterior sunt aplicabile numai pentru sisteme
liniar elastice si incarcari dinamice definite analitic. Analiza raspunsului dinamic al sistemelor
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inelastice si a celor la care incarcarea dinamica este prea complicata pentru a fi definita analitic,
poate fi efectuata prin metode numerice (calcul biografic). Esenta unui calcul biografic consta in
discretizarea incarcarii dinamice in pasi mici de timp, si determinarea raspunsului dinamic in timp
al sistemului SGLD prin considerarea unui raspuns liniar in cadrul unui pas de timp.

2.2. Vibratii libere

Vibratiile libere ale unei structuri au loc atunci cand structura este scoasa din pozitia de echilibru
static si lasata sa vibreze liber fara vre-o forta dinamica perturbatoare.

2.2.1. Vibratii libere neamortizate

Migcarea unui sistem cu un singur grad de libertate dinamica (de exemplu cadrul portal discutat
anterior) sub actiunea unei forte dinamice p(t) este descrisa de ecuatia (2.6): mii +cu +ku = p(¢). In

cazul vibratiilor libere neamortizate forta perturbatoare lipseste p(t)=0, la fel ca si amortizarea
(c=0). Astfel, ecuatia de migcare devine:

mii + ku =0 (2.16)

Vibratiile libere apar ca urmare a scoaterii sistemului din echilibru static, prin aplicarea masei unei
deplasari initiale u(0) sau a unei viteze initiale #(0) la timpul zero, definit ca si timpul in care este
initiatd migcarea:

u=u(0) u=u(0) (2.17)

Folosind metoda clasica de rezolvare, solutia ecuatiei diferentiale omogene (2.16) folosind
conditiile initiale (2.17) este:

u(t)=u(0)cosw,t + —=sinw,t (2.18)

1(0)
w

unde s-a folosit notatia

Ecuatia (2.18) este reprezentata in Figura 2.11, din care se poate observa ca sistemul efectueaza
o miscare oscilatorie fatd de pozitia de echilibru static si ca valoarea deplasarii este aceiasi la
fiecare 27/w, secunde. Acest tip de miscare poartd denumirea de migcare armonica simpla.

Portiunea a-b-c-d-e a curbei deplasare-timp descrie un ciclu complet de migcare armonica a
sistemului. Din pozitia de echilibru static la punctul a, masa se deplaseaza la stanga, atingand
deplasarea pozitiva maxima u, in punctul b, moment in care viteza este egala cu zero si
deplasarea incepe sa scada, atingand pozitia de echilibru static in punctul ¢, cand viteza devine
maxima, astfel incat masa continua sa se deplaseze spre stanga, atingdnd deplasarea minima —
U, In punctul d, moment in care viteza este din nou egala cu zero iar deplasarea incepe sa scada
din nou, pana cand masa ajunge in pozitia de echilibru static e.

Timpul in care un sistem cu un singur grad de libertate dinamica efectueaza un ciclu complet de
oscilatii libere neamortizate se numeste perioada proprie de vibratie, se noteaza cu T, si se
masoara in secunde. Relatia dintre aceasta si frecventa circulara proprie (sau pulsatia proprie
de vibratie), care se méasoara in radiani pe secunda este:

2w
n

w

n

(2.20)

Frecventa proprie de vibratie f, reprezinta numarul de oscilatii complete pe care le efectueaza
sistemul intr-o secunda, se masoara in Hz si este data de urmatoarele relatii:

1
£ =7 (2.21)

n
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a)ﬂ
27

f, = (2.22)
Proprietatile de vibratie proprie @,, 7, si f, depind doar de masa si rigiditatea structurii, conform

ecuatiilor (2.19) la (2.21). Odata cu cregtere rigiditatii unei structuri perioada proprie de vibratie va
scadea, iar frecventa proprie de vibratie va cregte. In mod similar, cresterea masei unei structuri
conduce la cresterea perioadei proprii de vibratie si scaderea frecventei proprii de vibratie.
Termenul de propriu folosit in definitile @,, T, si f, se refera la faptul ca acestea sunt proprietati

proprii ale sistemului,atunci cAnd acesta este lasat sa vibreze liber.

T,=2nlw,

e —_— —

u(0) T Amplitude, u,
| \ a ¢ e N .

b 4, Uy o]
a ; b : c d e

Figura 2.11. Vibratii libere neamortizate ale unui sistem liniar elastic SGLD (Chopra, 2001).

Frecventa circulara proprie o,, frecventa proprie de vibratie f, si perioada proprie de vibratie T,
pot fi exprimate intr-o forma alternativa prin:

o-|& oL ]88 p_p[0% (2.23)
S, 27\ o, g

unde 5, =mg/k, iar g este acceleratia gravitationald. Valoarea &, reprezinta deformarea elastica
a unui sistem SGLD atunci cand asupra acestuia actioneaza o forta statica egala cu mg .

Deplasarea sistemului SGLD variaza intre valoarea maxima u, $i cea minima —u,. Magnitudinea
u, pe care o au aceste oscilatii se numeste amplitudinea migcarii oscilatorii si este data de:

Uy = \/[u(o)]z + {ﬂ}z (2.24)

0]

n

Amplitudinea oscilatiilor depinde de deplasarea initiala «(0) si viteza initiald (0), precum si de
proprietatile structurii (®, ).

2.2.2. Vibratii libere amortizate

Miscarea unui sistem cu un singur grad de libertate dinamica (de exemplu cadrul portal discutat
anterior) sub actiunea unei forte dinamice p(t) este descrisa de ecuatia (2.6): mii + cii + ku = p(t) .

in cazul vibratiilor libere neamortizate forta perturbatoare lipseste p(t)=0, astfel incat ecuatia de
miscare (2.6) mii + cu + ku = p(t) devine:

mii +cu+ku=0 (2.25)

impartind ecuatia (2.25) cu m obtinem:

27



Sem. | 2006. Aceste note de curs sunt disponibile la http://cemsig.ct.upt.ro/astratan/didactic/seism/
i +2lw i+ u=0 (2.26)
unde o, =/k/m , conform definitiei anterioare si

f=—t_- X (2.27)
2me, c,

Ne vom referi la valoarea

¢, =2ma, =2~km _2k (2.28)
o,

n

prin coeficientul de amortizare critic, iar ¢ este fractiunea din amortizare critica.

Coeficientul de amortizare ¢ este o masura a energie disipate de sistem intr-un ciclu de oscilatii
libere. Pe de alta parte, fractiunea de amortizare criticd ¢ este o masura adimensionala a

amortizarii, proprie unui sistem si care depinde inclusiv de masa si rigiditatea sistemului.

Tipuri de migcare

In Figura 2.12 sunt prezentate deformatiile u(t) ale unor sisteme SGLD supuse unei deplaséari
initiale u(0) pentru trei valori ale ¢ . Daca c=c, sau ¢ =1, sistemul revine la pozitia de echilibru
static fara a efectua vre-o oscilatie. Daca c>c., sau ¢ >1, sistemul revine la pozitia de echilibru
static fara a efectua vre-o oscilatie, la fel ca in cazul { =1, dar mai lent. Daca c<c.- sau ¢ <1,
sistemul oscileaza fata de pozitia de echilibru static cu amplitudini care scad in timp.

Critically damped, { = 1

Overdamped, £ =2

u(t) / u(0)

(e
-
w

\
S

\ Underdamped, £ = 0.1

Figura 2.12. Oscilatii libere ale unor sisteme cu amortizare subcritica, critica si supracritica
(Chopra, 2001)

Coeficientul ¢, se numeste coeficient critic de amortizare deoarece aceasta este valoarea cea
mai mica a coeficientului de amortizare care preintdmpina complet oscilatiile. Acesta delimiteaza
zona dintre migcarea oscilatorie si cea neoscilatorie.

Majoritatea structurilor ingineresti (cladiri, poduri, baraje, structuri marine, etc.) sunt caracterizate
de o amortizare subcritica (c<c.), cu fractiuni din amortizarea critica sub 0.1. De aceea in
continuare ne vom referi doar la acest tip de sisteme, existand putine rationamente pentru studiul
dinamicii structurilor cu amortizare critica (c=c.) sau a celor cu amortizare supracritica (c>c).

Sisteme cu amortizare subcritica

Solutia ecuatiei (2.25) tinand cont de conditiile initiale (2.17) pentru sisteme cu c<c. sau ¢ <1
este:

@p

u(t)y=e " {u(O) coswpt +M5in a)Dt} (2.29)

unde s-a folosit notatia:
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w,=w1-¢° (2.30)

Se poate observa ca inlocuind ¢ =0 in ecuatia (2.29) se reduce la ecuatia (2.18), ce
caracterizeaza sisteme neamortizare.

Ecuatia (2.29) reprezentand oscilatiile libere ale unui sistem SGLD cu o amortizare ¢ =0.05 sau

5% este prezentata in Figura 2.13. Pentru comparatie este inclusa si reprezentarea oscilatiilor unui
sistem SGLD care efectueaza oscilatii libere neamortizate. Oscilatiile libere sunt initiate de aceiagi
deplasare initiala u(0) si viteza initiala (0) . Din ecuatia (2.29) si Figura 2.13 se poate observa ca

frecventa circulara a oscilatiilor amortizate este ©, si ca aceasta depinde de frecventa
circulara proprie a oscilatiilor libere neamortizate o, prin intermediul relatiei (2.30). in mod similar,
perioada vibratiilor fortate 7, =27/w, depinde de perioada proprie a oscilatiilor neamortizate T,
prin relatia:

T, =——" (2.31)
1-¢°
1(0
" Aj( ) . Lot Undamped structure
e n
\/\
—
(0) T —_ Damped structure
— ;

-pe'cmnt T,=2n/m,
Tp=2n/0p

Figura 2.13. Comparatie intre oscilatii libere amortizate si neamortizate (Chopra, 2001).

Range of damping for
most structures

(0p/e,)* + =1

0 02 04 06 08 1

Damping ratio {

Figura 2.14. Efectul amortizarii asupra perioadei proprii de vibratie (Chopra, 2001).

in timp ce amplitudinea oscilatiilor neamortizate este aceiasi in toate ciclurile, amplitudinea miscarii
amortizate scade cu fiecare ciclu de oscilatie. Ecuatia (2.29) indica faptul ca amplitudinea miscarii
amortizate scade exponential cu timpul. infaguratoarea migcarii de oscilatii amortizate este

+pe " unde:
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p= \/EM(O)T +[M} (2.32)

@p

Amortizarea are ca efect reducerea frecventei circulare de la », la @, si de lungire a perioadei de
vibratie de la T, la Tp. Acest efect este neglijabil pentru fractiuni din amortizarea critica sub 20%
(vezi Figura 2.14), domeniu care include majoritatea structurilor ingineresti.

Efectul mai important al amortizarii este cel asupra ratei de atenuare a oscilatiilor libere, efect
exemplificat in Figura 2.15.

{=2% §=5%

=~ 0 n A AUAUAVAV/\V/\V/\VI\VAV/\VAVAVAVA\/\VAVIV [\VAV/\VI\V/\VAVAVAVAVA.
S
N [ LA
s {=10% {=20%

0 VAVI\VAVAV. I\VA

! 0 5 1I0 1I5 20 5 1Io 115 20

t/T, t/'T,

Figura 2.15. Oscilatii libere pentru patru nivele ale amortizarii: £ =2%, 5%, 10% si 20%

Atenuarea migcarii

In cele ce urmeaza este analizata relatia intre raportul dintre doua varfuri succesive ale migcarii de
oscilatie amortizata si fractiunea de amortizare critica. Raportul dintre valoarea deplasarii la timpul
t si cea care este inregistrata dupa o perioada Tp este independenta de t. Acest raport poate fi
determinat din ecuatia (2.29):

u(?)

T =exp(dw,T,) (2.33)

Folosind ecuatiile (2.31) si (2.20) obtinem:

u(t) 2ns
—u(t+TD) —exp(—ﬁj (2.34)

Ecuatiile (2.33) si (2.34) reprezinta in acelasi timp si raportul dintre varfurile succesive ale migcarii
oscilatorii (vezi Figura 2.16) v, /u,,, , deoarece aceste varfuri au loc la intervale de timp egale cu Tp:

i 27 2.35
U,y exp[wll—é’zJ ( )

Logaritmul natural al acestui raport este denumit decrementul logaritmic si este notat prin ¢':

S=ln i = 27

z'ti+l \[1—4’2

Pentru valori mici ale fractiunii din amortizarea critica, /1-¢* =1, ceea ce conduce la relatia
aproximativa:

i+l

(2.36)

5=21L (2.37)
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u
uy

N
\ S

\/

Figura 2.16. Varfurile unei miscari oscilatorii amortizate (Chopra, 2001).

in Figura 2.17 sunt indicate relatile exacte si aproximative intre decrementul logaritmic & si
fractiunea de amortizare criticd ¢ . Se poate concluziona ca relatia (2.37) este valabila pentru

¢ <0.2, caz care acopera majoritatea cazurilor practice.

In cazurile in care atenuarea miscarii are loc lent, datorita unei amortizari mici a structurii, este utila
determinarea decrementului logaritmic pe baza unor varfuri aflate la cateva perioade. Pe durata a j
oscilatii amplitudinea migcarii se diminueaza de la uy la u+;. Acest raport este dat de:
W Y
Uy, Uy Uz Uy U,

De unde:
§=(1/j)n(u fu,,;) =27 (2.38)
10
5= 2ng
5 8
5
ER
‘E P2
< 4 PR
Z /.42
& z7
- 2 -
0

0 02 04 06 038 1

Damping ratio

Figura 2.17. Relatia exacta si cea aproximativa intre decrementul logaritmic si fractiunea de
amortizare critica, (Chopra, 2001).

Incercéri libere amortizate

Determinarea analitica a fractiunii din amortizarea criticad ¢ pentru structuri ingineresti practice nu
este posibila, de aceea aceastd proprietate se terind experimental. Incercédri experimentale de
oscilatii libere amortizate pe structuri reale reprezinta una dintre modalitatile de determinare
practica a amortizarii. Pentru sisteme cu o amortizare mica, fractiunea din amortizarea critica poate
fi determinata din relatiile:

L WS S LS (2.39)

2y u, . 2rj

+]

Prima din aceste relatii este echivalenta cu ecuatia (2.38), iar cea de-a doua este o relatie similara
in termeni de acceleratie (care este mai ugor de inregistrat decat deplasarile), si care poate fi
demonstrata a fi adevarata pentru structuri slab amortizate.
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