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2.3. Vibratii fortate

Fortele dinamice care pot fi aplicate structuri ingineresti au diverse forme. In acest capitol vor fi
considerate doua clase de incarcari dinamice. Prima intre acestea reprezinta incarcarile armonice
si periodice, care pot proveni spre exemplu ca urmare a unor dispozitive rotative amplasate in
cladiri. Cea de-a doua categorie de incarcari dinamice sunt cele care variaza arbitrar in timp, cele
de tip treapta si soc.

2.3.1. Vibratii armonice neamortizate ale sistemelor SGLD

O fortd armonica are forma p(t)=p,sinot sau p(t)= p,coswt, unde p, reprezintd amplitudinea
fortei perturbatoare, iar o pulsatia acesteia, careia ii corespunde perioada 7 =27/ (vezi Figura

2.18a). In cele ce urmeaza se va prezenta raspunsul unui sistem cu un singur grad de libertate
dinamica sub efectul unei incarcari de tip sinus, deoarece raspunsul la o incarcare dinamica de tip
cosinus este similara cu aceasta.

Folosind ecuatia de migcare (2.6) pentru cazul unor vibratii neamortizate generate de o forta
perturbatoare p(¢) = p,sinwt obtinem:

mii + ku = p, sin ot (2.40)
Deformatia u(t) a sistemului SGLD poate fi obtinut rezolvand ecuatia (2.40) pentru conditiile initiale:
u=u(0) 1 =u(0) (2.41)
unde u(0) si #(0) sunt deplasarea, respectiv viteza in momentul in care este aplicata forta

dinamica p(t). Solutia particulara a ecuatiei (2.40) este:

)2 1 .
up(t)szsma)t O* 0, (2.42)

Solutia complementara a ecuatiei (2.40) este:
u,(t)=Acosm,t + Bsinw,t (2.43)

solutia completa fiind suma solutiei particulare si a celei complementare:

u(t)=Acosw,t + Bsinw,t +&%sin wt (2.44)
k1-(o/w,)
Folosind conditiile initiale (2.41) se obtine solutia finala:
(0
u(t)=u(0)cosw,t+ i )—& /o, - sina)”t-l—&;zsinwt (2.45)
o, kl-(ofo,) k1-(0/m,)
— U v
—~ N
raspuns tranzitoriu raspuns stationar

Ecuatia (2.45) este reprezentata in Figura 2.18b pentru o/w, =0.2, u(0)=0, u(0)=w,p,/k cu linie

continua. Termenul din ecuatia (2.45) care include sinw@¢ reprezinta solutia particulara a ecuatiei
de miscare (2.40) si este reprezentata cu linie intrerupta.

Pe baza ecuatiei (2.45) si folosind Figura 2.18b se poate observa ca deplasarea u(t) are doua
componente distincte de vibratie:

= termenul continand sinwt care defineste o migcare oscilatorie cu frecventa perturbatoare

= termenii contindnd cosa,t si sinw,t care definesc o migcare oscilatorie la frecventa proprie de

vibratie a sistemului

Prim dintre aceste componente se numeste raspuns stationar sau fortat, deoarece acesta se
datoreaza fortei dinamice aplicate si nu este influentat de conditiile initiale. Cea de-a doua
componenta poartd denumirea de raspuns tranzitoriu, care depinde de deplasarea si viteza
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initiala, precum si de proprietatile sistemului SGLD si forta perturbatoare. Raspunsul tranzitoriu
exista chiar si pentru «(0)=(0) =0, caz in care ecuatia (2.45) devine:

n

u(t)= &%(sin ot —Zsin a)ntj (2.46)
k1-(o/w,) @

Amplitude, p,,
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Figura 2.18. Forta armonica (a); raspunsul unui sistem SGLD sub actiunea unei forte armonice
pentru w/m, =0.2, u(0)=0, u(0)=w,p,/k (b), Chopra, 2001.

Raspunsul tranzitoriu apare in Figura 2.18 ca deferenta dintre raspunsul total si cel stationar.
Acesta continua la infinit doar in cazul teoretic al vibratiilor neamortizate, amortizarea prezenta in
cazul structurilor reale ducand la diminuarea acestuia cu timpul, motiv din care se numeste
tranzitoriu.

In cazul in care se neglijeazd efectul dinamic al sistemului SGLD, continut in termenul de
acceleratie din ecuatia (2.40), se obtine deplasarea statica a sistemului in orice moment de timp ¢
dat:
_Po .
u, ()= =, Sin ot (2.47)

Valoarea maxima a deplasarii statice este:

(u, ), =22 (2.48)

33



Sem. | 2006. Aceste note de curs sunt disponibile la http://cemsig.ct.upt.ro/astratan/didactic/seism/

care reprezinta deformatia maxima a sistemului sub actiunea unei forte statice cu valoarea p, $i
care va fi denumita in continuare deformatia statica. Folosind aceasta ultima notatie, raspunsul
stationar poate fi exprimat ca:

;2 sin wt (2.49)
(@/@,)

Factorul din paranteza patrata a expresiei (2.49) este reprezentat in Figura 2.19 functie de raportul

dintre pulsatia perturbatoare si pulsatia proprie de vibratie a sistemului SGLD (a)/a)) Pentru

w/w, <1 sau w<w, acest factor este pozitiv, indicand faptul ca deplasarea u(t) si forta

perturbatoare p(f) au acelasi semn algebric (sistemul se deplaseaza in acelasi sens in care
actioneaza forta). In acest caz se spune ca deplasarea este in faza cu forta perturbatoare. Pentru
w/w,>1 sau o>, acest factor este negativ, indicand faptul ca deplasarea u(t) si forta
perturbatoare p(f) au semne algebrice opuse (sistemul se deplaseaza in directie opusa sensului in
care actioneaza forta). In acest caz deplasarea este defazata fata de forta perturbatoare.

u(t) = (ust )0 [1 B

5
4 -
3 -
= 2 ‘_/
§= 1
S I
i
2k
3t
s I
0 1 2 3
Frequency ratio ®/ w,
Figura 2.19. Reprezentarea factorului ;zfunct,ie de raportul ®/@, (Chopra, 2001).

1-(v/o

n

Notiunea de faza poate fi exprimata matematic prin exprimarea relatiei (2.49) in functie de
amplitudinea u, a deplasarii u(t) si a unghiului de faza ¢ in urmatoarea forma:

u(t) =u, sin(ot ~¢) = (u, ), R, sin(t - ) (2.50)
unde
U 1 0° o<
Ry === e ' 251
() i-(e/o,) v {180" 0>, (2.51)

Pentru w<w, unghiul de faza ¢ =0°, indicand faptul ca deplasarea u(t) variaza proportional cu
sinwt , Tn faza cu forta perturbatoare p(t). Pentru @ > w, unghiul de faza ¢ =180°, indicand faptul ca

deplasarea u(t) variaza proportional cu —sinwr, defazat fata de forta perturbatoare p(t). Variatia
unghiului de faza functie de raportul o/, este reprezentata in Figura 2.20.
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Figura 2.20. Factorul dinamic pentru deplasare si unghiul de faza pentru un sistem neamortizat

excitat de o forta armonica (Chopra, 2001).

Factorul dinamic pentru deplasare R, este egal cu raportul dintre amplitudinea uy, a deplasarii
dinamice (oscilatorii) si deplasarea statica (us, )0. Expresia factorului dinamic pentru deplasare din

ecuatia (2.51) este prezentata grafic in Figura 2.20 functie de raportul o/, si permite urmatoarele
observatii:

pentru valori mici ale raportului w/w, (forta dinamica variaza "lent"), factorul dinamic pentru

deplasare Ry este doar cu putin mai mare decéat 1, amplitudinea miscarii dinamice fiind
apropiata de deformatia statica

pentru w/w, > J2 (0> a)n\/i ), factorul dinamic pentru deplasare Ry < 1, amplitudinea miscarii
dinamice fiind mai mica decéat deformatia statica

odata cu cresterea raportului w/m, peste J2 factorul dinamic pentru deplasare R, scade,
ajungand la valoarea 0 pentru @/, — «, ceea ce implica faptul ca oscilatiile datorate unei
variatii foarte rapide ale fortei perturbatoare in comparatie cu pulsatia proprie a sistemului sunt
mici

pentru w/w, =1 (@ apropiat de w, ), factorul dinamic pentru deplasare Ry este cu mult mai

mare decat 1, ceea ce inseamna ca amplitudinea miscarii dinamice este mult mai mare decéat
deformatia statica

Pulsatia rezonanta reprezinta pulsatia fortei perturbatoare pentru care factorul dinamic R, este
maxim. In cazul unui sistem neamortizat pulsatia rezonanta coincide cu pulsatia proprie de vibratie
o,, iar factorul dinamic pentru deplasare R, este infinit la aceasta pulsatie. Totusi, migcarea de

oscilatie nu devine infinita imediat, ci gradual, dupa cum se va vedea din cele ce urmeaza.
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Pentru o=, solutia (2.46) a ecuatiei de migcare nu mai este valabild, solutia particulara (2.42)

nefiind valabiléd deoarece este parte a solutiei complementare. In acest caz solutia particulara are
forma:

u, (t)=—§—l‘;a)ntcosa)nt 0, =0 (2.52)

u(t)=——=22 " (a) 1cos@,f —sinw,r) (2.53)
sau
u(t) __1 %cos@—sin@ (2.54)
(u,), 20T, T, T,

Aceasta relatie este reprezentata grafic in Figura 2.21, de unde se poate observa ca timpul in care
are loc o oscilatie completa este egala cu T,. Miscarea oscilatorie u(t) are maxime locale pentru

t=(j-1/2)T, cu valori de z(j-1/2)(u,),,j=12,3..., $i minime locale pentru ¢= 7, cu valori de

n

ﬁj(uﬂ) i=1,2,3.... In fiecare ciclu de oscilatie amplitudinea deplasarii creste cu valoarea:
. _\uj\:(us,)o[ﬁ(jﬂ)_ﬁj]:(uﬂ)oﬂz%ﬂ (2.55)

Amplitudinea deplasarii creste la infinit, dar aceasta devine infinita doar dupa un timp infinit.
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Figura 2.21. Raspunsul unui sistem neamortizat sub actiunea unei forte sinusoidale cu frecventa
o=0,, u(0)=(0)=0 (Chopra, 2001).

Cresterea infinita a deformatiilor in cazul sistemelor neamortizate sub actiunea unei incarcari
armonice este teoreticd din doud motive. In primul rand structurile reale au amortizare intrinsec3,
care va limita amplificarea la infinit a deformatiilor. In cel de-al doilea rand, structurile reale nu au
un raspuns infinit elastic, astfel incat odata cu cresterea deformatiilor peste o anumita valoare,
structura fie va intra in curgere plastica, rigiditatea va scadea si pulsatia proprie nu va mai fi egala
cu cea perturbatoare, fie va ceda intr-un mod fragil.
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2.3.2. Vibratii armonice amortizate ale sistemelor SGLD

Raspunsul stationar gi tranzitoriu

Folosind ecuatia de miscare (2.6) pentru cazul unor vibratii amortizate generate de o forta
perturbatoare p(¢) = p,sinwt obtinem:

mii + cu + ku = p, sin ot (2.56)
Deformatia u(t) a sistemului SGLD poate fi obtinut rezolvand ecuatia (2.56) pentru conditiile initiale:
u=u(0) u=u(0) (2.57)

unde u(0) si #(0) sunt deplasarea, respectiv viteza in momentul in care este aplicata forta
dinamica p(t). Solutia particulara a ecuatiei (2.56) este:

u,(t)=Csinwt + Dcos ot (2.58)
unde
C:po 1_(a)/w:z)2
k 2 2
[1-(e/a,)' | +[2¢(/a,)] 2.5
D :& _24,(60/@:1)

k [l—(a)/a)n )ZT +[2§’(a)/a)n)]2

Solutia complementara a ecuatiei (2.56) este identica solutia care caracterizeaza oscilatiile libere
amortizate:

u,(t)=e """ (Acosw,t + Bsinw,t) (2.60)

unde @, =w,\/1-¢7 . Solutia completa a ecuatiei (2.56) este:

u(t)=e "' (Acoswyt + Bsinw,t)+ Csinwt + Dcos ot (2.61)
- J
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Figura 2.22. Raspunsul unui sistem SGLD amortizat sub actiunea unei forte armonice pentru
oo, =02, =0.05, u(0)=0, u(0)=w,p,/k (Chopra, 2001).
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Constantele A si B de mai sus pot fi determinate folosind conditiile initiale «(0) si «(0). Similar
vibratiilor fortate neamortizate, raspunsul dinamic in cazul unor vibratii fortate amortizate este
compus din doua componente: raspunsul tranzitoriu si cel stationar sau fortat.

Ecuatia (2.61) este reprezentatd grafic in Figura 2.22 pentru w/w, =02, ¢=0.05, u(0)=0,
u(0)=w,p,/k . Raspunsul total este indicat printr-o linie continua, iar cel stationar printr-o linie
intrerupta. Diferenta dintre raspunsul total si cel stationar este raspunsul tranzitoriu, care scade
exponential cu timpul cu o ratd care depinde de w/w, si ¢ . Dupa un timp raspunsul unui sistem

amortizat actionat de o forti perturbatoare armonica este guvernat de componenta stationara. in
mare parte din cele ce urmeaza se va studia doar componenta stationara a vibratiilor fortate. Se va
avea totusi in vedere ca este posibil ca deformatia maxima a sistemului sa aiba loc inainte ca
sistemul sa atinga stadiul stationar.

Raspunsul pentru w=wj

in continuare se va examina rolul amortizarii in reducerea vibratiilor tranzitorii si in limitarea
vibratiilor stationare pentru cazul in care pulsatia fortei perturbatoare este egala cu pulsatia proprie

a sistemului. Pentru @ =, constantele C si D din ecuatia (2.59) devin C=0 si D=—(u, )0/25.
Pentru o=, si conditii initiale de repaus, constantele A si B din ecuatia (2.61) pot fi determinate
afi A=(u,),/2¢ si B:(ust)o/z\/@. inlocuind valorile constantelor A, B, C si D in ecuatia
(2.61), aceasta devine:

u(t)= (ust )o %{e"g‘”"’ [cos wpt + #sin a)DtJ —cos a)nt} (2.62)

Ecuatia (2.62) este reprezentata grafic in Figura 2.23 pentru fractiunea din amortizarea critica
¢ =0.05. Comparand Figura 2.23 cu Figura 2.21 reprezentand cazul vibratilor neamortizate se

poate observa ca amortizarea atenueaza miscarea oscilatorie n fiecare ciclu, limitdnd raspunsul la
valoarea:

u,
u, =_( o )0 (2.63)
2¢
Pentru sisteme cu o amortizare mica, termenul contindnd sinus din ecuatia (2.62) este neglijabil,
iar @, = w, , astfel incat ecuatia (2.62) se simplifica la:

u(t) = (“s, )0 i(e'g“’"’ - l)cos ,t (2.64)

- J
Y

functia infaguratoare

Variatia in timp a deplasarii urmareste forma data de functia cosw,t, amplitudinea acesteia fiind
indicata in Figura 2.23 cu linie intrerupta.

Amplitudinea miscarii stationare sub actiunea unei forte perturbatoare cu pulsatia o=, si rata cu
care este atinsa starea de miscare stationara depinde foarte mult de amortizarea sistemului. Acest
fapt se poate observa in Figura 2.24, in care este reprezentata ecuatia (2.62) pentru trei valori ale
¢ :0.01, 0.05 si 0.1. Cu céat este mai mica amortizarea, cu atat este mai mare numarul de oscilatii
necesare pentru a atinge o anumita proportie din amplitudinea miscarii stationare uy. De exemplu,
numarul de oscilatii complete necesare pentru a atinge 95% din u, este egal cu 48 pentru
¢ =0.01, 24 pentru ¢ =0.02, 10 pentru ¢ =0.05, 5 pentru ¢ =0.1, 2 pentru ¢ =0.2.
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Figura 2.23. Raspunsul unui sistem amortizat cu £ =0.05 sub actiunea unei forte perturbatoare
sinusoidale cu w=w,; u(0)=u(0)=0 (Chopra, 2001).
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Figura 2.24. Raspunsul a trei sisteme amortizat cu ¢ = 0.01, 0.05 si 0.1 sub actiunea unei forte
perturbatoare sinusoidale cu w =, ; u(0)=1u(0)=0 (Chopra, 2001).

Deformatia maxima si unghiul de faza

Deformatiile sistemului in stadiul de vibratii stationare sunt definite de ecuatiile (2.58) si (2.59), si
pot fi rescrise sub urmatoare forma:

u(t)=u,sin(wt —@)=(u, ), R, sin (ot - ¢) (2.65)

unde u, =C*+ D’ si g=tan"'(-D/C). Inlocuind valorile C si D, rezulta:

ot 21 (2.66)
i 1-(010, ] +[2£(w/0,)T
p—tan' 26 (@10) (2.67)
1-(w/o,)

Ecuatia (2.65) este reprezentata grafic in Figura 2.25 pentru trei valori ale raportului @/, si 0
valoare fixa a amortizarii (£ =0.2). in aceasta figura sunt indicate valorile Ry si ¢, precum si variatia
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in timp a deformatiei statice, care este proportionalda cu forta perturbatoare p(f). Miscarea
stationara are aceiagi perioada ca si forta perturbatoare (7' =27/ ), dar cu defazaj de ¢/2r .

o @w/w,=05

a _ Dynamic: u(t) / (ug),

] Rd =1.29 /% Static: Mbt(t)/(ust)o
T A~
s
Z 0 //\ //AT\
T ) /
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Figura 2.25. Raspunsul stationar al unor sisteme amortizate (£ =0.2) sub actiunea unei forte
perturbatoare sinusoidale cu pulsatia: w/w, =0.5 (a), /@, =1 (b), @/ ®, =2 (c), Chopra, 2001.
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Figura 2.26. Factorul dinamic pentru deplasari si unghiul de faza pentru un sistem amortizat excitat
de o forta perturbatoare armonica (Chopra, 2001).

In Figura 2.26 este prezentat factorul dinamic pentru deplasare functie de w/w, pentru cateva
valori ale fractiunii din amortizarea critica ¢ . Comparand o reprezentare similara a factorului
dinamic pentru cazul vibratiilor neamortizate din Figura 2.20, se poate observa ca amortizarea
reduce factorul Ry, si in consecinta si amplitudinea migcarii pentru toate pulsatiile ale fortei
perturbatoare. Aceasta reducere este intr-o stransa legatura cu pulsatia fortei perturbatoare, fiind
examinata mai jos pentru trei regiuni ale scarii de pulsatie:

* Pentru valori ale raportului w/m, <1 (T >T,, adica forta dinamica variaza "lent"), factorul

dinamic pentru deplasare R, este doar cu putin mai mare decét 1, amplitudinea miscarii

dinamice fiind apropiata de deformatia statica si fiind quasi-independenta de valoarea
amortizarii. Astfel,

uy = (u, ), =% (2.68)

Acest rezultat implica faptul ca raspunsul dinamic este foarte apropiat de cel static si este
guvernat de rigiditatea sistemului.
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* Pentru w/w,>1 (T <T,, adica forta dinamica variaza "repede"), factorul dinamic pentru
deplasare Ry tinde catre zero odata cu cresterea raportului w/w, si este putin afectat de

valoarea amortizarii. Pentru valori ridicate ale raportului »/w, , termenul (/@, )’ domina
ecuatia (2.66), care poate fi aproximata cu:

2

[0
uy = (u,), 75 = mp;Z (2.69)

ceea ce implica faptul ca raspunsul este controlat de masa sistemului.
* Pentru o/w, =1 (pulsatia fortei perturbatoare este apropiata de pulsatia proprie de vibratie a

sistemului), factorul dinamic pentru deplasare Ry este sensibil la valoarea amortizarii, si pentru
valori mici ale amortizarii poate fi mult mai mare decét 1, ceea ce inseamna ca amplitudinea
migcarii dinamice poate fi mult mai mare decéat deformatia statica. Pentru «/w, =1 ecuatia

(2.66) devine:

(u” )0 Py
_\st)o . Fo 2.70
Uy 2 co, ( )

ceea ce implica faptul ca amplitudinea miscarii este controlatad de amortizarea sistemului.

Unghiul de faza ¢, care indica defazajul in timpul dintre raspunsul sistemului si forta perturbatoare
variazd cu raportul o/w, si este reprezentat grafic in Figura 2.26. Valoarea acestuia este
examinatad mai jos pentru aceleasi trei regiuni ale domeniul de valori o/, :

» Pentru valori ale raportului w/w, <1 (forta dinamica variaza "lent"), unghiul de faza ¢ este

apropiat de 0°, deplasarea sistemului fiind aproximativ in faza cu forta perturbatoare, ca in
Figura 2.25a. Deplasarea sistemului si forta perturbatoare au acelagi sens.
* Pentru o/w,>1 (forta dinamica variaza "repede"), unghiul de faza ¢ este apropiat de 180°,

deplasarea sistemului fiind in esenta defazata de forta perturbatoare, ca in Figura 2.25c.
Deplasarea sistemului si forta perturbatoare au sensuri opuse.
* Pentru o/w, =1 (pulsatia fortei perturbatoare este apropiata de pulsatia proprie de vibratie a

sistemului), unghiul de faza ¢ are valoarea de 90° pentru orice valoare a lui ¢, deplasarea
sistemului avand un maximum la trecerea fortei prin valoarea 0, situatie exemplificata in Figura

2.25b.
Factorii dinamici

Ecuatia (2.65) reprezentand raspunsul stationar al unui sistem amortizat sub actiunea unei forte
perturbatoare armonice poate fi scrisa sub urmatoarea forma:

%z&, sin(a)t—¢) (2.71)

Factorul dinamic pentru deplasare R, este egal cu raportul dintre amplitudinea uy a deplasarii
dinamice (oscilatorii) si deplasarea statica (u,, )0 si este dat de ecuatia (2.66).

Derivand ecuatia (2.71) in raport cu timpul obtinem urmatoarea relatie:

(1)
——+—=R,cos(wt—¢) (2.72)
po/Nkm
unde R, este factorul dinamic pentru viteza si care este raportat la Ry prin ecuatia:
R =2R, (2.73)
w

n

Derivand ecuatia (2.72) in raport cu timpul obtinem urmatoarea relatie:

42



Sem. | 2006. Aceste note de curs sunt disponibile la http://cemsig.ct.upt.ro/astratan/didactic/seism/

() =—R, sin(wr — @)

po/m

(2.74)

unde R, este factorul dinamic pentru acceleratie si care este raportat la R, prin ecuatia:

{=0.01
0.1
K 0.2
0.7
5
I {=0.01
0.1

0 1

s

2 ' 3

Frequency ratio ® / ®,

(2.75)

(a)

(b)

©)

Figura 2.27. Factorii dinamic pentru deplasare, viteza si acceleratie pentru un sistem amortizat
excitat de o forta armonica (Chopra, 2001).

Din ecuatia (2.74) se poate observa ca R, reprezinta raportul dintre acceleratia sistemului dinamic

si acceleratia indusa de forta po asupra masei m.

Factorii dinamic Ry, R, $i R. sunt reprezentati functie de raportul w/®, in Figura 2.27. Se pot

observa urmatoarele:

» Factorul dinamic pentru deplasare R, este egal cu 1 pentru /@, =0, are valoarea maxima

pentru o/w, <1 si tinde cétre zero pentru o/,

—> 0

» Factorul dinamic pentru viteza R, este egal cu 0 pentru @/w, =0, are valoarea maxima pentru

a)/a)n =1 si tinde catre zero pentru a)/a)n —> 0
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» Factorul dinamic pentru acceleratie R, este egal cu 0 pentru w/w, =0, are valoarea maxima
pentru w/w, >1 si tinde cétre 1 pentru w/w, - ©

= Pentru ¢ > 1/\/5 factorii Ry si R, nu inregistreaza varfuri.
Relatia simpla intre cei trei factori dinamici:

R, _p-2p (2.76)

a)/ a)Vl a)l’l

permite reprezentarea celor trei factori pe un singur grafic logaritmic (vezi Figura 2.28). Astfel,
relatia R, —w/w, este reprezentatd in mod similar cu Figura 2.27b, dar folosind o scard
logaritmica. Valorile Ry si R, pot fi determinate de pe scarile logaritmice diagonale, diferite de scara

verticala pentru R,. Aceasta reprezentare compacta permite Tnlocuirea celor trei grafice din Figura
2.27 cu unul singur (Figura 2.28).

10 5
PN S £=0.01 %
L 3&
sk % {=0.1 <0
o% o&
i &
. e(}o \Q C =02 /0 éQo
5 L O, <@
;5 G% C) 5 .\00
= (o) N\
é = ’?@Gf‘ / e}é‘b
() J
2 %, v
2 2
8
2 1
E : I Q
=~ £=0.7
05F
i g=1
0‘/ Q\
i o &
O ) Q.Q
O 1 1 1 | | [ | I 1 1 | T N )
0.1 0.5 1 5 10

Frequency ratio ®/ o,

Figura 2.28. Reprezentare folosind un grafic combinat cu patru scari logaritmice a factorilor
dinamici pentru deplasare, viteza si acceleratie pentru un sistem amortizat excitat de o forta
armonica (Chopra, 2001).

Raspunsul la rezonanta

Frecventa rezonanta este definita ca si frecventa la care se inregistreaza amplitudinea maxima a
raspunsului in termeni de deplasare, viteza sau acceleratie. Dupa cum se poate observa din
Figura 2.27 valorile maxime ale deplasarii, vitezei si acceleratiei se inregistreaza la valori putin
diferite ale pulsatiei. Frecventele (sau pulsatiile) de rezonanta pot fi determinate derivand expresiile

R4, R, si R, in raport cu a)/a)n si egalandu-le cu zero. Pentru ¢ < l/x/§ acestea sunt:

* pulsatia rezonantd pentru deplasare: m,/1-2¢°
* pulsatia rezonanta pentru viteza: o,
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= pulsatia rezonanta pentru acceleratie: a)n/«/l -20°

Pentru un sistem neamortizat cele trei pulsatii rezonante sunt identice si sunt egale cu pulsatia
proprie de vibratie a sistemului @®,. De notat faptul ca pulsatile rezonante pentru un sistem
amortizat sunt diferite de pulsatia de vibratii amortizate «,. Totusi, pentru valori mici ale
amortizarii (¢ <20% ), diferentele intre pulsatia rezonanta, cea proprie si cea amortizatd sunt
minore. Valoarea factorilor dinamici corespunzator pulsatiilor rezonante ale acestora sunt:

1 1

R-—L gl g1
YN BT e N

Latimea de banda la semiputere

(2.77)

Latimea de banda la semiputere este diferenta dintre valorile pulsatiilor de cele doua parti ale
pulsatiei rezonante (a)b —a)a) pentru care factorul dinamic pentru deplasari este de 1/\/5 ori mai
mic decét valoarea acestuia la rezonanta. Acest concept este exemplificat in Figura 2.29.

Deformation response factor Ry
Resonant amplitude

2 = Half-power bandwidth

(1/\/5) Resonant amplitude

Frequency ratio ® / ®,
Figura 2.29. Definitia latimii de banda la semiputere (Chopra, 2001).

Pentru valori mici ale lui { este adevarata urmatoarea relatie:

D" (2.78)

0

n

relatie care poate fi reformulata ca si:

_9 0, _ S/
= 20, sau ¢ 27 (2.79)

unde f=w/27 este frecventa de vibratie. Acest rezultat permite evaluarea amortizarii unei
structuri pe baza unor incercari de vibratii fortate.
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2.3.3. Raspunsul dinamic sub actiunea unei forte arbitrare

Réaspunsul sub actiunea unui impuls unitar

O forta de tip impuls este o fortd care are o valoare mare si actioneaza pentru o perioada foarte
scurtd. In Figura 2.30a este reprezentatd o forta p(t)=l/£ de durata ¢ si care incepe la timpul

t=7. Pentru valoarea ¢ — 0 forta tinde catre «, dar marimea impulsului fortei, definit ca si
integrala functiei p(t) ramane egala cu unitatea. O astfel de fortéd pentru cazul £ >0 se numeste
un impuls unitar.

Conform legii a 2-a a lui Newton, daca o fortd p actioneaza asupra unei mase m, variatia cantitatii
de miscare (sau a impulsului punctului material) este egala cu forta aplicata:

4 (mi)=p (2.80)

(a) 1/e

h(z-1)
Undamped system
/Damped system
’ \/ \J

Figura 2.30. Un impuls unitar (a) si raspunsul sub actiunea unui impuls unitar (b), Chopra, 2001.

Pentru o masa constanta aceasta ecuatie devine:
mii = p (2.81)

Integrand ambele parti in raport cu timpul obtinem:

j pdt = m (i, —1i,) = mAd (2.82)

4

Integrala din partea stdnga a ecuatiei reprezintd marimea impulsului fortei, iar produsul dintre
masa si viteza este cantitatea de migcare (impulsul punctului material). Astfel, ecuatia (2.82) arata
ca marimea impulsului este egala cu variatia cantitatii de miscare.

Acest rezultat este valabil §i pentru sisteme cu un singur grad de Iiberate dinamicé atunci cénd

s fie |mpI|cate in miscare. De aceea, foIosmd ecuatia (2.82), un impuls unitar la timpul t=7 va
imprima masei m viteza:

i(r)=— (2.83)
iar deplasarea este egala cu zero pana in momentul actionarii impulsului:
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u (z’) =0 (2.84)

Un impuls unitar va genera vibratii libere unui sistem SGLD din cauza vitezei si deplasarii initiale
date de relatiile (2.83) si (2.84). Inlocuind cele doua relatii in ecuatia (2.18) obtinem raspunsul unui
sistem neamortizat sub actiunea unui impuls unitar:

h(t—7)=u(t)= ! sinl:a)n (t—r)] t>7 (2.85)
mo,

in mod similar pe baza ecuatiei (2.29) obtinem raspunsul unui sistem amortizat sub actiunea unui
impuls unitar:
h(t—r)zu(t):Le_@"(’_f) sin[a)D (t—r)] t>7 (2.86)

maoy,

Aceste functii de raspuns la actiunea unui impuls unitar, notate cu h(t-z) sunt aratate in Figura
2.30b.
Réaspunsul sub actiunea unei forte arbitrare

O fortd p(t) care variaza arbitrar cu timpul poate fi reprezentata ca si o serie de impulsuri
infinitezimale (vezi Figura 2.31). Raspunsul unui sistem liniar elastic dinamic sub actiunea unui
impuls de marime p(z)dr aplicat la momentul de timp 7 este egal cu produsul dintre marimea
impulsului si raspunsul unui impuls unitar:

du(t)z[p(r)dr]h(t—r) t>71 (2.87)

iar raspunsul sistemului la timpul t este egal cu suma raspunsurilor tuturor impulsurilor pana in acel
moment (vezi Figura 2.31):

u(t)= [ p(e)h(—r )z (2.88)

rezultat care este cunoscut sub denumirea de integrala de convolutie si este aplicabild oricarui
sistem dinamic.

Inlocuind relatia (2.86) in ecuatia (2.88) obtinem integrala Duhamel pentru un sistem SGLD
amortizat:

u(t)=

ma

! J.p(r)e{”"(’”) sin[w, (t — 1)t (2.89)
D 0
si pentru un sistem amortizat devine:
t
u(t) = —— [ p(@)sin[e, (¢ - )7 (2.90)
mao, 0

Ecuatia este valabild numai pentru conditii initiale "de repaos": u(0)=0 si #(0)=0. Integrala
Duhamel reprezinta o metoda generalad de determinare a raspunsului dinamic sub actiunea unei
forte arbitrare p(t). Deoarece integrala de convolutie se bazeaza pe principiul suprapunerii
efectelor, integrala Duhamel este valabila numai pentru sisteme liniar elastice. Daca forta p(t) este
este o functie simpla integrala se poate evalua analitic. Pentru Tncarcari dinamice complicate sau
care sunt definite numeric la valori de timp discrete, integrala Duhamel poate fi integrata numeric.
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Py
1 2 . /\
Hll —
G ANYZ
T
du 4 Response to impulse 1
T > !
du A Response to impulse 2
—_— — — 1

du

[}

L N ]

Response to impulse at T

, Total response

Figura 2.31. Demonstrarea grafica a integralei de convolutie (Chopra, 2001).

2.3.4. Raspunsul dinamic sub actiunea unei forte de tip treapta si rampa

Spre deosebire de fortele perturbatoare armonice, raspunsul dinamic sub actiunea unor forte de tip
si impuls este influentat intr-o masura foarte mica de amortizarea sistemului. Din
analiza raspunsului dinamic Tn aceste din urma cazuri va fi demonstrat in principal

treapta, rampa
aceasta cauza
pe baza vibratii

lor neamortizate.

Réaspunsul dinamic sub actiunea unei forte de tip treapté

O forta de tip treapta este exemplificata in Figura 2.32a si este definita de urmatoarea relatie:

p(t):p0 t>20
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Folosind integrala Duhamel (2.90) pentru rezolvarea ecuatiei de miscare a unui sistem SGLD
neamortizat se obtine:

u(t)=(uS,)0(l—cosa)nt)z%(l—cos%J (2.92)

n

unde (u, ), = p,/k este deformatia statica sub actiunea fortei po.

2_
p . -
A g T Il \
Po = 11 Y
s o \
i \ /
» 1 0 - \
0 0 1 3

Figura 2.32. Un sistem SGLD (a), forta de tip treapta (b), raspunsul dinamic (c), Chopra, 2001.

Deplasarea normalizata u(t)/(u[ ), In raport cu timpul normalizat ¢/7, este reprezentata in Figura
2.32c. Se poate observa ca sistemul oscileaza in jurul unei noi pozitii de echilibru, deplasata cu
(u,, )0 fata de pozitia initialda «=0. Deplasarea maxima poate fi obtinuta egaland derivata ecuatiei
(2.92) in raport cu timpul cu zero, ceea ce conduce la o, sinw,t =0. Aceasta ecuatie are solutia:

ot =jr sau  t,=LT (2.93)

Deplasarea maxima corespunde unor valori impare ale lui j, in timp ce valorile pare conduc la
deplasarile minime. Amplitudinea deplasarii se obtine din ecuatia (2.92) in care se inlocuiesc
valorile t, din relatia (2.93):

uy =2(u,, )O (2.94)

rezultat care indica faptul ca o forta de tip treapta aplicata dinamic produce o deplasarea care este
de doua ori mai mare decat deplasarea datorata aceleiasi forte aplicata static.

Raspunsul unui sistem amortizat sub actiunea fortei de tip treaptd poate fi obtinut substituind
relatia (2.91) in ecuatia (2.89) si evaluand integrala Duhamel, ceea ce conduce la:

oyt g
u(t)=(u,), {1 —e " [cos oyt + sin a)DtH (2.95)
J1-¢?

Raspunsul dinamic al sistemului amortizat este reprezentat in Figura 2.32 cu linii intrerupte pentru
doua valori ale fractiunii din amortizarea critica. Efectul amortizarii este o depasire mai mica a
migcarii faté de pozitia statica si o descresgtere in timp a vibratiilor. Valoarea amortizarii controleaza
marimea depasirii $i rata cu care scad amplitudinile vibratiilor. Dupa un timp suficient de mare,
vibratiile se opresc, fapt care reprezinta stadiul stationar.

Ré&spunsul dinamic sub actiunea unei forte de tip rampé
O forta de tip rampa este exemplificata in Figura 2.33a si este definita de urmatoarea relatie:
p(t)=p0t£ £>0 (2.96)

r
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Folosind integrala Duhamel (2.90) pentru rezolvarea ecuatiei de miscare a unui sistem SGLD
neamortizat se obtine:

u()=(u,), (L_MJ ~ (), (Lﬂ_%j (2.97)

. ot Tt 2t )T,

r nr

unde (u, ), = p,/k este deformatia statica sub actiunea fortei po.

Ecuatia (2.97) este reprezentata grafic in Figura 2.33c pentru t/7,=2.5, impreuna cu deformatia
statica in momentul £

p(t t
u, (1) =# “(u,), - (2.98)
ZV
Se poate observa ca sistemul dinamic oscileaza cu perioada T, fata de pozitia de echilibru static.
1 1 P
t p -
P( ) ,«3 ust(t) / (ust)o
\Er: -
Po . 7
= o7
— ! 0 2 T T T T T l
0 t 0 1 2 3
/T,
(a) (b) (c)

Figura 2.33. Un sistem SGLD (a), forta de tip rampa (b), raspunsul dinamic si cel static (c),
Chopra, 2001.
Raspunsul dinamic sub actiunea unei forte de tip treapta cu cregtere finita

Deoarece in realitate o fortd nu poate fi aplicatad instantaneu, este de interes analiza raspunsului
dinamic al unei forte care are o crestere finita ¢, dar ramane constanta dupa atingerea acestei
valori. O astfel de forta este exemplificata in Figura 2.34a:

p(t)={p°(t/tr) 0=t (2.99)

pO tZtr

Aceasta excitatie are doua faze: faza de rampa si faza constanta.

Expresia deplasarii in faza de rampa este cea identica relatiei (2.97):

u(t)=(u,), (i— Sina’"t] (<t (2.100)

t a a)ﬂ ZV

7

iar raspunsul in faza constanta poate fi determinat inlocuind relatia (2.99) in ecuatia (2.90):

u(t)=(u, ), {l—a)%[sina)nt—sina)n (t—tr)}} t>t, (2.101)

nr
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p)

T

p

0 1,
(@) (b)
Figura 2.34. Un sistem SGLD (a), forta de tip treapta cu crestere finita (b), Chopra, 2001.
). 1,IT,=2.5 11T, =2
g el e '
< 14 1
b c
c
0+ . \ . r
0 1 2 3 5 1 2 3 4
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0 r T " . T
0 1 2 3 4 1 2 3 4
t,/T, =02
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s X o it Sl ey b
X | 7 _ /
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0 1 2 3 2 3
t/T, t/T,

Figura 2.35. Raspunsul dinamic si cel static al unui sistem SGLD sub actiunea unei forte tip treapta
cu crestere finita (Chopra, 2001).

Deplasarea normalizatd u(t)/(u,),

este o functie de timpul normalizat ¢/7,, deoarece

w,t=2r(t/T,) . Aceasta functie depinde doar raportul t/T,, deoarece w,t, =2x(t,/T,) si nu separat

de f, si T,. Aceasta ecuatie este reprezentata in Figura 2.35 pentru cateva valori ale raportului ¢/T,
dintre timpul de crestere a fortei si perioada proprie a sistemului, impreuna cu raspunsul static

u, (1)=p(t)/k . Aceste rezultate permit urmatoarele observatii:
= In timpul cresterii fortei (faza de ramp4) sistemul oscileaza fatd de pozitia de echilibru static cu

perioada proprie de vibratie T,
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= Pentru zona de forta constanta (faza constantd) sistemul se comporta similar, osciland fata de
pozitia de echilibru static cu perioada proprie de vibratie T,
= Daca viteza este egala cu zero la finalul fazei de rampa u(t) =0, sistemul nu oscileaza in

timpul fazei de forta constanta

= Pentru valori mici ale raportului t/T, (timpi de crestere a fortei mici) raspunsul este similar cu
cel datorat unei forte de tip treapta (vezi Figura 2.34c)

= Pentru valori mari ale raportului t/T, raspunsul dinamic este apropiat de pozitia de echilibru
static, ceea ce semnifica un efect dinamic scazut.

Deplasarea atinge valoarea maxima in timpul fazei constante de aplicare a fortei, iar coeficientul
dinamic pentru deplasare are expresia:

uy_ |sin(7rt,,/Tn)
(ust)() ﬂ’-tr/T);

Coeficientul dinamic pentru deplasare atinge valoarea maxima Ry depinde doar de raportul /T,
dintre timpul de crestere a fortei si perioada proprie a sistemului. Reprezentarea grafica a acestei
relatii (vezi Figura 2.36) se numegte spectru de raspuns al unei forte de tip treapta cu crestere
finita.

R, = (2.102)

Ry=u,/ (U)o

0 ' 1 ' 2 ' 3 ' 4
t. /T, = rise time / natural period

Figura 2.36. Spectrul de raspuns pentru forta de tip treapta cu crestere finitd (Chopra, 2001).

Spectrul de raspuns caracterizeaza complet amplitudinea raspunsului dinamic pentru orice sistem
SGLD fara amortizare sub actiunea unei forte de tip treapta cu crestere finita. Pe baza spectrului
de raspuns din Figura 2.36 pot fi facute urmatoarele observatii:

»= Daca t<T,/4 (un timp de crestere redus), u, = 2(% )0 , adica sistemul "simte" forta perturbatoare

ca si o forta aplicata instantaneu (de tip treapta).
= Daca t>3T, (un timp de crestere mare), u, =(u,, ), , adica sistemul "simte" forta perturbatoare

ca gi o forta aplicata static.
= Dacat/T,=1,2,3, ..., u,=(u,),, deoarece u(z,) =0 iar sistemul nu oscileaza pe durata fazei
constante de incarcare (vezi Figura 2.35).
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