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4.1.4. Ecuatia de migcare: forte dinamice

Raspunsul dinamic al unui sistem cu mai multe grade de libertate dinamica (MGLD) actionat de
forte dinamice este alcatuit din deplasérile u,(¢), vitezele u,(¢) si acceleratile i (7), j=1...N.

Fortele dinamice {p(t)} pot fi considerate distribuite la componenta de rigiditate {f; ()},

componenta de amortizare {f,(¢)} si componenta de masa {f,(¢)} (vezi Figura 4.8):
U O+ O+ (0} ={p (1)} (4.11)
Tnlocuind ecuatiile (4.3), (4.6) si (4.9) in ecuatia (4.11) obtinem:
[m i} +[c]{a} +[k]{u} ={p (1)} (4.12)

ceea ce reprezintd un sistem de N ecuatii diferentiale, rezolvarea caruia duce la determinarea
deplasarilor {u(z)} generate de actiunea dinamica {p(¢)}. Ecuatia (4.12) reprezinta echivalentul

MGLD al ecuatiei (2.6) determinata pentru un sistem SGLD.
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Figura 4.8. Sistemul MGLD complet (a), componenta de rigiditate (b), cea de amortizare (c) si de
masa (d), Chopra, 2001.
4.1.5. Ecuatia de migcare: actiunea seismica

Pentru un numar mare de structuri ingineresti toate gradele de libertate dinamica sunt deplasari in
aceiasi directie cu miscare seismica. Doua astfel de structuri, un cadru multietajat si un turn, sunt
prezentate in Figura 4.9. Deplasarea terenului este notata cu u,, deplasarea totala a masei m; cu

uj,, iar deplasarea relativa intre aceasta masa si teren cu ;. Aceste deplasari sunt raportate prin
urmatoarea relatie:

wy (1) =u; (£) +u, (1) (4.13)
Toate cele N astfel de ecuatii formulate pentru fiecare masa pot fi combinate in forma vectoriala:
{uj (t)} = {uj (t)} +u, (1){1} (4.14)
unde {1} este un vector unitate.

Ecuatia (4.11) derivaté pentru cazul unor forte dinamice este valabila in continuare, dar in cazul
miscarii terenului fortele dinamice {p(t)} =0, deoarece nu exista forte dinamice aplicate maselor

structurii:

{f, (O +{1, ()} +{f: (1)} = {0} (4.15)
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Figura 4.9. Schematizarea a doua sisteme MGLD: un cadru multietajat (a) si un turn (b),
Chopra, 2001.

Tinand cont de faptul ca pe de o parte, doar deformatiile relative ', produc forte elastice {fs(t)} Si

de amortizare {f,(¢)}, iar pe de alta parte fortele de inertie {f,()} sunt generate de deplasarile
totale ale maselor, ecuatia (4.15) devine:

[} + [c] )+ [K] {u}
care, tindnd conte de ecuatia (4.13) devine:
[ty + [}y + [k]{u) = ~[m]{1}i, () (4.17)

Relatia (4.17)reprezinta N ecuatii diferentiale. Rezolvand acest sistem de ecuatii se pot determina
deplasarile relative u;(z) ale sistemului MGLD sub actiunea acceleratiei terenului u,(z). Matricea de
rigiditate [k] se refera doar la deplasarile orizontale u; si se poate obtine prin condensare statica
(vezi Chopra, 2001), pentru a elimina gradele de libertate corespunzatoare deplasarilor verticale si
a rotirilor de noduri. Din aceasta cauza, matricea [k] este cunoscuta sub denumirea de matrice de
rigiditate laterala. Cu toate acestea, in analiza statica a structurii se va folosi matricea de rigiditate
completa a structurii.

{0} (4.16)

= Ilig( t)

Stationary base

Figura 4.10. Forte seismice efective (Chopra, 2001).

Comparatia ecuatiilor (4.12) si (4.17) indica faptul ca ecuatia de migcare pentru actiunea seismica
(acceleratia i, (¢) aplicata terenului) este echivalenté ecuatiei de miscare forte dinamice egale cu
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—m‘/.iig(z) aplicate maselor (vezi Figura 4.10). Astfel, migcarea terenului poate fi inlocuitd cu forte
seismice efective:

1Py (0)) ==[m]{1}i, (¢) (4.18)

Ecuatia de migcare (4.17) este valabila numai pentru cazul in care toate gradele de libertate
dinamice ale structurii sunt deplasari orizontale in aceiagi directie cu migcarea seismica.
Valabilitatea acestei ecuatii mai este limitata si de ipoteza ca toate reazemele structurii se
deplaseaza in faza, adica nu exista deplasari relative intre reazemele structurii. Aceasta ultima
ipoteza este rezonabila pentru majoritatea structurilor ingineresti. Migcarea diferentiata a
reazemelor structurii poate fi necesara pentru structurile cu deschideri foarte mari.

4.2. Vibratii libere ale sistemelor MGLD

4.2.1. Moduri proprii de vibratie ale sistemelor MGLD neamortizate

n cazul vibratiilor libere neamortizate ecuatia de miscare (4.12) pentru sisteme MGLD devine:

[m]{ii} +[*]{u} ={0} (4.19)

Ecuatia (4.19) reprezinta un sistem de N ecuatii diferentiale omogene, unde N este numarul de
GLD. Cunoscand conditiile initiale:

fup={u(0)}  {u}={a(0)} (4.20)
la timpul =0 se poate determina solutia ecuatiei (4.19) u(?).

Figura 4.11 prezinta grafic vibratiile libere neamortizate ale unui cadru cu doua nivele. Vibratiile
sunt initiate de deplasarile initiale reprezentate prin curba « din Figura 4.11b, viteza initiala fiind
zero. Raspunsul in timp al deplasarilor u; celor doua mase este reprezentat in Figura 4.11d, iar
deformata structurii la timpul «, b si ¢ in Figura 4.11b. Cu toate ca raspunsul in timp al celor doua
mase reprezinta o migcare periodica, spre deosebire de oscilatile libere neamortizate ale
sistemelor SGLD, raspunsul in timp al deplasarii celor doua mase ale sistemului MGLD nu este o
miscare armonica. in plus, deformata structurii (raportul u,/u,) variaza in timp, aspect care este
evident din observatia deformatei structurii la timpul a, b si c.

Cu toate acestea, pentru o distributie corespunzatoare a deplasarilor initiale, oscilatiile libere
neamortizate ale unui sistem SGLD pot fi armonice, fara modificarea deformatei structurii
(raportului u;/u;). Dupa cum se poate observa din Figura 4.12 si Figura 4.13, pentru sistemul cu
doua grade de libertate exista doua astfel de distributii ale deplasarilor initiale. Ambele deplasari
ating valoarea maxima la acelasi timp si trec prin pozitia de echilibru in acelasi timp. Fiecare dintre
cele doua forme deformate poartd numele de moduri proprii de vibratie ale unui sistem MGLD si
se noteaza prin {¢,}. Se poate observa ca deplasarile celor doua mase sunt in acelasi sens in
primul mod propriu de vibratie (sau modul fundamental de vibratie - Figura 4.12), dar au sensuri
opuse in ce de-al doilea mod propriu de vibratie (Figura 4.13). Punctul de inflexiune se numeste
nod, iar numarul de noduri cregte odata cu cresterea numarului modului propriu de vibratie.

Perioada proprie de vibratie 7, a unui sistem MGLD reprezinta timpul necesar efectuarii unei
oscilatii complete in unul din modurile proprii de vibratie. Fiecarei perioade proprii 7, de vibratie Ti
vor corespunde o pulsatie proprie de vibratii @, si o frecventad proprie de vibratie f,, vezi relatiile
(2.20) si (2.21). Fiecarei perioade proprii de vibratie 7, ii corespunde un mod propriu de vibratie

¢, =14, ¢2n}r, n=1, 2. Modul propriu de vibratie caruia ii corespunde perioada mai mare,
respectiv pulsatia mai mica are indicele 1 si se numesgte modul fundamental de vibratie.
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Figura 4.11. Vibratii libere ale unui sistem neamortizat: un cadru cu 2 GLD (a); deformata structurii
la timpul a, b si ¢ (b); coordonatele modale ¢,(2) (c); raspunsul in timp al deplasarii (d),
Chopra, 2001.
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Figura 4.12. Vibratii libere ale unui sistem neamortizat in 1-ul mod propriu de vibratie (modul
fundamental): un cadru cu 2 GLD (a); deformata structurii la timpul q, b, ¢, d si e (b); coordonata
modala q;(2) (c); raspunsul in timp al deplasarii (d), Chopra, 2001.

Reprezentarea grafica din Figura 4.12 si Figura 4.13 a raspunsului in deplasarea a unui sistem
MGLD ca urmare a unor oscilatii libere neamortizate poate fi exprimata matematic pentru modul
propriu de vibratie n prin:

{u(1)}, =4, (0)ig}, (4.21)

Deformata {¢}, nu variaza in timp, iar variatia in timp a deplasarilor este data de o functie
armonica:

q,(t)=A4,cosw,t + B, sinw,t (4.22)
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unde 4, si B, sunt constante de integrare care pot fi determinate cunoscand conditiile initiale.
Combinand ecuatiile (4.21) si (4.22) obtinem:
{u(t)}” ={¢} (4,cosw,t+B,sinw,t) (4.23)

unde w, si {¢}, sunt necunoscute. inlocuind relatia (4.23) in ecuatia de migcare (4.19) obtinem:
[-: [m]{g}, +[k]ig}, Ja, (1) =10} (4.24)

Aceasta ecuatie are doud solutii. Prima solutie corespunde ¢,(t)=0 ceea ce implica {u(t)} ={0},
adica sistemul nu oscileaza (solutia banala). Cea de-a doua solutie se obtine pentru:

[£]{g}, = @i [m]{g}, (4.25)

([%]-; [m]){#}, = {0} (4.26)

care se numeste problema de valori proprii si conduce la determinarea scalarilor @, si a
vectorilor {¢},. Ecuatia (4.26)are solutii nenule pentru:

det([k] - [m])

0 (4.27)
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Figura 4.13. Vibratii libere ale unui sistem neamortizat in al 2-lea mod propriu de vibratie: un cadru
cu 2 GLD (a); deformata structurii la timpul a, b, ¢, d si e (b); coordonata modala ¢,(?) (c); raspunsul
in timp al deplasarii (d), Chopra, 2001.

Prin dezvoltarea determinantului se obtine un polinom de ordinul N functie de ®,? cunoscut sub
neumele de ecuatie caracteristica. Aceasta ecuatie are N radacini reale si pozitive pentru o’
care se numesc valori proprii. Odata cunoscute valorile proprii w,?, se pot determina cei N vectori
proprii corespunzatori {¢},, cunoscuti sub denumirea de moduri proprii. Rezolvand problema de
valori proprii nu se obtin amplitudinile absolute ale vectorilor {¢},, ci doar valori relative ale celor N

deplasari ¢, (/=1...N), adica doar forma deformatei modale.
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Cele N valori proprii si cele N moduri proprii pot fi reprezentate compact in forma vectoriala. Astfel,
modul propriu {¢}, corespunzator pulsatiei w, are elementele ¢, (/=1...N), unde j reprezinta gradele
de libertate. Cele N moduri proprii pot fi reprezentate matriceal sub forma:

¢11 ¢1N
[@]={{g},  {#}}=] 1 " (4.28)
¢N1 ¢NN
Matricea [®@] se numeste matricea modala a problemei de valori proprii. Cele N valori proprii @,

pot fi asamblate intr-o matrice diagonald [Q?], care se numeste matricea spectrald a problemei de
valori proprii:

2

o
[ ]= (4.29)
o
Folosind notatiile (4.28) si (4.29), ecuatia (4.25) se poate scrie in forma compacta sub forma:

[Kl[@]=[m][®] ] (4.30)

4.2.2. Ortogonalitatea modurilor proprii

Modul propriu » satisface ecuatia (4.25). Inmultind aceasté relatie la stanga cu {¢}T (r=n) obtinem:

o), [k]{8}, = ] g}, [m]ig}, (4.31)
Similar, modul propriu r satisface ecuatia (4.25). inmultind relatia corespunzétoare modului r la
stanga cu {¢}  obtinem:

o), [k]{8}, =@ {9}, [m]ig), (4.32)

Transpusa unei matrice simetrice este egald cu ea insasi. Folosind aceasta proprietate a
matricelor simetrice de masa si rigiditate, si calculand transpusa relatiei (4.31) obtinem:

{0, [K]{#}, =@ {9}, [m]{#}, (4.33)
Facand diferenta dintre ecuatiile (4.33) si (4.32), obtinem:
(@ =2 ){g}, [m]{g}, =0 (4.34)
Astfel, pentru o’# w2, care pentru sisteme cu pulsatii pozitive implica a,=@, conduce la relatia:
ol [mlig}, =0 ora (4.35)
Inlocuind ecuatia (4.35) in relatia (4.32) rezult:
o1, [kl{g}, =0 ora (4.36)

Relatiile (4.35) si (4.36) demonstreaza proprietatea de ortogonalitate a modurilor proprii de vibratie.

Ortogonalitatea modurilor proprii de vibratie implica faptul ca urmatoarele matrice sunt diagonale:
[K]=[@] [][@]  [m]=[e] [m][@] (4.37)
unde elementele diagonale sunt:

K, ={g}, [F]{#}, M, ={} [m]{4}, (4.38)
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Deoarece matricele [m] si [k] sunt pozitive, elementele de pe diagonalele matricelor [M] si [K] sunt
de asemenea pozitive. Elementele celor doua matrice se raporteaza prin:

K,=oM, (4.39)
Aceasta relatie poate fi demonstrata inlocuind expresia (4.25) in definitia (4.38)a.

Una dintre interpretarile fizice ale ortogonalitatii modurilor proprii de vibratie este ca lucrul mecanic
efectuat de fortele de inertie din modul propriu » pe deplasarile din modul propriu » este egal cu
zero. Pentru a demonstra cele enuntate anterior, sa consideram deplasarile unei structuri care
vibreaza in modul propriu #:

{u(0)}), =a,(0){4), (4.40)

Acceleratiile corespunzétoare se obtin prin derivarea deplasarilor i, (1)=4,(t)¢, iar acestora le
corespund fortele de inertie:

U, ==[mli (o)}, ==[ml{4},4.(1) (4.41)

Deplasarile structurii in modul propriu » sunt:
{u(®), =a.(0){4}, (4.42)

Lucrul efectuat de fortele de inertie date de relatia (4.41) pe deplasarile date de relatia (4.42) este:

(3, (o)), ==({o}, [m){#.})ai, (1)a. (1) (4.43)

care este egal cu zero in virtutea relatiei de ortogonalitate (4.35).

O alta interpretare fizicd a ortogonalitatii modurilor proprii de vibratie este ca lucrul mecanic
efectuat de fortele statice echivalente din modul propriu n pe deplasarile din modul propriu r este
egal cu zero. Fortele statice echivalente din modul propriu » sunt:

Ush, =[klu(0)}, =[%1{4}, 4.(1) (4.44)

iar lucrul mecanic al acestora pe deplasarile din modul r este:

(), {0, = ({01 [K){2.})a, (1)a. (¢) (4.45)
care este egal cu zero datorita relatiei de ortogonalitate (4.36).

4.2.3. Normalizarea modurilor

Rezolvarea problemei de valori proprii (4.25) duce la determinarea vectorilor proprii. Se cunosc
insa doar valorile relative ale elementelor acestor vectori. Orice alt vector proportional cu {¢}, va
satisface ecuatia (4.25). Pentru a standardiza modurile proprii de vibratie, acestea se
normalizeaza. Uneori normalizarea poate consta in egalarea valorii maxime a unui mod propriu cu
unitatea. Alteori poate fi avantajos egalarea valorii corespunzatoare unui anume GLD (de exemplu
deplasarea laterald la ultimul nivel al unei structuri multietajate) cu unitatea. in aplicatiile teoretice
si aplicatiile in programe de calcul este uzual normalizarea modurilor proprii astfel ca M, sa aiba
valori unitare:

M, ={g}, [m]{g}, =1 [@] [m][®@]=[/] (4.46)

unde [/] este matricea unitate. Ecuatia (4.46) indica faptul ca modurile proprii obtinute in acest mod
sunt nu doar ortogonale, ci si normalizate fata de matricea [m]. Astfel de moduri proprii se numesc
ortonormale. In acest caz relatiile (4.38)a si (4.37)a devin:

K, =) [1i9), =i, =0} [K]=[0] [K]j@]=[e’] (4.47)
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4.2.4. Dezvoltarea modala a deplasarilor

Orice set de N vectori independenti poate fi folosit pentru reprezentarea unui alt vector de ordinul
N. Modurile proprii pot fi folosite pe postul unor astfel de vectori independenti. Dezvoltarea modala
a unui vector arbitrar {u} este de forma:

N
=2 {4}, 4. =[*}{d} (4.48)
r=1
unde ¢, sunt valori scalare denumite coordonate modale, iar {¢}={q, ¢, - qn}T. Atunci cand
se cunosc modurile proprii {¢},, pentru un vector {u} dat, se pot determina coordonatele modale ¢,
multiplicAnd ambele parti ale ecuatiei (4.48) cu {¢}T[m]

BV [m](u) =3 (4) (4.49)

r=1

Ca urmare a proprietatii de ortogonalitate (4.35), toti termenii sumei sunt egali cu zero, cu exceptia
celor corespunzatori r=n. Astfel:

o}, [ml{u} =g}, [mig}, 4, (4.50)
Ambele produse fiind valori scalare, se poate scrie:
_{oh[ml} _ o [m)iu) s

T mllel, M,

4.2.5. Solutia ecuatiei de migcare

Determinarea raspunsului dinamic al unui sistem neamortizat care oscileaza liber este obtinut
rezolvand ecuatia de migcare (4.19) cunoscand conditiile initiale (4.20). S-a aratat ca rezolvarea
ecuatiei de migcare a condus la problema de valori proprii (4.25). Presupunand aceasta problema
rezolvata si cunoscand pulsatiile si vectorii proprii, solutia generala a ecuatiei de migcare (4.19) se
poate determina prin suprapunerea raspunsului individual in fiecare mod propriu dat de ecuatia
(4.23):

{ } ﬁ (4, cosm,t+ B, sinw,t) (4.52)

unde 4, si B, sunt 2N constante de integrare. Pentru determinarea acestora este nevoie de
expresia vectorului vitezelor:

{ }:i n —A,sinw,t+ B, cosw,t) (4.53)

n=1

Pentru /=0 ecuatiile (4.52) si (4.53) devin:

WO} =20}, 4 {i(0)}=2 {4}, 0.5, (4.54)

n=1 n=1

Cunoscand deplasarile si vitezele initiale {«(0)} si {1(0)}, fiecare din ecuatiile (4.54) reprezinta un

sistem de N ecuatii algebrice liniare cu necunoscutele 4,, respectiv B,. Insa rezolvarea simultana a
acestor ecuatii nu este necesara, deoarece acestea pot fi interpretate ca si o dezvoltare modala a

vectorilor {1(0)} si {1(0)}. Folosind ecuatia (4.48), se poate scrie:

(0} =216}, ,(0)  {i(0)}=316},4,(0) (.55

n=1

unde, analogic relatiei (4.51), coordonatele modale g, (0) si ¢,(0) sunt date de:
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g, (o)zw},f[lzﬂ

n n

(4.56)

Ecuatiile (4.54) si (4.55) sunt echivalente, ceea ce implicd 4, =¢,(0) si B, =4,(0)/a, . Inlocuind
aceste expresii in relatia (4.52) obtinem:

{u(t)} =ZN:{¢}” (qn(O)cosa)nt+Msina)ntj (4.57)

n=l1 @,

n

sau, alternativ:
(0} =219}, 4.(1) (4.58)
unde

7 (0
q, (t)=qn(0)cosa)nt+msina)nt (4.59)
)

n

reprezinta variatia in timp a coordonatelor modale, care sunt similare expresiei oscilatiilor libere
neamortizate ale unui sistem SGLD. Ecuatia (4.57) reprezinta solutia ecuatiei de migcare in cazul
oscilatiilor libere neamortizate ale unui sistem MGLD. Aceasta consta din vectorul deplasarilor {u}

care variaza in timp si se datoreaza deplasarilor initiale «(0) si vitezelor initiale (0). Daca se

cunosc pulsatiile proprii @, si vectorii proprii {¢},, partea dreapta a relatiei (4.57) este cunsocuta,
cu expresiile ¢, (0) si g,(0) date de (4.56).

4.2.6. Vibratii libere amortizate ale sistemelor MGLD

In cazul vibratiilor libere amortizate ecuatia de migcare (4.12) pentru sisteme MGLD devine:

[m]{ii} +[caf +[*]{u} ={0} (4.60)

Cunoscand conditiile initiale:

fup={u(0)}  {u}={a(0)} (4.61)
la timpul =0 se poate determina solutia ecuatiei (4.60) u(?).

Folosind ecuatia (4.48) pentru a dezvolta deplasarile {¢} Tn modurile proprii ale sistemului
neamortizat si inlocuind expresia acestor deplasari in ecuatia (4.60) obtinem:

[m][@ {4} +[c][@}{g}+[k][®]{g} ={0} (4.62)
inmultind la stanga cu [®]" obtinem:

[M]{d}+[CHd}+[K]{a} ={0} (4.63)
unde matricele [M] si [K] sunt definite de relatiile (4.37), iar matricea [C] este definitd in mod
similar:

[C]=[@] [c][®] (4.64)

In general, matricea [C] poate fi sau poate s& nu fie o matrice diagonald. Tn primul caz modurile
proprii ale sistemului amortizat sunt identice cu modurile proprii ale sistemului neamortizat, iar
ecuatia de migcare poate fi rezolvata folosind metodele modale clasice. De aceea, aceste sisteme
sunt denumite cu amortizare clasica. Majoritatea structurilor ingineresti pot fi incadrate in aceasta
categorie. Astfel, in cele ce urmeaza vor fi tratate doar sisteme MGLD cu amortizare clasica.

in Figura 4.14 sunt prezentate oscilatiile libere amortizate ale unui sistem cu doua grade de
libertate dinamica, generate de deplasarile initiale {u(0)} proportionale cu primul mod propriu al
sistemului neamortizat corespunzator. In Figura 4.15 sunt prezentate rezultate similare pentru
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acelagi sistem, oscilatiile fiind generate de impunerea unor deplasari initiale {u(0)} proportionale cu

cel de-al doilea mod propriu al sistemului neamortizat corespunzator. Rezultatele permit

urmatoarele observatii:

= pentru modul », altul decat modul in care au fost introduse deplasarile initiale, ¢,(2)=0, ceea ce
implica lipsa unui raspuns in alt mod de vibratie

= deformata nu se modifica Tn timpul vibratiilor libere amortizate, la fel ca si in cazul vibratiilor
libere neamortizate (vezi Figura 4.12 si Figura 4.13). Astfel, modul propriu al sistemului
amortizat este identic cel al sistemul neamortizat - {¢},

= deplasarile celor doua mase sunt similare cu cele ale sistemului neamortizat, dar amplitudinea
oscilatiilor scade cu fiecare ciclu din cauza amortizarii

= raspunsul fiecarei mase este 0 miscare armonica simpla, similar cu un sistem SGLD amortizat.

()
1_
. 0'\ ,/\\ N\ ;
N N
4] \/
a[‘yc“iii ) T[D=27E/0)1D
1' o
m ed ¢ ba \! || /\
O U3 1 0%y U O- ! [\! ! 7 \\_/ \v 4
| e
I
2™ |, - S I N — =
€ 1 01 10 T T
" Al i | |
/e 0 2T 3T

' T, . .
+C Y 11 1 1
7/; A/

(a) (b) (d

Figura 4.14. Vibratii libere ale unui sistem amortizat in 1-ul mod propriu de vibratie (modul
fundamental): un cadru cu 2 GLD (a); deformata structurii la timpul q, b, ¢, d si e (b); coordonata
modala ¢;(2) (c); raspunsul in timp al deplasarii (d), Chopra, 2001.

Pentru fiecare mod propriu de vibratie n, ecuatie de migcare in coordonate modale este:

Mg, +Cyq,+K,q,=0 (4.65)
unde scalarii M, si K, sunt definiti de (4.38), iar
C, =4}, []i#}, (4.66)
Impartind ecuatia (4.65) la M, obtinem:
G,+24,0,4,+,q,=0 (4.67)
unde s-a notat:
C
g, = ZM:a)n (4.68)

Ecuatia (4.67) are aceiasi forma ca si ecuatia de miscare (2.26) a unui sistem SGLD amortizat,
solutia careia este datd de expresia (2.29). Adaptand acest rezultat, solutia ecuatiei (4.67) este
data de:

q,(t)y=e " {qn (0)cosm,,t + 4(0)+¢,2,4,(0) sin a)nDt} (4.69)

a)nD
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Figura 4.15. Vibratii libere ale unui sistem amortizat in al 2-lea mod propriu de vibratie: un cadru cu
2 GLD (a); deformata structurii la timpul «, b, ¢, d si e (b); coordonata modala ¢,(2) (c); raspunsul in
timp al deplasarii (d), Chopra, 2001.

unde pulsatia amortizata a modului propriu n este:

®,p = O,\1-¢; (4.70)

Raspunsul in deplasare al sistemului se obtine inlocuind expresia (4.69) in relatia (4.58):
tu(n)}=

Aceasta expresie reprezinta solutia ecuatiei de migcare pentru un sistem MGLD amortizat. Pentru
a rezolva ecuatia de miscare a unui sistem MGLD amortizat sunt necesare cunoasterea pulsatiilor
@, $i a modurilor proprii {¢}, ale sistemului neamortizat, precum si a fractiunilor din amortizarea

criticd ¢, iar expresiile ¢, (0) si ¢,(0) fiind date de (4.56).

M=

{4} e " g (0)cosm,t + 90 +¢,2,9,(9) sin a)nDt} (4.71)

a)nD

3
n

Amortizarea afecteaza pulsatiile si perioadele proprii de vibratie a unui sistem MGLD conform
ecuatiei (4.70), similar unui sistem SGLD. De aceea, efectul amortizarii asupra valorii pulsatiilor gi
perioadelor proprii unui sistem MGLD este neglijabil pentru fractiuni ale amortizarii critice ¢,<20%.

4.2.7. Amortizarea la sisteme MGLD

Determinarea analitica a amortizarii structurilor ingineresti nu este fiabila, din motive discutate n
capitolul 2.1.3. Fractiunea din amortizarea critica pentru diferite tipuri de structuri si doua nivele de
solicitare sunt prezentate in Tabelul 4.1. Este de remarcat faptul cd majoritatea normelor de
proiectare seismica nu recunosc variatia amortizarii functie de tipul de material si nivelul eforturilor
in structura, specificand in toate cazurile o fractiune din amortizarea critica de 5%.

Sa consideram matricea de amortizare proportionald cu masa, respectiv rigiditatea:
[c] =aq, [m] [c] =a, [k] (4.72)

in ambele cazuri de mai sus matricea [C] datd de ecuatia (4.64) este diagonald ca urmare a
ortogonalitatii modurilor proprii. Astfel, ambele cazuri reprezintd o amortizare clasica.
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Tabelul 4.1: Valori recomandate ale fractiunii din amortizarea critica pentru diferite tipuri de
structuri si nivel de eforturilor (Newmark si Hall, 1982; Chopra, 2001).

nivelul eforturilor tipul de structura (%)
structuri metalice sudate, structuri din beton precomprimat, 2.3
eforturi de maxim structuri din beton armat puternic (fisuri limitate)
0.5 din limita de structuri din beton armat cu fisuri semnificative 3-5
curgere structuri metalice imbinate cu suruburi sau nituite, structuri din 5.7
lemn Tmbinate cu suruburi sau cuie
structuri metalice sudate, structuri din beton precomprimat (fara 5.7
pierderea totala a precomprimarii)
structuri din beton precomprimat cu pierderea totala a 7-10
eforturi apropiate precomprimarii
de limita de curgere | structuri din beton armat 7-10
structuri metalice imbinate cu suruburi sau nituite, structuri din 10-15
lemn imbinate cu suruburi
structuri din lemn imbinate cu cuie 15-20

In cazul amortizérii proportionale cu masa, amortizarea generalizata in modul n, conform ecuatiei
(4.66) este:

C =a,M, (4.73)
iar fractiunea din amortizarea critica corespunzatoare modului » (vezi ecuatia (4.68)):
C a, 1
—— = % 2 4.74
& 2M,0, 2 o, #.74)

In acest caz amortizarea este invers proportionald cu pulsatia proprie (vezi Figura 4.16a).
Coeficientul a, poate fi determinat astfel ca sa reprezinte fractiunea din amortizarea critica data
intr-un mod oarecare, de exemplu, ¢ Tn modul i. Rezulta din ecuatia (4.74):

a,=2¢0, (4.75)

Dupa ce se cunoaste coeficientul a), matricea de amortizare se cunoaste din ecuatia (4.72)a, iar
fractiunea din amortizarea critica din orice alt mod, de exemplu modul n, este data de (4.74).

In mod similar, fractiunea din amortizarea critica poate fi raportata la coeficientul @, in cazul
amortizarii proportionale cu rigiditatea. In acest caz:

a

Cn = ala)lan é/n :?a)n (476)

in care s-au folosit ecuatiile (4.66), (4.38), (4.39) si (4.74). Fractiune din amortizarea critica cregte
liniar cu pulsatia proprie (vezi Figura 4.16a). Coeficientul a, poate fi determinat astfel ca sa
reprezinte fractiunea din amortizarea critica data intr-un mod oarecare, de exemplu, ¢& in modul ;.
Rezulta din ecuatia (4.76):

(4.77)

Dupa ce se cunoaste coeficientul a;, matricea de amortizare se cunoaste din ecuatia (4.72)b, iar
fractiunea din amortizarea critica din orice alt mod, de exemplu modul n, este data de (4.76)b.

Nici una dintre cele doua tipuri de amortizare u sunt potrivite sistemelor MGLD, deoarece evidenta
experimentala indica fractiuni din amortizarea critica similare pentru mai multe moduri proprii de
vibratie. Una dintre solutie simpla a acestei probleme o constituie amortizarea de tip Rayleigh,
care se obtine prin combinarea amortizarii proportionale cu masa si a celei proportionale cu
rigiditatea:

[c]=ay[m]+a[k] (4.78)
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Fractiunea din amortizarea critica in modul » pentru un astfel de model este:

¢ =%wi+%a;n (4.79)

n

Coeficientii a, si a, pot fi determinati astfel ca sa reprezinte fractiunea din amortizarea critica data
in doua moduri oarecare, de exemplu & si ¢ in modurile i si j. Scriind ecuatia (4.79) penru cele
doua moduri proprie in forma matriceala rezulta:

o o ,
1Yo, o {"0} _J¢ (4.80)
2|V, o ]la g
Daca se considera aceiasi fractiune din amortizarea critica ¢'in cele doua moduri proprii, rezolvand
ecuatia (4.80) obtinem:

_ 2o _ 2
ay = a=¢
o+, o, +,

(4.81)

Dupa ce se cunosc coeficientii a, si a;, matricea de amortizare se cunoaste din ecuatia (4.78), iar
fractiunea din amortizarea critica din orice alt mod, de exemplu modul », este data de (4.79) si
reprezentata grafic in Figura 4.16b.

G A - . ,
" " Rayleigh damping
c=a,m
0 a a,m
Cc= alk C = 0 17n
C,=a,/20 n20 2 -
n n n ”
. L
§,=a,w/2 -
C -
\ P
LY -~
e -~
\ i
N\ > -
N
- - -
A e — . .
-
T T T T - L
o, , ON w, , o;
Natural frequencies ®, Natural frequencies ®,

Figura 4.16. Variatia amortizarii modale functie de pulsatie: amortizare proportionald cu masa si cu
rigiditatea (a); amortizare de tip Rayleigh (b), Chopra, 2001.

In probleme practice, modurile i si j se aleg astfel ca fractiunea din amortizarea critica sa
reprezinte valori rezonabile in toate modurile proprii de vibratie care contribuie semnificativ la
raspunsul structurii. De exemplu, daca raspunsul sistemului MGLD se va determina pentru cinci
moduri proprii, fractiunea din amortizarea critica ¢ se poate atribui modurilor 1 si 4. Astfel, modurile
2 si 3 vor avea o fractiune din amortizarea critica ugor mai mica decéat ¢, iar modul 5 — una ugor
mai mare decéat ¢. Modurile proprii mai mari decéat al cincilea vor avea o fractiune din amortizarea
critica care cregte cu pulsatia proprie, raspunsul acestora fiind practic eliminat din cauza unei
amortizari exagerate.
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