
Chapter 7
Laplace Transforms
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= - - - - +[ ] - + - - +[ ] - + - -( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t h t t h t t h t t h t1 1 2 1 2 2 1 2 3 3

and  L{ ( )} ,  ( , )f t
e

s

e

s

e

s

e

s

e

s

e

s

e e e

s
s s

s s s s s s s s s

= - - - + + =
- +

π = =
- - - - - - - - -

2

2

2

2 2

2

2 3

2

2 3

2

2
0 1 0

37. f t t h t h t t h t h t( ) = -( ) ( ) - -( )[ ] + -( ) -( ) - -( )[ ]1 1 2 1 2  = - + -( ) + -( ) -( ) ≥1 1 2 2 0t h t t h t t,  

and  L{ ( )} , ; ,  f t
s s

e

s

e

s
s s

s s

= - + + π = =
- -1 1

0 1 02

2

2

38. F s
A

s

A

s
( ) =

-
+

+
1 2

3 1
, and so A s A s A A A A1 2 1 2 1 21 3 12 0 3 12+( ) + - = + = - =( ) ,   and . Thus

A A F s
s s1 23 3

3
3

3
1

= = - ( ) =
-

-
+

,  ,  and , and so f t e e tt t( ) = - + ≥-3 3 03 , .

39. F s
A

s

A

s
( ) = +

+
1 2

2
, and so A s A s A A A1 2 1 2 12 4 0 2 4+( ) + = + = = and ,  . Thus

A A F s
s s1 22 2
2 2

2
= = - ( ) = -

+
,  ,  and , and so f t e tt( ) = - ≥-2 2 02 , .
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40. F s e
A

s

A

s
s( ) =

-
+

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-24
3 3

5 1 2 , and so A s A s A A A A1 2 1 2 1 23 3 1 0 3 3 1+( ) + - = + = - =( ) ,   and .

Thus A A F s e
s s

s
1 2

51
6

1
6

4
1

3
1

3
= = - ( ) =

-
-

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-,  ,  and , and so

f t e e h t tt t( ) = -[ ] - ≥- - -4 5 03 5 3 5( ) ( ) ( ),  .

From (6), Table 7.1: L L
- -=

-
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ = fi = - - ≥1 1

2

3
9

3 8 3 5 5 0{ ( )} sinh ( ) sinh( ( )) ( ), F s
s

t f t t h t t .

Answers agree since sinh( ( ))
( ) ( )

3 5
2

3 5 3 5

t
e et t

- =
-- - -

.

41. F s
A

s

A

s
e s( ) =

-( ) +
-( )

È

Î
Í

˘

˚
˙

-1 2

2 3
10  and so A s A s A A A A1 2 1 2 1 23 2 1 0 3 2 1-( ) + -( ) = + = - - = and ,  .

Thus A A F s e
s s

s
1 21 1 10

1
2

1
3

= - = ( ) =
-
-

+
-

È
ÎÍ

˘
˚̇

-,  ,  and , and so

f t e e h t tt t( ) = -( ) -( ) ≥-( ) -( )10 1 03 1 2 1 ,  .

42. g t h t h t( ) = -( ) - -[ ]12 1 3( ) , and so sY s y Y
s

e es s( ) ( )- + = -( )- -0 4
12 3 . Therefore,

Y
s s s

e es s=
+

+
+

-( )- -2
4

12
4

3

( )
, and so 

1
4 4

1 2

s s

A

s

A

s+( ) = +
+

. Thus

A s A s A A A1 2 1 2 14 1 0 4 1+( ) + = + = = and ,  . Solving these simultaneous equations yields

A A1 2

1
4

1
4

= = -,  ,   and so Y
s

e e
s s

s s=
+

+ -( ) -
+

È
ÎÍ

˘
˚̇

- -2
4

3
1 1

4
3 . Thus

y t e h t h t e h t e h t tt t t( ) = + - - -[ ] - - - -[ ] ≥- - - - -2 3 1 3 3 1 3 04 4 1 4 3( ) ( ) ( ) ( ) ,  ( ) ( ) .

43. g t e h t e e h tt t( ) = -( ) = -( )-( )3 12 3 44 4 , and so sY Y e
e

s

s

- - =
-

-

1
3

12
4

. Therefore,

Y
s

e e

s s

s

=
-

+
-( ) -( )

-1
1 1 3

12 4

, and so 
1

1 3 1 3
1 2

s s

A

s

A

s-( ) -( ) =
-

+
-

. Thus

A s A s A A A A1 2 1 2 1 23 1 1 0 3 1-( ) + -( ) = + = - - = and ,  . Solving these simultaneous equations

yields A A1 2

1
2

1
2

= - =,  ,   and so Y
s

e
e

s s
s=

-
+

-
-

+
-

È
ÎÍ

˘
˚̇

-1
1 2

1
1

1
3

12
4 . Thus

y t e e e e h t tt t t( ) = + - +( ) -( ) ≥- -( )1
2

4 012 4 3 4 ,  .
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44. s Y sy y Y
s

2 0 0 4
1

3
- ( ) - ¢ - =

-
( ) . Therefore, Y

s s s
=

-( ) -( ) +( )
1

3 2 2
, and so

1
3 2 2 3 2 2

1 2 3

s s s

A

s

A

s

A

s-( ) +( ) -( ) =
-

+
+

+
-

. Thus,

A
s s

A
s s

A
s ss s s

1
3

2
2

3
2

1
2 2

1
5

1
3 2

1
20

1
3 2

1
4

=
- +

= =
- -

= =
- +

= -
= = - =( )( )

,  
( )( )

,  
( )( )

. Therefore,

y t e e e tt t t( ) = + - ≥-1
5

1
20

1
4

03 2 2 ,  .

45. s Y s sY Y
s

2 0 1 2 0 8
1

1
- ( ) - - -( ) - =

-
. Therefore,

Y s s
s

Y s s
s

s

s
2 22 8 1

1
1

2 8
1

1
1

1
- -( ) - =

-
fi - -( ) =

-
+ =

-
, which means that

Y
s

s s s
=

-( ) +( ) -( )1 2 4
, and so 

s

s s s

A

s

A

s

A

s-( ) +( ) -( ) =
-

+
+

+
-1 2 4 1 2 4

1 2 3 . Thus

A s s A s s A s s s1
2

2
2

3
22 8 5 4 2- -( ) + - +( ) + + -( ) = , and so A A A1 2 3

1
9

1
9

2
9

= - = - =,  ,  .

Finally, we have Y
s s s

=
-
-

+
-
+

+
-

È
ÎÍ

˘
˚̇

1
9

1
1

1
2

2
4

, and so y t e e e tt t t( ) = - - + ≥-1
9

1
9

2
9

02 4 ,  .

46 (a).
d

ds
F s

d

ds
e st f t dt te st f t dt e st tf t dt tf t( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )= -•Ú = - -•Ú -•Ú = -= - { }0 0 0 L .

46 (b). L L L{ ( )}
sin

sinf t
t t d

ds
t

d

ds s
= Ï

Ì
Ó

¸
˝
˛

= - { } = -
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

w
w w

w
w

w
w2

1
2

1
2 2 2

= - - +( ) =
+( )

>
-1

2
1 2 02 2 2

2 2 2( ) ( ) ,  s s
s

s
sw

w
.

47. L Lf d d
s

f d
s

F s s a
t t

s s l s s
l ( )È

ÎÍ
˘
˚̇

Ê
Ë

ˆ
¯ = ( )Ê

Ë
ˆ
¯ = ( ) > { }ÚÚ Ú00 0 2

1 1
0, max ,  

48. L L Lf d f d f d
s

F s
s

F s s a
t t

l l l l l l( ){ } = ( ) - ( ){ } = ( ) - { } = ( ) -[ ] > { }Ú ÚÚ2 0

2

0

1
3

1
3 0, max ,  

49 (a). f t h t h t
t

t
( ) = ( ) -( ) =

£ £
<

Ï
Ì
Ó

3
1 0 3

0 3

, 

,  
, and g t h t h t

t

t
( ) = ( ) - -( ) =

£ <
£

Ï
Ì
Ó

3
1 0 3

0 3

, 

,  
, and so the two

functions are equal for all t π 3 and hence not identical.

49 (b). L L{ ( )} { ( )} , ; ,  f t g t e dt
e

s
s sst

s

= = =
-

π = =-
-

Ú0

3 31
0 3 0, and so the transformed functions

are identical.
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Section 7.3

1. F s
A

s

B

s

B

s
( ) =

-
+

-( )
+

-1 2 2
2

2
1

2. F s
A

s

A

s

A

s

B

s

B

s
( ) =

-( )
+

-( )
+

-
+

-( )
+

-
3

3
2

2
1 2

2
1

1 1 1 2 2

3. F s
A

s

A

s

Bs C

s
( ) = + +

+
+( ) +

2
2

1
2

1 9

4. F s
A

s

Bs C

s
( ) =

-
+

+
+2 162

5. F s
A

s

A

s

B

s

B

s
( ) =

-( )
+

-
+

+( )
+

+
2

2
1 2

2
1

3 3 3 3

6. F s
A

s

A

s

B s C

s

B s C

s
( ) =

+( )
+

+
+

+
+( )

+
+
+

2
2

1 2 2

2 2
1 1

24 4 1 1

7. F s
Bs C

s

Ds E

s
( ) =

+
+( ) +

+
+

+( ) +4 1 3 4
2 2

8. F s
A

s

A

s

B s C

s

B s C

s
( ) =

-( )
+

-
+

+
+ +( )

+
+

+ +
2

2
1 2 2

2 2
1 1

22 2 4 1 4 1( ) ( )

9. f t e tt( ) = ≥2 03 , 

10. f t t e tt( ) = ≥-1
2

02 , 

11. F s
s

s s
( ) =

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃4

9
5
3

3
92 2 , and so f t t t t( ) = + ≥4 3

5
3

3 0cos sin , .

12. F s
A

s

B

s
( ) =

-
+

-1 2
. A

s

s s

=
-

-
=

=

2 3
2

1
1

 and B
s

s s

=
-

-
=

=

2 3
1

1
2

. Therefore, f t e e tt t( ) = + ≥2 0, .

13. F s
A

s

B

s
( ) =

+
+

+3 1
. A

s

s s

=
+

+
=

-
-

=
= -

3 7
1

2
2

1
3

 and B
s

s s

=
+

+
= =

= -

3 7
3

4
2

2
1

. Thus

F s
s s

( ) =
+

+
+

1
3

2
1

 and so f t e e tt t( ) = + ≥- -3 2 0, .

14. F s
A

s

Bs C

s

As A Bs Cs

s s
( ) = +

+
+

=
+ + +

+2

2 2

21 1( )
. Then we have A B C A B+ = = = =4 1 1 3, , ,   .

Therefore,  F s
s

s

s s
( ) = +

+
+

+
1 3

1
1

12 2  and so f t t t t( ) = + + ≥1 3 0cos sin , .
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15. F s
A

s

Bs C

s
( ) = +

+
+2 4

. Then we have A B C A+ = = =3 1 4 8, ,  and , so A B C= = =2 1 1, ,  . Thus

F s
s

s

s
( ) = +

+
+

2 1
42  and so f t t t t( ) = + + ≥2 2

1
2

2 0cos sin , .

16. F s
B s C

s

B s C

s
( ) =

+
+( )

+
+
+( )

2 2

2 2
1 1
2

4 4
. Then we have B C B C1 1 2 20 1 6 4= = = =,  ,  ,  . Therefore,

F s
s

s s
( ) =

+
+( )

+
+

6 4

4

1
42 2 2  and so

f t
t

t t t t t t t t t t t( ) = Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ + -[ ]Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ + = + - ≥6

4
2 4

1
16

2 2 2
1
2

2
3
2

2
3
4

2
1
2

2 0sin sin cos sin sin sin cos , .

17. F s
s

s

s

s s s
( ) =

-( )
=

-( ) +
-( )

=
-( )

+
-( )1

1 1

1

1

1

1

1
3 3 2 3 , so f t te t e tt t( ) = + ≥

1
2

02 , .

18. sY Y
s

- + =
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃3 2 26

3
92 , and thus Y

s s s
=

+
+

+( ) +( )
3

2
26

3

2 92
.

1

2 9 2 92 2s s

A

s

Bs C

s+( ) +( ) =
+

+
+
+

, and so A
s

s s

=
+

=
= -

2
29

1
13

.

1
2 9 2

1 9
2 9

4
2 9

2
9 92

1
13

1
13

2

2

1
13

2

2

1
13

2 2( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )s s s

s

s s

s

s s

s

s

Bs C

s+ +
-

+
=

- +
+ +

=
- -

+ +
=

- -
+

=
+
+

.  Then,

B C= - =
1

13
2

13
, , and so

Y
s s

s

s s s

s

s s
=

+
+ ◊

+
- ◊

+
+ ◊

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ =

+
-

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

3
2

26 3
2

1
13 9

2
13

1
9

9
2

6
9

4
3

9

1
13

2 2 2 2 . Finally, we

have y t e t tt( ) = - +-9 6 3 4 32 cos sin .

19. sY Y
s

s
- - =

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃1 3 13

42 , and thus Y
s

s

s s
=

-
+

-( ) +( )
1

3
13

3 42
.

s

s s

A

s

Bs C

s-( ) +( ) =
-

+
+
+3 4 3 42 2 , and so A

s

s s

=
+

=
=

2
34

3
13

. Setting s = 0 gives us

0
1

13 4
4

13
= - + =

C
C,  . Setting s = 1 gives us 

1
2 5

1
2

3
13

4
13

5- ◊
= - Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ +

+B
. Solving for B yields

B = -
3

13
, and so Y

s s

s

s s

s

s s
=

-
+

-
+

-
+

+

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

=
-

-
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

1
3

13

3
13

3

3
13

4
13
4

4
3

3
4

2
2

42 2 2 . Finally, we

have y t e t tt( ) = - +4 3 2 2 23 cos sin .
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20. sY Y
s

- + =3 2
4
2 , and thus Y

s s s

s

s s

A

s

B

s

C

s
=

+
+

+
=

+
+

= + +
+

3
2

4
2

3 4
2 22

2

2 2( ) ( )
, and so

C
s

s
A

s

s
s s

=
+

= =
+

+
=

= - =

3 4
4

3 4
2

2
2

2

2

2

0

,  . Setting s = 1 gives us 
7
3

2
4
3

1= + + fi = -B B .

Therefore,  Y
s s s

= - +
+

2 1 4
22 . Finally, we have y t e tt( ) = + --4 2 12 .

21. sY Y
s

- - =
-

1 3
1

3
, so Y

s s
=

-
+

-( )
1

3
1

3
2  and thus y t e tet t( ) = +3 3 .

22. s Y s sY Y
s

2 1 2 3 1 2
6

1
- - + - + =

+
( ) ( ) , and thus Y

s

s s s s
=

+
+ +

+
+ +

5
1 2

6
1 22( )( ) ( ) ( )

.

s s

s s

A

s

B

s

C

s

2

2 2

6 11
1 2 2 1 1

+ +
+ +

=
+

+
+

+
+( )( ) ( )

, and so

A
s s

s
C

s s

s
s s

=
+ +

+
= =

+ +
+

=
= - = -

2

2

2

2

1

6 11
1

3
6 11

2
6

( )
, . Setting s = 0 gives us

11
2

3
2

6 2= + + fi = -B B . Therefore,  Y
s s s

=
+

-
+

+
+

3
2

2
1

6
1 2( )

. Finally, we have

y t e e tet t t( ) = - +- - -3 2 62 .

23. s Y s Y
s

2
22 6 4

8
- ( ) - + = , so Y

s

s s s
=

+
+

+
+( )

2 6
4

8

42 2 2
.

If 
8

4 42 2 2 2s s

A

s

B

s

Cs D

s( )+
= + +

+
+

, then 
A s Bs s Cs Ds

s s s s

2 2 3 2

2 2 2 2

4 4

4

8

4

+( ) + +( ) + +
+( ) =

+( ) , and so

we have B C A D B A+ = + = = =0 0 4 0 4 8, ,  ,  , which means that B C A D= = = = -0 2 2, ,  .

Then Y
s

s s s s
=

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ + -

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃2

4
3

2
4

2 2
42 2 2 2  and y t t t t( ) = + +2 2 2 2 2cos sin .

24. s Y s Y
s

s
2

21 1 4
4

- ( ) - + =
+

, so Y
s

s

s

s
=

+
+

+
+( )

1
4 4

2 2 2 . Therefore,

y t t t
t

t( ) = + +cos sin sin2
1
2

2
4

2 .

25. s Y s Y
s

2
21 0 4
2

4
- ( ) - + =

+
, so Y

s

s s
=

+
+

+( )2 2 24
2

4
. Therefore,

y t t t t t t t
t

t( ) = +
◊

-( ) = + -cos sin cos cos sin cos2
2

2 8
2 2 2 2

1
8

2
4

2 .
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26. s Y s sY Y
s

2 0 0 2 0
1

2
- - - - + =

-
( ) ( ) , and thus Y

s s

A

s

B

s

C

s
=

- -
=

-
+

-
+

-( )
1

2 1 2 1 12 2( )( )
, and

so A
s

C
ss s

=
-

= =
-

= -
= =

1
1

1
1

2
12

2 1( )
,  . Setting s = 0 gives us - = - - - fi = -

1
2

1
2

1 1B B .

Therefore,  Y
s s s

=
-

-
-

-
-

1
2

1
1

1
1 2( )

. Finally, we have y t e e tet t t( ) = - -2 .

27. s Y sY Y
s

2 1 2 0
1

1
- + - + =

+
, so Y

s s
=

+( )
+

+( )
1

1

1

1
2 3 . Therefore, y t te

t
et t( ) = +- -

2

2
.

28. g t h t h t( ) = - -( )[ ]6 ( ) p , and then we have s Y s Y
s

e s2 1 3 9
6

1- ( ) - + = -( )-p , so

Y
s

s s s
e s=

+
+

+
+( ) -( )-3

9
6

9
12 2

p . 
6

9 9
9

92 2

2 2

2s s

A

s

Bs C

s

As A Bs Cs

s s+( ) = +
+
+

=
+ + +

+( ) . Thus

A B C A B+ = = = = -0 0
2
3

2
3

, ,  ,  , and so Y
s

s s s

s

s
e s=

+
+

+
+ - ◊

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ -( )-

2 2

2
3

29
3

9
2
3 9

1 p . Then,

y t t t t t h t( ) = + + -( ) - - -( ) -cos sin cos cos ( ) ( )3 3
2
3

1 3
2
3

1 3 p p

= + + -( ) - +( ) -cos sin cos cos ( )3 3
2
3

1 3
2
3

1 3t t t t h t p .

29. g t t h t t t h t h t( ) = - -( )[ ] = - - - - -1 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) , and then we have

s Y s Y
s s

e
s

es s2
2 2

2 21 0
1 1 2

- ( ) - + = - -- - , so Y
s

s s s
e

s s
es s=

+
+

+( ) -( ) -
+( )

- -
2 2 2

2
2

2

1
1

1
1

2

1
.

1

1

1 1
12 2 2 2s s s s+( ) = -

+
 and 

-
+( ) = +

+
+

=
+ + +

+( )
2

1 1 12 2

2 2

2s s

A

s

Bs C

s

As A Bs Cs

s s
. Thus

A B C A B+ = = = - fi =0 0 2 2, ,    , and so

Y
s

s s s
e

s

s

s
es s=

+
+ -

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ -( ) + - +

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

- -
2 2 2

2
2

2

1
1 1

1
1

2 2
1

. The inverse Laplace transform yields

y t t t t h t t t h t h t t h t( ) = + - -( ) -( ) - + -( ) -( ) - -( ) + -( ) -( )cos sin sin cos2 2 2 2 2 2 2 2 2
= - + + - -( ) + -( ) - + -( )[ ] -( )cos sin sin cost t t t t t h t2 2 2 2 2 2

= - + + - + -( ) + -( )[ ] -( )cos sin sin cost t t t t t h t2 2 2 2 .

30. s Y sy y sY y Y Y
sy y y

s s

s

s s
2

0 0 0
0 0 0

2 20
2 1

2
- - ¢ + - + = fi =

+ ¢ +( )
+ +

=
-

+ +
a b

a
a b

( ) , so

a b a= = = ¢ + = ¢ + = - fi ¢ = -1 2 2 1 2 1 30 0 0 0 0,  ,  ,  ( )y y y y y .

31.
sy y y

s s s
0 0 0

2 2

3
4

+ ¢ +( )
+ +

=
-

a
a b

, so a b= = - = ¢ =0 4 0 30 0,  ,  ,  y y .
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32.
sy y y

s s

s

s
0 0 0

2 21

+ ¢ +( )
+ +

=
+

a
a b ( )

, so a b= = = ¢ = -2 1 1 20 0,  ,  ,  y y .

Section 7.4

1. T e dt e dt
e

s

e

s s
e e est st

st st
s s s= - =

-
-

-

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

= - + -[ ]- -
- -

- - -Ú Ú4 3 3 3
3

1
0

2

2

4

0

2

2

4

2 4 2.  = -( )-3
1 2 2

s
e s .

Therefore, L{ }f
s

e

e s

e

e

s

s

s

s=
-( )
-

=
-
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-

-

-

-
3 1

1
3 1

1

2 2

4

2

2 .

2. T e dt e dt
e

s

e

s s
e e est st

st st
s s s= + =

-
+

-
= - + -( )- -

- -
- - -Ú Ú2 3 3

1
3 3

0

1

1

2

0

1

1

2

2.  = - -( )- -1
3 2 2

s
e es s .

Therefore, L{ }
( ) ( )

f
e e

s e

e

s e

s s

s

s

s=
- -

-
=

- +
-

- -

-

-

-
3 2

1
3
1

2

2 .

3. T e dt e dt
s

e
s

est st st st= - + = -- - - -Ú Ú4 3 2
3 2

0

2

2

4

0

2

2

4

.  = -( ) - -( )- - -3
1

22 4 2

s
e

s
e es s s

= - + -( )- -1
2 5 34 2

s
e es s . Therefore, L{ }f

e e

s e

e

s e

s s

s

s

s
=

- + -
-( ) =

- +
+( )

- -

-

-

-

2 5 3

1

3 2

1

4 2

4

2

2
.

4. T e dt e dt
e

s

e

s s
e e est st

st st
s s s= + =

-
+

-
= - + -( )- -

- -
- - -Ú Ú4 2 2

1
2 2

0

1

1

3

0

1

1

3

3.  = - -( )- -1
2 3

s
e es s .

Therefore, L{ }
( ) ( )( )

f
e e

s e

e e

s e e

s s

s

s s

s s=
- -

-
=

+ +
+ +

- -

-

- -

- -
2

1
2

1 1

3

4

2

2 .

5. T te dt t e dt
s

st e
s

st e
s

est st st st st= + -( ) = - +( ) + +( ) +
-

- - - - -Ú Ú2 2
1

1
1

1
2

0

1

1

2

2
0

1

2
1

2

1

2

. 

= - +( ) -[ ] + +( ) - +( )[ ] + -[ ]- - - - -1
1 1

1
2 1 1

2
2 2

2 2

s
s e

s
s e s e

s
e es s s s s  = -( )-1

12

2

s
e s . Therefore,

L{ }f
s

e

e

e

s e

s

s

s

s
=

-( )
-

=
-

+( )
-

-

-

-

1 1

1
1

12

2

2 2
.

6. T t e dt ue du e ue du
e

s
su e

e

s
s est s u s su

s
su

s
s= -( ) = = =

-
+ =

-
+ -[ ]- - + - -

-
-

-
-Ú Ú Ú2 1 1 1 1

1

2
1

0

1

0

1

2

0

1

2. ( ) ( )( ) .

Therefore, L{ }
( )

f
e s e

s e

s s

s
=

- +[ ]
-( )

- -

-

1 1

12 2
.
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7. T t e dt
s

s t st s est st= -( ) = + + -[ ]- -Ú2 1
1

2 22

0

1

3
2 2 2

0

1

. 

= + + -( ) - +[ ]-1
2 2 23

2 2 2

s
s s s e ss = +( ) + -[ ]-1

2 2 23
2

s
s e ss . Therefore,

L{ }f
s e s

s e

s

s
=

+( ) + -( )[ ]
-( )

-

-

2 2 2

1

2

3 2
.

8. T te dt
s

st e
s

s est st s= =
-

+ =
-

+ -[ ]- - -Ú2
1

1
1

2 1 1
0

2

2
0

2

2
2. ( ) ( ) . Therefore, L{ }

( )
f

s e

s e

s

s
=

- +
-( )

-

-

1 2 1

1

2

2 2
.

9. T f
e

s e

s

s
=

p
=

+

+( ) -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-
p

-
p2

2 2

4 1

2

2 2

,  { }L

10. T f
e

s e s e

s

s s
= =

+
+( ) -( ) =

+( ) -( )
-

- -2
1

1 1

1

1 12 2 2p
p

p p,  { }L

11. T e e dt
e

s s
e f

e

s e
t st

s t
s

s

s
= = -

+
=

+
-( ) =

-
+( ) -( )

- -
- +( )

- +( )
- +( )

-Ú1
1

1
1

1
1

1 10

1 1

0

1

1
1

,  ,  { }L .

12. T e e dt
e

s

e

s s
e

s
et st

st s t
s s= - =

-
+

+
= -( ) -

+
-( )- -

- - +( )
- - +( )Ú2 1

1
1

1
1

1
1

0

2

0

2 1

0

2

2 2 1,  ( )

L{ }f
s

e

s e

s

s
= -

-
+( ) -( )

- +( )

-

1 1

1 1

2 1

2
.

13. L L
-

-

-
-

-
- - -

-( )
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ = + + + +( )Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

1 1 2 3

1
1

e

s e

e

s
e e e

s

s

s
s s s

a

a

a
a a a ...

= + + +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= -( ) + -( ) +-
- - -

L
1

2 3

2
e

s

e

s

e

s
h t h t

s s sa a a

a a... ...,



Chapter 7  Laplace Transforms • 195

14. F s
s s

e

s e

s

s( ) = - -
-

-

-
1 1

12 ( )

and so f t t h t h t h t t h t n
n

( ) = - + - + - + - + = - + -
=

•

Â1 1 2 3 1
1

( ) ( ) ( ) ... ( ) .

15. F s
s

e

s e

s

s( ) = -
-

-

-
3 3

12

2

2( )
 and so f t t h t h t h t t h t n

n

( ) = - -( ) - -( ) - -( ) = - -
È

Î
Í

˘

˚
˙

=

•

Â3 2 4 6 3 2
1

[ ...] ( ) .

16. F s
s s

e

e s

e

s
e e e e

s

e

s

s

s

s
s s s s n

n

ns

( ) = -
+

= - - + - + +( ) = + -
-

-

-
- - - -

=

• -

Â1
2

1
1

1
2

1
1

2
12 2

2

2 2

2

2
2 4 6 8

2
1

2

2... ( )

and so f t
t

t h t t h t t h t( ) = - - - + - - - - - +
2

2 2 4 4 6 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

= + - - -
=

•

Ât
t n h t nn

n2
1 2 2

1

( ) ( ) ( ).

17 (a).
dq

dt
rC t

r

v
qi= ( ) - . With q t in kg and  in days , we have 

dq

dt
q C ti+

( )
( ) =

( ) ( )5 10

50 10

5 10

10

6

6

6

6 , where

C t
t

t
C t C ti i i( ) =

£ <

£ <

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
+( ) = ( )

1 0 1
2

0 1
2 1

1
, 

,  
,  . Then 

dq

dt
q C t qi+ = ( ) =

1
10

5 0 0, ( ) .

17 (b). sQ Q
e dt

e s

e

e
s e

st

s

s

s s
+ =

-

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô

Ǫ̂
=

-
-

Ê

Ë

Á
Á

ˆ

¯

˜
˜

=
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-

-

-

-
-

Ú
0 1 5

1
5 1

1
5

1

0

0 5
2

2

.

.

. Then

Q
s s

e
s s

e
s s=

+( ) ◊
+

= -
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+
- -

1
0 1

5

1
50

1 1
0 1

1

12 2
. .

.
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17 (c). Q
s s

e e e e
s

s
s

s= -
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ - + - + +

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

- - - -50
1 1

0 1
1 2

3

2 2

.
... . Noting that L

- --
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ = -( )1 0 11 1

0 1
1

s s
e t

.
. ,

we have q t e e h t e h tt
t

t( ) = - - -
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
-Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ + -( ) -( ) -

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

-
- -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ - -( )50 1 1

1
2

1 10 1
0 1

1

2 0 1 1.
.

. ... . Thus for

1 2£ <t , q t

e e e t

e e e t

t
t

t

t
t

t

( ) =
- + -

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

£ <

- + -
È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

£ <

Ï

Ì

Ô
Ô

Ó

Ô
Ô

-
- -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ - -( )

-
- -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ - -( )

50 1 1
3
2

50
3
2

2

0 1
0 1

1

2 0 1 1

0 1
0 1

1

2 0 1 1

.
.

.

.
.

.

,  

,  

.

18 (a). ms X s
f e dt

e

f

s

e

e
X s

f

m s e

st

st

s

sT s

T
T

T

2 0 0 0 0
3

2
2

21
1
1

1 1

1
( ) ( )=

-
=

-
-

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
fi = ◊ ◊

+

-

-

-

- -

Ú
   and

V s sX s
f

m s e

f

m s
e e e

s

s sT s
T

T T

( ) ( ) ...= = ◊ ◊
+

= ◊ - + - +( )-
- - -0

2
0

2

1 1

1

1
1

2

2
3
2

v t
f

m
t t

T
h t

T
t T h t T t

T
h t

T
( ) ( ) ( ) ...= - -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ + - - - -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ +

È
ÎÍ

˘
˚̇

0

2 2
3
2

3
2

= - -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃=

•

Âf

m
t

nT
h t

nTn

n

0

0

1
2 2

( ) .

Similarly, x t
f

m
t t

T
h t

T
t T h t T t

T
h t

T
( ) ( ) ( ) ...= - -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ + - - - -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ +

È

Î
Í

˘

˚
˙0 2

2
2

2

2 2 2
3
2

3
2

= - -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃=

•

Âf

m
t

nT
h t

nTn

n

0

2

02
1

2 2
( ) .

18 (b). m f T t v t t t t m s
t t= = = = fi Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ = - - + -[ ] = - =

= =1 1 1
5
4

5
4

1
3
40

1
2

1
25

4
5
4

,  ,  ,  ( ) ( ) ( )  /  and

x t t t m
t

5
4

1
2

1
1
2

25
16

9
16

1
16

17
32

2 1
2

2 2
5
4

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ = - - + -[ ] = - +Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ =

=
( ) ( )  .

19. We know that ay by cy f t ii i i i¢¢+ ¢ + = ( ) =,  ,  1 2 . Therefore,

a c y c y b c y c y c c y c y c ay by cy c ay by cy1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2+( )¢¢ + +( )¢ + +( ) = ¢¢+ ¢ +[ ] + ¢¢ + ¢ +[ ]
= +c f c f1 1 2 2.

20 (a). L Lay by cy f¢¢ + ¢ +{ } = { }. Since

y y as bs c Y F s
as bs c s s

( ) ,  ( ) ,  0 0 0 0
1 1

2 5 2
2

2 2= ¢ = + +( ) = fi ( ) =
+ +

=
+ +

F . Comparing:

a b c= = =2 5 2, ,  .
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20 (b). If f t e F s
s

Y s
s s s

t( ) ,  ( ) ,  ( )
( )

= =
+

=
+ +( ) +

- 1
1

1

2 5 2 12
. Since

2 5 2 2 2
1
2

1
2 1

1
2 2 1

2 1
2 1

2
1

2

s s s s Y s
s s s

A

s

B

s

C

s
+ + = + + =

+( ) + +
È

Î
Í

˘

˚
˙ =

+
+

+
+

+
È
ÎÍ

˘
˚̇

( )( ), ( )
( )( )

. Then

A
s s

B
s s

C
s ss s s

=
+ +

= =
+ +

= - =
+ +

=
= - = - = -

1
1

2
3

1
2

2
1

2 1
4
31

2 2
1

2 1 1
2

( )( )
,  

( )( )
,  

( )( )
   and

y t e e et t t

( ) = - +- - -1
3

2
3

2 2 .

21. f t t( ) = , F s
s

( ) =
1
2 , y t e t et t( ) = -( ) + +( )- -2 1 1 ,

Y s
s s s s

s s s s

s s s s
( ) =

+
- +

+( )
+ =

- +( ) + + +
+( )

=
+( )

2
1

2 1

1

1 2 2 2 1

1

1

1
2 2

2 2

2 2 2 2 . Since Y s s F s( ) = ( ) ( )F ,

F s
s

( ) =
+( )
1

1
2 .

22. From 21, F s
s

( ) =
+( )
1

1
2 . If f t h t F s

s
Y s

s s

A

s

B

s

C

s
( ) ( ), ( ) ( )

( ) ( )
= = =

+
= +

+
+

+
1 1

1 1 12 2  and  

A
s

C
ss s

=
+

= = = -
= = -

1
1

1
1

12
0 1( )

,   .  Setting s
B

B= = + - fi = -1
1
4

1
2

1
4

1, .  Therefore,

Y s
s s s

y t e tet t( )
( )

( )= -
+

-
+

fi = - -- -1 1
1

1
1

12 .

23 (a). s Y Y F2 4+ = , so F =
+( )
1

42s
.

23 (b). F
s

Y
s s

= =
+( )

2 2

43 3 2,  so .

24 (a). s Y sY Y F2 + + = , so F =
+ +( )
1

12s s
.

24 (b). e f t dt e dt e dt
e

s

e

s s
e

s
e e

s
est st st

st st
s s s s- - -

- -
- - - -= - =

-
-

-
= - + - = -Ú Ú Ú( ) ( ) ( ) ( )

0

2

0

1

0

1

1

2

1

2
2 21

1
1 1

1 .

Therefore, F
e

s e

e

s e
Y

e

s e s s

s

s

s

s

s

s=
-

-
-
+

=
-

+ + +

-

-

-

-

-

-
( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

1
1

1
1

1
1 1

2

2 2= , so .

25 (a). s Y sY Y F2 4 4+ + = , so F =
+ +( ) =

+( )
1

4 4

1

22 2s s s
.
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25 (b). te dt
s

st e
s

s est st s- - -Ú = - +( ) = - +( )[ ]
0

1

2
0

1

2

1
1

1
1 1 , so F

s e

s e
Y

s e

s e s

s

s

s

s
=

- +( )
-( ) =

- +( )
-( ) +( )

-

-

-

-

1 1

1

1 1

1 22 2 2 and .

26 (a). s Y Y F3 4- = , so F =
-( )
1

43s
.

26 (b). F
s

s

s s
Y

s

s s s
=

-
+ -

-
=

+ -
- -

1
1

1
1

1
1 42 2 3+

1
s

=
s

, so 
s

2

2 2

( ) ( )( )
.

27 (a). s Y sY F3 4+ = , so F =
+( )
1

43s s
.

27 (b). F
s

s
Y

s

s s s s
=

+
=

+( ) +( ) =
+( )2 2 3 2 24 4 4

1

4
, so .

28. ¢¢ + ¢ + = fi - - ¢ + - + =y by cy f s Y sy y b sY y cY F2 0 0 0( ) ( ) ( ( )) . Therefore,

( )s bs c Y sy y by F Y
sy y by

s bs c

F s

s bs c
2

0 0 0
0 0 0
2 2+ + - - ¢ - = fi =

+ ¢ +
+ +

+
( )

+ +
. If

f t h t F s
s

Y s
s y s y by

s bs cs

s s

s s s
( ) = ( ) = fi =

+ ¢ + +
+ +

=
+ +

+ +
( ), ( )

( )1 1 2 1
3 2

2
0 0 0

3 2

2

3 2  .  Therefore,

b c y y by y y= = ¢ + = ¢ + = fi ¢ = -3 2 3 2 10 0 0 0 0,  ,  =1, .

29. Y
sy y by

s bs c

F s

s bs c
=

+ ¢ +
+ +

+
( )

+ +
0 0 0
2 2 . If f t e F s

s
t( ) = ( ) =

+
- ,  

1
1

 and

s sy y by

s s bs c

s s

s s

+( ) + ¢ +( ) +
+( ) + +( ) =

+ +
+( ) +( )

1 1

1

1

1 4
0 0 0

2

2

2
. Therefore,

b c s sy y s y sy sy y s s= = +( ) + ¢( ) + = + ¢ + + ¢ = + +0 4 1 1 10 0
2

0 0 0 0
2,  ,  and . Finally, y y0 01 0= ¢ =,  .

Section 7.5

1. L

cos t

t

te

s

s

s

s

t

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
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˙

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

¸

˝
Ô

˛
Ô
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+
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È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

2

2

2

1
1

1

1

2. L L
d

dt

e t

t e

s
d

dt

e t

t e

s

s

s

s s

t

t

t

t

- -

+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

¸

˝
Ô

˛
Ô

=
+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

¸

˝
Ô

˛
Ô

-
È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=

+
+ +

+
-

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙

cos cos ( )2

0

2

0

1

0

1

1
1 4
0

1 1
1

2

2

˙̇
˙
˙

-
È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=

+
+ +

-

+
-

-

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙

1

0

1

1
1 4

1

0
1

1
1

2

s s

s

s

s

s

( )
( )
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3. L
2 2

2 2

2

2

2

2

2

t h t

h t
s

e

s
e

s

s

s

- -( )
-( )

È

Î
Í

˘

˚
˙

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

=
-

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

-

-

4. L L

1
1

1

1

1

1
1

0

2

3l l
le

d
s

t

e

s

s

s s

t

t- -

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

¸

˝
Ô

˛
Ô

=
È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

¸

˝
Ô

˛
Ô

=

+

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

Ú

( )

5. L
sin t h t

e t

e

s
e

s s

t

s

-( ) -( )
-

È

Î
Í

˘

˚
˙

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

= +

-
-

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

-

-

-

1 1

2
1

1
21

2

1

2

6. L L
- -

+ +

+

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

Ï

Ì

Ô
ÔÔ

Ó

Ô
Ô
Ô

¸

˝

Ô
ÔÔ

˛

Ô
Ô
Ô

+ +
= [ ]{ } +

= -
+

1
2

2

2

1

2
2 2
1

2
1 1

2
1

1
1 1

1

s

s s

s s

s
e t

s s s s
t; 

( )
sin ; 

( )
.  Therefore, 

1

2

1

e t

e

t

t

-

--

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

sin .

7. L
-

-

-

-
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô

¸

˝
ÔÔ

˛
Ô
Ô

=
- -( )( ) -( )

-( ) -( )
È

Î
Í

˘

˚
˙1

2

2

1 1
1

2
1

1 1 1

2 1 1

e
s s

e

s

t h t

t h t

s

s

sin

sin

8. L
- { } =

- +
+

- +

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

1

3 2

3

3 2

2

2 3

2

Y( )

sin

sin

sin

s

t e t

t t

t e t

t

t

9. s AY Y-
È

Î
Í

˘

˚
˙ =

5

6
, so 

s

s

-
- +

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

È

Î
Í

˘

˚
˙

5 4

5 4

5

6
Y . Thus Y =

-
+ -

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-
-
-
-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

1 4 4

5 5

5

6

5 4

6 52

2

2
s s

s

s

s

s s
s

s s

, and

since 
5 4

1
4 12

s

s s

A

s

B

s
A B

-
-

= +
-

fi = =,   and 
6 5 5 1

12

s

s s s s

-
-

= +
-

, we have y t
e

e

t

t
( ) =

+
+

È

Î
Í

˘

˚
˙

4

5
.

10. s A
s

s s s

s

s
s s

s

s s
s s s

Y 0 Y Y Y- = +
È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-
- +

È

Î
Í

˘

˚
˙ +

È

Î
Í

˘

˚
˙ fi =

-
+ -

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-
-

+
-

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

0 5 4

5 4

0 1 4 4

5 5

0
4

1
4
1

1 1 2 1

2

2

( )

( )

, and

since 
-

-
= + +

-
fi = = = -

4
1 1

4 4 42 2s s

A

s

B

s

C

s
A B C

( )
,  ,  . then 

-
-

= + -
-

4
1

4 4 4
12 2s s s s s( )
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and 
s

s s s s s s s s s s s s s s

-
-

=
-

-
+

-
= + -

-
+

-
- = + -

-
5
1

5
1

1
1

5 5 5
1

1
1

1 5 4 4
12 2 2 2( ) ( ) ( )

. Therefore,

Y y( )s s s s

s s s

t
t e

t e

t

t
=

+ -
-

+ -
-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

fi ( ) =
+ -
+ -

È

Î
Í

˘

˚
˙

4 4 4
1

5 4 4
1

4 4 4

5 4 4

2

2

.

11. s A s

s

Y Y= +

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

1

1
2

, so 
s

s
s

s

-
- +

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

5 4

3 2

1

1
2

Y . Thus

Y =
- +

+ -
-

È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=
-( ) -( )

- +
- +

È

Î
Í

˘

˚
˙

1
3 2

2 4

3 5

1

1
1
1 2

3 2

5 32

2

2 2s s

s

s
s

s
s s s

s

s s
.

Y
s

s s s

A

s

B

s

C

s

D

s
A B C D1 2 2

3 2
1 2 1 2

1 0 1 1=
- +

-( ) -( ) = + +
-

+
-

fi = = = = -,  ,  ,  , so y t e et t
1

2= + - .

Y
s s

s s s

A

s

B

s

C

s

D

s
A B C D2

2

2 2

5 3
1 2 1 2

3
2

1
4

1
3
4

=
- +
-( ) -( ) = + +

-
+

-
fi = = - = = -,  ,  ,  , so

y t e et t
2

23
2

1
4

3
4

= - + - . Finally, we have y t
t e e

t e e

t t

t t( ) =
+ -

- + -

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

2

23
2

1
4

3
4

.

12. From 11, Y =
- -

+ -
-

È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-( ) -( )
-
-

È

Î
Í

˘

˚
˙

1
1 2

2 4

3 5

3

2
1

1 2

3 2

2 1( )( )s s

s

s s s

s

s
.

Y
s

s s

A

s

B

s
A B1

3 2
1 2 1 2

1 4=
-

-( ) -( ) =
-

+
-

fi = - =,  , so y e et t
1

24= - + .

Y
s

s s

A

s

B

s
A B2

2 1
1 2 1 2

1 3=
-

-( ) -( ) =
-

+
-

fi = - =,  , so y e et t
2

23= - + . Finally, we have

y t
e e

e e

t t

t t
( ) =

- +
- +

È

Î
Í

˘

˚
˙

4

3

2

2
.

13. s AY Y= +
È

Î
Í

˘

˚
˙

2

0
, so 

s

s

- -
-

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

È

Î
Í

˘

˚
˙

1 4

1 1

2

0
Y . Thus Y =

-( ) +
-

- -
È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙

1

1 4

1 4

1 1

2

02
s

s

s
.

Y
s

s
1 2

2 1

1 4
=

-( )
-( ) +

, so y e tt
1 2 2= cos . Y

s
2 2

2

1 4
=

-
-( ) +

, so y e tt
2 2= - sin . Finally, we have

y t
e t

e t

t

t
( ) =

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

2 2

2

cos

sin
.
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14. s A
s

Y Y-
È

Î
Í

˘

˚
˙ = +

-

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

3

0

0
3

1
, so 

s

s s

- -
-

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

1 4

1 1

0
3

1
Y . Thus Y =

-( ) +
-

- -
È

Î
Í

˘

˚
˙

-

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

1

1 4

1 4

1 1

0
3

1
2

s

s

s s
.

Y
s

s

s

s s s
s

1

12
1

2 2 2

3 1

1 4

3 1

1 4

12

1 1 4
=

-( ) +
-( ) +

=
-( )

-( ) +
+

- -( ) +[ ]
-

( )
. For

12

1 1 4 1
1

1 4
3 3 02 2

( )

( )
,  ,  ,  .

s s

A

s

B s C

s
A B C

- -( ) +[ ] =
-

+
- +

-( ) +
= = - =  Therefore,

Y
s

s s

s

s s1 2 2

3 1

1 4

3
1

3 1

1 4

3
1

=
-( )

-( ) +
+

-
-

-
-( ) +

=
-

( )
, so y et

1 3= . Y2 0= , so y2 0= . Finally, we have

y t
et

( ) =
È

Î
Í

˘

˚
˙

3

0
.

15. Letting t t= + = -t t1 1; , we have 
d

d

y
y y

t t=
-
-

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

È

Î
Í

˘

˚
˙=

6 3

8 5

5

100
, . Then s AY Y= +

È

Î
Í

˘

˚
˙

5

10
, so

s

s

-
- +

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

È

Î
Í

˘

˚
˙

6 3

8 5

5

10
Y . Thus Y =

- -
+ -

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙

1
6

5 3

8 6

5

102s s

s

s
.

Y
s

s s

A

s

B

s
A B1

5 5
3 2 2 3

3 2=
-

-( ) +( ) =
+

+
-

fi = =,  , so y e e1
2 33 2= +- t t .

Y
s

s s

A

s

B

s
A B2

10 20
3 2 2 3

8 2=
-

-( ) +( ) =
+

+
-

fi = =,  , so y e e2
2 38 2= +- t t .Finally, we have

y t
e e

e e

t t

t t
( ) =

+
+

È

Î
Í

˘

˚
˙

- -( ) -( )

- -( ) -( )
3 2

8 2

2 1 3 1

2 1 3 1
.

16. s s A2
1

0

0

1
Y Y-

È

Î
Í

˘

˚
˙ -

È

Î
Í

˘

˚
˙ = , so 

s

s

s2

2

3 2

4 3 1

+
- -

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

È

Î
Í

˘

˚
˙Y . Thus Y =

-
- -

+
È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙

1
1

3 2

4 3 14

2

2s

s

s

s
.

Y
s s

s s s

A

s

B

s

Cs D

s
A B C D1

3

2 2

3 2
1 1 1 1 1 1

0 1 2 1=
- -

- + +
=

+
+

-
+

+
+

fi = = - = =
( )( )( )

,  ,  ,  , so

y e t tt
1 2= - + +cos sin .

Y
s s

s s s

s

s s

A

s

Bs C

s
A B C2

2

2 2 2

4 3
1 1 1

3
1 1 1 1

2 2 1=
+ +

- + +
=

+
- +

=
-

+
+
+

fi = = - = -
( )( )( ) ( )( )

,  ,  , so

y e t tt
2 2 2= - -cos sin . Finally, we have y t

e t t

e t t

t

t
( ) =

- + +
- -

È

Î
Í

˘

˚
˙

2

2 2

cos sin

cos sin
.
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17. s s

s

2
21 1

1 1

1

1Y Y=
-
-

È

Î
Í

˘

˚
˙ +

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
, so 

s

s
s

s

2

2

21 1

1 1

1

1
-

- +
È

Î
Í

˘

˚
˙ =

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

Y . Thus Y =
+ -

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

1 1 1

1 1

1

14

2

2

2

s

s

s
s

s

.

Y
s s s1 4 2

1
1

1 1
= + -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ , so y t t t

t t t
1

3 5 4
5 4 31

3
1
5

1
4 120 24 6

= + - = - +
! ! !

. Y
s s

s
s2 4 2

1 1 1
= + -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ , so

y t t t
t t t

2
5 2 4

5 4 21
5

1
2

1
4 120 24 2

= + - = - +
! ! !

. Finally, we have

y t

t t t

t t t

t t t

t t t
( ) =

- +

- +

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

=
- +
- +

È

Î
Í

˘

˚
˙

5 4 3

5 4 2

5 4 3

5 4 2
120 24 6

120 24 2

1
120

5 20

5 60
.

18. s s s

s

2
0

1

1 1

1 1

2

1Y Y-
È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-
-

È

Î
Í

˘

˚
˙ +

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
, so 

s

s
s

s
s

2

2

1 1

1 1

2

1
-

- +
È

Î
Í

˘

˚
˙ =

+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

Y . Thus

Y =
+ -

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

1 1 1

1 1

2

14

2

2s

s

s
s

s
s

. Y
s

s
s s

s
s s1 4 3 5

1
2

2 1 1 1
= + - -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ = + , so y

t t t t
1

4 2 4 2

4 2 24 2
= + = +

! !
.

Y
s s

s
s

s s
s s2 4

3
5

1 2 1 1 1
= + - + -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ = + , so y

t
2

4

1
24

= + . Finally, we have y t

t t

t
( ) =

+

+

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

2 4

4
2 24

1
24

.

19. s AY y Y- =( )0 , so 

s

s

s

- -
+

+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

= -
-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

6 5 0

7 6 0

0 0 2

2

4

1

Y . Thus

Y =

+
- -

-
-

-
-

+

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

-
-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=

-
-

- +
-

-
+

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

s

s s

s

s

s

s

s

s
s

s

s

6
1

5
1

0

7
1

6
1

0

0 0
1

2

2

4

1

2 8
1

4 10
1

1
2

2 2

2 2

2

2 .

Y
s

s s

A

s

B

s
A B1

2 8
1 1 1 1

5 3=
-

+( ) -( ) =
+

+
-

fi = = -,  , so y e et t
1 5 3= -- .

Y
s

s s

A

s

B

s
A B2

4 10
1 1 1 1

7 3=
- +

+( ) -( ) =
+

+
-

fi = - =,  , so y e et t
2 7 3= - +- .
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Y
s3

1
2

=
-
+

, so y e t
3

2= - - . Finally, we have y t

e e

e e

e

t t

t t

t

( ) =
-

- +
-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

-

-

-

5 3

7 3
2

.

20. s A

s

s

s

Y Y= +
-

-

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

1
1

1

2
2

, so 

s

s

s

s

s

s

-
+ -

-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=
-

-

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

1 0 0

0 1 1

0 0 2

1
1

1

2
2

Y . Thus

Y =
-

+ + -

-

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

-

-

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

1
1

0 0

0
1

1
1

1 2

0 0
1

2

1
1

1

2
2

s

s s s

s

s

s

s

( )( )
. Y

s
1 2

1

1
=

-( )
, so y tet

1 = .

Y
s s

s s s

A

s

B

s

C

s

D

s
A B C D2 2 2

2 2
1 2 1 2

1
1
2

1
3

1
6

=
- -

+( ) -( ) = + +
+

+
-

fi = = = - = -
( )

,  ,  ,  , so

y t e et t
2

21
2

1
3

1
6

= + - -- .

Y
s s

A

s

B

s

C

s
A B C3 2 2

2
2 2

1
1
2

1
2

=
-

-
= + +

-
fi = = = -

( )
,  ,  , so y t e t

3
21

2
1
2

= + - . Finally, we have

y t

te

t e e

t e

t

t t

t

( ) = + - -

+ -

È

Î

Í
Í
Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙
˙
˙

-1
2

1
3

1
6

1
2

1
2

2

2

.

21 (a). s s s s2 9 18 3 6 0 3 6- + = -( ) -( ) = fi =l ,  .

21 (b). s A sI AY y Y Y y- = fi = -( )-
( )0

1

0 . Then - =
- -

-
È

Î
Í

˘

˚
˙ fi =

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

- -A A1 11
18

2 1

4 7
1

18

2 1

4 7
, and

det A- = Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ ◊ =1

2
1

18
18

1
18

. Thus A A= ( ) =
-È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-È

Î
Í

˘

˚
˙

- -1 1 18
18

7 1

4 2

7 1

4 2
.

22 (a). s A s s A sI A sI AY Y G Y Y Y Y G Y Y1 1 2 2 1 1
1

2
1

1= + = + fi = - = -- -( ), ( ) ,  ( )   and

Y G2
2 2= - \ = -- -( ) ( )  ( ) ( )sI A s s sI AW .
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22 (b). ( ) ( )sI A
s

s
sI A

s

s

s
- =

-
- +

È

Î
Í

˘

˚
˙ fi - =

+ -
-

È

Î
Í

˘

˚
˙

-1 1

1 1
1 1 1

1 1
1

2  and

W( ) ( )s sI A
s

s

s

s

s s

s s s

s s s
= - =

+ -
-

È

Î
Í

˘

˚
˙

+ -
-

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

+ -
-

È

Î
Í

˘

˚
˙-2

4 4

2

2

1 1 1

1 1

1 1

1 1
1 2 2

2 2
.

G Y( ) ( )s s

s

s
s

s
s

s

s s s

s s

=

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

fi =
+ -

+ -

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=
- + +

- +

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

1

1
1 2

2

2 1
2

2 2 1

2 3
2

2 4

5 4 3

5 4

 Therefore,

Y2

4 3 2

4 3

4 3 2

4 3

2
4

2
3 2

2
4

3
3

12 3 2

12 2

( ) ! ! !

! !

t

t t t

t t

t t t

t t
=

- + +

- +

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

=
- + +

- +

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

.

23. Y Y1 2

1
3

1

1

3
2

3
3

8
2

3
3

15
2 3

5 30
2 3

=
-

È

Î
Í

˘

˚
˙ = +

-
-

+
-

-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=

-
+( ) -( )

-
+( ) -( )

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

s
s s

s s

s s
s

s s

,  . Therefore,

1
3

15
2 3

1
3

5 30
2 3

1 0

1 5
1s s s

s

s

s s

sI A
-

-
+( ) -( )

-
-

+( ) -( )

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

= -( ) È

Î
Í

˘

˚
˙

-
, and so 

-

-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

= -
È

Î
Í

˘

˚
˙

-

1
3

5
2

1
3

5

1 0

1 5
1A . Thus

A = -
È

Î
Í

˘

˚
˙

-

-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=

-

-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=
-
-

È

Î
Í

˘

˚
˙

-

1 0

1 5

1
3

5
2

1
3

5

6
5

5
5

2
20
3

25
6

6 3

8 5

1

.

24. Y Y G1

2

2

1
2

1
2

1

0

2

0
= +

+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=
È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

=
È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

( ) ,  ,  ( )s

s

s s s . Therefore, 

1
2

1

1
2

0

0 1
2

1 0

2
1( )s s

s

sI A s
+

+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

= -( ) +È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

- , and so

( ) ( ) ( )

( )

sI A
s

s
s s

s

s s
s

s
s

s s

- =
+È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

+

+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

= - +
+È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

-

-
+ +

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

-

0
2

1 0

1
2

1

1
2

0
2 0

2

1 0

0
1

1
2

1
2

2

1

2

= - +
-

+

-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=
+ -

+
È

Î
Í

˘

˚
˙ = -

-
-

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-
-

È

Î
Í

˘

˚
˙s s s s s

s

s

s
sI A( ) ( ) ; 2

1 1
2

0
1

2 1

0 2

2 1

0 2

2 1

0 2
.
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25 (a). - ( ) + + + -( ) =V s R I LsI R I I1 1 1 1 2 1 2 0, R I I
Cs

I R I V s2 2 1 2 3 2 2

1
0-( ) + + + ( ) = .

R R sL R

R R R
Cs

I

I

V

V

1 2 2

2 2 3

1

2

1

2

1
+ + -

- + +

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-
È

Î
Í

˘

˚
˙ , so

I

I
R R sL R R

Cs
R

R R
Cs

R

R R R sL

V

V
1

2
1 2 2 3 2

2

2 3 2

2 1 2

1

2

1
1

1È

Î
Í

˘

˚
˙ =

+ +( ) + +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ -

+ +

+ +

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙ -

È

Î
Í

˘

˚
˙.

25 (b).
I

I
s

s

s
s

s

s

s

s
s

s

s
s

1

2

2

2

2
1

2 2
1

1

2
1

1

1 2

1

1
1

1

1

4 2
2

1

1

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

+( ) +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ -

+

+

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

+( )
-
+( )

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

=
+( )

+ +

+

- +( )

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

-

 =
+( )

+

- +( )

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

s

s

s

s
s2 1

1

1
4 .

I s
s

i t
t

e t
1 3 1

21

2 1 4
( ) =

+( )
fi ( ) = -  and

I s
s

s

s

s s s
i t

t
e

t
et t

2 3 3 2 3 2

2

2 1

1 1

2 1

1

2 1

1

2 1 2 4
( ) =

-
+( )

=
- +( ) +

+( )
=

-
+( )

+
+( )

fi ( ) = - +- - .

Section 7.6

1. First, let s l= -t , and differentiation yields d ds l= - . Then,

f g f t g d f g t d g t f d g f
t

t

t
* *= -( ) ( ) = ( ) -( ) -( ) = -( ) ( ) =Ú Ú Úl l l s s s s s s

0

0

0
.

2 (a). f g h t h d d t
t t

* ( )= -( ) = =Ú Úl l l l
0 0

1

2 (b). F G
s

f g
s

t= = = Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ =-1 11

2,  so * L

3 (a). f g t d t t
tt

t

* = -( ) = -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ =Ú l l l l l2

0

3 4

0

4
4

3 4
1
3

1
4 12

3 (b). F
s

G
s

f g
s

t t
= = = Ï

Ì
Ó

¸
˝
˛

= =-1 2 2 2
4 122 3

1
5

4 4

,  *
!

,  so L

4 (a). f g e e d e
e e

e
e et

t
t

t
t

t
t t

* = =
-

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= -( ) =
--( ) -

-
-

-

Ú l l
l

l2

0

3

0

3
2

3 3
1

3

4 (b). F
s

G
s

f g
s s s s

e et t=
-

=
+

=
- +

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

=
-

-
+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

= -( )- - -1
1

1
2

1
1 2

1
3

1
1

1
2

1
3

1 1 2,  *
( )( )

,  so L L
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5 (a). f g t d t d
t t t

* sin cos sin= -( ) = - -Ú Úl l l l l l l
0 0 0

= - -( ) - - +( )t t
t

cos cos sin1
0

l l l = - + + - = -t t t t t t t tcos cos sin sin

5 (b). F
s

G
s

f g
s s s s

t t= =
+

=
+( )

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

= -
+

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

= -- -1 1
1

1

1

1 1
12 2

1
2 2

1
2 2,  * sin, so L L

6 (a). f g t d t t d t t d
t t

t

t
* sin cos [sin sin ] sin sin= -( ) = + -( ) = + ( ) -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

È
ÎÍ

˘
˚̇Ú Ú Ú

-
l l l l l s s

0 0

1
2

2
1
2

1
2

 

= +
È

Î
Í

˘

˚
˙ = = -

-

1
2

1
2 2

2t t
t

t t
t

t

sin cos sin , .s s lwhere  

6 (b). F
s

G
s

s
f g

s

s

t
t=

+
=

+
=

+( )
Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô

Ǫ̂
=-1

1 1 1 22 2
1

2 2,  * sin, so L

7 (a). f g t h h d
t

* = -( ) ( ) - -( )[ ]Ú l l l l1
0

  =
-( ) = -

-( )
= £ £

-( ) = -
-( )

= -
-( )

£ < •

Ï

Ì

Ô
Ô

Ó

Ô
Ô

Ú

Ú

t d
t t

t

t d
t t t

t

t
t

l l l

l l l

0

2

0

2

0

1
2

0

1
2 2

2 2
0 1

2 2
1

2
1

, 

,  

7 (b). F
s

G
e

s
f g

s

e

s

t t
h t

s s

= =
-( )

= -
Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

= -
-( )

-( )
-

-
-1 1 1

2
1

2
12

1
3 3

2 2

,  *, so L

8.  P s s

s

s

s

s s s

s s

* ( )( )

( )

y = -
È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

¸

˝
Ô

˛
Ô

=
+

- +

+

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô

¸

˝
ÔÔ

˛
Ô
Ô

- -
L L

1

2

1
2

2

1 1
1

0
1

1

1
1

1 1
1 1

1
1

.

1
1 1

1
2

1
1

1
1

1
1 1

1 1 12 2( )( )
; 

( )
,  ,  

s s s s s s

A

s

B

s

C

s
A B C

- +
=

-
-

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

= + +
+

fi = = - = . Therefore,

 P
t e e

t e

t t

t
* y = + -

- +

È

Î

Í
Í

˘

˚

˙
˙

-

-

1
2

1
2

1

9. t
t

t
s
s

s s

*
cos

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

+( )

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

Ï

Ì
ÔÔ

Ó
Ô
Ô

¸

˝
ÔÔ

˛
Ô
Ô

-
L

1
4

2 2

1

1

. L - Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

=1
4

31
6s

t
. Then we have

1

1 1
1 1 02 2s s

A

s

Bs C

s
A B C

+( ) = +
+
+

fi = = - =,  ,  . L - -
+

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

= -1
2

1
1

1
s

s

s
tcos ,
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so t
t

t

t

t
*

cos cos

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-

È

Î

Í
Í

˘

˚

˙
˙

3

6
1

.

10. g t th t t h t h t F s
s

G s
s

e

s

e

s

s s

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ,  ( )= - - - - - = =2 2 2 2
1 1 2

2

2

2

2

- - ,  
- -

so - -
- -

FG
s

e

s

e

s

s s

=
1 2
3

2

3

2

2  .  Then f g
t t

h t t h t*
( )

= -
-

-( ) - -( ) -( )
2 2

2
2

2
2 2 2 2 .

11. F G
e e

s
FG

e e e

s

s s s s s

= =
-

=
- +- - - - -2 2 3 4

2

2
, so . Then

f g t h t t h t t h t* = -( ) -( ) - -( ) -( ) + -( ) -( )2 2 2 3 3 4 4 .

12. F s
e

s
G s

e e

s
FG

e e e

s

s s s s s s

( ) ,  ( )=
-

=
-

=
- +- - - - - -1 2 3 22 2 3

2,  so . Then

f g t h t t h t t h t* = -( ) -( ) - -( ) -( ) + -( ) -( )1 1 3 2 2 2 3 3 .

13. L{ * * }t t t
s s

= Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ =

1 1
2

3

6 , so t t t
t t

* *
!

= =
5 5

5 120
.

14. L{ ( ) * * }h t e e
s s s

A

s

B

s

C

s
t t- - =

+( ) +( ) = +
+

+
+

2 1
1 2 1 2

. Thus A B C= = - =
1
2

1
1
2

, ,   and

h t e e e et t t t( ) * *- - - -= - +2 21
2

1
2

.
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15. L{ * * }t e e
s s s

A

s

B

s

C

s

D

s
t t- =

+( ) -( ) = + +
-

+
+

1
1 1 1 12 2 . Thus A B C D= - = = = -1 0

1
2

1
2

, ,  ,  

and t e e
s s s

t e et t t t* *- - -=
-

+
-

-
+

Ï

Ì
Ô

Ó
Ô

¸

˝
Ô

˛
Ô

= - + -( )L
1

2

1
1
2

1

1
2

1
1
2

.

16. L L{ ( ) * ( ) * ...* ( )}
( )!

h t h t h t
s

t

nn

n

sn
= =

-
- Ï

Ì
Ó

¸
˝
˛

-1
1

1 1
1

 and .

Therefore, 
t

n
Ct n C

n -

-
= fi = =

1
8

1
9

1
8( )!

,  
!
 .

17. L Le e e
s s

t

n
e Ct et t t

n n

n
t t- - - -

-
-Ï

Ì
Ó

¸
˝
˛

=
+( ) +( )

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

=
-( ) =* * ...* , 

!n times
1 244 344

1

1

1

1 1
1

1
4 a . Thus

n C= = = -5
1
4

1, 
!
,  a .

18. sin sin *t y d t t y
t

-( ) ( ) = =Ú l l l
0

2 . Therefore,

2 1
1

2 1 2 2
23 2

2

3 3
2

s s
Y Y

s

s s s
y t t=

+
fi =

+( )
= + fi = +( ) .

19. t e t y d t yt
t

2

0

- = -( ) ( ) =Ú cos cos *l l l . Therefore,

2

1 1

2 1

1 1 1 1
3 2

2

3 2 3
s

s

s
Y Y

s

s s

A

s

B

s

C

s

D

s+( )
=

+
fi =

+( )
+( )

= +
+

+
+( )

+
+( )

. Thus

A B C D= = - = = -2 2 0 4, ,  ,  , and so we have Y
s s s

= -
+

-
+( )

2 2
1

4

1
3 . Finally,

y t e t et t( ) = - -- -2 2 2 2 .

20. y t e y d t y e y t Y
s

Y
s

t
t

t( ) ,  - ( ) = fi - * = -
-

=-Ú l l l
0 2

1
1

1
. Therefore,

1 2
1

1
2 22 2 2s

s

s
Y Y

s

s s

A

s

B

s

C

s
=

-
-

fi =
-

-
= + +

-( )
. Thus A B C= - = =

1
4

1
2

1
4

, ,  , and so we have

Y
s s s

=
-

+ +
-

1
4

1
2
2

1
4

2
. Finally, y t

t
e t( ) = - + +

1
4 2

1
4

2 .

21. y t y d t y y Y
s s

Y
s

t
-( ) ( ) = = fi = ( ) = fi = ±Ú l l l

0

3 2
4 4 26 6

3 36 6
*

!
 and y t t( ) = ±6 .
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22.
1 2 2

1
2 2

12 3 3

2

3s
Y

s s
Y

s

s

s
= -

+
fi = -

+( ) ( )
.

s s s s s s s s2 2 2 22 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1= + + - + = + - + - = + - + +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . Therefore,

Y
s s s s

= -
+

-
+( )

+
+

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
2

2
1

1
2

1

1
12 3( )

, so y t e te
t

e t
t

et t t t( ) = - - +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= - - +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

- - - -2 2 2
2

2 2 1 2
2

2 2

.

23. sY
s

Y
s

Y
s

s

s

A

s

B

s

C

s
- +

+
= fi =

+
+( )

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
= +

+
+

+( )
0

1
2

1 1 2

1 1 1
2 2 . Thus A B C= = - = -2 2 1, , , and

Y
s s s

= -
+

-
+( )

2 2
1

1

1
2 , so y t e tet t( ) = - -- -2 2 .

24. s
s

s
s

s

s s s
Y Y Y Y-

È

Î
Í

˘

˚
˙ = fi -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ =

È

Î
Í

˘

˚
˙ fi =

-
È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-
+

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

È

Î
Í

˘

˚
˙

1

2
1 1 1

2 1

1

2
1
2

1
1

1
1

1

22 , so

y t e e tt t( ) = +( )È

Î
Í

˘

˚
˙ =

È

Î
Í

˘

˚
˙

-1
2

1

2

1

2
cosh .

25. sY
s s

Y
s s

y t
t t

- = ◊ fi = + fi ( ) = + = +1
1 1 1 1

1
4

1
242 2 5

4 4

!
.

26. sY Y
s s

s Y
s s

Y
s s s

- - - = ◊
-

fi - = - +
-

fi =
-
-

+
-

( ) ( )
( ) ( )

1
1 1

1
1 1

1
1

1
1

1
12 2 2 2 .

1
1 1 1

2 1 2 12 2 2 2s s

A

s

B

s

C

s

D

s
A B C D

( )
,  ,  ,  

-
= + +

-
+

-( )
fi = = = - = . Thus,

Y
s s s s s s s s s

= -
-

+ + -
-

+
-( )

= + -
-

+
-( )

1
1

2 1 2
1

1

1

2 1 3
1

1

12 2 2 2 , so y t t e tet t( ) = + - +2 3 .

Section 7.7

1 (a). 1 2 1
0

3
2+( ) -( ) = +- -Ú e t dt et d

1 (b). 1 2 0
2

1
+( ) -( ) =-

-Ú e t dtt d  since t=2 lies outside the integration interval.

1 (c).
cos2 1

01

2 t

te
t dtt--

È

Î
Í

˘

˚
˙ ( ) =

È

Î
Í

˘

˚
˙Ú d

1 (d). e t

t

t

t

dt

e

et2

3

2

4

2

2

1

3

2

1

0

+( )
+( )
-( )
-( )

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

=
-
+

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

-

-

Ú
d
d
d

2. From Equation 7b, f f t* =d ( ).
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3. sin sin sin2
00

1
2

0 0

1
2

1
2

3
4

1
2

3
2

p -( )[ ] -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ = p -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

È
ÎÍ

˘
˚̇

= fi p -Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

È
ÎÍ

˘
˚̇

=Ú t t t dt t td

One possible t t t t0 0 0 0

1
2 3

1
2

1
3

1
6

: p p
-Ê

ËÁ
ˆ
¯̃ = fi - = fi = .

4. t t dt nn nd( ) .- = = fi =Ú 2 2 8 3
1

5

5. f t h t h t( ) = - -( ) = -( )1 1 1  for all t except t=1.

6. g t h d
t

t t

t
( ) ( )

,
= - =

<
- ≥

Ï
Ì
ÓÚ l l1

0 1

1 10

   ,     

    
 .  Therefore, g t t h t( ) ( ) ( )= - -1 1 .

7. k h t h t h t h t= -( ) - -( ) = -( ) - -( )2 1 1 2  for all t except t=1, 2.

8. g t e t t dt
t t

e t t
t

t

t( ) ( )
,

= - =
£ £
< < •

Ï
Ì
ÓÚ a

ad 00

0

0

0 0
0

   ,     

    
 .  Therefore, t e e0

2 22 1= = fi = --,  a a .

9 (a). e y e e y e C y Cet t t t t- - - -( )¢ = fi = - + fi = - +1 . From the initial condition, we have

y C( )0 0 1= = - + . Thus C=1 and y et= - +1 .

9 (b). s
s

F F F- = fi =
-

1
1

1
. Therefore, f t et( ) = .

9 (c). f l l ll l l* g e h d e d e e et
t

t
t

t
t

t= ( ) = = -( ) = - +-( ) - -Ú Ú0 0 0
1

10 (a). e y e y t C y te Cet t t t- -( )¢ = fi = + fi = +1 . From the initial condition, we have y C( )0 0= = .

Thus  y tet= .

10 (b). From 9b, f t et( ) = .

10 (c). f l ll l* g e e d e d tet
t

t
t

t= = =-( )Ú Ú0 0
.

11 (a). e y te e y te e C y t Cet t t t t t- - - - -( )¢ = fi = - - + fi = - +( ) +1 . From the initial condition, we have

y C( )0 0 1= = - + . Thus C=1 and y e tt= - +( )1 .

11 (b). s
s

F F F- = fi =
-

1
1

1
. Therefore, f t et( ) = .

11 (c). f l l ll l l* g e d e e e e tt
t

t
t

t= = - -( ) = - --( ) - -Ú0 0
1

12. sY Y
s

e Y
s s

e

s s s

A

s

B

s
A Bs

s

+ = + fi =
+

+
+ +

= +
+

fi = = --
-2 2

1 1
2

1 1
2 2

( )
, 

( )
,  . Therefore,

y t e e h tt t( ) = - + -- - -2 2 11( ) ( ).
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13. sY Y e e Y
e

s

e

s
s s

s s

+ = - fi =
+

-
+

- -
- -

2
2

1 1
. Therefore, y t e h t e h tt t( ) = -( ) - -( )- -( ) - -( )1 21 2 .

14. s Y e e Y
e

s

e

s
s s

s s
2 3

2

3

2= - fi = -- -
- -

. Therefore, y t t h t t h t( ) = - -( ) - - -( )( ) ( )1 1 3 3 .

15. s Y e Y
s

es s2 2 2
2 2

24 2
2

4
+ p( ) = p fi =

p
+ p

- - . Therefore, y t t h t( ) = p -( )( ) -( )sin 2 2 2 .

16. s Y s sY e Y
s

s s

e

s s s

e

s s
s

s s
2 2 1

2
2 2

1
2

- - - = fi =
-
-

+
-

= +
-

-
- -

( )
( ) ( ) ( )

.

1
2 2

1
2

1
2s s

A

s

B

s
A B

( )
,  

-
= +

-
fi = - = .  Therefore, Y

s
e

s s s
s= + - +

-
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-1 1
2

1
2( )

 and

y t h t e h tt( ) = - - + --1
1
2

1
1
2

12 1( ) ( )( ) .



212 • Chapter 7  Laplace Transforms

17. s s Y e Y e
s

s s2
22 2

1

1 1
+ +( ) = fi =

+( ) +
- - . Therefore, y t e t h tt( ) = -( ) -( )- -( )1 1 1sin .

18. s Y sY Y e s s Y e Y
s

e

s
s s

s
2 2 2 2

2

2

21 2 2 1 1
1

1 1
- + + = fi + +( ) = + fi =

+( )
+

+( )
- -

-

. Therefore,

y t te t e h tt t( ) = + - -- - -( ) ( )( )2 22 .

19. s A e e sI As sY Y Y= +
È

Î
Í

˘

˚
˙ fi = -( ) È

Î
Í

˘

˚
˙

- - -1

0

1

0
1

. sI A
s

s
- =

- -
- -

È

Î
Í

˘

˚
˙

1 1

1 1
, so

sI A
s s

s

s
-( ) =

-
-

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

-1

2

1
2

1 1

1 1
. Then Y =

-( )
-

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

È

Î
Í

˘

˚
˙ =

-( )
-È

Î
Í

˘

˚
˙

- -e

s s

s

s
e

s s

ss s2 2

2

1 1

1 1

1

0 2

1

1
.

s

s s s s s s s s s

s

s s s s

-
-( ) = +

-( ) -( ) =
-

+
-

fi
-
-

= +
-

1
2

1 1
2

1
2

1
2

1
2

2
1
2

1
2

1
2

2
, 

( )
, so

y t e h t y t e h tt t
1

2 1
2

2 11
2

1 1
1
2

1 1( ) = +( ) -( ) ( ) = - +( ) -( )-( ) -( ) and . Finally, we have

y t
e h t

e h t

t

t
( ) =

+( ) -( )

- +( ) -( )

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

-( )

-( )

1
2

1 1

1
2

1 1

2 1

2 1
.
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20. s A
s

e sI A
s

es sY Y Y= +
È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

-
È

Î
Í

˘

˚
˙ fi = -( )

È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

Ê

Ë
ÁÁ

ˆ

¯
˜̃- - -

0
1

1

0

0
1

1

0
1

. sI A
s

s
- =

- -
-

È

Î
Í

˘

˚
˙

2 1

0 1
, so

sI A
s s

s

s
-( ) =

- -
-

-
È

Î
Í

˘

˚
˙

-1 1
1 2

1 1

0 2( )( )
. Then

Y =
- -( )

- -

-

È

Î

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

= - -
-

-

-

È

Î

Í
Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙
˙

-
-

1
1 2

1
1

2

1
1 2 2

1
1

( )

( )
( )( ) ( )

( )
s s

s
e s

s

s

s s s

e

s

s s

s
s

.

1
1 2 1 2

1
2

1
1
2

1
1

1 1
1s s s

A

s

B

s

C

s
A B C

s s s s( )
,  ,  ; 

- -( ) = +
-

+
-

fi = = - =
-( ) = - +

-
, so

y t e e e h t y t et t t t
1

2 2 1
2

1
2

1
2

1 1( ) = - ( ) = - ++ - ( - ) and ( - ) .


