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CAPITULO

Retrato de Luca Pacioli,
pintura de Jacopo del Bar-
bari (c. 1506).

DG MODERNO

I REVISAO DO LIVRO 1

0017 Para melhorar a formacéo dos estudantes, hd modernamente um con-
. tormar - senso mundial de que a Geometria e o Desenho devem ser estudados
°  — com seriedade — no Secundario.

Jmenhs - S@o matérias essencialmente formativas, com reduzidos apelos & meméria
.. -m equedesenvolvem a CRIATIVIDADE cientifica, que é a capacidade de con-
cluir conhecimentos.

002 Por que o DG é matéria formativa?
Porgue tem uma TEQRIA MINIMA (TM) muito pequena, que consiste de:‘
METODO FUNDAMENTAL (MF)
LUGARES GEOMETRICOS (LG)
GEOMETRIA DO PLANO (GP)

™ = MF + LG + GP

003 Qual é o MF?
E o seguinte:

1°) Apés interpretar o enunciado verbal, desenha-se o ENUNCIADO GRA-
FICO (EG) mostrando:

uma das respostas e
todos os dados e
obedecendo ao Cédigo Gréfico (Livro 1; n? 133).

‘Deveremos en-
sinar desenho
com régua @
compasso aos
nossos jovens.””

Hans Seybold,
especialista am
Computaglo
Gréfica da Uni-
versidade de
Munique, Ale-
manha, 1988

TM™ & o conjunto
de conhecimen
108 necessérios @
subicientes para
que se possa
concluir sozinho
o restante da
materia




2?) Comeca-se a copia definitiva desse EG por um dos dados, ja ‘‘'ma-
tando’’ (copiando) certos pontos. ‘‘Pré-ver’’ qual o melhor comego.

3°) Prossegue-se ‘‘matando’’ o préximo ponto (ou resposta ou auxiliar);
““mata-se’’ um ponto desenhando duas linhas (LG) que se cruzam
nele. Continuamos a cdépia até obter a resposta; obter também as
possiveis ‘‘clandestinas’’ (que ndo foram desenhadas no EG).

004 Quais os LGs ja estudados no livro 17

L1: LG dos pontos que distam d de O.

L'l".-"\. I de centro ...... e raio ..... .
Q. d,’\-‘
r

- .ﬂ .

\ (4} ]

. /

g
L2: LG dos pontos que distam d de 7.
""'T'""""""\ B O DN 0 10E .onvconiisivsinssnsinnnns a T e distantes
B

—_—r L2

L3: LG dos pontos eqlidistantes de A e B.
Earetad .cocooeeevererennennnnns de AB.

L4: LG dos pontos eqiiidistantes de T e S concorrentes.

£ aNdi B8 s dos angulos fs.

- a
x[,] b



r

L4a: LG dos pontos eqidistantes de T e § paralelas.
e Lk BN L AR e eqiidistante de T e de §.

i L5: LG dos pontos que enxergam AB sob angulo &.

e
/ ///\_J\\\ B0 POF A0 ..oiisinsinsssinissseshisisssississisaiisibivt RIS AN RIS
|/ ® P
P4
\

L5 de & construidos sobre AB.

---ﬂ

- L5a: LG dos pontos que véem AB sob 90°. Seu centig 4 0
o i pt.m. de ‘
SRS, E a circunferéncia de .............covvevrennnn AB.

S/ -~
n{—oqa
pt.m. -

-\. .’
\‘- --"l

5a
005 Ha outros LGs?
Sim, muitos e neste livro 2 estudaremos outros LGs importantes.

006 E quanto a GP?

A parte da GP incluida na TM do DG consiste de SETE PROPOSICOES que
serdo designadas PO, P1, P2, P3, P4, P5 e P6; ja4 estudamos as quatro
primeiras no livro 1 e citaremos, em seguida, em quais niameros.

As trés restantes serdo apresentadas neste livro 2 e vocé as concluird
sozinho (guiado por nés), pois a nossa principal intengéo é ENSINAR CO-
MO CONCLUIR resolucdes e demonstracdes.

007 Resumo das proposicdes ja vistas:

Os n°* referem-se ao livro 1:

Os trés teoremas sobre uma corda 259

PO de uma circunferdncis.

P1 Como estabelecer a proporgdo ordenada
dos lados homélogos em n 218 a 221

TRIANGULOS SEMELHANTES.

P2 TEOREMA DE TALES 258

n* 302 a 306
num A e num feixe paralelo.

P3  ANGULOS INSCRITOS e 430

ao

numa circunferéncia. " e



008 Essa TM nédo é tdo "‘minima’...

Ocorre que vocé precisa mesmo saber essas sete proposicdes para em-
prega-las nas outras partes da Matematica (Geometria Euclidiana, Geo-
metria Analitica, Trigonometria, etc.), na Fisica, em outras matérias e nas
profissdes...

009

010

011

Algo mais para rever?

Sim. Apesar de poderem ser concluidos, quando necessdrios, convém
decorar os OITO PROBLEMAS FUNDAMENTAIS que comparecem como
auxiliares na resolucédo de problemas mais complexos. Sdo os seguintes,
com seus n? do livro 1:

19)
2?%)
37)
4°)
57)
6°7)

79
87)

-—

Tracar por B&€ T areta X L T (n® 188).

Tracar por MET areta X L T (n° 192).
Tracar a bissetriz de um angulo (n? 193).
Tracar por AET aretaX /T (n® 195).

Transportar um angulo (n? 226).

Dividir um segmento em partes congruentes ou proporcionais (n°*
307 e 311).

Construir angulos multiplos de 7°30" (n® 321).
Construir um arco capaz (n°® 349 a 362).

O estudo deste livro 2 deve, assim, ser precedido pelo do livro 1.

0 nosso préximo segmento versara sobre proporcdes e achamos inte-
ressante precedé-lo com um breve histérico:

A Natureza é regida por LEIS HARMONICAS até hoje ainda pouco compreendidas.
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A bem recente Geometria Fractal — que considera dimensdes fraciondrias —
estd estudando fendmenos ainda ndo devidamente equacionados como, por
exemplo, de Dindmica dos Fluidos, de Biologia, no Estudo das Populagdes (Eco-
logia, Geografia, Genética...), etc. E um campo onde o auxilio dos computado-
res é indispensavel. O Homem criou esses instrumentos de trabalho baseado
na idéia de que TUDO PODE SER EQUACIONADO; o seu funcionamento baseia-
se no Sistema Bindrio com apenas dois algarismos: o zero (ndo) e o um (sim).
No entanto ja se cogita em introduzir um terceiro (talvez) para que mais se asse-
melhem ao cérebro humano.

Ha perto de seis milénios a Matemaética comegou a organizar os conceitos natu-
rais de niimero (quantos?}, de grandeza (quanto?), de forma (&ngulos), de sons

(Harmonia Musical), de posicdes relativas (Artes Plasticas, Arquiteturas...) e de
cores.

No Egito, na Mesopotamia (Babil6nia), em Ebla (Siria), na india, na China e em
outros centros menores, esses assuntos eram estudados conforme as tendén-
cias culturais, as necessidades e as ferramentas disponiveis em cada regido. Os
egipcios, com seus papiros, eram mais gedmetras; os babilénios, com suas *'ta-
buinhas’’ de barro, mais algébricos, etc.

Por volta do século V a.C., na “|dade Herdica da Matematica’’, os povos do
Mediterrdneo fizeram uma Revolugdo Cultural apds a derrota dos ricos invaso-
res persas. ‘'Prefiro saber os porqués a ganhar o Reino da Pérsia’’, disse Dem6-
crito.

Enfrentando os DOGMAS da época — a Histdria se repete —, Anaxdagoras afir-
mou que o Sol ndo era uma divindade e por essa heresia foi preso; néo tivesse
sido professor do grande heréi e politico Péricles — a Histéria se repete —, nédo
teria saido da cadeia... Anaxadgoras escreveu um best-seller sobre a natureza
que era vendido em Atenas por uma dracma.

Bebendo em fontes egipcias e babilénias, os gregos compilaram conhecimen-
tos. Surgiram as escolas JONIA (Tales) e PITAGORICA,

Pitagoras (670 a.C.) influenciou Platdo que declarou que ‘'os nimeros s&o os mais
alto grau de conhecimento’’. Foram estudadas dez proporcdes notédveis, entre
as quais a HARMONICA, a DIVINA ou AUREA e a MEDIA GEOMETRICA, encon-
tradas nas figuras geométricas, nas notas musicais, na geometria dos seres vi-
vos (flores, organismos marinhos e até nos seres humanos), nas obras arquite-
tonicas, etc.

Frei Luca de Bologna (século XV) escreveu até um tratado sobre a propor-
¢éo divina, ilustrado pelo grande Leonardo da Vinci. E agora vamos estudar es-
sas proporc¢oes...

s
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I SEGMENTOS PROPORCIONAIS

012 0 que é uma proporgéo?

I EXTREMOS I

a:bi.ic:d | 2 . £

SEGMENTOS ==

Sendoa, b,ced
ou TODOS segmentos
ou TODOS nimeros, medidas dos segmentos.

sl 4% PROPORCIONAL: dados 3, obter o 4°.

— e — —

|
S ——— it o T el

E obrigatério informar qual 4° se quer:

a‘'b R -
= ou y =

a-c

ou z= b

ou x =

014 PROBLEMA:
DADQS a. b, c,
OBTER x = -8 ;b .

x no 27 membro

obtivel

NP~D>J—-—0IDP

12



015 EXERCICIO: "1

- L ’ o

ml-wnﬁ,h-Wﬁmcc-%m.My-.L;l

016 EXERCICIO:

Dados a = 40 mm, b = 50 mm e c-35m,ohtorz-—!—t;:"—.

017 E 6bvio (Tales) que os quatro podem ser “‘encostados’’ no vértice do : *{i
angulo. o il



E obrigatdrio saber qual se quer:

oux-’_:—wy-%.

019 EXERCICIO PARA EXERCITAR...:

Mwioﬁ.owa-%,a-wmb- 50 mm

.......

uuuuuuuuuuuuuu

020 EXERCICIO (ndo é castigo...):

mosmmleﬁ.ohtwmmv-%i.




Linguagem

grafica =
Linguagem
técnica = = _
SB:SC =8SB:SC=m:n=k.
Compare... compare
0 MESMO mas - H
uma das trés

Linguagem ﬂ - _s'l

esquematica = sc s:

0 MESMO

022 EXERCICIO:

Dividir harmonicamente BC na razdo 3/2.

B @—

@C

# BS = ..%. ... mm;BS =..'%2. mm.




023 EXERCICIO:
Dividir harmonicamente BC na razéio k = m/n.

B& —® C

024 EXERCICIO:
DADOS B, SeC.
OBTER o0 4° harménico 5’ de BC.




025

026

MEDIA HARMONICA

DEFINICAO:
Na divi;ao Hafrﬁan.ica acima,- h chamé-se

MEDIA HARMONICA de b e ¢.

PROBLEMA:
Dados b e ¢, obter sua média harmonica h.

Tl YN TR

027

ROTEIRO:

1°) BS' = be C8 = ¢.

2°) T/5%.

3°) P qualquer em Y.

4°) P’ determina O em .

5°) CR = CQ e AP determinam S e h = SS'.

Por que se chama média harménica?

Acreditando que tudo é regido por nimeros, Pitdgoras e seus discipulos
estudaram a harmonia musical num monocérdio, instrumento com uma
s6 corda e um cavalete mével, que permite dividi-la numa razéo qualquer.

Como esse sébio deve ter “‘vibrado’’ ao constatar que toda a harmonia
musical estava condensada numa propor¢do numérical

17




028 Qual proporgio?
Sendo b = 2c e m a média aritméticade b e c:

onde h é a média harmdnica entre b e ¢.
Por exemplo:b = 12 e c =6 == m =9

029 Como se calcula (analiticamente) h?
Don®02] = S8 . SB , b-h _ b

SC SC h—¢ c
= bc—hc = hb—bc = 2bc = h(b + c) =

=

[ Pode-se abter h

por 4% propor
| Cional
= h--—bz_;_”? .Noaxemplo:h=%=8
- quinta r_qg'r‘n_a‘
/_/"' - R‘\
12 9 8 6
TL quarta t qu-nnT
.; - oitava 1
030
P4 BISSETRIZES
de um A\ genérico.
O AABC é genérico e absolutamente qualquer um.
j Converse com o seu intelecto:
DESENHO 1

Quanto vale a razdo -’-'ﬁ‘—?

m .
- ?

O seu intelecto (Tales) responde:
sendo CT / S,A, temos:
1ifd Bt "'l‘

o
v S SRR




DESENHO 3

Como o 4\, é isésceles (2 dos angulos as-

T sinalados s#o alternos-intemos e os outros
2 sdo correspondentes), conclui-sé que
b'= b, logo:

.
n o b

c.q.d.

031

032

033

034

viutatis mutan
dis. [Lat.| Muda
10 0 gue deve

ser mudado, 1.

“Isso’’ é uma demonstracéo?
Sim, e ndo é um "‘bicho-de-sete-cabecas’ ...

Eu poderia conclui-la sozinho?

A finalidade principal deste curso é ENSINAR exatamente ‘'ISSO’’ e néo
apenas dar matéria...

Como devo proceder para concluir sozinho?
Lembre-se sempre — em qualquer matéria — de que:

Para demonstrar um teorema ou
para resolver um problema
deve-se RECAIR na TEQRIA MINIMA (TM).

Como devo fazer para recair?

Olhe o desenho 1: entre as pouquissimas coisas — cabiveis — que po-
dem ser feitas, faca aquela (desenho 2) que convém ser feita para recair.

PODE e CONVEM <= DEVE

E quanto A bissetriz externa de A?

Reunindo:

[ +]
—_— =
b

Reunindo as proposi¢ées P4 num unico enunciado:

Num A genérico as bissetrizes interna e externa de um
angulo dividem harmonicamente o lado oposto na razéo
dos lados do angulo.

19




R S

Il RELACOES METRICAS NUM A RETANGULO

036
RELACOES METRICAS

num A retdngulo genérico.

P5

a - Hipotenusa.
b, ¢ - Catetos.
h - Altura relativa & hipotenusa.
m, n - Projegdes ortogonais na
hipotenusa dos respecti-
vos catetos.
y =y - Por terem lados res-
pectivamente perpen-
diculares entre si.

A1

038 PROBLEMA-TEOREMA:
Quanto vale ¢? ?

RESOLUCAQ-DEMONSTRACAOQ:
Em quais tridngulos hd ¢ ? E O QUE SE QUER. ..

Complete:

ooooo

=_— == ==>
CONCLUI-SE

HOMOLOGOS = MESMO LUGAR = OPOSTOS A ANGULOS IGUAIS.



039

040

041

TEOREMA-PROBLEMA:
Demonstre a tese b% = a:-n .
Em quais tridngulos hd b, a, n ?

Um teorema é até mais facil do que um problema, porque temos ONDE
queremos chegar: na TESE...

Deveremos chegar & tese a partir do QUE SE SABE.
No caso, sabe-se que os tridngulos séo retdngulos e semelhantes entre si.

Complete:
LADOS DO A.....
7 T 7, - P11} seeee o S
BDEROSRE. « vt e c.q.d
QUESTAO (?):
Quanto vale b? + ¢2 ?
N s ¥ s I = b+ 62 = ........ TEOREMA DE PITAGORAS

Como se demonstrava esse teorema na Antiguidade?
No livro 1 de os ELEMENTOS, Euclides demonstrou assim:

o = drea

do quadrado.

= @rea
do retangulo.
an +

EDRPY
do reténgulo.

21



1°) [LAL] = AR = AS = mesma AREA(" (mesma base e

alturas iguais)
2°) ARBA e AR t8m a mesma AREA = “_} H
bl [*]= ¢2 = am
3%) ASBHe AS tém a mesma AREA = -—}-m

/ 4°) Analogamente, no lado direito do desenho == b? = an

/ 5°) Somando AS FIGURAS = a2 = am + an

6?) Reunindo = a? = ¢? + b? c.q.d.

042 Demonstre que h* = m - n .

|

Tomamos para estudo os tridngulos onde estdo h, m, n, pois queremos
relaciona-los...

043 Sé&o apenas essas?

Né&o. Hé aindaa . h = b - c e as reciprocas que sdo todas verdadeiras
— na Geometria Euclidiana —, mas este é um curso de DG.

044 A demonstracéo feita por Euclides é bem parecida com a baseada
em semelhanca de tringulos...

Uma demonstragdo depende da ordenacéo em que séo aceitas as propo-
sicbes, a partir dos postulados.

Euclides — o "ELEMENTADOR"" — somente estudou as propor¢des no
livio 5 da sua obra e no seu livro 1 ndo quis usé-las.



045 Gostaria de saber mais sobre essa obra.

Os Elementos, de Euclides de Alexandria, consta de treze livros. Teve mais de mil edigdes,
sendo certamente a obra de Matemadtica mais editada e nesse aspecto - talvez — sé perde
para a Biblia. Foi muito modificada. Felizmente foram encontradas edigbes arabes traduzidas
do original e a obra foi restaurada, voltando ao seu brilho original. € interessante notar que
Euclides ndo se ateve s6 &4 Geometria e fez incursBes até na Optica. De fato, todos os ramos
do conhecimento estdo entrosados entre si e separd-los torma-os compartimentos fechados. Pita-
goras, Platdo e outros contribuiram até para a musica, @ um exemplo dessa entrosagem foi o
grande génio universal Leonardo da Vinci.

A Z
Leipzig, Alemanha, 1854,

B

N

—
0

/
/
Swi
S A

L \

X é segmento dureo de &

e
7
AW

Yzl
\

‘.




046 COmoomm-u-m*ﬂw ol

.-.._'._..-:- il 7 TR x chama-se mé-

dia geométrica

m W'm m m ou média propor

SOV B B0 e o Ty . cional de ae b
PROPORGAD /
c:x-x:b-—:—-ﬂ;—-x’-.-b-ﬂ'ﬁm
MEIOS MEDIA GEOMETRICA

047 EXERCICIO:
Dadosa = 30 mmeb = 40 mm, obter x = Ja - b .

EG-2

X = ...?.4.'.6... mm.

-

R: X = ll.?l’pettl m-




048 Roteiro para copiar 0 EG-1 (um processo):

1?) Copie RS = 30 mme ST = 40 mm, "“‘matando”’ R, Se T.
a. Esta na perpendicular (mera cépia).
b. Vé RT sob 90° =» L5a.

O L5a é a semicircunferéncia de didmetro RT.

2°) X171

O qué?... N&o sabe traga-la?... O centro é no pt.m. de RT, que se ob-
tém tracando a mediatriz...

049 Roteiro para copiar o EG-2 (outro processo):

1?) Copie UV = 30 mm e UL = 40 mm.
a. Esta na perpendicular.

2°) YI?] .
b. Vé UL sob 90° = Lba.

050 Eu néo tinha feito porque me atrapalhei com as letras!
Isso é muito comum. Por isso:
- a. Néo decore as letras da “‘férmula’’.
1 e e | b. Néo decore as palavras do texto.

ecto c. Decore, sim, decore, as figuras.,

057 Os simbolos representam as medidas dos segmentos. Sao lidos 'ISTO"”

e simultaneamente aponta-se aquela a que estamos nos referindo no de-
senho da figura.

2
/ war [l = P

“Isto’’... - !j ;1;: j i . _;.
fm o et
e et
I : o]

l I il
O , ! 2

R ==

{4

Illlllln

“Isto’" a0 quadrado é igual...

RS
.

@®| = [Mow] x [




052 EXERCICIO:
Dados a = 58 mme b = 37 mm, obter x = Jaz + b2 .

053 EXERCICIO:
Dadosa = 75 mme b = 32 mm, obter x = Ja2 — b2 (a > b).

EG




054 EXERCICIO: OIORIRS
Dados &, b e ©, obter x = a2 + b2 —c2. & wide , S.0 o8

RASCUNHO:

-----------

055 EXERCICIO:
Dado &, obter X = &2 .

ABa e AB =a a

056 EXERCICIO:
Dado &, obter X = &3 .




057

EXERCICIO:
Dado &,2 , obter &.

058

059

Como o zero ndo
tem sinal, '‘'nédo
negativos’’ signi
fica “‘positivos
com o zero’’

Héa véarios comecos. Nem sempre o 1?2 caminho que se divisa é |
o melhor. Convém pesquisar... J

ROTEIRO:

--------------------------------------------------------------------------------------------------
--------------------------------------------------------------------------------------------------
..................................................................................................

--------------------------------------------------------------------------------------------------

Euclides estudou as figuras relacionando-as entre si. A Geometria Mo-
derna estabelece uma bijecdo entre o conjunto R, dos nimeros reais
ndo negativos e as grandezas das figuras, mediante o conceito de MEDI-
DA. Passa entdo a estudar as figuras estudando as suas medidas, que
sdo NUMEROS.




IV OPERACOES COM SEGMENTOS

060 Em DG, as Unicas operacdes possiveis com segmentos sdo as seguintes:

a. SOMA = DIFERENCA de segmentos.
Exemplo:

Dados &, b, €, obter X = @ + b — &.
b. PRODUTO == QUOCIENTE de segmentos por nimeros. Exemplo:

Dadoa,abteri=3-§a7=—;—§.

c. 4° = 3% PROPORCIONAL (n°* 013 e 018).
d. MEDIA GEOMETRICA (n? 046).

e. APLICACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS
(do n? 052 ao n? 057).

061 PROBLEMAS COM ENUNCIADOS ALGEBRICOS:

Note como a lin

Y

guagem algebr : z £
ca € conti®a ¢ Dados @ e b, obter x = Na:bh -ja? + b2

2
precisa. Subst a+ b
- s

tui longos tex

o8

Como é facil compreender, trata-se de obter uma média geométrica
(¥), a hipotenusa (z) de um 2\ retdngulo de catetos a e b, uma soma (8)

e depois a 4? proporcional x = —Y;—z.

062 Entdo posso inventar problemas?

Dado X Pode, mas cuidado porque néo é qualquer expressao algébrica que pode P29 *.

obter VX obter (X)*

ndo Dodel ser resolvida graficamente. Poderé se, e somente se: inSo podel, etc

a. X for segmento;
b. a expressdo recair nas do n? 060.

063 X é SEGMENTO == RECAI.



V PROCEDIMENTO ALGEBRICO

064 E mais um "‘ajudante’’ do MF.
Como sempre, vamos explica-lo utilizando exemplos.

065 PROBLEMA:

Construir um /. retdngulo, dados um cateto b e a projegéo ortogonal
do outro cateto na hipotenusa.

-— i - ——

066 RACIOCINIO PELO METODO ALGEBRICO:

Qual comprimento convém obter para tornar possivel a cépia?
Essa é a pergunta que sempre deveremos nos fazer.
Estude o EG... Vamos procurar, por exemplo, HC = x? Escreva “x’’ no EG.

067 CALCULO (ANALITICO) DE x:

Num A retdngulo=={P5}= b?
= b2=x2+mx =

X (x + m) =

= x2 + mx—b?2=0

Dessa equacdo decorre que x = —12—- (-m* Jm2 + 4b2).

Ajeitando para recair: X = —15- (-=m £ Jm2 + (2b)2) ()

A resposta “‘clandestina’’ deve ser abandonada, ndo sé porque x' é ne-
gativo mas também porque X' > b.



068 RESOLUCAO GRAFICA DA EXPRESSAO (*):
Como X é segmento, tem que ser possivel recair. n° 063
ROTEIRO:

1?) Achasey = Jm2_+ (2b)z , que é a hipotenusa de um /\ retangulo
de catetos m e 2b.

2?) De y subtrai-se graficamente m e obtém-se z. z = l{~m 4+ ¥)
3°?) X serd metade de z.
Daqui para diante, voltamos ao MF: x = %a

4°) Copiam-se BH = m e HC = x, “‘matando’’ B, He C.

a. Esta na perpendicular por H.

52 A[?
(7] b. Dista b de C = L1.

069 Ha problemas — em geral dificeis — onde a aplicacdo exclusiva do MF
ndo é suficiente para nos levar a resposta.

070 PROBLEMA:

Construir um AABC, dados b= 25 mm, ¢ = 44 mm e a bissetriz s, =
29 mm relativa ao BC.

No EG os pontos “‘vazios'’ s&o numerados

na ordenaciio em que serdio copiados. ; '.
o RACIOCINIO:
:;‘}lu:‘.’g:‘c‘?r’f Desenhando no EG apenas o AABC, néo seria possivel copia-lo. Como |
e .. aresposta tem que ser obtida a partir dos dados e um deles é uma bisse-

dos por Paviov . triz, fomos compelidos a nos lembrar do P4 (n° 030) e tracar CT / S,AA.
Que bom se obtivéssemos X... ’ !

CALCULO DE x:

ABCT % ABSA={P1jm X = 44025 x--z%ﬂ

(4% proporcional)

31



ROTEIRO:

29 mm X 69 mm
44 mm

2°) Comeca-se copiando CT £ X, “matando”” Ce T.

a. Dista 25 de C = L1.
b. Dista 26 de T = L1.

1?) Acha-se a 4? proporcional xmm =

3°%) O préximo serd A [?] [

a. Estd em TA (mera copia).
b. AB = 44 mm (mera cépia).

N&o esquecer de ligar A com B; B com C e C com A em tracgo forte. S,

4°) O préximo sera B [?] [

ndo precisa.
071 8 X7 “Thad A
SEGMENTO AUREO A O . s
DEFINICAO:

AX chama-se SEGMENTO AUREQO de AB se,
e somente se, (AX)? = (AB) - (XB).

CALCULO DE x:

Pela definicdo: x2 =a-(@a—x) (*) = x2 + ax —a?2 =10

Entdo: x = —2 fia?+4a2 _ A *a/5
2 2
Ajeitando para resolver graficamente:
35 Yy aJE a
X B ——te = ot X' W v lemhe g e
2 -2 { 2 2 —

CONSTRUCAO GRAFICA:

"—v‘— e T W g
5 e s B < A
el - iy £ fgh §

—




0-365-403 M

Midie ¢ ROTEIRO:
x:AB::XB:x 12) E.LIE. 29 ‘K; a) = Eﬁc.
3°) M é pt.m. de AC. 4°) (M;y) = XeX'.
EXTREMOS
NOMENCLATURA:
X divide internamente e X’ divide externamente AB em ‘‘média extrema
razéo'’.

072 Paracompletar a parte da Geometria que faz parte da TM do DG, sé falta
a P6.

073 E a ditima das
P6 POTENCIA DE PONTO (P]

P, (O; r) e PE séo fixos no plano de desenho e Ps é uma das infinitas se-
cantes genéricas que passam por P. Quanto valerd o produto

PA - PB = [?]
0 que diz o seu bom senso? Nada?
Vamos entdo '‘calibrar’’ esse bom senso.

5 DR DDA R AR IPBLGI0 . .sii5:iivi0rsserssisivasinsisissainarvomonmniaapont
na circunf. (O; r) e determinam Nela 0 MEeSMO ........cccevverrrnrersasneens
AE, 1080 @ = .vveviiiiriaaiaiaann. . Entéo:

|AA] & um dos

b. os tridngulos PAE e PEB tém a = «' e um angulo comum, logo [AA] critéros de se

melhanca de tn

BB iiiviaa kb s b e s entre si. angulos

33



074 Esse produto chama-se POTENCIA DO PONTO

P com relagéio

a circunferéncia (0; r).

Chama-se ‘‘poténcia’’ porque:

12 = PA - PB (poténcia 2 de 1). te

075 EXERCICIO:
Tracar por P a reta T tangente a circunferéncia de centro inacessivel.

1?]

Se P € o, entdo
a poléncia é zero
@ reciprocamen

P®




RACIOCINIO:

Qual comprimento vocé gostaria de obter?
PE = x? Certo, x? = PA - PB. Entéo:

ROTEIRO:

1°) Trace a secante Ps qualquer, ache PA, PB e x = JPA - PB . 2°)
Obtenha E. 3°?) Ligue P com E.

EXERCICIO: PPt (PROBLEMA CLASSICO)
Construir uma circunf. (O; r) passando por P e P’ e tangenciando Y.

o171

Pe

RACIOCINIO:

Obtido R, se obtivermos x, entdo obteremos:
a. Equidista de P e de P’ L3.
o] .

b. Estd na L por E (mera cépia).
A poténcia de R relativa a (O; r) é:

x2 = RP-RP* = x é média geométrica entre RP e RP".
Obtido x, marca-se RE = RE' = x (2 respostas)

Héa problemas onde basta desenhar o EG e simplesmente copié-lo. Por
exemplo:

EXERCICIO (resolva numa folha avulsa):

Uma reta é tangente comum interna as circunferéncias (0; r) e (C: m).
A distancia entre os pontos de tangéncia é de 60 mm.
Dados r = 33 mm e OC = 80 mm, obter m.

Rm= ..ccctese mm.
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081

EG-1

PROCEDIMENTO DA SOMA OU DIFERENCA

O que séio esses procedimentos?

O DG é uma ““omelete’'de MF e LG, temperada com Geometria e feita
com “‘ovos de Colombo'’.

Qual o préximo ““ovo’’? Estou com fome de saber...

Para explicar esse ““ovo’’, resolveremos juntos o seguinte

PROBLEMA:

Construir um A retédngulo ABC, dados um cateto AB = 30 mm e a so-
ma = 55 mm do outro cateto (AC) com a hipotenusa.

COMO DESENHAR O EG:

Lembre-se de que o EG é um enunciado em linguagem gréfica ("’grafi-
qués’’) e, como tal, deve mostrar visualmente todos os dados, e um de-
les € uma SOMA (ndo temos nem o cateto AC nem a hipotenusa BC).

Mas onde desenhar essa SOMA?

E 6bvio que ela deve ficar ‘‘encostada’’ num ponto notével e, assim sen-
do, hé dois jeitos possiveis:

ou a hipotenusa na reta onde estéd o cateto
ou o cateto na reta onde estd a hipotenusa.

Hé problemas onde ndo existe essa duvida mas, se existir, como o EG
é feito no rascunho, desenhe dos dois jeitos:

ou num mesmo desenho
ou em dois (EG-1 e EG-2} como fizemos:

Poderemos iniciar:
ou pelo angulo reto

ou por AB

ou por BT
mas ndo dara para obter
o préximo ponto...




Né&o dé& para copiar o EG-2; copie, entdo, o EG-1 na regido abaixo:
ROTEIRO:

19) Desenhe um angulo reto.

2?) Marque AB = 30 mm.

39) Marque AS = 55 mm.

a. Estd em AS.

pided [b. Equidista de A e S..
SEMPRE aparece

um
A ISOSCELES

porque BC = SC ou AC = TC.

082 Vamos batizar esse “‘ovo’’ de '‘ovo isésceles’'?

083 Sim, porque a resolucdo baseia-se numa propriedade do A\ isésceles:
ou V eqiiidistade Re M = L3

oua = % ¢ (copia-se a quando é dado ).

37



084 EXERcCICIO: Perimetro é a

soma dos quatro

Construir um reténgulo de diagonal 70 mm e perimetro 184 mm. Wadoe.

P

Use o SEMIPERIMETRO, R: Lado maior = ...54... mm.

ROTEIRO (s6 o como sem o porqué):
1. MuqquE = 92mm-—- AeE

IIIIIIIIIII m"b‘%ﬂ“...'.. I.I,I L N N P N R R A R R R R R ]
2 L R 3 D  B AR
4. Completar

--------------------------------------------------------------------------------------------------

..................................................................................................

085 E quando um dos dados é uma diferenca?
"“Encostando-a’’, também se revela um A diferenca tam-

bém & "‘imanta-

= o da’’ e “'barata’’.
ﬂ lm Pode ser encos-

tada em mais do

que um lugar

086 EXEMPLO:

Cmtrukum&nthﬂooomummhtonndhdoc.dadacm
d entre a hipotenusa X e outro cateto ¥.




087

(*) até aqui ja foi
dada a forma do

Vocé saberia ob
ter x e y anali
ticamente?

Lembra-se do
espido?

088

Encostamos a soma de modo a
obter os valores dos angulos do
[\ isdsceles. R:

ROTEIRO:
19) “Mate’’ A e B, pois AB = c (dada).

27?) Copie o angulo reto.
3°) Copie B’, pois AB’ = d (dada).

a. Esta em AC.
° i ?

Resolvemos graficamente o sistema:

X’-v’+c’] - B
d=x-vy =y = "5 comc >d.

EXEMPLO:

Construir um 2 isésceles com um angulo interno de 120° (*), base X,
lados ¥ e tal que a soma (X + ¥) tenha 80 mm.

RACIOCINIO:

Uma vez "‘revelado’’, tornado visivel o /\ isésceles, poderemos copiar,
passar a limpo o EG:

ROTEIRO:

1°) Copia-se BA' com 80 mm, ‘matando’’ B e A’.

2°) Copia-se BA'A com 15°
3?) Copia-se A'BA com 30°
4°) "Mata-se'’ C de vérios modos: ou L3 ou 15° ou ...
5?) Resposta: AABC.

““matando’’ A.

E se o dngulo dado néo fosse miiltiplo de 7°30°?
Entdo teriamos que obter graficamente os dngulos do /\ isésceles:

—

---------

Calcule x e con
fira suas respos-
tas gréficas

x & y ndo foram
dados, mas (x +
y) sim.,

Destaque sem
pré a resposta
com traco forte e
fino.

Roteiro:

1?) Prolonga-se
o lado do
angulo dado

2%) 1* bissetriz
3%) 2* bissetnz



089 EXERCICIO:

“tol dada s 1o, Num losango, um éngulo interno mede 30°(*) e as diagonais somam
fm".'dm' 90 mm. Obter o comprimento x dos lados.

O i

090 EXERCICIO:;

Uma circunferéncia de raio x é circunscrita ao quadrilatero ABCD (nch). A .ircunserits
Obter x, dados: AB = 15 mm, BC = 26 mm, ABC = 120° e a soma contém os vérti-

AD + DC = 61 mm. A seguir, obter CD. ces do poligono.

EG
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093

® DADOS

PROCEDIMENTOS AUXILIARES

Por que auxiliares?
Porque auxiliam o MF e, portanto, nos auxiliam.

Quais sdo esses procedimentos?

Hé vérios, mas neste livro 2 somente daremos uma idéia dos seguintes:
ROTAGAO,
SIMETRIA e
TRANSLACAO.

Qual é o procedimento da rotacdo?
Como fazemos sempre, queremos explicar o procedimento e néo ape-
nas o problema.

PROBLEMA:

Dados um ponto P e uma circunferéncia (C; m), conduzir por P uma reta
X que determina em (C; m) uma corda de 20 mm.

Empregando o MF — que se aplica em to-
dos os problemas — desenhamos o EG-1.

Jé tendo P, resta obter mais um ponto —
de X [?] — para encostar a régua.

a. Estd em (C; m).
vin b o

a. Estd em (C; m).

=5 [b. [?].

© PROCURADOS

Vocé sabe desenhar uma corda arbitra-
ria de AB = 20 mm?

Mas T ndo passa por P...

Mas vocé pode gird-la em torno de C
até que ‘‘bata’’ em P...

Como se faz isso?

Girando P até “‘bater’’ em T; 0 arco
(C: CP) obtém P’ em T .

41



O que resulta de bom?

Obtivemos o comprimento AP’ que é
igual ao YP.

Ay 'm”@m’t- wbf
Wt_.mwdﬂ-u.

A trajetéria de P é LG?
Sim, dos pontos que distam PC de C.
Ficou um EGT!... Vou copiar:

Copie também a
‘‘clandestina’’

[ -‘;o‘poi'

" Ha duas posi
b ¢cdes possiveis

para a8 reta x

094 Poderiamos ter obtido o pt.m. da corda YZ, que vé CP sob 90°...

Vocé jé estd vendo as coisas... Poderfamos, mas néo poderiamos expli-
car o método — que é a nossa finalidade principal.

095 EXERCICIO DE ROTACAO:
Trace por P as retas tangentes a (C; m) nos pontos E e E (néo dados).

® v




096 EXERCICIO:

Gire 0 AABC no sentido anti-horério, em torno de A, para a posiciio AB'C’,
com B’ em ¥, sem deformé-lo.

Quando se manda girar uma figura, deve-se determinar (dar ou obter) o

éngulo de giro. Caso contrério, ela continuard girando sem parar...
097 Como é a simetria?

Veremos apenas simetria com relagdo a um ponto.

s . Séptm.AB « A o B simétricos com relagéo ao 5.
R = e E— ) - 1i
FIGURAS SIMETRICAS < |BIECAO entre [
__ - CRETE Fmd _P(_)!HTOS simétricos. )
098 PROBLEMA EXEMPLAR: Um: tantos quan-

Exemplar: que tos houver; que

serve de modelo,  Obter um segmento AgB,, de pt.m. S, com A, em (C; m) e Boem ¥.  erosommanne

de exemplo. e a posicdo




099

RACIOCINIO (desenho animado):

“Veja’’ com a mente um segmento genérico AB mével — sempre com
pt.m. S — cuja extremidade B percorre T no sentido 4. A extremidade
A percorrerad também uma reta, LG dos pontos de distancia obtivel (d)
a reta dada (7).

Esse LG / T se desenha obtendo A genérico, a partir de B genéricode ¥.
Resolva o problema e confira as duas respostas:

Agora veremos a translacdo?

Veremos. Ver, enxergar,... S80 08 termos corretos porque usaremos a
linguagem gréfica, comunicagdo visual, para comunicar a idéia de
translacéo.

EGT

B == LG [

CLANDESTINA

A
Ll | 2
r':' l % pe
O- . W— 1 —

DADA k — ‘

L% o A st K cinemose m sat0d

Construir um segmento AJB,, de direciio /., comprimento n, A, em
(C:m)eByem .

RACIOCINIO:

Feito o EG, ‘‘vé-se’’ A.B, transladar-se paralelamente a si préprio, até

se “‘encaixar’’ nareta /\, que representa a direcdo que ele devera ter quan-
do for obtido. R é dado e S é obtivel, pois RS = n.

LG/ T por S.

Mais um LG?
E o LG dos pontos que distam d de T :
T é dada e

d é obtivel: o /\; tem tamanho determinado.




101 EXERCICIO:

AM3I JE

cmxnﬁ.ﬁxv =n,Xem (C;m)eVem (C:m).

RS

EGT
\i)
5 ®
m
o n
0

] n
= —

- TC” 1 Or

ROTEIRO:

R: 17 resposta: XC' = .......... mm; 27 resposta: XC' = .......... mm

102 EXERCICIO:

Construir B'C’ /BC, com B' em AB, T em AT e B'C’ = n.

EG

T




103 PROBLEMA:

ti?]

(m)

Roteiro:

1%} (€; m = m’).

29 X {a. vé CC sob 90°.
b. Esté em (C; m -m’)

3°) CX obtém E.

4°) (E; XC*) obtém E'.

5°) Ligar E com E'.

6°) Obter a outra resposta,

noutra posicdo.

RACIOCINIO:

Transladando EE’, paralelamente a si préprio, ele “‘encosta’ em C’ e tan-
gencia a circunf. auxiliar (C; m — m’) em X.

. m’
m




104

PROBLEMA:

Roteiro:

12) (C: m + m’).
2)Y¥ vé CC
sob 90°.

3°) E em CY.
4%) (E; YC') ~
=B’

5°) EE = 1.
67) Ndo esque-
cer da “‘clandes-
tna'’.




Se deres um peixe
a um homem,
ele se alimentara
uma vez.
Se o ensinares a pescar,
ele se alimentaréa
a vida toda.

(da filosofia oriental)




CAPITULO

105

106

107

108

109

OUTROS LGs

PESQUISA DE NOVOS LGs

Como comparar o DG com a GP?

O DG e a GP estudam as mesmas figuras (coplanares) mas com enfo-
ques diferentes:

A GP se preocupa em DEFINIR essas
figuras e em PROVAR suas propriedades.

O DG se preocupa em DESENHA-LAS
com régua @ compasso.

’

Essas matérias beneficiam-se mutuamente?
Sim, como faces da mesma moeda, sdo insepardveis e interdependentes.

Como procederemos neste curso de DG?

S6 demonstraremos propriedades ndo evidentes, lembrando que a evi-
déncia depende do bom senso de cada pessoa. O bom senso é subjetivo.

O que é mesmo um LG?

E uma linha () tal que
TODOS os seus pontos e SOMENTE ELES
tém uma PROPRIEDADE (C:) comum.

Enunciada uma certa propriedade (:, como pesquisar qual linha ¢
é o seu LG?

Héa, em principio, véarios modos que se complementam (um ajuda o outro):

49



a. “VISAO ANIMADA"':
E a capacidade de imaginar um desenho “‘mover-se’’, mas satisfazendo
a certas condigdes.

b. EXPERIENCIAS:
ou desenhando vérios pontos com C

ou com um instrumento apropriado.

c. DEMONSTRACAO GEOMETRICA:
Para “‘calibrar’’ o bom senso, recorre-se & Geometria.

110 EXEMPLO:

Qual o LG dos pontos que enxergam uma circunferéncia (C; m) sob &n-
gulo a?

DADA: C = ver (C; m) FIXA sob a constante.
OBTER: o LG ¢ [?].

PESQUISA DO LG:

a. ""VISAO ANIMADA'':
Mantendo (C; m) fixa e a constante, ‘‘movimente’’ mentalmente P
e procure ‘‘ver’’ qual serd a sua trajetdria cp.

b. EXPERIENCIA:
Movimente fisicamente um instrumento como o do desenho abaixo
e note que a ponta P do lapis (ou giz) descreve uma certa linha ¢.




11

112

113

Dados (C; m) e a, como se desenha esse LG?

Pelo bom senso e/ou pela experiéncia, percebe-se que esse LG é uma
circunferéncia de centro C; resta obter o seu raio e isso se faz como segue:

1?) Constréi-se um angulo central E'CB = 4, obtendo E' e E.
2°) As tangentes por E’ e por E determinam P e PC é o raio de ¢.

Somente os pontos de (C; CP) véem (C; m) sob o?

Sim. Se Q@ for interno, entdo (no AAQP’) o dngulo externo f§ serd maior
que a.

Se Q' for externo, entéo vera (C; m) sob um angulo y menor que a, 0 que se
demonstra analogamente (outro £, ndo desenhado).
EXERCICIO:

Desenhar o LG dos pontos que enxergam a circunferéncia (C; m) sob an-
gulo a.

ROTEIRO:
Comega-se a cépia transportando & para E'CE" (ou E'CB).




114 Agora vocé sozinho vai pesquisar um LG:

115 EXERCICIO:
Desenhe o LG dos pontos médios das cordas de (C; m) que medem u.

Lembrar da proposigéo PO

116 EXERCICIO:
Desenhe o LG dos centros das ©s de raio r tangentes a (C; m).

EG o

I -~
@
117 EXERCICIO (no desenho acima):

Desenhe o LG dos centros das ©s de raio r tangentes internas & (C; m).

118 COMPLETAR:

O LG dos centros das os de raio r tangentes a (C; m) éo............ de os:
(€ verrree # serrere) 8 (85 urneere = servene| o

119 Nos préximos exercicios:
19) Pesquise qual linha é o LG de que vocé necessita.

2?) Desenhe esse LG para copiar o ponto que vocé quer (ou j& uma res-
posta ou um ponto auxiliar).



120 EXERCICIO:

Construir (X; r) tangente & (C; m) e com X na reta &.

121 EXERCICIO:

i

Obter os pontos X e Y que véem (C; m) sob 60° e (C'; m’) sob 45°.




122 EXERCICIO:;

Obter X e X" em (A; a), sabendo que as retas tangentes a (C; m) poreles . .. .
conduzidas determinam segmentos de medida u entre cada um e o res- < ccico de o

pectivo ponto de tangéncia.
EG (s6 do LG):
... ._‘,-—-—‘-"-
- LG = (C: CP)
4
s
= O}
XX' devera
atingir o alvo.
... linha sé explicativa.

123 EXERCICIO;

terpretacdo de

texto!

&0

Néo ha cordas

O feixe de retas concorrentes em P determina cordas em (C; m); dese- . c.ocoan

nhe o LG dos pontos médios dessas cordas,

EG

@v

X é uma reta genérica do feixe.

O LG é s6 o arco e sem as extremidades.

T T T T T

des coinciden
tes

@0

m




124 EXERCICIO:

Conduzir por P uma reta X que determina em (C; m) uma corda cujo ponto
médio dista d dareta .

r

125 EXERCICIO:
Desenhe uma corda de (C; m) que passe por P e cujo pt.m. diste d do
centro C.

EG




126 EXERCICIO:

Trace por P uma reta X, que encontra (C; m) nos pontos X e ¥ e cujas

distdncias & ¥ somam s.

Qual ponto procurar? Lembre-se da
base média de um trapézio.

127 EXERCICIO:

Em (C; m), inscrever um /\ eqiiilitero com um lado contendo P.

EG

Sendo M o pt.m. do lado que contém
P, temos:

MI?] [

a. V& PC sob 90° = L5a,
b. Dista m/2de C = L1.
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129

Incentro & o cen

troda @

iNscrita.

130

131

LGs NOTAVEIS

| Hé tantos LGs quantos quisermos.
. Aos notéveis daremos um nome ou um numero (L6, L7,...) para
facilitar as referéncias. |

Como serfio estudados?

Uma das intengdes deste curso é a de valorizar a Geometria, sem a qual
terfamos um livro de receitas...

E o bom senso, intuigéio, etc.?
Precisaré ser “‘calibrado’’ pela Geometria...
Por exemplo:

Com B e T fixos, ‘‘veja’’ A "‘passeando’’
sobre o ARCO de circunferéncia.

0 AABC vai se modificando e o seu incen-
tro S vai percorrer uma “‘certa’’ trajetéria
.

Qual linha serd ? Como desenhé-la?

a. “VISAO ANIMADA"’:
N&o desanime... tente “‘ver’’ ... S . . J

b. “TRABALHO BRACAL'":

Desenhe A em vérias posigGes e, para cada uma, ache S (intersecgéo
das bissetrizes). Ligue os vérios S.

A minha ““vis8io’’ s6 diz que é uma “‘curva’’ de B ao C...; desenhar
vérios pontos...

E o que acontece com pessoas normais.

O que ““diz’"a Geometria?

Para pesquisarmos qual o LG dos incen-
tros S, quando B e T permanecem fixos e
a (medida de &) permanece constante, cal-
culemos 6:

+
Noassc:a=180°-(ﬁ+1’- =180° -2 %1 '-L;‘L*
2 2 2 -0-:180._18 gl |

2

No AABC : 8 + y = 180° —a

Efetuando, temos: § = 90° + -%- *)

57



RACIOCINIO:

SE a é constante =={"}= 0 é constante,
ENTAO S percorre o arco capaz de 6 sobre BC.

Basta obter (90" + -g—) = @ e construir em BC o arco capaz de 8, mas hé
um modo melhor:

DESENHO 1 } DESENHO 2

@rco capaz de o !
| ol A |
| -~ g |

- < |
| ! K
capaz de @ ! \' |
* An JUIOS INS | #00 - . ‘ 1
.fr_jr:: -L;a.r parte }"’.ﬂ —r ! .l
da TM) s 8 0%
: Ll "\c ‘L } e
\ s \
N\ 4 \
) i \ \ /
\ T &
{ | X7
| ‘ } arco capaz de (180° - a)
\ J
\ 20 //
\
N .
\‘\.\ ,/

132 Como construir sobre BC o arco capaz de 67

DESENHO 1:
Sendo X[?] o centro desse arco, temos:

6 =360°-20 [*]= & = 360°_—2(90° + %) -

= § = 360° - 180°~a = d = 1B0° - a

DESENHO 2:
SE BAC é o arco capaz de a, 0 quadriatero
ENTAO BXC 6 o arco capaz de (180° — a).

CONCLUSAO DOS DOIS DESENHOS: —

= L -
a. VA BC sobé = 180 a] = X & pt.m. de BXC.

XI[?]
{b. Equidista de B e C.



133 Entdo esse arco capaz de 6 tem centro X e raio XB = XC.

134

CAPAZ DE o

EXERCICIO (serve como revis&o):

Em |, construa sobre BC o arco capaz de « e 0 arco capaz de

= 90° 4+ &
(] 904-2.

EG (lembre-se da P3):

o i

ot

135 Em cada semiplano ha um dunico arco capaz de 8; no plano todo, o LG

136

137

E é o circuncen-

tro

138

139

é o PAR de arcos.

LG DOS INCENTROS
E o PAR de arcos capazes de 0.

A bissetriz AS de BAC & passa por X =
pt.m. de BC, pois BEX = XEC = e.

Entdo A, S e X sdo sempre colineares.

Em qualquer AABC temos: BC = a, a @
r. (raio da circunscrita) estdo sempre re-
lacionados, de modo que, tendo-se DOIS
desses elementos, pode-se obter o0 3°.

: -
BAC=¢ “m——"
X

a. Dados a e a, construindo-se o arco capaz de a, o seu raio seré r..
b. Dados a e r., 0 &ngulo central BOC medird 2a.
c. Dados r. e @, 0 &ngulo central BEC determinard BC, de medida a.

Empregando o que vimos nos n°* 137 e 138 poderemos resolver mui-

tos problemas de determinacéo de As:
Construir um AABC, dados:




140 EXERC[C'O: :::t :Iruo da ins
arcncoma = 28;r, = 20; r, = 8 (em mm).

EG

n: Sendo BA > CA, temos BA = ... . mm.
ROTEIRO:
19) €r) 2°)BC=a 3% X = pt.m. de BXC
" L fa. em (X; XB = XC) _,
4°) s[7] [b. ditar de B 5 XS obtém A.

141 EXERCICIO:
arcrpcoma = 30% ., = 26 mm; r; = 7 mm.

n BA > CA mede ..45:5.. mm.

STt e et G A R e T T = g




142

§ é o ex-incen-
tro, relativo ao la
do BC; hé outros
dois.

Os dngulos retos
S'8S e SCS’ 580
INScritos em se-
micircunferén

clas de didmetro

% LG porque o

LG é o par.

143

144

Qual é o LG dos ex-incentros?

a. &, estando na bissetriz AS, é colinear
comA, SeX (n® 137).

b. BeC véem 55’ sob 90°, logo estdo na
© de didmetro SS',

c. Essa o, contendo B, Se C, contém o
1/2 LG dos incentros S, cujo centro
X (n? 133) é, portanto, pt.m. de S5’.

d. SES percorre o arco BSC, de centro X,
ENTAO §' percorrerd o arco B'S'C’,

seu simétrico com relagdo ao X.

LG DOS EX-INCENTROS (relativos ao BC)

E o PAR de arcos SIMETRICOS — com relagéio ao X — dos arcos que
constituem o LG dos incentros.

EXERCICIO:

arsricoma = 60°% r, = 30 mm; rf = 43 mm,
(rl = raio da ex-inscrita relativa ao BC)

Com BA > CA, temos® BA = ..... 58
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147
148

149

4 exp

cada do r
15

aon

{)

BS,eS

sam Ser

centes

150

151

152

153

Em folhas avulsas e apenas para achar o roteiro:
EXERCICIO: aar,
EXERCICIO: ar.r
EXERCICIO: aar/

L6

No AABC genérico, A tem trés propriedades que se equivalem:
C: vé 5,5, sob 90°.
C': V& BS, e 5,C sob angulos congruentes.
C'": Suas distancias ao B e ao € (nessa ordem) estfo na razéo

|

Mantendo B e C fixos e variando A de modo a manter qualquer uma des-
sas propriedades, as outras duas também se manterdo. Portanto o LG
de uma é também o LG das outras duas.

Qual o LG dos pontos que véem S,S; sob 90° (propriedade C)?
RiEa..... de didmetro .......... :

Qual o LG dos pontos que véem BS, e §,C sob &ngulos congruentes
(C')?

T — de didmetro .......... , que se constréi obtendo o 4° harmé-
nico S, (n? 024).

Qual o LG dos pontos cujas distancias ao B e ao € (nessa ordem)
estdo numa razfio constante (C’’)? Razéio dada = r.

T e—— de didmetro .......... , que se obtém dividindo ..........
BC na razéio r (n® 022).



154 EXERC’C'O: Use o transferi-

dor para medir ¢,
Um ponto X do segmento MN enxerga BS, e §,C sob éngulos de mes- -
ma medida ¢ (épsilon). Qual é ¢?

155 EXERCICIO:
C

ln-g-com--wnwnn, -45mm;—5---g-.




ROTEIRO:;

1?) Comece a cépia por BC = a, “‘matando’’ Be C.
2°) Obtenha S, e S4 como mostra o EG.

3?) Desenhe a @ de didmetro 5,54; é o L6.

a. Vé BS, e 5,.C sob angulos congruentes.

4°) A[?
j -[ ] b. Dista 45 mm de S,.

156 EXERCICIO (folha avulsa):

aa% coma = 54 mm;, a = 45°; % = -%—
ROTEIRO:
1°) BC = a 2°) S, e S,
3°) L6 asy A {* 8
b. L5
157 EXERCICIO (folha avulsa):

c - . n , B P

ar;-,-coma 60 mm; r, = 35 mm; - a

ROTEIRO:

..................................................................................................
..................................................................................................
..................................................................................................
..................................................................................................

--------------------------------------------------------------------------------------------------

.............................................................................

158 EXERCICIO (sé o roteiro):
ah, %

ROTEIRO:

..................................................................................................
..................................................................................................
..................................................................................................
..................................................................................................

..................................................................................................

..................................................................................................



159 EXERCICIO (sé o roteiro):

rea-S

b
ROTEIRO:

..................................................................................................
--------------------------------------------------------------------------------------------------
..................................................................................................
--------------------------------------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------------------------------------------------

160 CASO PARTICULAR DO LG:
Caso c/b = 1, temos o L3 (mediatriz de BC).

161 L7

No desenho 1, construimos o par de retas t?; 9) = . que se "‘candida-
ta’’ a ser um LG... Sera "‘eleito’’?

DESENHO 1 DESENHO 2

Como mostra o desenho 1, dadas T, ¥ e a razdok = - (nc exemplo,
n

fizemos k = _g_), obtivemos O e O e depois f e §.

162 g 7Par l?: 9) esta se candidatando a ser o LG de qual propriedade

Dos pontos cujas distancias 8 T e & S — nessa ordem — tém _’

razdo constante k = %

|




163

164

165

166

167

Todos os pontos de ¢ tém a propriedade C?

Se um ponto genérico P tiver C, entdo todos os pontos de ¢ terdo C.
De fato:

=3

VP _ PA o
AVPANLVOR = U = B3R |PA _ P8 _ PA DR

ve pg | ON  O8f PB = 0S

AVPBN&VOS-VO—=-6—S' n=2

% odb «if
n
As disténcias PA e PB estédo na razéo k.

E os pontos fora de ¢?

Né&o tém a propriedade C, como o ponto genérico E. O bom senso pede
para que ndo demonstremos...

EXERCICIO:

Construa o LG dos pontos cujas distancias 2 ¥ e 3 § estdo — nessa or-
dem — na razéio k = -, dados T e f.

CASO PARTICULAR DO L7:
Sek = 1, 0L7 torna-se o L4,

CUIDADO:
No L7, invertendo-se a ordem (1° § e depois T ) o LG é outro par de retas.



Il EIXO RADICAL
168 Estudaremos antes outro LG:
L8
169 Qual a figura ‘“candidata’’ ¢?
€ a reta 00', sendo O e O’ as intersecgdes das circunferéncias (B; x) e
(€ y).
" ou hipotenusa
" - {ou distancia ao B
ou cateto
¥ a8 [ou distancia ao C
3 4 5
P 1
)
OI
ostEm g
=N @
®
170 Quem séo x e y?
Cadaponto 0. 1. % & hipotenusa e y é cateto de um mesmo A retdngulo, cujo outro cateto
2, 3. fomece  tem comprimento constante d.
um par ordenado
ix; vyl .
-2 Em linguagem algébrica:
dois pontos: O e

0.

Pitagoras

67



1717 Todos os pontos de ¢ tém essa propriedade?
Sim, como provaremos a seguir:

Construgio de - Por construco
17) Um onte
arbitrano 1[;3; n:): m w.-" » '
formece X e §
2°) (B; x) e (C Sunt]ni_’genm co de g
v] nos fornecem deveremos provar que
#] -
go-, @ L BC por TP ~ly'P = &
SE O tem a propriedade C: x2 —y2 = d?2e @ 1 BC,
ENTAO P (genérico de @) também tem C: (x')2 — (y')? = d?2.
DEMONSTRACAO: R sy
Pelo teorema de Pitagoras:
Note Que m2 = Xz = (OH)Z = {X'P — (PH}Z
m n d’
ogo Hoambern N2 = y2 = (OH)2 = (y')2 = (PH)? (subtraindo)
A mi-n? = x2-y2 = (x')2- (y')?

propriedade (

]- x)2 =y = d?

por H = x2 —y? = d?2
queéaT.

172 EXERCICIO:

Dados B, T e d. desenhe o LG dos pontos cujas distancias x e y aos pontos
B e C — nessa ordem — tém diferenca dos quadrados d?.

—

mé®
0O®




173

174

EG

Se precisar, re
veja a P non®
073; faz parte da
™ do DG

175

176

Dauignemos por Pot. [P; (C; m)] a poténcia de um ponto P relativa a uma ©
(C; m).

Quando, e somente quando, um ponto P tem a mesma poténcia relativa
a duas os, dizemos que P é eqliipotente com relagéo a elas.

Ous_lu,nioLdepmm.quountumuhclotduu os (B; b)
e (C: c)?

Consideremos (EG) um ponto genérico P, que seja eqliipotente (por hi-
pétese), e pesquisemos qual é esse LG:

DESENHO 1
s
al b H“:H
N s
Y S
= Y s
0 U
- y-———— ~
@
Pot. [P; (B; b)] = (x + b) - (x — b) = x2 — b2
Pot. [P; (C;c)[ =(y +¢c) - ly—c) = y2—¢2?

Por hipdtese, essas poténcias sdo iguais, logo:

x2—b? = y?—c2 = th”_-‘_-f_y""w- b? -~ ¢? = const. (*)

(b; ¢ sdo dados)

Logo o LG é o L8, pois x? — y? = const.

EIXO RADICAL é o LG dos pontos eqilipotentes com relagio a
duas circunferéncias.

-

EXERCICIO (no desenho 1):
DADAS (B; b) e (C; c).
OBTER seu eixo radical ER.



177

178

ROTEIROQ:
19) Chamando (b? — c?) de d?, poderemos obter d como segue:
I. Marca-se OR = c.

Il. (R; b) = S e, portanto, d.
2°) Toma-se U CONVENIENTE em 5§, determinando x e y.

3°) Osarcos (B; x) e (C; y) determinam P e P’; a reta PP’ é o eixo radical.

T
| Como o eixo radical é uma reta, para obté-lo poderemos: 1
ou obter DOIS PONTOS (P e P')

ou obter UM PONTO (P) e a DIRECAO (1 BC).

Entdo:

a. SE duas os séo secantes em P e P’:
P e F’, tendo poténcia zero (n¢ 074), Posaue:
* & o eixo radical. 1. E tem potén

cia zefo &

b. SE duas os sdo tangentes (interna ou externamente) no ponto E: 7 2 tangente ¢
a tangente comum é o eixo radical. L BC

EXERCICIO:
DADAS (B; b) e (C; c),
OBTER seu eixo radical ER.




179

Leia e releia por-
que é mais facil
compreender
sem um dese
nho

180

181

Se, e somente se, os centros de trés os (B; b), (C; c) e (A; a) forem vérti-
ces de um ABCA, isto é, B, C e A néo forem colineares, entdo os trés
ERs terdo um Gnico ponto comum, denominado CENTRO RADICAL das “#@ © "ol=a.
trés os.

De fato,oERda1*eda 2’ eoERda 2? eda 3?, ndo sendo paralelos,

tém um dnico ponto comum, que é eqlipotente com relacédo as trés
e, portanto, estd no ER da 1% e da 3°?;

é esse ponto o CENTRO RADICAL das trés.

Essa propriedade nos fornece um 29 processo para obter 0 ER de duas ¢ cinor 0o que
©s externas e internas. odon® 176

EXERCICIO:
Obter o ER de duas ©s externas ou internas, dadas: (B; b) e (C; c).

182

ROTEIRO:

1°) Trace uma o auxiliar (A; a) de centro A e raio a arbitrarios (mas con-
venientes) e secante as duas dadas.

2?) Trace as secantes comuns (ER) das dadas com a auxiliar; elas se
encontrardo em R (centro radical das trés).
3°) Trace por R o ER procurado, que é perpendicular a reta BC.

O ER de duas 0s ndo secantes ou ndo tangentes ndo pode encontra-las,
pois um ponto [?] comum teria poténcia zero.

n



183 Essas propriedades possibilitam a resolucdo de um problema classico mui-
to importante e dificil:

184
COMO DESENHAR O EG:
1°) Desenha-se uma das respostas (de centro X). .
2°) Colocam-se os pontos dados P e P'. vém comecer

por uma das res

3°) Desenha-se a @ dada tangente a procurada num ‘‘certo’’ ponto E. postas

EG

ERIC; X]

e
ERIA;C)

RACIOCINIO:

a. Eqlidista de P e P =={L4 == na mediatriz de PP’.
b. Esta na reta CE (basta copié-la...).
Como copiar CE, sem ter E?

Vamos, entéio, procurar E. Como?
A reta tangente comum é o ER [C; X] — ER das ©s de centros C e
X; isso nos sugere o seguinte:

4°) Uma o auxiliar contendo P e P e secante 4 dada em M e N. Assim

1% X[?2]

y 0] ro do LS
poderemos obter R, centro radical das trés! SR R

5°) Obtido R, poderemos depois obter E: -

a. Estd na © dada.

E[?
7] b. Vé CR sob 90° == Lba.



A XX' (distdncia entre os dois centros) = ....7"... mm,

Devem-se tracar todas as respostas (no caso sdo s6 duas). _I

ROTEIRO:

1?) Com centro A arbitrario (na mediatriz de PP’) traca-se (A; AP = AP’)
obtendo M e N na o dada.

2°) MN encontra PP’ em R (centro radical).
3°) A o de diametro CR (L5a) determina E e E’ (’clandestino’’) na @ dada.
4°) FFEE't!otomnina X e CE’ determina X’ (“‘clandestina’’) na mediatriz de

73



185 Quando ambos os pontos P e P’ so internos a o dada, o roteiro é exata-
mente 0 mesmo, mas convém ‘‘desenhar para crer''...

186 EXERCICIO:
PP'C com P e P’ internos.

*

—

ROTEIRO:

Resumindo:

1?) Uma o arbitréria passando por P e P’ obtém M e N.
2°) R = PP’ N MN.

3?) A o de didmetro CR obtém E e E' na © dada.

4°) CE obtém X e CE’ obtém X' (na mediatriz de PP’).



IV OUTROS LGs

- ]
Duas ©s chamam-se ortogonais se, e somente se, seus raios — nos f
pontos de tangéncia — sédo perpendiculares um ao outro. l

187 Seja (P; x) uma o genérica que é ortogonal a (B; b) e a (C; c). Como essa
@, hé tantas outras quantas quisermos.

188 Qual serd o LG dos centros dessas ©s?
19) SE (P; x) é ortogonal & (B; b) e & (C; c), ENTAO seus quatro raios
PE sdo tangentes a essas duas os.

2°) As poténcias de P com relagéo a (B; b) e a (C; c) sdo, pois, iguais entre
si (a poténcia é x2).

3°) Concluindo:

P 6 EQUIPOTENTE « P é CENTRO de ©
ORTOGONAL as duas.

O LG dos centros das ©s ortogonais as duas ©s dadas é o ER das
duas os dadas.

Se precisar: n®
D74

75



189 EXERCICIO:
Desenhe a @ (P; x) ortogonal & (B; b) e a (C; c), sabendo que Pestdem §.

ROTEIRO:

1°) O ER das os dadas encontra § em P.
2°) A o de didmetro PB determina x.

190 EXERCICIO:
Tracar (P; 23 mm) ortogonal as ©s dadas.

EG

Héa duas respostas. a PP = .36




Convém rever o
exercicio n?

122

191

192

ROTEIRO:

1?) Acha-se PB (s0 a distancia) construindo um A\ retangulo de catetos
be 23 mm.

2°) Acha-se PC construindo outro A retdngulo de catetos ¢ e 23 mm.

a. Dista PB de B.

°) P
3% Fifl b. Dista PC de C.

NOTA:

Sendo P e P’ as duas respostas do exercicio anterior, temos que PP &
o ER das os dadas.

EXERCICIO:
Tendo o centro X em §, construa a © ortogonal as duas os dadas.

—

Confira
vocé mesmo.

@em
@

77




193 (Q; q) é uma das ©s que determinam didmetros (DD’ e FF') nas os dadas.

194 Qual é o LG dos pontos que tdm essa propriedade (C')?
1?) Nos As retdngulos assinalados, temos:
y2 = q2 - ¢2
x2 = q2 — b?
2°?) Subtraindo membro a membro, temos:
y2—=x2 = b2-¢2 = const. (**)

3?) Como b > c,(**) nos mostra que: No desenho aci

N 1 " , @ 0 )2 traga
y (dist. ao centro da menor) > x (idem da maior) :: :m’furc.c
video (*)don® 49) Se tivesse dado x2 — y2 = const. (x > y), o LG seria o ER. Como :j’;f°p‘;?;“?n3‘:

L deu (**), entdio o LG é o simétrico do ER, relativo ao pt.m. de BC. s o tn

195 Como se constréi esse LG?

Héa vérias modos, um dos quais é o seguinte: st

1?) Acha-se o ER. y > x, temos

y |distancia ao (o]
2°) Transporta-se C'C = u para BB’ = u é hipotenusa e

x (distAncia ao B)
3?) Traca-se por B’ a reta L BC. é cateto

78



196 EXERCICIO:

Construir uma © que determina didmetros nas trés os dadas: (B; b),
(C: c) e (E: e).

Confira
vOCcé mesmo.

&

I_ Convém conferir se a resposta determina mesmo didmetros nas trés. |

ROTEIRO:
1°) Ache o LG relativo a (B; b) e a (C; c): n° 195. ?OLS;&F’R’"’_'"“*"'
2°) Ache o LG relativo & (C; c) e a (E; e).

3°) Esses dois LGs determinam X, centro da © procurada e cujo raio (x) se

obtém — por exemplo — ligando X com B e tracando BD L BX;
XD = x é o raio.



197

198

199

200

Quantos LGs!...
Certo. Cabe aqui uma revisdo:

L6 | MDA | ReELAGAO | AOQUEW?

L1 1 DISTANCIA CONSTANTE 1 PONTO
L2 | 1DISTANCIA = CONSTANTE |  1RETA
L3 | 2DISTANCIAS | IGUAIS (razéio 1:1) | 2 PONTOS |
L4  2DISTANCIAS = IGUAIS (razio 1:1) | 2 RETAS |
L6 | 1ABERTURA = CONSTANTE | 1 SEGMENTO

! . {ver sob éngulo)

8

2 ABERTURAS = IGUAIS (razfio 1:1) | 2 SEGMENTOS

L6 | N\ | (edjmcentes) |
2 DISTANCIAS RAZAO CONST. 2 PONTOS
(ordenada) ,
L7 2 DISTANCIAS RAZAO CONST. 2 RETAS
(ordenada)
2 DISTANCIAS DIFERENCA DOS 2 PONTOS
L8 | QUADRADOS CONST.
_ ! (ordenada) |
2 POTENCIAS IGUAIS (razéio 1:1) 2 CIRCUNFS.

*’Hé mais LGs sob o céu e a terra do_ que pensa sua va filosofia...”"

Analisando esse quadro percebe-se que ha uma ordenacéo légica,
mas hé lacunas...

Quais lacunas?

Por exemplo, qual seré o LG dos pontos cujas distancias a dois pontos
fixos variam, mas a soma de seus quadrados permanece constante?

Vamos ‘‘bancar’’ um pesquisador, pesquisando:

L9

Para cada ponto (0; T; Z; 3; ...) da semicircunf, obtemos quatro pontos,
0;0';0; 0', simétricos com relagdo a reta gﬁ e com relagdo & media-
triz de BC. Esse fato nos sugere que ¢ é uma linha simétrica com relacéo
ao ponto médio (M) de BC, isto é, uma circunferéncia de centro M.

p!.jg ando
Shakespeare



ou um dos catetos
ou distdncia a um dos pontos

y lé-se [idem

Como se trata de x? + y?, néo hé orde-
nacgdo, isto é, tanto faz x* + y? como
v? + x2,

'DADOS: B; T: s
OBTER: ¢

2017 Como construir esse LG?

Se ele for mesmo uma o de centro M, bastaré obter um dos seus pontos

(como, por exemplo, D) e traca-la.

202 Como ter certeza de que é mesmo uma ©?
Somente recorrendo & Geometria, e é o que faremos a seguir:

H [x* + y? = 8? = const.

T Im = const.

—4

81
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204

205

Para provar que m é constante, deveremos calcular m:

No ABHO = x? = h?+ (u+e)? = x? = h?+ u?+ 2ue + ¢2

No ACHO = y? = h?+ (u—e)? = y? = h?+ u’- 2ue + e?
Somando = x2 4+ y? = 2h? + 2u? + 2e?

Ajeitando: x?+y? = 2h? + 2e2 + 2u? (*)
Mas queremos m, que esta no AMHO:
h2+e?=m2 = 2h?+2e2 =2m’ ={"l= x% + y? = 2h? + 2m? + 2u* (**)
PorH = x*+y? =8 ={**|s 82 = 2m? + 2u® =

oo

- CONCLUSAO:

Sendo dados s; B; C, comou = %g , segue-se que m é constante, c.q.d.

Esse LG existe para quaisquer dados?

N&o, como o raio m — sendo raio — ndo pode ser negativo, os dados
deverdo ser fornecidos satisfazendo s 2 u, 2.

EXERCICIO:

Construa o LG dos pontos cujas distancias aos pontos B e C sédo catetos
de tridngulos retdngulos de hipotenusa dada s.




206 EXERCICIO:
Construir um AABC, dados B e T e sabendo que A estd em T e que

b2+ ¢c? = 82,
EG ' s
(Ajuda mas néo resolve.)

Al?)
r
c b .
@
-] c r
M
B® ce
Al [ Estaem T.
b. Esta no LS. H4 2 respostas e os alvos estdo nas retas BA e BA'.

207 10
Inicialmente construamos duas figuras:

1°) Aretas / ¥ a distancia m encontra ¥ no ponto R.
2°) A o (V; VR) determina S, Te U.

Perimetro & a

1¢ figura: @ é a periferia do retdngulo RSTU, medida da  pe-
b - - rifena

<
x; x': DISTANCIAS 4 T.

|

| i

| 4 |
;y': DISTANCIAS & ¥

® cY @




208 Qual é a 2? figura?

2? figura: ¢ é o conjunto de oito semi-retas,

prolongamentos dos lados

209 Qual a propriedade dos pontos de ¢?
Sendo P genérico e

X + m = const.
como PA = PA’ ]- e

210 Qual a propriedade dos pontos de ¢'?
Sendo Q genérico e] 2

l} - m = const.
como QC = QC Keaiane

211 Por que médulo da diferenga?

Porque na semi-reta 1 temos x’ < y’'= QD; jd na semi-reta 3 , por exem-
plo, temos x’ (distdncia & ¥) > y' (distancia & §).

212 EXERCICIO:
Obtenha os pontos Z e 2° de Z cujas distdncias 4 T e 2 § somam m.

213 Para terminar, daremos dois exercicios para vocé pesquisar sozinho os
LGs.

Da GP:

a. Se, e somentese, AP L T, entdo P é
a projeco ortogonal de P em T.

b. S e A sdo simétricos entre si, com re-
laglio & reta T.
A

r = mediatriz de AS.




214 EXERCICIO:
Construa o LG das projegSes ortogonais de A nas retas que passam por M.

#

L X 4
@»

Substitua a propriedade pedida por
outra, de um LG conhecido:

215 EXERCICIO:
Desenhe o LG dos simétricos de A com relagéo as retas que contém N.

N A
. ®
Idem:
- SE é simétrico, etc.,

B CY T — ®

------------------------------------------




i

Planeje antes,
execute depois.




CAPITULO

POLIGONOS REGULARES

1 PRELIMINARES

216 Em DG pode-se usar o bom senso?
Por que néo? Seria falta de bom senso ndo usé-lo... Por exemplo:

-

A roda rola — sem escorregar — sobre a reta @ . _

Apés uma volta completa (de 360°), o ponto A (ligado & roda) atinge L
B (ligado & reta).

Durante o percurso, C ‘‘esmaga’’ D.

a. O segmento AB e a circunferéncia da roda tém o mesmo comprimento.,
b. O segmento AD e o arco AC também tém o mesmo comprimento.

87




217 Mais bom senso?

Sim. Uma lamina de aco flexivel EF, fixa em E, poderéa ser curvada sobre
as duas circunferéncias de modo a encostar-se nelas em toda a sua ex-
tensdo. Examine bem os quatro desenhos:

DESENHO 1 DESENHO 2 6

DESENHO 3 DESENHO 4

218 Um arco tem 3 elementos inerentes, de medidas a (raio), @ (Angulo cen- nerentes porue
tral) @ m (comprimento). 0 Saiiar . quee

queér um, o arco
nao pode existir

219 DESENHO 1:

EF’ e EF'’, apesar de terem o mesmo (m), como a # B,ndo sdo con- Figuras  con

gruanten. g.;ut-.r\.tr:-.. 580
sempre superpo

DESENHO 2: . niveis

EF’ e EG'tdém mesmo (@), mas e # fem # (m + n), logo ndo séo con-
gruentes.

DESENHO 3:

EF' e EG’ tdm mesmo (a), mas a # b e (m + n) # m, logo néo séo con-
gruentes.
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221

222

223

DESENHO 4:
E' ' E" "ml.: - - T e el

a. mesmo (a) e mesmo (a) = mesmo (m),

b. mesmo (a) e mesmo (m) == mesmo (a)

c. mesmo (a) e mesmo (m) == Ial._

DESENHO 2:

De fato EF’ = EF’* e, como tém o mesmo (a) @ o mesmo (m), poderemos
concluir que ¥ EBF"’ = a,

MEDIDA ANGULAR de um arcode © 6 a
medida do seu angulo central.
Dois arcos (como EF’ e EG’ do desenho 3) podem ter a mesma medida
angular (a) e ndo serem congruentes, porque tém raios (a e b) diferentes.

RADIANO (RAD):

Um arco (de quaiquer raio) — bem como o seu éngulo central — mede
1 rad se, e apenas se, seu comprimento é igual ao seu raio.
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Trissecar: dividir
em 3 partes
iguais

Quadratura:
construir um
quadrado de
mesma area que
a figura dada.

225

226

Livro 1 in® 180):

Em qualquer
operagdo grafica
hé& um erro grafi
co inevitavel

Numa constru
cBo, esses ernos
se acumulam

227

228

229

PROCESSOS APROXIMADOS

Hé problemas que néo podem ser resolvidos utilizando apenas a
régua e 0 compasso?

N&o. O que hé sdo problemas que ndo tém processo teoricamente exato
de resolugdo, como os cldssicos:

TRISSECAR UM ANGULO GENERICO,
DESENHAR A QUADRATURA DE UM CIRCULO, etc.

Trissector: ins
trumento para
trissecar angu
los

Tnssectnz: curva
utilizada para
nssecar Angulos

Que remédio

Como proceder nesses casos?
Utilizamos PROCESSOS APROXIMADOS.

Quando podemos usé-los?
TEORICAMENTE:

““Mero”’
tedrico

I':(j()f

Somente quando o ERRO TEORICO (e,) ?
E MENOR DO QUE O ERRO GRAFICO (eg).

Como vou saber se e, < e;?

0 e, — que depende do nimero de operagdes — é tolerdvel em 0,5 mm
para desenhos comuns. O e, ndo pode ser calculado...

O e, deve ser calculado em cada caso e mostraremos como.

Havendo mais do que um processo aproximado, como escolher o
melhor?

Usando o bom senso:

Desde que o e,
“'jé sumiu’’,
tanto faz “‘su-
mir mais' co
mo ' sumir
menos”’,

i I;udo- que e, < e, deveremos - ‘
DIMINUIR O MAIOR que é o e,...

... escolhendo aquele com menor nimero de operagles gréficas.

RETIFICAGAO DE CIRCUNFERENCIAS

Sempre o procu
rado AB’' tem

Trata-se de obter um segmento AB’ de comprimento igual ao da © dada. .,

PROCESSO DE ARQUIMEDES:
Toma-se 3 vezes o didmetro (d)
mais 1/7 do didmetro.

e




Em Geometria:
= coincidente
ligual)

~ semelhante
= congruente
e

E “'mera conci
déncia’” B’ coin
cidir com B

Isso é uma ‘‘receita’’, porque os processos aproximados néo séo con-
cluidos e sim “‘achados’’ — s@o meras coincidéncias.

Abaixo mostramos uma boa maneira para obter AB (obtido) = AB’
(tedrico):

aproximadamen- A—
te igual.
d
_ . 7 P
d d
230 CALCULO DO ERRO TEORICO ey
m Compu r o = - " 22 L7
DS St AW i = SRESE B & 34108 10 3,142867....
U TN ABause = 3d + +-d = 22 d = 314204 2
do 60
4050
.‘-AB'W"ABM- e, = - 0,0013d

231

a. Poderiamos ter feito e, = AB — AB’ (tanto faz...); do jeito como fi-
zemos, o sinal (—) significa erro por EXCESSO.

b. Para exemplificar, se d = 10 cm = 100 mm, teremos e, ~ —0,13 mm,
MENOR do que o inevitdvel ERRO GRAFICO.

Que
nho

‘excessi-

EXERCICIO:
Retificar a circunferéncia (O; r).

Use a sua calculadora para achar o valor teérico AB’ e compare com o
que vocé obteve.

91



232 Se houver erro, vocé o atribui ao processo ou ao erro gréfico?

am Q“ . FORGEr e
R: sessannan WEEsAESsAsRERREsEERRARER NS . J . e
6 Sod BT 80k

233 RFEFFIr T Trrascisa
- - DESRETIFICAGAO DE CIRCUNFERENCIAS “ desretficar -
et AR E

Tmﬁ-“o“ﬂm(ﬂ'lﬁmm“.*m”. O procurado d')
RESOLUCAO: 2l o
O problema inverso pode — e deve — ser concluido:

Se AB = 22 4 —{Arquimedesi— d = —- AB.

Uma boa maneira para se obter d(dyesico) = (diesrice) @ Mostrada abaixo:

0a aJud

P ——

dm-%..&a. \

Logo: e, = d' —~d = (0,31831 - 0,31818) . AB.
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Nossa homena
gem ao sabio Ar
guimedes de Si
racusa. Supde
S Que nasceu
em 287 a.C. ¢
foi morto aos 75
anos por um sol
dado
que néo o reco
nheceu, pois ha
via uma ordem
expressa do ge
neral Marcelo
para capturd-lo
vivDo

romand

Aplicando o pro
cesso de Argu
medes, ndo é ne-
cessario 4* pro-
porcienal

235

236

237

® Dados
Obudos na
ordenacao
dos nu

meros

Por que o processo de Arquimedes é o melhor?

Héa processos com erro tedrico menor do que o de Arquimedes, mas tém
maior nimero de operagdes graficas e isso resulta num

Cuipa do err¢

grafico

ERRO FINAL MAIOR.

Além disso, o de Arquimedes:

éo t‘mic_o_cit_u resolve os prol_:lunil_
direto (retificar) e inverso (desretificar)
sem o emprego de uma 4* proporcional.

e & facil de de
corar

ROTEIRQ (dado AB, abter d por 4° propore.):

1°) Com m arbitrério, retifica-se (por qualquer processo)umaode®m,  domen
obtendo RS.

2°) Como: 2B .
m

AB

Tk obtém-se d por 4* proporcional.

E necessério saber outros processos?

E nossa opinidio que — sendo meras curiosidades geométricas — néo é
obrigatério sabé-los de cor.

Estou curioso...

Mostraremos — resumidos — dois dos mais divulgados e indicaremos
como calcular o erro teérico (e,) em cada um.

PROCESSO DE KOCHANSKY:

L ! 3 r b ¢ '
e T L g b |
c B D
tangente
(3) 4 (5)
{a A
|
i
|
A AD é a semio
, ificeds
|




tan: abreviatura

de tangente

Se fizéssemos
entdo
achariamos:

AD = 3,14156333

238

239

oP

Como calcular o e, (para quem se interessar):

—

1°) BC = r. tan 30° e tan 30° = %

2°) BD = 3r-r. tan 30°.
3°) No AABD =={PITAGORAS}= (AD)2 = (21)2 + (BD)2.
4°) Com essas expressbes, vocé obteré:

ADnias = H,— (40 -8 3). r = 3,1415333 - r.

ADlosico = 3,1416926 . r.
Logo: e, = AD’ — AD = 0,0000893 . r = 0,00006 . r (por falta...).

Para comparar com o de Arquimedes, coloquemos e, em fungéo de
d=2r

e, = 0,00003 .d (por falta).

E um erro teérico bem menor...

Mas dé um erro gréfico maior... e, para desretificar, exige 4* proporcional.

Se nos preocuparmos apenas com o erro tedérico, hd um ‘‘recordista’’
mundial:

Esta no Guiness
book

PROCESSO DE SPECHT:

AP = d + =11d

AT =d +

X
3
2 -
5 1,3d

No AOAP =» OP = AP’ = j(%)’ +(1,1d2 = 9 5,84

— — == . p———— e




Parad = 100mm,
1emos um @rmmo
tedrico de

0,00008 mm

240

Estamos supon
do que voce ja
estudou Trigo
nometria

ROTEIRO (em homenagem ao trabalho de Specht):

1°) Tragada a tangente At 1. AC, marcam-se AC’' = de C'R = r.

2°) Divide-se C'R em 5 partes congruentes, tomando-se apenas o primei-
ro (P) e o terceiro (T) pontos de divisdo.

3°) O primeiro (P) usa-se em 1° lugar, para marcar AP’ = OP; depois
usa-se o 3°, para tracar PPB # OT. AB é a RESPOSTA obtida.

COMO CALCULAR e, = AB’ o4icc ~ ABpuico:
1?) Calculam-se AP, AT e depois AP’ (no quadro).

2°) AABP' ~ AATO = :g, - 25 - B m L3
Téo3” —%JG.B" -g—

3°) Logo: AB = 1,3 /5,84 = 3,1415918 d.

4°) ABlico = nd = 3,1416926 d.

5°) Entdo: 8 = - 0.0@ 0008d (por excesso...).

i

P -

DADO um arco de o EF,
OBTER um segmento de mesmo comprimento m.
Este é um dos poucos processos aproximados que pode ser concluido:

Como num EG, comegamos
este desenho
pela resposta
EG = m.

e ny
-

RESOLUCAO:

A questdo é pesquisar g_ynl [?] o valor de CX = x - r para que ligando
X com F se obtenha em Et L EC o segmento EG de comprimento m igual
ao do arco EF dado.

Para quem qui
ser decorar

Sumiu ‘‘mais
do que Os ou-

ros

L

2nr: 2w rad
m: a
logo

m=rTr a l

Sendo a« meadido
em radianos
(rad)
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CALCULO DE x:

= L." -
AGEX ~ AFDX B —blf!- ()

Mas:

m = r a (vide “orelha’’)

= d.“ﬂ ra = r"—!w
EX=2r+xr ho] b =i ot Xt T TRt

DX =r.cosa +r + Xxr

Dessa ultima expressio — ‘‘cortando’’ r — temos:

~
,4: calculado -

a + | - [
X = \ fa, se quiser con
séha—a N ferir /
~— _
—
A
.Y

Nessa expressdio, a 6 medido em RADIANOS.

CONCLUSOES:
a. O ndmero x ndo depende de r (que foi “'cortado’’).
b. O valor de x DEPENDE de «. Exemplos:

| | BAIRELINE™

| x
a (N -

| CALCULADO APROXIMADO
10° = 0175rad =099 o
50° = 0,873 rad = 0,924 i P T ¥
80° = 1,396 rad =~ 0,804 | 0,80 = % (.
90° = 1,571 rad = 0,752 _ ﬂ_; e

+ 4 0'75 B
95° = 1,668rad = 0,723 4

c. A mesma variaglio X;X; (desenhos 1 e 2) influi mais em o quase reto
(= 90°) do que em a menor.

DESENHO 1 DESENHO 2
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Paraaaté = 50°,

Entéo... como devo proceder?
Como CX deve ser obtido graficamente e CONVEM usar sempre o mes-

Afinal, em DG

até CX = r daria 3
ume, < e,.. mo valor, sugerimos CX = =-r = 0,76 : terﬂ:i que de-
sanhar
ot 3o o->lnoulo<t-oo':-cx--}'--
243 EXERCICIO:
Retificar o arco EF dado abaixo.
© mp "
o® E
7 comprimento do arco = ...2%5 . mm
244 2 hiviche 1 A Eegazsﬁfofﬂgx
P, (= .0.) < m < (= 100.' parlaxm‘wesa
; tisfaténo
Por exem A
1 processo: ROTEIRO (escolha vocé o processo): cxiNF s
M no pt.m. do ar- 0,629
co dado. 1°) PROCESSO:
Retifique a metade do arco e dobre a resposta assim obtida.
2°) PROCESSO:
2° processo:

Tome M préximo ao pt.m. do arco e retifique — com o mesmo X — os
dois arcos MF.

préaximo  ao
pt.m. do arco

97



245 Saahasre gl O L JORNS Somente arcos
podem ser maio
‘I 1”-' ‘ m < 3‘0' ok 2ty - P res do que 360°;
TWEREAR -~ CERTERNRTEN angulos néo po
dem ser maiores
ROTEIRO (basta um processo): do que 360°
1?) Retifica-se a circunferéncia completa. " "
eplementar é o
2?) Retifica-se o arco replementar, que falta para
360°
3?) Subtrai-se (graficamente). 60° | corda
rawo
246 : U N

DESRETIFICAR ARCOS Ehiun s

ST T e b

247 PROBLEMA:

DADOS m (comprimento do arco) e r (raio),
OBTER « (&ngulo central).

248 EXERCICIO:

WMMb“1m. 1rad | arco =

EGT '

Com r arbitrério:

= raio

Definicdo de radiano Mega o angulo de 1 rad;
no item n?® 223. deverd medir = 57°18' (< 60°).




249 EXERCICIO:
mm-ma-ﬁ-m. sendo (p; q) ambos nimeros ou ambos
segmentos dados. Para exemplificar: o« = -g-nd

o>
o

CX = 3 r EG = r Meca a com o transferidor (para seu uso).

250 EXERCICIO:
Construa um angulo aOx de -g- rad.




251 EXERCICIO:

w-mm—umwm
abendo que as polias giram no sentido horério?

Sugestéo:
adote a escala

1:10 = 1 mm: 10 mm




m
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SO LADOS

POLIGONOS REGULARES

O que & um poligono regular?

E somente aquele que tem todos os lados e todos os angulos (internos)
respectivamente CONGRUENTES entre si.

Né&o bastaria que apenas os lados ou apenas os &ngulos o fossem?
N&o. Veja os desenhos abaixo:

253

254

Sejan > 1on
de divisdes

2
Didmetro

3
Equilatero

A
n S

Quadrado
5
Pﬁf\lag(_]ll-{_)

n=2©6
Hexdgono

-

n=y
Heptagono

s0 ANGULOS

Como se desenha um poligono regular?
Esse é 0 nosso presente assunto.

Para exemplificar, iniciaremos dividindo uma circunferéncia em 8 partes

congruentes entre si. Isso se faz:

1°2) Tragando dois didmetros perpendiculares entre si, dividindo a @ em 4.
2°) As bissetrizes de 2 dngulos retos (adjacentes) dividem a @ em 8.

E dada uma ©, }4 dividida em 8 partes (arcos) congruentes entre si.

——

Ponto de partida (qualquer um deles)

e

3

LADOS E ANGULOS
: _ ey

n

n

n

8
Uctdgono

9
Enedgono
10
Dec a(:ir_ﬂl";'

Undecagon

101
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256

257

10 ndo é divis

vel por 4

Parece

258

ser, mas

ndo é um poligo
o estrelado

102

259

260

261

A partir de um ponto qualquer (por exemplo hcno.mtidohorhb,vm

ligar os pontos consecutivamente e de p em p ARCOS. Por e . 4
;rcoporvoz (1 com 2; 2 com 3;...), 2 arcos por vez (1 com 3; 3 com

, 5 com 7;...) até p < n arcos por ligagio. Poderemos obter:
1 ’_-_‘ -__mom_—m__:_ cm vu,o 4 4 |

Parap # 1, se — @ somente se — percorrermos todos os pontos antes
de retornar ao ponto de partida, obteremos um

Isso acontecerd somente quando p e n forem primos entre si, como
n=8Bep = 3, ouquando n néo for divisivel por p.

Se retornarmos ao ponto de partida sem percorrer todos os pontos, ob-
teremos um POLIGONO REGULAR CONVEXO com n/p lados.

E 0 que acontece quando n = 8 e p = 2; obteremos um quadrado. Li-
gando da mesma maneira 08 outros pontos, obteremos outro quadrado.
A unifio desses poligonos regulares convexos chama-se ESTRELA.

E se, paran = 8, eu ligar de 5 em 5 arcos?

Como 5 + 3 = 8, ligar de 5 em 5 no sentido HORARIO é 0 mesmo que
de 3 em 3 no ANTI-HORARIO...

Todos os poligonos regulares anteriores
sfo inscritos na circunferéncia.

Como devo fazer para obter os circunscritos?

Seja o inscrito um convexo, um estrelado ou uma estrela, se vocé tragar
pelos seus vértices retas tangentes & @, obterd um poligono do mesmo
tipo, mas circunscrito.

. 2.3
designam pon
tos

Poligono regular
subentende-se
que é 0 convexo

Estrela de Dawvi
n 6

9
.

p

Pala n 9 [ -
P 3 também
obtemos uma
estrela (3 s

equilateros)

Poderia coanti
nuar? E lindo



IV DIVISAO DE @s EM n PARTES CONGRUENTES

262 Designando o lado de um poligono regular inscrito numa @ (O; r) por £,
fonde n é o n? de lados) e por a, 0 &ngulo central cuja corda é £,, temos

q...--‘:-
263 ame
Dividir (O; r) em 6 partes congruentes.
EG

...................... - @g = ......... = AH = lg é um dos lados

T RS G .e F@Qular inscrito em (O; r).
Como 8 x 80° = 360°, caso o 8° ponto nlo coincida com A, de quem
é a culpa?
264 .-' ™

Dividir uma © em 3 partes congruentes.

RESOLUCAO (veja EG no n® 263):
ou marca-se o raio 6 vezes e unem-se pontos alternados

'~ ou marca-se o raio s6 duas vezes (obtendo H e T) e acha-se T’ (3°
vértice de um A equilétero); desta maneira distribui-se (*“irmanamen- "7
te’’) o erro gréfico.

103



265 492

Dividir (O; r) em 12 partes congruentes.

R
EG i
A h o A

s

ROTEIRO:

1°) AT

2°) RS L AT

3°) (Ain—=HeT
4°) (R;r), (T'; r) e (5; r) completam a diviséo

266 TRISSECCAO DE UM ANGULO RETO:

Seja — por exemplo — o @ngulo reto ROT’; os arcos (R; r) e (T'; r) o tris-
seccionam.

267 g :‘m; CONVEM rever segmento &ureo (n® 071).
Dividir (A; a) em 10 partes congruentes.

EGT
Vocé faré parte do ‘‘trabalho’’:




RACIOCINIO (O QUE SE SABE? € O QUE SE QUER?):
12) Queremos [y, logo fagcamos (no EGT): BP = .

Lembra se da 2°) BP = fi, =={n® 262}== BAP mede ....... (escreva no EGT).
P47 (Teorema

(1:5 bissetrizes 3%} O /BAP é isésceles, IOQO:

n® 030.) ABP e APB medem ambos ....... (escreva).

4°) Como 72° é o dobro de 36° (que sorte...), isso nos dé a idéia (1)
de considerar a bissetriz PX de APB.

5°) Os /s BPX e BPA séo isésceles (tém 2 angulos de 72°), logo:
AX = XP = PB = ...... .

! x f ------- a L
o) pa = f2w B o b2 o o ot o

268 CONCLUSAO:

No n? 071 temos (*) x2 = a. {(a — x)

L.
Acabamos de concluir (*+) B, = a . (a — {,) S

Entdo (I):  f,9 6 0 SEGMENTO AUREO do raio a.

269 ROTEIRO (supérfluo): ‘ .
1°) Trace AD L BC. g
2°) Ache o pt.m. M do raio AC. @!

3?) Trace o arco (M; MD), obtendo X e AX = (.

4°) Trace (B; f,o), obtendo P e prossiga até retornar ao ponto B. Se hou-
ver uma diferenca, serd erro gréfico.

270 Por que esse roteiro é supérfluo?

Porque é exatamente a mesma construgéo do segmento dureo... Como
convém decoré-la, repetiremos essa construgdo abaixo, na forma de um
EGT:

EGT
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271 n=®

Dividir (A; a) em 5 partes congruentes.

RACIOCINIO (8 1?] —8&—Q [?}):
O QUE SE SABE?

Numa o (A; a), uma CORDA = fs determina um angulo central .~ .
as = 72°, Entdo, um A isésceles de lados a e base /5 tem o angulo Sf::‘; :}:_'fu'““\
oposto & base com 72°, e

No EGT (do f,,) j& temos um dngulo BPA com 72°... Isso nos dé a idéia
de marcar PQ = a para conseguir o tal /\ isésceles!

EntBo: AQ = ....... (escreva no EGT).
Por outro lade {a cutra ponta do “fio’’):

O QUE SE QUER?
Obter — graficamente — o fy;, mas como?

Uma das poucas coisas q&u pode fazer com um ponto 8 e uma o (A; a)
é considerar a tangente QE...

Quanto valerd QE = Z7 Vejamos:

~ 073, PB = (QE)! = QP - QB = 2? = a - (a — f;,)

Veis (**) no n® 267 (fim) = Clo = 8 - (a~ o) | — NN
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272 CONCLUSAO: £ b

f5 é hipotenusa quando os catetos sfio [,y @ a. l

273 ROTEIRO (supérfiuo):

1°) AD . BC.
2%) M = pt.m. de AT.

3°) (M; MD) obtém X. O AAXD, de catetos AX = lioe AD = a = [,
tem hipotenusa DX = f;.

274 Devido & sua importéncia, convém decorar o desenho abaixo:
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275 EXERCICIO:
Em (A; a) inscreva um decégono estrelado.

Em (B; b) inscreva — com vértices comuns — 2 pentagonos regulares: um
convexo e um estrelado.

Sé6 hd um decédgono estrelado.
Ligando de 4 em 4 arcos, terlamos
dois pentédgonos estrelados.

276 EXERCICIO:
Na mesma ©, inscreva um decégono e um pentdgono regulares (com vér-

tices comuns).

—

Note que f5 < 2/,




Em Geometria
pentagrama (ao
lado) é o simbo
lo dos pitagon
cos

Em Musica. pen
tagrama & uma
pauta de 5 h
nhas

PENTAGRAMA:

No séc. V a.C., os pitagéricos, baseados na semelhanca dos /.s isés-
celes ABX e DAB, concluiram:

AABX = & = d.-g,
ADAB = ds

Logo = f§ = dg (ds — (5) P
AUREO = x? = ala-x) | — ® =%

isto 6, AX ¢ dureo de AC

277 a8

Dividir uma © em 15 partes congruentes.

EGT
Lembrar que {5 = a (n? 263). “

®

Pela P3 os angu

los inscritos BAC
e BDC sdo iguais
entre si por vale
rem metade do
central corres
pondente BOA

i T
-/f‘m‘m diria \
N /

. ;f/
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Ndo confunda
Arco com Corda
Arco

Corda

r/-
( Falta o indio
Sy

\

110

JUSTIFICAGAO:

Saiba (1) quo:%—%o = g (faca a conta...).

Entéo:

PN = £, -ﬂ-%o ol
m-!w-om-—ila—o = PN-PM = UN = m-%‘-o {ﬁMpnmtoda
| SE 0 arco vale —L- da circunferéncia,

ENTAO sua corda é o fy. |

Johannes Kepler (1630-1671 = 59a.), o pai da Astronomia moderna, declarou:
‘“A Geometria tem dois grandes tesouros: o teorema de Pitdgoras @ o segmento Sureo.’’

No préximo exercicio capriche na precisdo, porque o usaremos como
exemplo.

EXERCICIO:
Dividir a © dada em 15 partes congruentes entre si.

Caprichei, mas a diferenca entre 0 15° e o 1° ponto foi de ...... mm.
Os erros podem se acumular...



280

Paran = B, ja
aplicamos esse
processo
Paran = 12, vi
mos outro pro-
cesso, mas este
servina

281

282

Vocé ja deve sa
ber copiar um
EGT

E a linguagem
gréafica.

EGT

we2n

Divide-se em n e, depois. cada arco ao meio (mediatrizes).

Pode-se e convém tracar didmetros.
E assim que se pode dividir em 16, 20, 24, 30, 32, ...

Eem7,9 1 e 13?
Como néo hé processos teoricamente exatos, somos obrigados a usar

processos aproximados...

Somente nesses casos?

Somos de opinido que — na préatica — mesmo havendo um processo teo-
ricamente exato, deve-se usar um aproximado, desde que o erro tedrico
seja menor do que o erro gréfico.

EXEMPLO:

Dividir a © dada em 15 partes congruentes pelo processo abaixo:

283 Caprichei, mas também deu um erro...

Certamente é erro gréfico, porque o e, (vide n° 300) = 0,0016 a.

Para um raio a = 40 mm teriamos um e, = 0,064 mm e, mesmo que
esse erro se adicione sucessivamente, ndo chega a 1 mm (hum...).

e

Para n 12
aproveitamos
para exphcar a
wrisseccdo de um
angulo reto (nf

266)

Quem ndo tem
cdo

As wvezes. por
acaso. 0s varnos
s pa

arna rcias sa

[ ensam e
acertamos 0

alvo

M1



112

v
284

285

PROCESSOS APROXIMADOS DE DIVISAO

DIVISAO DE ARCOS DE CIRCUNFERENCIA

Para arcos genéricos s6 hé processos aproximados e basta saber o se-
guinte:

1°) Retifica-se o arco.
2°) Divide-se o arco retificado (segmento) como foi pedido (em partes

congruentes ou proporcionais).
3°) "Voltam-se’’ os pontos de diviséo.
EXERCICIO:

Dividir AB em partes proporcionais aos segmentos m, n, 0 — nessa or-
dem e a partir de A.

m
—_—
n
a—_—

& 2 ®

CENTRO

Para dividir em partes congruentes, ndo convém obter a 1* parte do ar-
co e transporté-la, para ndo acumular erros.

DIVISAO DE CIRCUNFERENCIAS
PROCESSO GERAL:

1°) Retifica-se a circunferéncia, obtendo AB.
2°) Divide-se AB como foi pedido.
3°) Desretificam-se os segmentos obtidos (o Gltimo é para conferir).



288 Por uma questdo de rigor tebrico, um processo aproximado sé deve ser
usado quando ndo existe outro tecricamente exato.

N A

9 | SMPUCACOESdoem oot

SE vocé sozinho perceber uma simplificagéo,
- ENTAO é ébvio que a compreendeu., ..

No entanto, como este é um assunto técnico, mostraremos duas:

1?) Para dividir a @ em partes congruentes, pode-se obter um sé arco
e depois transporté-lo.

2*) Paradividir uma © em partes proporcionais, pode-se — ao desretifi-

car 0s segmentos — usar 0 mesmo ponto X (aquele de CX = %

do raio) e transportar os arcos obtidos para a ©.

290 Gostaria de fazer um problema técnico...
Uma das finalidades deste curso de desenho é preparé-lo para isso.

291 EXERCICIO:
Dado um gréfico de barras, transformé-lo num gréfico circular.

Da GP:

A éréa de um se-
tor circular € pro
pocrcanal 80 com
primento do arco.
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292

293

ROTEIRO:
1°) Obtenha um segmento AB igual & soma das alturas das barras.
2°) Desretifique AB, obtendo uma o.

3°) Desretifique as vérias alturas das barras, na ordenacdo em que fo-
ram dadas.

Ha processos particulares para dividirumaocem 7,9, 11 e 13 par-
tes congruentes?

Sim. Ha poucas operagdes e, portanto, o e, é pequeno. Na pratica, con-
vém usa-los.

E quanto ao erro tedrico e,?

Pode — e deve — ser desprezado, tdo pequeno é.
Para calcular o e, precisaremos empregar Trigonometria:

CALCULO DE &:

Seja £, o valor tedrico do lado do poli-
gono regular de n lados inscrito em

294

114

(©; a).
CATETO OPOSTO _ #/2 _ oo @
HIPOTENUSA a 2

o00:
sondo s = e o ;’[;ﬂ n!!

n

CALCULO DE ¢,
tn é 0 valor obtido em cada construcéo.

Logo: & =f—b

EXERCICIOS:

A seguir, nos EGs, mostraremos (Linguagem Gréafica) um processo para
cada n.

a. Vocé os copiard, como exercicio do MF.
b. Vocé calculara &, como exercicio de GP.

c. Os valores numéricos serdo dados, para vocé conferir e saber o ta-
manho do e,.



295 =

EG

Por falta. o que
pouco importa

- 180° v
Use a calcula- ’7 2a . sen 7 = {7 = 0,86777 .a
dora

m-"r--’—zi;_--f,so,aueoa..

Para a = 100 mm terfamos e, < 0,2 mm; se o seu 7 ¢ ponto néo coinci-
diu com o 17, a culpa néo é do e,.
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a) '.-2runl%’i..r.-o.es404-

b) EXERCICIO de GP (segue um resumo):
1°) b=t = a|3.
2°) No A =={PITAGORAS}= OB = a |2.
3°) OX = b-0B = OX =a ({3 —2).
4°) yb=a-0OX=a(1 -3 +2) = ;= 0,68216.a h =

algarismos signifi-

6°) e =5~ f, = @ = 00019 a (por falta...)

297 pam

—

' Atente para

) & gf::;ii: ] SE vocé desenhar com preciséo (gréfica),

| a u ]

| ‘ ENTAO: 0 11°? ponto ficard BEM PROXIMO
MENSAGEM GRAFICA. | do 1? ponto.

a) 1, = 2a - sen 180° —{CALCULADORAI= ¢, = 0,66346 - a

b
b) No A =={PITAGORAS}=s ¢, = —‘—4& = 0, = 0,66902 ., a
c) o = "11 = 8 = 0,0044 - a (por falta...). Esse e se aproxi

ma muito do e,

EXEMPLO: a = 100 mm = e, = 0,44 mm
116



298 n=13

Num EG, PODE-SE desenhar s6
o NECESSARIO e o SUFICIENTE para
CONCLUIR “COMO" COPIA-LO.

e e S

a) 0,3 = 2a * sen -l?—%f— ={CALCULADORA}= ', = 0,4786 - a
b) No A ={PITAGORAS}= b = L}:’ - a

c) A" ~ A ==jd simplificado}=> t,,a-%.mnwmuadom,nao

é necessério racionalizar = f,; = 0,4851 - a E’:ma‘ﬁ'ﬁ

¥

d e = l3— ¥l =e = ~0,0085 - a (por excesso...).

299 E possivel compensar um emo gréfico? N

—
O busis da 1o Sim. O correto é usar um compasso com as duas pontas-‘‘secas’’ para (E por -wm\-f:\)
pouratia & saber  MArCar n vezes o |, obtido mas, mesmo com o compasso comum, pode "
Compensar o er . convm: |

10 comeldo (ine

- 1°) Fazer uma 1 tentativa, para achar o e, cometido.
2°?) Dar um pequeno “‘toque” na abertura do compasso e repetir a marcacao.
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300 n=15

Mas j& vimos (n” 277) um processo exatol...

Exatamente, mas tem tantas operagGes que o erro final, no caso é s6 o e, mfﬁ

... linhas utilizadas

apenas para
explicar.

180°
15
b) sy = a2 —a == L5 = 04142, 2

C) 8 = "15 - ’1. L ‘l = 0,0013 *a {DOI' fﬂtﬂ.

a) (s = 2a - sen

qCALCULEh "1. = 034158 *a 2 = 04142,

Dé 0 que pensar..

301 Mesmo em GP, o valor exato de {15, sendo fungdo do nimero irracional
J5, 86 pode ser obtido aproximadamente...
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Vi

ANGULOS COM REGUA E COMPASSO

302 Como desenhar um éngulo de medida dada com régua e compasso?
Jé estudamos os seguintes conjuntos de éngulos:

303

ANGULOS MULTIPLOS DE 7°30".
Esté no livro 1, n® 321, se precisar...

ANGULOS DADOS EM FRACOES DE RADIANOS.

Numa @ de raio arbitrério, desretifica-se o segmento apropriado (livro
2, n% 247).

ANGULOS SUBMULTIPLOS DE 360°.

Numa o de raio arbitrario, uma corda (, determina um angulo central
de 360°/n e um angulo inscrito igual & metade do central.

Hé processos exatos e/ou aproximados.

ANGULOS DETERMINADOS POR UMA DE SUAS FUNGCOES TRIGO-
NOMETRICAS.

Recaimos em construcdo de tridngulos retangulos.

Na prética, emprega-se freqlientemente a tangente (tan) por ser mais
féacil e dar maior precisdo que os transferidores comuns (hé os espe-
ciais, muito caros).

EXERCICIO:
Construa um éngulo de 1,3 rad.
SOLUCAO:

1,3 = 13 desretifique —13- do raio.

10" 10

Esquadros sé pa
ra paralelas e per
pendiculares...
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304 EXERCICIO:
Construa um angulo de 36°.

Roteiro

305 EXERCICIO:

Construa um éngulo o, sabendo que tan a = 0,73 e mec¢a-o com um trans-
feridor.

CAT. OPOSTO
CAT. ADJAC.

tan a =

N - L
tan a 10.0u 0,73

u é arbitrério,
convém u = 1cm L% 2 3 3 1 g L. .02 1 W

306 Ha outros conjuntos de éngulos?
Sim, SOMA e ou DIFERENCA dos que estudamos...
Por exemplo:

Construir um angulo de 102°. @
RESOLUCAOQ [?]

Depois de um grande ‘‘esforgo’” mental, ‘‘descobrimos’’ que

102° = 30° + 72° e que 72° = &g'—l
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CAPITULO

HOMOTETIA

I PRELIMINARES
307 O que é homotetia?
HOMOTETIA = SEMELHANCA + PARALELISMO

308 Néo bastaria somente uma das ‘‘parcelas’’?
Né&o. Examine os desenhos abaixo:

DESENHO 1 DESENHO 2

NAO SAO HOMOTETICOS:

SO SEMELHANCA SO PARALELISMO
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309

Mas... no desenho 2 as diagonais ndo séo paralelas...
Para explicar esse fendmeno, é necessério compreender que: Fendmeno: tudo

o0 gque é percebi-
do pelos senti-
dos ou pela
consciéncia.

Os angulos a sdo
a.i. (alternos-in-
ternos).

0 mesmo para

os angulos J.

310 Como organizar o raciocinio?

“Inerente.

Adj. 2g.

Que esta por na-
tureza insepara-
velmente ligado
a alguma coisa

Aurélio

Triangular:
revelar
tridngulos.

Introduzindo o seguinte conceito:

Qualquer figura tem dois tipos de
elementos: os inerentes e os latentes. J

a. INERENTES:
Se retirarmos qualquer um deles, mesmo que seja um s6, a figura dei-
xaré de existir. Por exemplo: num poligono, apenas séo inerentes 0s s “coisa”
lados e os Angulos internos. o ¢ pengeno..

b. LATENTES: ” |
2

Séo os que surgem, aparecem, sdo revelados apenas quando trian-
gulamos a figura.




311 Quais séo esses elementos latentes?
a. TRIANGULOS:
Medianas, alturas, bissetrizes, etc.
b. POLIGONOS:

Diagonais, angulos entre diagonais, dngulos entre diagonais e la-
dos, etc. No desenho ao lado mostramos alguns (em tracejado).

c. OUTRAS FIGURAS:

Deveremos ‘‘descobri-los’’ de modo que sejam claramente obtiveis.
Exemplos:

N

+: ndo ~ (seme-
Ihanga ja foi ex-
plicado: livro 1;
n? 218 a0 n*®
221).

CIRCULOS

ELIPSES
o P
SETORES
CIRCULARES -~ »
.y
MAPAS -
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312 Qual o conceito geométrico de mesma forma?

Este conceito in
clui congruéncia

313 Quando a forma estd determinada?

a. TRIANGULO: Daterminas
ou dar
Quando, mas somente quando: ou obter
DESENHO 1 @ f 2 _ABEULOS umﬁmsbanismﬂ
Hé o critério [AA] de semelhancga:
S I ={AAl= 1°A ~ 2°A
D B=5
DESENHO 2 ‘A PROPORCAQ dos 3 lados |
' do 2\ é DETERMINADA .
- 104 - H4 o critério [R, = R; = Ry = ki, sendo k a razéo
: de semelhanca na ordem:
- 12/ (lados no numerador) para o 2°A. f:;;:w sub
m‘ R1=R2=R3=R-IRRR}-1?&=2?A. A
. Deste critério conclui-se que: i
R, = %
R = A LADOS na MESMA PROPORCAQ « 1° A ~ 2° A
3y i " Ay
- Sx
17 By

Ht'ﬂz“ﬂa‘k'—:-ﬂ1?.".-2?.‘-

] DESENHO 3 No A, a PROPORCAO de 2 lados
e a MEDIDA do éngulo
séio DETE_R_@INADAS.

Essa afirmacdo decorre do critério:

a=ao
R, = R, = k e={RAR= 1° A~ 2° A




F

Se a proporgio é
3:4:5 entBoo
é retdngulo. (E
a reciproca do
teorema de P\
tdgoras.)

EXEMPLOS NUMERICOS:
DESENHO 1:
SEa = 45° e f§ = 30°,

ENTAO o 12 A tem forma determinada (é ébvio que o 2° A tam-

bém tem).
DESENHO 2:
SE os lados do 1? A estdo na proporcdo determinada 3:4:5,
ENTAO o 1°A tem forma determinada (e o 2°2A também tem).
DESENHO 3:
SE a = 60° e a proporgéo dos seus lados é de 2:5,
ENTAO o 1°A tem forma determinada.

b. OUTRAS FIGURAS:
Procede-se como segue:
1°) Triangula-se a figura, obtendo um A claramente determinado.

2°) = SE, e apenas se, esse /\ tiver sua forma determinada,
b ENTAO a figura terd a sua forma também determinada.
EXEMPLO:
c linha inerente

Sendo AB o didmetro maior, O o
o centro e OC L OA, entdo revela-
A5&F mos claramente o AAOC, que es-
" v tava latente.

ssssssscssensansssUB

O AAOB tem - A elipse tem
F. DETERM. F. DETERM.

314 Que teoria longa...

Mas seré (til também em outras matérias e, além disso, sabendo-a:

Vocé poderda CONCLUIR sozinho a

resolugo de centenas de
problemas novos. Valeré a pena...

02
tambem
tem

Entdo, e sod
entdo

A ehpse @ uma
chnica que sera
estudada com
detalhes no livro
3

Palavra’

X Z
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315 EXERCICIO:

Para ter certeza de que vocé sabe reconhecer se uma figura enunciada
por palavras tem ou néo forma determinada, responda sim ou néo:

a.
b.

Triangulo equilatero.
Triangulo isdsceles.

c. Triangulo isésceles com o angulo oposto

s

- ®

-~ 7@ ~9 a

~ 87D o > 3

s NS Xx Ecc

a base com 30°.

A isésceles com lados iguais ao triplo da base.
A reténgulo.

A retangulo-isdsceles.

A reténgulo de catetos na proporgéo 2:3.

A retdngulo com um angulo (interno) de 30°.
Retangulo.

Retangulo de lados na proporgédo 2:3.

Retangulo com uma diagonal formando 36°.
com um lado.

Retangulo com as diagonais formando 30° entre si.
. Losango.

Losango com um angulo (interno) de 45°.
Losango com uma diagonal igual aos lados.
Losango de diagonais na proporgéo 2:1.
Paralelogramo (# gr).

#gr. com um angulo (interno) de 60°.
Pentagono regular.

Qualguer poligono regular (convexo ou estrelado),
sendo dado o n? de lados.

Circulo (ou circunferéncia).

Elipse.

Elipse de didametros na proporgédo 2:3.
Mapa do estado de SP.

O logotipo da Shell.

O logotipo da Coca-cola.

Trapézio retdngulo de altura e bases proporcionais
aos nimeros 1, 2 e 3.

Quadrilatero ABCD (nch) com
AB:BC:CD:DA:AC::3:4:7:8:86.

316 Acertou todos < pode prosseguir.
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Hl TIPOS DE HOMOTETIA

l

”
‘ iNajIaau) I

317 NOMENCLATURA:
Consideramos duas figuras ordenadas (sabe-se qual é a 1) e homotéticas.
Além do paralelismo e da semelhanga, obrigatoriamente:

B
A \\
¢ A N e b BT
A\ ¢ Exceto paraara
\ \ As retas que unem pontos homdélogos 280 e N
' \ incidem todas num mesmo ponto Ihanca igual a
\ c’ _
\ \ 3 |
A\

+1

! ou Hy (na direta) ou H, (na inversa).

Para congruén E e H chamam-se CENTROS DE HOMOTETIA.

cia + paralehs

mo, temos uma m' ﬁ:A'. ﬁ, @', cany ﬁr ﬁix'l “ee

translacho na di
-

recdo 4 chamam-se RAIOS VETORES.

318 Os raios vetores sdo segmentos ORIENTADOS, com origens sempre ou
em H, ou em H,

319 A razédo entre os raios vetores de pontos homotéticos (que sdo necessa-
riamente homélogos) é constante (k) e chama-se RAZAO DE HOMOTE-
TIA e tem sinal:
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Neste curso de DG usamos a notacéo utilizada em livros
de Matemaética: Ponto A,
Segmento AB,
Semi-reta AB,
Reta AB e
Medida AB.
|
_E_C:‘_m’:._jj’:?’ .l Mas fica também esta sugestdo: Pontos A B, G, ..
o ano 2000 Segmentos AE, W, TZ, ...
4 Semi-retas AB, Da, ...
Retas AB, ¥, ...

128

(+) positivo: na direta ou
(-} negativo: na inversa.

RAZAO DE HOMOT. = RAZAO DE SEMELH. +m

(sem sinal)
DIRETA _H:f - R = HC _ . = K (positiva)

| A HB AL
(AR _ AR _ AR _

INVERSA ‘ I—-i-,z' ﬁ,ﬁ ﬁ,t‘.' ... = k (negativo)
320 Invertendo-se a ordenacgédo das figuras, inverte-se a razéo k, que se torna
% = k.
321 k = k' = — 1 e SIMETRIA relativa ao H,.

k = k' = + 1 + n#o se define homotetia, mas uma TRANSLACAO.

,I Segmentos orientados AB, m, ...
Semi-eixo .5;. '6;.

Par ordenado (W; ), (AB; A'B'), ...
Direcdo 2

—  —

Sentidos A, A




Il TIPOS DE PROBLEMAS

322 ey
e - — — . k ou k' que daqui
Multiplicar uma FIGURA ¢ por um NUMERO k. para diante cha-
— I —— J maremos SO
DADOS: ®; k, -FI- mente k.

OBTER: ¢’ = ¢ * k (sempre k # + 1)
a. k= -%L sendo m e n:

ou ambos numeros inteiros
ou ambos segmentos
b. Multiplicar significa: ;:e:mnlagf:;?“
ou AMPLIAR & |kl > 1
ou REDUZIR « |kl < 1
ou HOM. DIRETA < k positivo
ou HOM. INVERSA < k negativo

323 EXERCICIO:

Multiplicar o ponto A por k = + —g— Dado H.

A A’[?]

&>

H 3
a e u arbitrarios, mas

convenientes.

324 “"Muiltiplicar um ponto” significa “‘multiplicar o raio vetor do ponto™.
— T
E o raio vetor que seréd ampliado ou reduzido. ( Primeiro pense €\

\_S6 depois faca Y,

325 Antes de operar, pense bem: v,
a. Vou AMPLIAR ou REDUZIR?

b. Trata-se de homotetia DIRETA ou INVERSA? n
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326 EXERCICIO:
Multiplicar A por k = -—;’—.Dldoﬂ.

@
>®

Para evitar enganos e diminuir
o n? de operacdes, pode
e convém obter A’ e depois A’.

327 EXERCICIO:
Muttiplicar A por k = __'r!:_' Dados H, m e n.

EG e raciocinio:
Queremos:
a m<n=lkl <1

b. k negativo
(inversa).

=@
>®

AtencBo: comom < n = HA" < HA,

328 | Para multiplicar uma RETA:
ou multiplicam-se 2 pontos

ou multiplica-se 1 ponto e traga-se
a paralela (a diregéo conserva-se).




b
Direta ou inver \
sa’ \

Amplhiar ou redu- |
zu? /

329 EXERCICIO:
Multiplicar a reta ¥ por k --g—.mn.

ALVO
®
(0]
H

ROTEIRO:

12) Tome em ¥ um ponto A arbitrério.

2°) Multiplique A por k = 2/3, obtendo A’.

3°) Tracepor A" areta 7' # T; T' é a resposta,
330 EXERCICIO:

Muitiplicar ¥ por k = — 1. Dado H.

EG

(04
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Ambos numeros
ou ambos seg
mentos!

331 EXERCICIO:
Multiplicar ¥ por k = —.,2. Dado H.

. RACIOCINIO: ’ '

nfazz..k.-ﬁ-u--&jl

Assim temos k = a razéo de
dois segmentos: u (arbitrério)
e u,fiT (obtivel):

®=x

ALVO

EG:

332 EXERCICIO:
Multiplicar ¥ por k = —‘éi . Dado H.

RACIOCINIO:

Deveremos ter n®*® inteiros,

|agok=_1:_5_-k=._3_.

2 4
®

Divida em 4
e tome 3...

EG:

ou'... ou!

333 Para multiplicar uma CIRCUNFERENCIA: e

ou multiplicam-se o centro e um sé ponto arbitrério da ©
I ou multiplicam-se o centro e o raio.
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334 EXERCICIO:
Multiplicar (A; a) por k = —1. Dado H.

Quase sempre é mais
facil multiplicar o raio
do que um ponto da o,
especialmente quando .
k= -1,

e30)

ALVO

335 EXERCICIO:
Multiplicar (A; a) por k = %-.Dldoﬂ-

Sempre se divide pelo

denominador (5] e toma-se
7 a partir de H. ©
» @
Basta multiplicar
o centro @ o raio.
a
0]
H
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336 EXERCICIO:
Muitiplicar (A; a) por k = —-g-.nadon.

Para prevenir enganos, a
faca como se k fosse
positivo e depois ache
o simétrico.
ALVO
@ H

337 Em qualquer homotetia:

SE um p;;o oc;héid- ooﬁi seu homotitieo."_-
ENTAO ambos coincidem com He recipr.

w7

'\‘ML‘T‘." St A9

.‘ -

= X e T S e NS TR e

e =3 - i q x .. - Lj T’ 3 »
SRS ARy £ 30 0t O AL A




338 ‘1iPO 2

s |  Multiplicar uma FIGURA ¢, de modo
r— | que um segmento m dela {estd nela,
: . faz parte dela, ...) resulte com

comprimento m’ dado.

339 O segmento m, ligado a figura ¢,
ou é um dos inerentes
ou devera ser revelado.

340 EXEMPLO:

Multiplicar o pentédgono ABCDE, de modo que a soma (A’E’ + E'D’) torne-

se de comprimento m’.

H ndo é dado,
mas devera ser
obtido

_/om

{ claro que s ha |

\dois jeitos //

a. Raio vetor m’ |
OUTROS @ ®
b. Paralela (va pelas letras)
R A'B' = .48, mm |
ROTEIRO:
Poderiamos ter 1?) Revele o segmento AS, de medida m, fazendo AS % (AE + ED), mas
e de modo que AS figue encostado (ligado, unido, ...) & figura dada
to com §'), mas (caso contrédrio, ndo teremos uma s6 figura para multiplicar...).
i?;:,oo,hmms * 2 °) Coloque A’S’ = m’, obrigando A’ coincidir com A, que seré (n? 337),
entdo, H.
3°?) Irradie (trace os raios vetores) todos 0s pontos notaveis e, por para- Mo tacado das

lelas, va obtendo (na ordenacédo melhor possivel) os pontos pro-

curados.

paralelas oa
sele-se Nas
letras
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341 Na&o ha outro processo?

Para esse problema héa (‘‘ovo isdsceles’’, 4? proporcional, etc.), mas es-
tamos explicando homotetia... Veremos muitos onde nédo ha.

EXERCICIO:

Multiplicar o trapézio dado, de modo que sua base média resulte de com-
primento m’,

342

EG
Revele a base média:

H=M'=M

A

Marque M'N’ = m’ e prossiga.

e

343

344 EXERCICIO:

Multiplique o 2L ABC, de modo que o raio da © circunscrita resulte igual

am’.

ROTEIRO
H no circuncentro...

136

No EG, inicialmente ‘‘pré-veja’’ onde
convém revelar o H; sempre ha um
melhor lugar.

trabalha, o corpo

\sofre.
="

Se a cabeca nEci)




345

EXERCICIO:
Muiltiplique o AABC para que o raio da © inscrita fique igual a m’.

. ROTEIRO ~

346

347

348

No tipo 2 a figu-
ra é dada.

No tipo 3, a figu-
ra @ obtivel, pois
temos a sua for
ma

?

Construir uma ﬂguri de F(;M;& i
DETERMINADA, sendo dado o
comprimento m’ de qualquer I
segmento m da mesma. |
Vocé imagina o niGmero elevado de problemas deste tipo? Basta
enunciar:

a. A forma da figura:
Qualquer uma das que vimos no n® 315 ou dezenas de outras...

b. Dar o comprimento m’ de qualquer segmento ™ dessa figura:

Lado, diagonal, raio da inscrita, raio da circunscrita, perimetro, ... e/ -

mais: soma, diferenca, média aritmética, média geométrica, média har-
ménica... de 2 desses segmentos ou ainda segmento aureo, um mul-
tiplo, um submuiltiplo... de qualquer um deles...

c. Pedir para construir a figura toda ou apenas parte dela.

i[_ " ROTEIRO PARA TODOS OS PROBLEMAS DO TIPO 3: 1

1°) Tendo a FORMA, constréi-se uma figura [
SEMELHANTE & procurada e de tamanho |

f arbitrério.
| 2°) Recai-se no TIPO 2: revela-se i, ... l

B A e

No tipo 2 & dada
a figura

e dada
forma

No tipo 3
apenas a

da figura
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349 EXEMPLO: a. Dada a forma

Figinas a. Um retidngulo tem lados na proporgéio 1 : 2. b Hado m. for
dado também o
procursde v b A média geométrica dos lados é W N
auxiliar
v Foi pedda a
c. Construir esse retangulo. figuta 10da

EGT (estdo apenas @' e m’):

Lembrese: 37 MONOLOGO (falar consigo préprio):

segmento de
‘--_!.Ir"f"‘--'!mir-'» ® 1°) Qual a FORMA da figura @ procurada? Fale baixinho
< s Vou responder em ‘‘grafiqués’’, desenhando no EG a figura ¢’ se- Wi ey
melhante a ¢. '”
2°) E quanto a0 TAMANHO? ¢’ é >, < ou = & ¢? B
Para responder, deveremos obter A'M’ & M’ (homélogo de ).

Sem’ m, én
Sem'<m-(p'<cpesam'>m-cp'>(p. tdo refaca, por
3°) Como acertar o tamanho, por HOMOTETIA? pecet s

1. Marca-se AM 2 i, corn A = A’, na semi-reta A’'M’, para que haja . "
homotetia DIRETA e para que H = A = A’ (desenhe no EGT).

baseie-se nas 2. Irradiam-se os pontos homotéticos dos procurados e tragcam-se
paralelas.

350 Sem a resposta, como fago para conferir?

Como um engenheiro faz para conferir os seus desenhos?

Neste problema é fécil calcular o valor x do lado menor de ¢:

m=12x.x =xy2 = x =T —CALCULADORA}= X = ..........
351 Devo simplificar a construgéo para melhorar a preciséo gréafica?

Deve, mas como ja dissemos: conta
simplificacbes devem ser espontaneas e nédo forcadas.
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- car mais duas vezes...

352 Algo mais?
Sim: convém desenhar " > ¢ para melhorar a preciséo gréfica.

353 EXERCICIO:
Construir um A retdngulo-isésceles, dado o raio m da © inscrita.

_—

EG (escolha bem o H)

354 EXERCICIO:

~ Por exemplo, no EGT ao lado, para evitar ter que obter o pt.m. de3 T,
~_marcamos duas vezes um segmento arbitrario e aproveitamos para mar-

Construir um pentégono regular, dado o comprimento m de uma diagonal.

EG

Numa ampliacio
o &, é ampliado;
numa reducdo,
reduz-se o e_.

Quando ndo se

especifica. trata-

se do convexo

SE for dificil conferir,
ENTAO “"cuide-se’’...

n: lado do pentdgono =

----------
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355 EXERCICIO:
Construir um pentégono regular de ap6tema m.

Apétema de um poligono
regular é o raio da @
nele inscrita.

356 EXERCICIO:
Construir um porm_doeigono regular de lado dado m.

EG

Sé sel calcular
este por trigo-
nometria @ com
uma calcula-
dora

A raio da @ circunscrita = ...%2




357 EXERCICIO:;
Construir um heptégono regular, dado o lado /,.

EG b

idem n® 358

358 DESRETIFICACAO DE ARCOS:
(Vamos complementar o assunto) o

DADOS: m (comprimento do arco) e  (dngulo central do arco pro-  *' <o <us
curado).

'y

OBTER: r (raio) para poder tracar o arco.

ROTEIRO (parte j& desenhada no EGT):

1°) Com centro O’ e raio 1’ arbitrarios, trace uma ©, determinando os
pontos E', F' e C'.

2°) Marque C'X’' = -2- ¥
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3°) Ligue X' com F’, obtendo G’ na tangente.

CONTINUACAO (complete o EGT):

et 42) Marque EG 2 i, com E = E’, na semitangente E'G’, obtendo

abtido n = E' = E e G.
5°) Trace GO # G'O’, obtendo O e r = OE.
6°) Trace o arco (O; r). el gesttn
72) Trace OF 4 O'F, obtendo F em (O; r). :

O arco EF é o segmento m desretificado.
359 DETERMINACAO DE ARCOS DE CIRCUNFERENCIA:

Um arco de circunferéncia tem trés elementos:

r : o seu ralo,

m : o seu comprimento @ e
a : o seu dngulo central, e —

DADOS 2 deles, poderemos obter graficamente o 3°.

a. Dados r e o, obter m:
Retifica-se o arco (n? 240).
b. Dados r @ m, obter a:
Desretifica-se M (n° 246).
¢. Dados m e a, obter r:

Por homotetia (n° 358) ou por semelhanca (4* proporcional ou trans-
porte de angulos).

360 Afinal, o que é mesmo um EGT?
Num EG, desenhamos:
uma das RESPOSTAS e
TODOS OS DADOS.
Um EGT é:

um EG Saseie-se nes
+ etras!
as linhas necessérias e suficientes
para que possamos copié-o.

361 Algum “ovo de Colombo’’ para os problemas de homotetia? Para evi- "

Em qualquer pro

t. m.ll blama

% ek ot Num desses problemas, sejam (A”; A), (87 B), (C; C), ..., (X7 X), ...
pares ordenados de pontos homotéticos, onde os primeiros séo da figu- .+ , ¢
ra auxiliar ¢’ e 0s segundos, da procurada ¢. BC 4 BC

Baseie-se nas letras para tracar as paralelas!
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362 PANTOGRAFO

LINHA ¢

Fhe pe-iag E um instrumento baseado na propriedade dos paralelogramos articula-
s sars oures  dos, de manterem seus lados sempre paralelos entre si.

"M ™" Fixando o estilete H e fazendo a ponta A’ percorrer uma linha ', a
ontas A« A ponta A (grafite, tinta ou giz) percorreré a linha @, que seré ¢’ multiplicada
1emos 19 hor um certo nimero k (no desenho temos k = + 2 = AH : HA'.

u-% e ¢ =¢ .k
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363 1IPO4 (PROBLEMA MAGICO) ‘
[!_"___(EA_SO__ Por que "“mag

DADOS: um ponto H, [ N o _—
duas linhas, ¢ e ¢, e EG

um ndmero k = -,

PEDE-SE: conduzir por H uma
reta X, que encontra
@ emA’, pemA,

tais que = = k.
HA'

RACIOCINIO para exemplificar, sejak = + —g—) EGT }
Como se fosse um desenho animado,

“‘veja’’ @’ dar um passo para trés (re-
duzindo-se @ metade) e, em seguida,

mais um passo, '‘sumindo’’ em H. A se-

guir “‘renasce’’ e d4, a partirde H, 5

passos para a frente, chegando em

@

O que fizemos?

No exemplo

Multiplicamos ¢ ‘por k, obtendo ¢ . 5 i o
E dai?

Onde ¢, encontra ¢ é o ponto A; basta € facil!
liga-lo com H para obter X e A’...

364 poderiamos ter multiplicado ¢ por —E— {no caso % 1?

Poderiamos... poderiamos mas nao convém!

365 Por que ndo convém?

Porque nesse tipo de problema, enganos sdo tdo comuns que é melhor
fazer 3empre do mesmo jeito! Como exemplo, daremos um problema pa-
ra vocé resolver, seguindo nossas instrucdes:



So escreva as le

A

Est

s M Wy

e A no EG

reva tambem

o valor de k que

e achou

367

368

369

1?) Chame sempre de H o ponto por onde deve passar X; escreva H
no EG.

2*) Fazendo “‘cara ou coroa’’, chame qualquer das linhas de ¢’ e a ou-
tra de ¢; escreva no EG.
3%) O ponto de @' chame de A’ e 0 de @ chame de A; escreva A" e A

no EG.
42) momhkmém%.

1°) Sempre multiplique aguela que vocé chamou de ¢’ pelo k que vocé
obteve, achando ¢,; ndés ndo sabemos qual foi...

2°) ¢i encontra aquela que vocé chamou de ¢ no ponto A; ligue A

-

com H, obtendo X.

3°) No desenho definitivo, escreva as letras Y, Z e x, ditas no texto do
enunciado.

Obtive duas respostas.
Certo. A corda que as une deverd ter comprimento ¢ (para conferir).

E se eu tivesse invertido a nomenclatura?

Vocé acharia outro valor para o k e teria que multiplicar a nova ¢’ pelo
novo k... Se vocé for como Sdo Tomé, faca isso e '‘veja para crer'’ que
as respostas serdo as mesmas...

Por qué? Nao ha motivo... Por exemplo, em Fisica, vocé chama uma for-
¢ade X e a outra de ¥; arma a equagdo, resolve-a e acha X = 10 N.
Qual forga vale 10 N?

Aquela que vocé chamou de X ...

Ache o valor de k
com sinal
Os raios vetores
tém sinall

Magica..
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370 Continuo perplexo...
S6 ha um remédio... resolver sozinho alguns problemas... B vddio

371 PROBLEMA:
Baricentro: en WMM.&MH.MIOD?QEEI“?.

contro das me
dianas

Temos um ponto, duas linhas e uma proporgéo, portanto é o problema
maégico.

Alemg' e
ROTEIRO: A em @
1°) No EG escreva as letras H, @', @, A"’ em ¢’ ¢ A em @ & sua vontade.

2?) Para essas letras, ache o respectivo valor numérico de k. que é sem- Lemrtlilr}ese HA'
pre k = HA / HA’, com sinal (no caso é negativo). o

37) Muiltiplique ¢’ pelo k que vocé achou, obtendo ¢, que encontra ¢
em A; ligue A com M, obtendo M,. Fim da maégica.

4°) Obtenha B e C. Fim do problema.

Sempre:

372 Ha s6 duas situacbes onde podemos nos dar ao luxo de nio tomar
tanto cuidado:

Mas querendo
tomar cuidado

1) Quando k = —1 = 1/k também vale —1. | pode

Na 27, multiplica-se a Unica (¢’ = @) ou por k ou por 1/k, tanto faz...
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373 Como?... como podem coincidir?

Somente se forem arcos — de extremidades n&o determinadas — da mes-
ma circunferéncia.
O centro de um

374 PROBLEMA — EXEMPLO:
J gramo é a in

Construa um / gramo de centro D, sabendo que seus lados opostos sdo 0. " ",
cordas das os dadas. diagonais.

o®

R cordas = ..235 . mm.

375 Em problemas como este, é mais facil dispensar o EG, usar “6culos 771" *

mentais”’ e “vislumbrar’’ 0 / gramo que esta desenhado acima com . . p..us
“ m... gramo

376 PROBLEMA:

Tragar uma corda da o dada, que fique dividida internamente por P na
razéo 2:3.

wep

mostrar como se indica

Este EG destina-se a |[
graficamente uma proporgéo. A : comprimento das duas cordas = .......... mm. i
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377

0 ponto ndo po
de estar numa
reta, porque te
riamos um raio
vetor nulo

378

Posso inventar problemas?

RECEITA:

1°) Desenhe 2 linhas (ou 2 retas, ou 1 reta e 1 ©, ou 2'9s ou ainda
2 arcos da mesma ©.

2°) Desenhe 1 ponto (ou “‘livre’’ ou numa das ©s ou em ambas as os),

3?) Peca para tracar pelo ponto uma reta que determine segmentos nu-
ma dada proporgdo. Essa proporgdo podera ser enunciada de vérias
maneiras; deixe o ‘‘coitado’’ do colega descobrir qual deverad ser
ok...

EXEMPLO:
O enunciado (texto) diz HX : HY = 2: 3
Faca o EG conveniente:

Neste exemplo, k é sem-
pre negativo, pois os raios
vetores tém sentido
opostos.

Conforme as letras, o seu
colega podera achar

ouk=_—%
ouk = -3

379 Conforme as letras (@', . A" em ¢'. A em ¢) escolhidas, obteremos:

ou 1° X e depois Y
ou 1° Y e depois X.

380 EXERCICIO:

EG

148

Tragar por C uma reta que determine em (D; a) uma corda igual a 2/3 da
corda determinada em (E; b).

Para ""pegar’’ co

legas?

Se achar outro
numero, o cOi
tado’’ errou




381 FSFEAS
O ponto que seré o H nSio é dado, mas pode ser escolhido para recair no
1° caso.

Isso acontece somente quando a posicio da reta procurada néo é deter-
minada, néo é obtivel.

382 EXEMPLO:
Tragar uma reta que determine nas ©s concéntricas cordas na razéo 2:1.

a. Um EG bem-feito ajudaré muito.

b. Vocé pode escolher qualquer um dos pontos X, Y, Z ou T para Ea::;‘:ufm‘;:;‘:
**funcionar’’ como H e qualquer uma das os para ser @' ou @, desde '
que prossiga certo e ache o valor numérico do respectivo k.

¢. No entanto, sempre hé um melhor jeito, que — no caso — € 0 seguinte:
1°) Escolha Hem Y (um ponto arbitrério da @ menor); vocé veré por- :,?,‘i’c‘f"w‘ﬁ:_,"‘_“"
2°) Chame a maior de ¢’ e a menor de ¢ (vé escrevendo as letras

no EG).
3°) Como A esté em @, s6 poderé ser Z. O A’ (da teoria), devendo es-
tar em ¢’, poderd ser X ou Y, mas escolha X (j& veremos por
que...).
4°) Com essas letras ache k, que é°
SEMPRE: e
k = com essa escolha
A" teremos k = — 2.

Para nés é fécil...
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ROTEIRO:
Como foi concluido na teoria (n° 363):
Ao multplear 5 19) Multiplique a maior (') pork = — 2, mlﬂpﬂcuﬂoomﬁ eo

maior, ‘esque-

¢a” a outra; con- raio (2 vezes o raio dé o didmetro), vocé obterd ¢',, que corta a me-
centre-se No que nor b’ em A (da teoria) que édo?Z.

estd fazendo...
2°) LigueZ = A comY = H, resolvendo o problema. Confira a resposta.

Outra mégica?..

383 Por que esse é o melhor jeito?

W‘Mflﬁlmm;mri-mdompor‘-%),wl—3)w

Por isso, & bom
“pré-ver',

L 2
( 3 ), ou (+ 4), ou...

384 O fato de um ponto ser dado, ndo o obriga a ser H (centro de ho-
motetia).
385 EXEMPLO (¥, ¥ e T concorrentes em O):

Tragar por P (dado...) uma reta X que encontra ¥ emf, ¥ emS, T em T,
de modo que ST = 2 - RS.

k--;:.-'-—-z-(p.'.-ip'-l—ﬁ

“Pl"ﬂ" lm. 34 mm
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RESOLUCAO:

a. Aincognita X deverd passar pelo ponto dado P, mas néo conhecemos
a proporgdo entre PR e PT nem entre PS e PT nem entre PR e PS...

b. O QUE SE SABE?
1) ST = 2 . RS (diz 0 enunciado).

2°) [TALES] = essa proporgdo se conserva, se deslocarmos X para-
lelamente a si prépria!

ROTEIRO:
1°) Tome H arbitrério em S e faca a “‘mégica’”...
2°) Trace por P a reta X

0O teorema de
Tales faz parte
da TM do DG.

X 7 X, obtida ‘‘magicamente’’.

386 | INSCRICAO e CIRCUNSCRICAQ de figuras.

L —

N&o ha Mnt;io gnnlﬁca mas apenas particulares (poligono inscrito ou

circunscrito numa o, .

387 Sabe-se que:

l - 3 S -

[ Uma é INSCRITA = a outra é CIRCUNSCRITA.

Ndo ha magica
que resolva 1s
S0

Reunindo coisas
que se sabe che
ga-se aonde se
quer. Caso con
trano, o proble
ma ndo poderd
ser resolwvido

——— —
|

388 A inscrita (—) deve ter:

a. todos os seus vértices nas linhas da outra ou em seus prolongamen-
tos;

b. todos os seus arcos tangenciando as linhas da circunscrita.

389 Lembrar que um par (desenho C) ou um terno (desenho E) de figuras po-
dunwmmumawﬂwa.

MMO&MOMNOVAF!GURA

R e T a ——————————————
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390 Uma unido de figuras tem a sua forma determinada se, e apenas se,

Figuras de mes
ma forma sdo se
melhantes e rec:
procamente

ou todas as proporcdes entre segmentos séo determinadas

ou todas as aberturas dos dngulos s&o determinadas.

EXEMPLOS:

S80 condicdes
suficientes (bas
tam elas)

a. TERNO (a; b; ¢) ~ TERNO (a; b’; ) »%.%

! \ l
Vi A |
. 2 \ - |
!
-I m"‘
r’F ’ + v |
/ \
nJ \
I \
! n “
- . i
/ \ |
/ \
/ \
/ + ¢
/ A -
It X "‘
1t e t' sdo transversais QUAISQUER.
— . T— e ———

Séo condigdes
suficientes, isto
é, basta aconte |
cergm para que

se possa conclur

a lese

391

162

O PAR (377) tem FORMA DETERM. «+ o DETERM.

a & a medida de
o




392 71pO0S  ONSCRICAO E CIRCUNSCRICAO)

[ H=B T T z c ~ c |

" . ° ’ H é o encontro
2?’ m, h‘. ir dimminuindo de tamanho — mantendo a for- de raios vetores
H é um sorve ma — mas:

d(hj r

a. com X percomendo AB e - B =PBéocenmo
b. Z e T percomendo CB. da homotetia
3°) Depois de “sumir”” em H, ele “venasce”, vai crescendo, crescendo
até “'dar com a testa” Y’ (que estava “‘solta’) emn Y.
ROTEIRO: 2 ¢ amensove
1) Com X’ arbitr. em HA, construa o quadrade X'Y'Z'T".
2°) Ligue Hcom ¥* (“solto”) obtendo ¥ e complete o quadrade YXTZ.




394 “‘ (PROBLEMA GENERICO)

DADAS: a forma da figura procurada ©

I“‘K‘*-*““ |
PEDE-SE: inscrevé-la numa figura dada.

395 EXERCICIO:
Um losango tem uma diagonal “igual” acs lados (*) e um lado em BC (**).
Inscrevé-do no /.ABC (dado).
EGT (s6 do “filhote ) -
*) FORMA A A

Tendo a forma
da hgura e a dire
¢do de um seg
mento. tem-se
as direcles de
todos os outros

B=H

396 As vezes a dificuldade esté em achar (no ““filhote ") qual (?) o ponto que
vai “dar com a testa’’ numa linha da figura dada. Por exemplo:

(S6 desenhe tracejado no EG) O alvo € o centro do losango procurado.

Cc




397

398

EGT (s6 do “filhote”’)

(*) ] ~H

EXERCICIO:

Um setor circular de angulo central 120° (*) tem um raio em BC (**).

Inscrevé-do no AABC.

E aquele que fica
solto

a c

desnecessdrio 8 O alvo estéd no arco.

RACIOCINIO:
Ao crescer, o '‘setorzinho’’ vai “‘empurrando’’ a tangente T / AT
que, no instante da ““trombada’’, coincidiré com a reta AC. Entdo, para

obter o (2) que vai ““trombar’’, basta traar pelo ponto O’ a reta
¥ 1 AC.

ROTEIRO:

1% Trmmrmm:mlﬂofwmandoﬂwcomn:trmom-
co (07; TT eareta ¥ L AC, para obter 3 e depois 3.

29) Moburocumodommmadotmmmﬁlm”

EXERCICIO:

Nos%mmonm,m.nzsmmmmm
/ ("),

EG (faga-o como Ihe convier)

Parece cinemat
ca

B cinema

Alvo num dos lados.
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399 EXERCICIO:

No AABC dado, inscrever um retdngulo de lados proporcionais a 2e 3  (*1 forma
(*) e com o lado maior em BC (**). (**) dirego

P

-»/\

S R — S TORENOR LTI

400 EXERCICIO:

No AABC dado, inscrever um semicirculo (*) com o didmetro perpendi-
cular ao lado BC (**).

EG

Depois de obter o ponto de
tangéncia em AC, lembre-se
que SEGMENTOS HOMOTETICOS s <
SAO PARALELOS (USE LETRAS). |+  Alvo no arco. i

oML R NREPTEET S o e e 7 v R e R




401 EXERCICIO:

Inscrever no setor circular OAB um trapézio retingulo XYZT (nch), com
XY:YZ:2ZT = 1:3:2(*) e com a base menor XT em DA (**).

EG

o A
Alvo no lado obliquo as bases.

402 As vezes, pode-se escolher H em mais do que um lugar.

Como exemplo, resolveremos o exercicio do n® 400 (releia-0), mas es-
colhendo H em €. A construglio do “filhote’* & mais dificil. Convém
“pré-ver’’ antes de decidir.

O ponto de partida é 1 (arbitr.)
| na bissetriz.
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403 EXERCICIO (o classico PP't — n® 076):
Resolver o PP’t com R = PP’ N t inacessivel.

tempo) serd a 1? resposta {(centro D)
mas nio péra... A ““traseira’’ dela
voita a “bater’” em P e P (2? resposta).

Como R é inacessivel =» a 2* resposta
também é.

Roteiro:

1?) Obter

H= t N med
2%) Com O° ar-
bitrério na me
diatriz, obter £ e
tracar o "'filho-
te”’ N .
3% Ligar He P
para obter os
pontos Q, e a,
4°)P0 4
Q,0’ determina
0. Convém obter
E antes de tracar
a resposla

158

Para obter a 2'
resposta, basta-
1 ria tragar por P a
reta § ao
8,0'.




404  Sé convém resolver o PPt por homotetia quando R é inacessivel.
405 EXERCICIO:
PPt quando PP° N T esté fora do papel.

L]

*x

Ha UMA SO resposta.

406 EXERCICIO (é outro problema cldssicol):
Resolver o Ptt’ por homotetia.

Sem homotetia:

SE a o procurada passa por P,
ENTAO passara pelo simétrico
P’ Wrelativo a biss.) e recai-se no PP't.
SE P estiver na bissetriz de ',
ENTAO a homot. falharéa e
ENTAO recai-se no o't ...

I I S SR

407 “‘




408 m Facamcs

X em OB e

z-.n-.ﬁ-—-- AXYP, dados P, dngulo XPY = 60° ecom .
1 2

Lhm‘u—rﬁ.
b. Vé XY’ sob 60° = LS.

PX 7 PX' e PY 7 PY") ° A
Basewe-se nas letras!

-

409 1_7'_—; |‘|. -~ l_-. “""_" "
5 __@”mh“

410 EXERCICIO EXEMPLAR:
Obter X em AB e ¥ em AC, de modo gque BX - XY = YC.

®
o




411 EXERCICIO:

Obter X em AB e Y em AC, de modo que BX: XY :YA =
23x3:0:

EG | ”

Sugestdes: ®
1%) Hem B. B
2?) Use um J/ gramo com vértice A

e o lado 1 uem AC. Alvo em XY,

"2 iﬁ% " E dada a forma, mas nédo é dada nenhuma direcdo.

Néo tendo as direcdes, entdo ndo poderemos resolver por homotetia. 47 Pt

Teremos que -FH
Muitos dos pro = - ————
Slﬁl“,“Zdeiiﬂ Resolver por semelhanca, baseados: o
tetia podem ser y NAS PROPORCOES (4? proporcional) e/ou A ndo existe
resolvidos m-
e por B © NOS ANGULOS (transporte de angulos).

Ihanca

413 EXEMPLO (de problema que nédo pode ser resolvido por homotetia):

Noterno (Y / S / V), inscrever um /. XYZ eqiiilatero (a forma foi dada,
mas a direcdo ndo).

Construcoes auxiliares

L

v

UMA SO resposta, pois a incdgnita é o tamanho do AXYZ.

ROTEIRO:

1°) A parte (construgdes auxiliares), construa um AX'Y'Z" ~ AXYZ pro-
curado (equilatero).

2°) Divida (internamente) X2’ na razdo m : n, sendo ¥ uma transversal
arbitréria

3°) Transporte 8, obtendo X e Y.
4°) Z dista XY de Y e de X. D4 para conferir...

161
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414 EXERCICIO: s P ang—

rada estd camu-

~ DADOS: YT #VeDl. flada...

. PEDE-SEX em ¥ e Y em V, tais que:
XO0Y = 90° e OX: 0Y = 2: 3.

I EG ‘ Construcdes auxiliares

| ™

Alvo em XY.

0 AXOY tem forma
determinada.

Como foi fixada a posicéo,
este problema tem uma 2°
resposta.

R TR e s T
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415 EXERCICIO (Dados ¥ # § # V e O):
Obter Xem ¥, Yem ¥ e Z em V, de modo que:

XY = YZ = ZX e que XZ contenha O.

onstrugdes auxiliares

A

r

]

Qutra camu-
flagem...

l EG C
0 AXYZ (rocurado) D

é EQUILATERO.

Como no n? 413,

obtemos o AX" Y'" Z',
Com ¥’ # ¥, deslocamos
O para O’ e depois
deslocamos X", Y'' e 2"
em sentido contrério:’

00 =XX=YY =2"2.

@0

Alvo em YZ.

Este problema — como foi determinada
a posicdo — tem duas respostas.
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416 TIPOSD A inscrta o a chrounserta

Neste caso, H esta no EIXO DE SIMETRIA (@ ); se houver 2 eixos (€, € '),
H estara em ambos.
No Prt’, a bcuo_v
417 EXERCICIO: iz & oixo do s

No PAR formado pela © e pela reta, inscrever um retdngulo de lados na llforma
razéio 3 : 2 (*), com o lado menor na reta (**). *) diregdo

Areta ® L t, conduzida
por O, é o Gnico eixo
de simetria = H esté nela.

418 EXERCICIO:
Inscrever um quadrado no semicirculo dado.

G




mmmmmuwmmdomﬂmml

420 EXERCICIO:

Circunscrever ao quadrado ABCD um setor circular de dngulo central
de 60° (*) e com um raio contendo AB (**).

—?C

A&- ® B

421 EXERCICIO:

Ao circulo dado, circunscreva um /\ isésceles de base na direcio . e .
altura igual a base. ma e direclo...

EG #

e el SN SRARE "= S Dol . =T

422 CENTROS DE HOMOTETIA DE DUAS CIRCUNFERENCIAS

Duuckcunfu‘ndndosmmmmu.mdkmm
inversamente.

H, e H, estdo na reta que passa pelos centros (que séo homotéticos); pa-
ra cﬁlbﬂ-ios. basta ligar mais 2 pontos homotéticos para H, e mais 2 pa-
ra

Obtém-se pontos homotéticos tragando RAIOS de mesmo sentido (para
Hy) e de sentidos opostos (para H,).
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423

424 O par ordenado (H,; H) divide o segmento BC harmonicamente na V¢

426

EXERCICIO:
Obter o H, e o H, das os (B; c) e (C; b).

Escreva Hy e H,.

razdio dos raios: N 9.
IHC ! _ IHCI _ b
IHB1 - THB1 ~ ¢

As retas tangentes comuns externas ‘
incidem em H, e as internas em H,.

EXERCICIO (no desenho do n® 423):
Tracar as retas tangentes comuns externamente as ©s dadas.

ROTEIRO:
1°) Hy jé foi obtido por vocé. Obteve-0?
2°) Os pontos E de tangéncia na maior: Ja resolvemos
estes problemas
E@ | & Veem BH, sob 90° = L5a. hcoufr g
b. Estdo em (B; c). 104
3?) Os pontos de tangéncia na menor ser obtidos analogamen-

te, mas é melhor tragar os raios CE’ paralelos aos BE.



427 EXERCICIO:
Tracar as retas tangentes comuns internamente as ©s dadas abaixo.

v CONCLUSAO DESTE CAPITULO

428 Fizemos uma tentativa para organizar os problemas de homotetia, mas
um andréide — com seu “‘cérebro’’ eletrénico — acharia insuficientes

as informacdes que foram dadas... Sem registro. ..

Sem registro...

Felizmente o cérebro humano tem “‘algo mais’’ e, se estiver motivado,
poderé suprir — com sua forga de vontade, com sua persisténcia e com
um treinamento adequado — as possiveis deficiéncias nas informacgdes.

429 0 namero de problemas é ilimitado.
Vocé préprio pode (e deve...) inventéa-los.
o amaalse N@o é possivel decorar todos. Entéio, como proceder?

:;';‘fm:"" %% Procure ““encaixar’’ um problema NOVO num dos tipos que estudamos.
E “quase’’ certo que conseguird; mas, se ndo conseguir:

Cale-se!
5 sgR il gog 0 o 2 o B P
i @ & By iy 1 NS A RO RUMANOY
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v

430

A regido do cére-
bro que é res
ponsavel pela
criatividade, de-
pois de desen-
volvida, ndo re-
gride.

Isso facilita o es
tudo das outras
matérias € 0 es-
tudo das profis
sOes

431

432

433

Lembrar que fal-
ta ainda estudar
os assuntos do
livro 3.

434

435

' S FITVTIASRLIL
EG

CONCLUSAO DO LIVRO 2

Por que estudar DG?
O motivo principal é o seguinte:

| Como o DG tem uma TM, realmente minima,
isso permite desenvolver a sua criatividade,
que é a capacidade de concluir coisas
novas; por enquanto, novas s para vocé.
Talvez — algum dia — vocé conclua algo novo
para a Humanidade.

Esse motivo ja seria suficiente, mas ha outros?
Através de desenhos, vocé pode:

[ EXPRESSAR idéias (EG) e

|
RESOLVER PROBLEMAS de GP, de outras
matérias e profissionais.

Como saber se a minha criatividade é satisfatéria?

Procurando resolver sozinho os problemas, ndo s6 de DG mas também

o0s de outras matérias.

Posso concluir sozinho qualquer problema de DG?

Pode, mas nédo no curto prazo de um exame! Hé problemas cuja resolu-

¢éo ninguém conclui no curto prazo de uma prova...

Gostaria de conhecer um desses problemas...
Vamos maostrar como resolver um deles:

PROBLEMA ESPECIAL:

"Construir um AABC, dados’': hy h; hy

Aconselhamos
reler do n® 001
ao n® 010.

Aconselhamos
reler o capitulo
zero do livro 1.

Mas caem em
exames?’...
[}




RACIOCINIO (Para mostrar que é possivel concluir):

O QUE SE SABE?

A resposta sé podera ser obtida utilizando os dados do problema, mas
o que fazer com h,, h; e hy? Essa é a questéo...

O QUE SE QUER?

Se obtivermos a forma do AABC, entdo poderemos construi-lo por
semelhanga {&ngulos) ou por homotetia (paralelas).

Como ““desemaranhar o fio da meada’?
O que se sabe?

Um A fica com o tamanho (= forma) determinado pelo tamanho de
trés de seus elementos... e temos h,, h; e ha...

Daré para obter 1° a forma e depois o tamanho?

Uma tentativa: vamos pensar na area _4 do AABC? Procuramos
a b, c..

_a.h ._2_4'\
2 h,
_b.h _ 24 .
A 3 b . > (*)
e hg 2 4
- 2 == = hs

Uma das pouquissimas coisas que poderemos fazer com os dados
hy, h; e h; é o seguinte:

u arbitrério

Com h', e h, procede-se analogamente.

Eo
‘né goérdio’

' . 2
uz = h,.a = a -:—1
uz = hy . b’ = b’ = 2
h;
0 u2=h3_c' -.c’,:._.l.'!.z_
1 | | ] hs
§ ! L h a'l H
| e ¥ b Dividindo (*) por (**) temos:
| 1 hy c N g
s — vk u A :
! g : ! k) < Sl By~ ol oo
i ¢ d
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436

438

EG

Isso prova que a’, i:’.c‘ séo lados de um AA'B'C’ semelhante ao procu-
rado AABC.
ROTEIRO:

1?) Obtém-se (com u arbitrario) a’, b’, ¢'.
2°) Constréi-se o AA'B'C' ~ AABC (mesma forma).

3°) Por homotetia: marca-se AH, 2, em A'H's (A’ = A = H) e traga-
se por H, o segmento BC / B'C’, achando o AABC.

Num exame, esse problema examina o qué?
A memdria do examinando...

MISCELANEA

Daremos agora alguns exercicios sem especificar a qual ou a quais as-
suntos se referem. Isso torna mais dificil a pesquisa da resolugéo de ca-
da um.

EXERCICIO:

Obter em § um ponto X eqiiidistante de E e de T .

UfffL...

Sé resolve o pro
blema quem j4 o
conhece.

R: dist8ncia = .......... mm




RACIOCINIO:
Feito o EG (comegando por uma das respostas), verifica-se que X é centro
de uma o que: :

t't” de tangén- | . gencia ;

cia (os centros ﬁ b. tangencia T ', simétricade T comrelaciio 4 § e

E o problema

sbo inersecgdes
das bissetrizes).

c. tangencia t 1 § emE.
Trata-se de obter 2 os tangentes 3 ¥, ¥' e t.

439 EXERCICIO: XE' = d é a dis-
téncia entre X e

Obter em § um ponto X eqiidistante de E e da circunferéncia (C; m). . m/

—.

7 distdncia = ....28%... mm.

RACIOCINIO:
X é centro de 2 os concéntricas:
a menor é tangente a T (obtivel) em E (dado) e também tangente a

E::—:}sd:!i?:'un: (C; m)' E o Etc IE e tl;
r - a maior passa por C (dado) e R (obtivel) e tem centro X em ¥

E mais facil obté-la.
—— E" H .
// - (h( . ROTEIRO (para obter a rtacarl.“
/ - \11!') ER = m determina R em s.

. ~ )
T /’2.-;)?[?1[

o -

—

a. Estd em § (mera copia).
b. Eqiidistade Re C = L3.
vt nanssas DISCUSSAO:

}%’j“,‘:,":;;"f;i O problema EtC |E € t] tem duas respostas, mas o centro X' da outra, tan-

menor"”. gente exteriormente, ndo é resposta deste problema.
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440 EXERCICIO:
Obter o centro radical R de 3 s dadas.

ROTEIRO

RESOLUGAO:

Centro radical é o Gnico ponto eqlipotente com relac@o as 3 os; é a in-
terseccéo dos 3 eixos radicais, mas basta obter 2 deles (n? 177).

441 EgXERCICIO:
Construir uma © que corta ortogonalmente as trés ©s dadas abaixo.

ROTEIRO

N

€; ©

n° 188 (se precisar) R: raio = ....2L... mm.

72




442 EXERCICIO:

Construir uma © que contém P e P’ e determina na o dada uma corda de
comprimento m. .

RACIOCINIO: EGT
Todas as os

que passam por

P e P’ e cortam

a © dada,

determinam

cordas que

passam por R (centro radical).

ROTEIRO:

1°) Trace uma @ qualquer por P e P’, determinando uma corda MN
(ndo desenhada no EGT).

2°) Obtenha R = PP* N MN.
3°) Obtido R, usaremos: ~

HOTACAO: ' Giramos 3 © cla;-
da, com Sua cor-
4°%) Marcamos T'S' = m a:‘r—*s",n‘o_m-
1do contrarno ao
numa posicéo qualquer. da flecha, até R’

5°) Tragamos o arco (C; CR), obtendo R’. “bater”” em A.

6°) O arco (R; R’'T’) determina T e T" (ndo desenhado nesse EGT).

a. na mediatriz de PP’ = L3

“ o
7:3-4.40 b. na mediatriz de ST = L3
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443 EXERCICIO:
conmhumAABc,uWomI,mlm&,Emﬁ'eoﬂc =m.

Basta descobrir QUAL PONTO AUXI- ®
LIAR pode ser obtido. k b

A construcdo tem sé 3 o
arcos de © e 3 retas, para &
construir o AABC... ™

444 EXERCICIO:

Construir o quadrildtero ABCD (nch), dados os pontos médios R de AB,
S de BC e T de CD, de modo que AD = i seja 7 ¥.

EG

® ~

Foram dados 3 dos pontos médios;
seja X o pt.m. de AD.
REBTX S UM covovivnanancionsns -

T T S R R
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Nos exercicios seguintes sdo fornecidos os enunciados e os EGs.
Faga, nos locais indicados, os EGTs e os ROTEIROS.

445 EXERCICIO:

Construir uma © que passa por A e B tal que uma reta a ela tangente e
conduzida por P meca t entre P e o ponto de tangéncia.

EG EGT ROTEIRO

446 EXERCICIO:

Uma © contém P e P’ e determina na © dada uma corda paralela a T .
Obtenha seu raio.

EGT ROTEIRO

447 EXERCICIO:
Dados R, §, T e U, um de cada lado de um quadrado, construi-lo.

EGT ROTEIRO




448 EXERCICIO:

wmm.mumml.l.!.lo!um

449 EXERCICIO:

Obtenha X na © dada, de modo que 0 ¥ RXS determine no didmetro AB
um segmento RS = m.

]

EG X EGT ROTEIRO

®

450 EXERCICIO:
m, m; m; (comprimento das medianas)

EG EGT ROTEIRO

My
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