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APRESENTACAO

““Devemos tornar as coisas
simples do que sédo.’’
Einstein

Pensando na escola como um centro de formacéo de individuos
aptos a exercer a sua cidadania, dotados de juizo critico, capazes
de expressar com clareza suas idéias e de compreender os princi-
pais problemas que afligem a sociedade atual, ndo temos dlvidas
de que se torna necessario aos estudantes dominar trés tipos de lin-
guagem: verbal, simbdlica e grafica. A linguagem gréfica tem sido
relegada a um plano secunddério, abrindo uma lacuna na formacao
dos alunos.

O Desenho estabelece um canal de comunicacéo universal pa-
ra a transmissdo da linguagem gréfica. E disciplina que permite ao
estudante tirar uma série muito grande de conclusdes a partir de um
minimo de informacdes, liberando a criatividade. Interliga as demais
disciplinas ajudando a compreensdo de desenhos em geral e a reso-
lugdo de questdes de natureza pratica do cotidiano. O Desenho con-
cretiza os conhecimentos teéricos da Geometria, fortalecendo o en-
sino desta importante matéria.

Neste curso de Desenho também estudaremos Geometria, sem-
pre que julgarmos necessario, sem assumir COmpromisso com a or-
denacdo légica que tdo bem a caracteriza.

Percebe-se uma tendéncia mundial no sentido de restaurar o
ensino do Desenho. Ndo poderiamos nos omitir.

Agradecemos a Editora Scipione a oportunidade que nos con-
cede de participar desse processo publicando esta obra que preten-
de, acima de tudo, evidenciar a importancia do Desenho como dis-
ciplina formativa.

Receberemos, com muito prazer, criticas e sugestoes para me-
lhorar este trabalho.

Os Autores



CAPITULO

EQUIVALENCIA

I PRELIMINARES

001 Qual a diferenca entre superficie e rea?
A superficie de  Superficie 6 uma figura limitada por uma linha, ou seja, € um CONJUNTO

o s po%t  DE PONTOS. Area de uma figura (A4) é um NUMERO que expressa a
uma tnts qual-  mMedida da superficie da figura, numa dada unidade. H

Releia...

quer

2 Essa colecdo de
il onli Podem e, quando isso acontece, dizemos que essas figuras séo equiva- :‘::"::;c s
ciaganie

. lentes (=). minhocas...

Aproximada

mente igual -
- £ h .
" Ei'::,'u;:ﬁ Figuras sdo EQUIVALENTES (=) se, e somente se, tdm a mesma
~ Equivalente érea e na mesma unidade.
L - e —————— - |
]

contrapesos

Todas essas fi
guras s30 recor
tadas em chapas
de mesma es
pessura

m e n sdo com-
primentos. Cha-
mamos de com-
primento a medi-
da de um seg-
mento.




003 _ . . . e ————

A dmw;ﬁ;éo | Sempre existe um retédngulo — de lados m e n (varidveis) —
o equivalente a quaiquer figura plana (¢).
s0 de DG i i — i

Entéo: A, =m-n (*)

004 Para cada érea (A,), escolhido um certo m, existe um Unico n que satis-

£ o n do retdngu

faz a expressdo (*) e reciprocamente. lo de tado m e
pt.m. que equilibra a
/P\ EXEMPLO: num tridngulo (¢), balance
n
™ se m = BASE @ n = METADE DA ALTURA;
se m = METADE DA BASE & n = ALTURA;
etc.
pt.m -
005 E para as outras figuras geométricas?
A seguir mostraremos uma tabela com as férmulas das vérias dreas:
oo06 == X ) —
| | ou outro lado e a res- |
S b | PAR,&;L;L&? F:AMO o | Pectiva altura ou dois
A drea é 5.._-mpr: . triﬁngulos
: ,{ m-*n |
_— = — = - i __.______.i‘__ D ——— =
| ou como / GR -
| LOSANGO kot SON B 'An |
- |
l — ¥ S SN ____._ﬁ
| 'm =BASEMEDIA | _
: (semi-soma v;: ser estudado
_ TRAPEZ'O das bases) ! i;)c‘:s oslivros 1 e
n = ALTURA |
. ]
m = APOTEMA |
(distancia en-
tre o centro e |
POLIGONO , um lado) f
REGULAR | n = SEMIPERIME- |

TRO (perimetro
é a soma dos
lados)



CIRCULO |

SETOR CIRCULAR

S6 para decorar:
& como um /. de
base (2 m) curva I

e altura (n).
ELIPSE
‘. T - Retang. circunscrito r
SEGMENTO 4 = -g' 4“
| DE ol '
PARABOLA T  m = 2/3 de um lado
; n = o outro lado
I

Il PROBLEMAS TiPICOS
007 Os problemas de equivaléncia estéo reunidos em problemas tipicos. Ao
explicar cada tipo, daremos apenas os exercicios necessérios e suficien-
tes para aprender a resolucdo de qualquer outro problema do tipo que
esta sendo estudado.

Quadrar uma figura ¢ significa construir um quadrado a ela
equivalente.

RESOLUCAO GENERICA:
Sendo x o lado do quadrado equivalente a figura dada ¢, deveremos ter:

p =A d*kPx*=m-n= x=Jm-n

- -]

Se precisar

Vide livro 2 in®
233)

Vide livro 2 In®
240).

A elipse e a pard-
bola serdo estu-
dadas no cap. 3.

x é a média geo-
métrica entre o
m e 0 respeclivo
n de ¢,



009 EXERCICIO:
Quadratura do retdngulo ABCD dado.

010 A obten¢do da média geométrica pode ser feita por qualquer processo Simplificacies

— gréfico — e desenhada onde convier, z:ms ::; ne;so
ensinadas...
011 EXERCICIO:
Quadrar o AABC dado.
A
EG
B
c

Procure economizar espaco no dese-
nho final. R: x

012 EXERCICIO:
Construir um quadrado equivalente ao trapézio ABCD dado.

R: & —s




013 EXERCICIO:

Construa um decégono regular (convexo) inscrito numa o de raio r e faga
a sua quadratura.

P
e

x

Desenhe com precisdo. R: # -

014 EXERCICIO:
Quadre um setor circular de raio r e &ngulo central 60°.

Para conferir, vocé pode iy
calcular x = lado. W

"




015 EXERCICIO:
Quadratura de um circulo de raio r dado.

EG

Calcule o valor teérico de x = Jnr? = .....

A diferenca é devida ao erro gréfico, pois o erro tedri-
co “‘some’’.

016 O problema da QUADRATURA DO CIRCULO exclusivamente com régua
e compasso, juntamente com a trissecdo de um angulo genérico e com
a duplicacéo do cubo (construir graficamente um cubo de volume duplo),
Oerograficopo-  forma uma triade de problemas que tem fascinado os gebmetras por mais
gespenesser’ de 2 000 anos. Sabe-se hoje que esses problemas s6 tém solugéo por
processos aproximados (livro 2). Desde que o erro teérico de um desses
processos seja menor do que o erro gréfico inevitdvel (= 0,5 mm) em
qualquer construgdo gréfica, os resultados sdo perfeitamente aceitdveis
nas profissdes.

017

TIPO 2

Cédigo gréfico
para /s

12




e Mantendo B e C fixos e varian- “Fixo” refere-se

do A na reta LG / BC, a area do ' '
L AABC ndo se altera.
® De fato, a base BC = a e a altura "Constante” re-
L h, mantém-se constantes. nho. ——

Enunciar que o ABCX (procurado) é equivalente ao /ABCA (dado) é o mes-
mo que dar B, C (BC = a) e h,.

Para determinar a forma, o tamanho e a posi¢&o (no semiplano |) do ABCX,
falta apenas o tamanho de mais um elemento do ABCX: ou um angulo
interno, ou um angulo externo, ou uma mediana, ou uma altura (exceto
h,), ou o raio da circunscrita, etc.

A aplicacdo do MF, com um EG bem-feito, permite resolver todos os pro-
blemas do TIPO 2A.

Faremos alguns exercicios que permitem recordar a matéria anterior (li-
vros 1 e 2).

018 EXERCICIO:

Construir um ABCX = ABCA, de modo que a mediana relativa ao BX
tenha comprimento m.

A
|
ROTEIRO: l
a. DistamdeC = L1. ?
M) Dista%’-deﬁt - L2.
B c
a. Em BM {mera copia).
2°) X 7] No semiplano | hé duas respostas.
b. Em LG (idem). R: BX = ..525  mm.BX = ..”"5.. mm.

13



019 EXERCICIO:

Construir um ABCX = ABCA, de modo que a altura relativa ao BX meca h.

Excepcionalmente, fizemos o EGT com as duas
respostas para mostra-las (visualmente).

a. Distam hde C = L1.
HeH

b. Véem BC sob 90° = L5a.

020 EXERCICIO:

No ABCX a altura
CH = h é externa.
No ABCX’ a altura
CH’ = h é interna.

R: BX = 42,0 mm; BX' = 41,6 mm.

Construir um ABCX = ABCA, sendo dado o raio r; da © circunscrita ao

ABCX.

R

B c
R: BX = 33,0 mm; BX’ = 57,6 mm




021 EXERCICIO:
Construir um ABCX = ABCA e com ¥BXC = 75°. .

76° = 60° + ___ . Sompro convém reforgar as respostas

R: BX = 44,5 mm; BX' = 77,5 mm

Mantendo: Com “‘chapéu’ &
A e D fixos (AD = b,), b, constante g‘mo
e variando BC = b, na reta Ry
LG / AD, a 4rea do trapézio néo

varia.

A y ©

De fato: by, b,, h constantes = &rea constante,
Essa propriedade nos permite resolver uma colegéo de problemas, mas
basta um:




023 EXERCICIO:

Mantendo A e D fixos e b, constante, construir no semiplano | o trapézio
is6sceles AXYD =~ ABCD.

EG

f ,,

A
No semiplano | ha uma sé resposta.
R: lado AX = 49,56 mm.

ROTEIRO:
1°) A mediatriz de AD determina M em LG.

2°) XM = MY =-;—b,—r2073mt§.

024 ! — oy -
: SEIPTT =300 Bicotomia”: a
- A B, By e N S Mt S Da By arte de cortar
bicos...

A reta LG paralela a diagonal BD ob-
tém C’. E “bico’...

Como o ABC'D = ABCD, o novo po-
ligono AC'DEA é equivalente ao
ABCDEA (com n lados) e tem (n— 1)

lados: 1 lado (AC’) substitui 2 lados

A diagonal deve  cada traméia nos da um novo poligono com um lado @ menos. A repeti-  Ha varias res

isol i
virice. peio qusl G0 Nos conduz a um tridngulo equivalente ao poligono dado. Menos do  »°+t**
sewacaaparsle  aue 3 lados, ndo da...

la. ’ .
A cada procedimento inverso aumentard de 1 o nimero de lados. Ead faziracona:

truclo ‘‘de trés

para diante’’,

Poligono de (n) lados « poligono de (n + 1) lados.




025 EXERCICIO:
Transformar o poligono ABCD num 4 isésceles equivalente e com base AD.

EG
c
u .
_ @
A D
026 EXERCICIO:
Transformar o poligono ABCDE num A equivalente.

EG




027 EXERCICIO:
Quadrar o poligono ABCDE do item 026.

EG
c
D
B
A érea de um poligono genérico é da- A E
da por um produto de dois comprimen-
tos, e transformaé-lo no A é uma for- @ ledodo O procurade
ma de obter esses comprimentos.

ROTEIRO (do exercicio 027):

1?) Transforma-se, mudando “‘bicos’’, o poligono dado num A equiva-
lente (vocé ja o fez).

27?) Constréi-se um quadrado () equivalente ao /.

028
TEORIA E atil também em outras matérias.

029 Vocé ja sabe que hé infinitos pares (m; n) de comprimentos m e n que
multiplicados entre si ddo a drea de qualquer figura ¢, isto é:

m @ n séo lados
de um dos infini-
tos retangulos

equivalentes 3 . ﬁ - Pfﬁﬂ (*)

(n== 003 e 004).

18




030 Em duas figuras ¢ e ¢’ semelhantes {mcsma forma), esses comprimentos

formam pares ordenados {m, m’) e (n. n’) de elementos homélogos.
Entéo:

031 Quando, e somente quando, ¢ ~ ¢', temos:

v & a1 figura.

Toda a razéo é
ordenada: deve-
“numerador’’,

032

033 Esse nimero t ndo tem nome genérico, ndo é a razdo de semelhanca (k) e:
a. s6 depende da forma da figura e do m (e, portanto, do n) escolhidos e,

b. em figuras semelhantes, parame m’ (e, portanto, n e n’) homélogos,
esse nimero t é o mesmo.

034 Consideremos a figura ¢ sozinha:

{'I-4=m-n-{li}-4=tn-n. t

Analogamente, para ¢" sozinha:
A =m -n =l A =tn' -n = A =t () A =xon

. A éarea de uma figura é também o produto de um n® t pelo
l quadrado de um comprimento n.

4 =5"  Esse n® t depende da forma e do n escolhido.

035 Relacionemos as éreas de figuras semelhantes:
LI PR . Y S A

I




- ——— - - - - - = e ——— - . —

Em figuras semelhantes, mas somente nelas, a razéo das areas
(ordenada) é igual ao quadrado da razdo de semelhanca k (na
mesma ordem). i

036 Para entender melhor, gostaria de ver mais um exemplo completo...
Todo exemplo é um caso particular, mas ajuda a compreender o genérico.

037 EXEMPLO:

17 r\i}_

m

3n = m =3n’

Os retdngulos sdo semelhantes na razdo 2:1, logo k = 2.
a. (*) A, =m- -nee ~o'k A =m' - n

b % = nL = k = 2 {l) (depende da razdo de ~)
% = -7 = t = 3 (ll) (depende da forma)

De fato, cada re
C. }‘, =m-n =l l‘, =3n'n= )‘, = 3 - n? (%) téngulo dado é a
Analogamente = £ = 3 - (n')? S -
) De fato, ¢" cabe
d./l,=m-n -~ A— - .._ﬂ_=“l. A— ,22,44"{:::’“?1::;
Ag=mow) T g Tt e TR g e b

O pior cego é
aquele que néo

038 EXERCIC’O- quer ver...

Ampliar, com centro de homotetia em A, o poligono ABCD, de modo a
quadruplicar a sua érea.

_
g

Basta duplicar um raio vetor
e tracar paralelas. HeA D

_—




039

Todos significa:
OS Inérentas @ 08
latentes.

040

A figura F dada
estd dando a
érea de ¢'.

Entéo ¢° estd
sendo determi-
nada pela forma
@ pela drea.

041

042

Vé acompanhan
do pelo esquema

Vocé ja sabe que:

Uma figura tem FORMA DETERMINADA quando, e somente quando:

.
-~

TODOS os angulos tém aberturas determinadas e
TODOS os segmentos estdo em proporgdes determinadas.

No livro 2, n? 315, demos como exerclcio uma lista de 28 figuras com
forma determinada.

TIPO 4 DADAS A FORMA E A AREA

DADA uma figura F qualquer,

OBTER uma figura ¢’ de forma determinada
e equivalente a F.

Vocé imagina quantos problemas particulares se encaixam neste TIPO
47 Hé dezenas de figuras F que podem ser dadas e hd dezenas de figuras
de forma determinada que podem ser pedidas, de modo que ha centenas
de problemas que podem ser propostos.

E possivel aprender TODOS de uma vez?
Perfeitamente. E ndo é dificil para quem j& assimilou a Teoria de Equiva-
Iéncia.

ESQUEMA:
QUADRADO AUXILIAR DADA QUADRADO
a ==k ==} b
ny ~
v'\
PROCURADA
RESOLUCAOQ:

a. Como temos a forma da figura procurada (¢’), poderemos construir
uma figura auxiliar (¢) semelhante a ela e de tamanho arbitrério.

b. Poderemos quadrar ¢, obtendo o lado a, e quadrar F (dada), obtendo
o lado b. Entéo:

A =a'e A = A = b2 (ll)

Figuras de mes-
ma forma séo se
melhantes e reci
procamente.

Chamamos de
abertura a medi-

da de urm angulo.

Vou chamé-lo de
problemo...

Manual do
examinador

21



c. Como ¢ ~ ¢, vimos no n? 035 que:

2 L e f;- = K2 (IV)

A boa escolha de

pode facilitar

d. Para obter k: ;w,mw%:;
1?) Escolhemos qual [x] comprimento de ¢’ (procurada) convém ""-U:S:'\”'"'.'i.u- da fi
obter. 9u 8 o' procurs-

2?) Tomamos em ¢ (ja construida) o comprimento ¢ homdélogo de x.
37) Entdo, como ¢ ~ ¢ temos —i’* = k.

o. Substituindo em (IV) = - = S » NN
b? x? b x

f. Obtém-se x (4?7 proporc.) e constréi-se ¢'.

043 EXEMPLO (apenas os EGTs):

Construir LABC, de lados na propor- - 1
¢éio 4 : 5 : 6, equivalente a0 retén- EGT-1 ¥ AUXILIAR
gulo RSTU dado no EGT-3. u arbitr.

ROTEIRO:

1?) Constréi-se ¢ auxiliar semelhan-
te & ¢’ procurada.
Com u arbitrario, construimos o
AA'B'C' -— AABC.

2?) Quadra-se ¢, obtendo

a= J( % base) + {alt.)
(média geométrica)

3?) Quadra-se F, obtendo
b=ym-n
(média geométrica entre os la-
dos m e n).




A boa escolha de
x e portanto de
cl pode facilitar
muito a constru-
cBo da figura ¢
procurada.

Por semelhanca:
4* proporc. Por
homotetia: pa-
ralelas.

47?) Escolhe-se qual x convém obter.
Escolhemos para x 1/6 do lado
maior, logo:

c=0u.

5?) Obtido x, constréi-se a procu-
rada (¢'):

ou diretamente (como fizemos)
ou por semelhanca
ou por homotetia.

EXERCICIO:

EGT-5

Construir um setor circular de d4ngulo central & equivalente ao trapézio

ABCD. Dados ao lado do EGT-3.
ROTEIRO:

Convém reunir os desenhos para diminuir o nimero de operacdes e, por-
tanto, o erro grédfico, mas neste problema faremos os desenhos desmem-
brados, para melhor explicar o processo genérico.

1?) Constréi-se ¢ auxiliar ~ ¢’ procurada.

No EGT-1 constréi-se um setor circular de raio r arbitrédrio e &ngulo cen-

tral « (transporte a). E a figura ¢.




2?) Quadra-se ¢ apenas para obter a.
No EGT-2 estd como obter a, m‘dhgwméuicam%uom
retificado m (obtido na cépia do EGT-1).

EGT-2 unuo_no pt.m. de
{-;- + ). =

Oure 1/2m.

3?) Quadra-se F = ABCD para obter b.

O EGT-3 mostra (visualmente) como obter b, média geométrica en-
tre a base média d e a altura h.

l EGT-3 centro no pt.m. de {d + h). =
B [ igo

4°) Escolhe-se qual x (de ¢') queremos obter e ¢ (de ¢) serd o seu
homdlogo.

Jé tendo a (dado), é mais facil construir ¢' tendo o seu raio, que se-
rd 0 nosso x; portanto ¢ serd o raio r de ¢. No EGT-4 estéd a 4? pro-
porcional.




EGT-5 (dispenséavel)

5°) Obtido x, constréi-se ¢’ (fizemos direto).

045 EXERCICIO:

Chamamosdel,,
para lembrar que
8 construgdo do
dureo é a mesma
do !,

Construir um /\ isésceles A'B'C’, cujos lados valem o segmento &ureo .« . ...y,
da base e que seja equivalente ao circulo (O; r} dado. a0 lado do

EGT-3
ROTEIRO:
Neste exercicio vamos reunir o EGT-1 com o EGT-2:
1?) Constréi-se ¢ auxiliar ~ ¢’ procurada.

No EGT-1.2, partimos de u arbitrario e obtivemos f;; que é o
segmento dureo de 2u.

Construimos ¢ = AABC de base 2u e de lados f;, e achamos a
sua altura h.

2?) Quadra-se ¢ para obter a.

No mesmo EGT-1.2, obtivemos a = yu * h
(média geométrica entre a altura h e metade (u) da base (2u) de ¢).




3?) Quadra-se F (dada) para obter b (EGT-3):

Fizemos a média geométrica (b) entre re » r = 22/7 - r (agora b é
cateto...).

4°) Escolhe-se x « c.

E mais facil construir o AA'B'C’ = ¢’ tendo x (homélogo de u = c).
Cuidado para ndo se enganar na 4? proporcional.

5%) Obtido x, constréi-se a figura procurada (¢ = AA'B'C’).

Poderfamos fazer por semelhanga (8ngulos e/ou proporgdes) ou homo-
tetia (paralelas).

-

EGT-5




046 Agora vocé vai andar de bicicleta sozinho:

No livro 1 era bi-
cicleta: agora é

047 EXERCICIO: moto.
Construir um pentagono regular equivalente a um retdngulo ABCD dado.

EGT

>
o

Desenhe tudo no espago acima, mesmo que parte de um desenho se su-
perponha a outro. Reforce as linhas da resposta.

ROTEIRO:

1?) Construa ¢, que é um pentagono regular de tamanho arbitrério.
2?) Ache a, média geométrica entre o apdtema e o semiperimetro de ¢.
3?) Ache b, média geométrica entre os lados do retdngulo ABCD dado.
47) Ache o raio x da circunscrita em ¢".

57) Tendo x, construa ¢'.

048 Quando a figura dada é um quadrado, o seu lado ja é b.



049 EXERCICIO:
Construir um circulo equivalente a um quadrado ABCD dado.

EGT B c
A D
R: raio

050 EXERCICIO:
Construir um heptagono regular equivalente ao quadrado ABCD dado.

EGT

Heptéagono regular: livro 2, n? 295,
(Deve ser permitida a consulta.) R:f = .05, mm.




051

052

053

054

055

A &reaé dada pe-
la soma algé
brica.

FORMA + AREA = TAMANHO

EXERCICIO:
Obter X em AB e Y em Cr, de modo que XY / % e que AAXY =~ AABC.

RESOLUCAO:
Qualquer reta paralela a X determina X’ em AB e Y’ em Ar, tais que
AAX'Y' ~ AAXY.
Entdo: AABC = F (figura dada),

AAX'Y" = o (figura auxiliar) e

AAXY = ¢ (figura procurada).
Basta, entdo, proceder como vimos: obter a, b, escolher x & c, obter
x @ construir o AAXY.
EXERCICIO (mesmos dados acima):
Obter X em AB, Z em BC e Y em Cr, de modo que X, Z, Y sejam colinea-
res, XY / 4 e ABXZ seja equivalente ao ACZY,

RESOLUCAO: verifique que é o mesmo problema.
ORIENTACAO:

‘ Sempre hd uma ordenagdo adequada para se aprender cada r
assunto (e cada matéria). Ndo segui-la acarretara transtornos.

——— e — R ————————————

.

Por exemplo, nédo se deve estudar o TIPO 4 (“problem&o’’) antes de saber
muito bem quadraturas (TIPO 1).

Ndo se deve também estudar os problemas sem dominar a teoria. |
Sabendo bem a teoria, é possivel concluir sozinho as resolucées
dos problemas. J

S —

TIPOS5 | Construir uma figura ¢, de forma determinada e equi-
| valente & soma algébrica de figuras ¢y, ¢2. w3 ...
l dadas.




RESOLUCAO:
Queremos, por exemplo:

ex = @1+ 2= @3 + ...

Escolhendo comprimentos homélogos x, a, b, ¢ ... nessas figuras, temos
(** do n° 034):

tx? = ta? + tb?2 —tc? + ...
Como x, a, b, c... séo HOMOLOGOS = t é o mesmo e pode ser ‘‘cortado’’:

e O T
T T T

056 Como obter graficamente x = Ja? + b> — ¢% + ... ?

Aplicando, quantas vezes forem necessérias, o TEOREMA DE PITAGO-
RAS [P5]:

Unica restrigho:
o radicando de-
verd ser positivo.

y2=a2+b?=x =y ~c?..

Havendo mais, prossegue-se...

057 Escolhe-se x e, portanto, a, b, ¢ ... de modo a facilitar a construgéo da
@ procurada.

058 EXERCICIO:
Construir um circulo equivalente a uma coroa circular dada.

I EG (basta o /. retdngulo) =

R: raio do@ procurado

X




059 EXERCICIO:

Com lado BC, construa um A eqiiilatero equivalente & soma dos /\s eqii-
lateros de lados AB e AC.

e ———

060 EXERCICIO:

Construir um setor circular, de dngulo central o, equivalente & coroa de
setor dada.

raio do setor procurado @




061
2° CASO: As figuras NAO SAO semelhantes.

E quando todas

RESOLUCAO: menos uma séo

circulos?

Inicialmente devem ser transformadas em figuras equivalentes e seme-
lhantes entre si, para recair no 1? caso.

Em casos comuns, convém quadré-las. Como é costume hachurar a fi-
gura dada, vejamos algumas das figuras que chamaremos de-

062 "FIGURAS HACHURADAS"
a. HOMOTETICAS (portanto também semelhantes):

TRAPEZIO COROA CIRCULAR COROA DE SETOR FMXA POLIGONAL

b. NAO HOMOTETICAS (nem semelhantes):

———

SEGMENTO CIRCULAR

—— —

ZONA CIRCULAR




063 EXERCICIO:

Construir um quadrado equivalente a um segmento circular de raio r e
corda c.

|
:

EG

ROTEIRO:

1?) Construa o segm. circular.
2?) Ache o lado a de um [J =~ ao setor.
3?) Ache o lado b de um [J = a0 A.

4°) Ache o lado x = Ja? - bZ. R: r (lado do (J) = 7,5 mm.

064 EXERCICIO:

Quadrar a figura hachurada ABCDA (desenho do n? 062, b) dado o raio
r da © circunscrita.

EG

ROTEIRO:

1?) Construa a figura.

2?) O = pent. regular = lado a.
3?) O = setor EAD = lado b.
4°) x = Ja? = b’. R: x (lado do [J) = 26 mm.




065 Esses exercicios séo suficientes para entender os problemas do TIPO5. .~

“munheca’’?

066

067 RS 6o g As
TSt 4 MG

RESOLUCAO:
Sejam x, y, h comprimentos homélogos.

Entéo x, y séo catetos de um A retdngulo de hipotenusa h (dada). Para
construir esse /\, precisamos de ‘‘algo’’ mais:

ou sua forma; resolve-se por semelhanca (dngulos ou 4* proporc.)
ou homotetia (paralelas);

e ] = “ovo isésceles” (livro 2, n? 082).

068 EXERCICIO:

Construir dois circulos cujos didmetros somam s e cujas dreas somam
a do circulo dado.

RACIOCINIO:




069 EXERCICIO: s £SBOCO

Construir dois quadrados como os do esbogo, de
modo que as suas éreas somem a érea do qua- E A
drado dado RSTU e que FC seja igual a d (dado).

N —
-] T
RACIOCINIO: T s

Como foi dada a diferenca das dia- ;
gonais, x, y, h seréo diagonais. h

R

I¥TN R U

L

R:x = 48,0 mm; y = 28,0 mm.

070 Gostaria de fazer um exercicio em que é dada a forma do /. retangulo...

071 EXERCICIO:

Construir dois hexéagonos regulares de lados na razéo 3 : 2 cuja soma
seja equivalente a um hexagono regular de Jado h dado.

h

abis R:x = 25,0mm;y = 17,0 mm.



' RACIOCINIO:

X x
c
\J
- 9@
7 [Dado]
7 7]

072

073

Poderia ser do TIPO 4 (forma dada). R:x = 27,0 mm; y = 18,0 mm

TPOBB  ¢c— ~ dume + “ALGO"
. "ﬂ o GO i s I RO

RESOLUCAO:
Sejam x, y, ¢ comprimentos homdélogos.

wioy - we eyt

Entdo x é hipotenusa e y é cateto de um A retadngulo cujo outro cateto é
¢ (dado). Para construir esse £\, precisamos de ‘‘algo’’ mais, que pode ser:

ou a forma do A retangulo B
0s 0 re-
ou a soma de 2 dos lados do A retangulo tangulo: hipote-

nusa e catetos.
ou a diferenca de 2 dos lados do A reténgulo.

EXERCICIO (dada a forma do A retangulo):

Construir uma coroa circular de raios na proporgéio 3:2 e equivalente a
um circulo dado.




074 EXERCICIO (dada a diferenca Ix — yl):

Construir uma coroa circular de espessura d dada e equivalente a um cir-
culo dado.

RACIOCINIO: ‘ P Y
3 .

5 ] c

Construa a coroa com centro 0. @

—-——

075 EXERCICIO (dada a soma x + y):

raio externo

Resolva o sistema de equagdes x* — y? = ¢? fm,;ng 20l
X f y=s




076 EXERCICIO (problema técnico):

2 = 1% as- Encarregado de reformar a instalagio
tro 1 4

nnge =% elétrica de um prédio, um engenhei-

ro precisa substituir um fio de

@ = 1%" por dois ( equivalentes a

ele) e que caibam justo no condufte

Vou ajudar esse e
e o g de @ = 2" que vai permanecer em-

butido na parede.
Quais os didmetros dos novos fios?
. Faca o EG numa folha avulsa. Chamemos de
s=2"6 X2 +y=h
h=13" X+y=8
4
Por que ainda
usam essa uni
dade?
EmuAmAnca
‘ - R X = 1,74"
? L i L } .. 1 .- rs j Y - 0'28‘.
Ell. Jl]l}lll}'_‘[ll;l 1_1_.[1][1.11__;

077 O teorema de PitAgoras e a razfio Aurea séo duas j6ias da Mateméti-
ca. Vamos reuni-las?

078 EXERCICIO:

Os quadrados construidos sobre os
catetos tém seus lados na razéo du-
rea. Desenhar (ao lado) essa figura,
Pode sendo dado o lado h do quadrado

ichar
:.\?t;:tade.,_ construido sobre a hipotenusa.




Sendo ,; o lado do decago- - p
no regular inscrito numa o de
raio r arbitrério.

. &

Para a perfeita compreensdo de inimeras propriedades geométricas e,
inclusive, de leis cientificas, é fundamental ter uma correta nogéo do que
significa proporgdo entre grandezas ou entre nimeros.

O préprio Euclides de Alexandria, protdtipo do gedmetra, percebeu a di-
ficuldade de transmitir aos seus leitores o conceito de proporgéo, tanto
que somente tratou do assunto no seu livro V de Elementos.

A Matemética do secundério, exageradamente preocupada com concei-
tos rigorosos, ndo esclarece o assunto. Secundaristas freqlientemente
se atrapalham quando empregam proporgdes. Tentemos a '‘elasti-

cologia” ...

A B C D E
-— - * - O - O -
— A S ———A - — )

2t 1t 2t 4t
A B c E
[ —— > — e - —» <> - —_ - ~
-~ _—— A_-l'_-h v e 4

—
2q 1q 2q 4q




Esticar o gldstco
g0uivale a am
phié-lo na razéo

ordenada —

Esse é o conceito abstrato de proporg¢éo. Se vocé adquiriu esse concei-
to, entdo poderé aceitar sem longas demonstracdes as propriedades das
proporgdes. Citaremos algumas:

a. Pode-se '“cortar’’ ot (ou o q) que a proporgéo (abstrata) néo se altera.

b. Pode-se elevar todos os termos ao quadrado que a proporgéo se con-
serva (inversamente, pode-se extrair a raiz quadrada de todos).

Etc.

Depende do conceito de propor¢do o bom entendimento do conceito de
FORMA DETERMINADA, tdo util no estudo das ciéncias e das técnicas:

PROPORCOES DETERMINADAS

FORMA DETERMINADA ® | ) oce oy o D ETERMINADAS

Insistimos no termo técnico abertura (medida de um angulo), porque,
dizendo-se angulos determinados, a mensagem néo fica clara: Angulos
determinados como? Em tamanho ou em posicédo? Lembrar que angulo
é uma figura (conjunto de pontos).

080 TEORIA  E necesséria para entender problemas muito (teis.
Consideremos um segmento HA, de comprimento m e dividido na pro-
porcdoa:b:c:w,

Chamemosde Zasoma L =a+b+c¢c+w (*)

No desenho fizemos a proporgdo 2 : 1: 2 : 3, de modo que

T=24+14+2+3=¥L =28,
( l m J
| r - 8 i
| . I ~\ y A
‘ y




081

Calculemos os comprimentos HX, XY, YZ e ZA:
a. No caso genérico a:b:c:w, temos:

B -__b_ " S s W
HX-Em,XY Em,YZ zm,ZA z:nrn
b. No caso particular 2:1:2:3, temos:
oy, . B g e - S
HX = 8m,)(Y— 8m.’\(z 8m,ZA— 8m 0 plor ot

Entenda essa parte antes de prosseguir. .
Consideremos o desenho abaixo e vejamos como foi construido (ob-

serve as flechas...):

082

P3: Angulos ins
crntos

P5: Relacbes mé
tricas num re
tangulo

Fazem parte da
T™ do DG

Calculemos |, II, lll, HA:

Os As inscritos no semicirculo séo retdngulos, logo os catetos |, Il e Il
valem (P5):

m? m

|2=i.%m)'m=T'“'l‘_‘Ff_"E

; > = [l = kya
Chamando a constante —ﬁ,—drk (w*)

Néo importa o valor de k, pois vai ser ‘‘cortado’’.

2 i
Il’w(-g—m+%m)-m=—n~§—ta+bI-II=—%—y‘a+b e Gl o
A

ll-kJ.-!-b

41



083

mz = (-;:-—m+—9-m+—§—m) - m --%1{-+b+c)-

L L

Muhtiplicando e dividindo HA = m por J'E, temos:

m° - n - .
e

l:l:M:HA =kJa:kJa+b:Ja+b+c:kJa+b+c+w
““cortando’’ o k:

Resultado do célculo:

a. Para a proporgéo a: b : c: w, temos:
I:N:M:HA = Ja:Ja+b:Ja+b+c:Jatb+c+w

b. Para a proporgédo 2:1: 2: 3, temos:
l:N:M:HA = J2:J2 + 1:J2+1+2:{2+1+2+3 =

=42:/3:/6:/8
c. Caso particular:
Para HA dividido em n partes congruentes entre si, a proporcéo é:
1:1:1:..:1 (nvezes), logo:
FeleM:o iHA =11 +1:1+17+1:..:n

logo:

Interpretando essas concluses:

SE HA esté dividido numa proporcéo

D8t W;
ENTAO os comprimentos |, Il, Ill, ..., HA estaréo na proporgéo
Ja:Ja+b:Ja+b+c:..:ya+b+c+..+w

Dada a proporgéoa:b:c: ... 1w,
a forma desse tipo de figura estd determinada.




EXEMPLO:

Se dividirmos HA e H"A” na mesma proporgéo (por exemplo, 2 : 1-: 3), as
duas figuras obtidas serdo semelhantes:

TODAS as outras proporgdes sdo as mesmas: |:1l: HA =
I I":1I": H'A" e
TODAS as aberturas (e, f...) séo iguais.

086 PROBLEMAS COM SEGMENTOS

S6 hé dois:
0 j néio importa,
1°) [7] DADO um maior (por exemplo HA = j JB), orroaale:
OBTER um menor (por exemplo: x = j{3)

H& -® A

R: x = 42,5 mm




087 29 DADO um menor (por exemplo 5,3),
~ OBTER un: maior (por exemplo: y = s.5)

EG -

u = arbitrério

“Cortam-se’’ r e s. R:y = 70,5 mm.

— TIPO7A  CONSTRUGAO DE
“ FIGURAS HOMOTETICAS

089 PROBLEMA:

Dado o poligono HABC, construir o seu homotético HA'B'C’ de érea 3/5
de HABC.

EG ' .

e e e il aee

Designaremos
uma érea pelas
latras do seu
contorna.




RACIOCINIO:
SE HA'B'C’ : HABC =3:5
N e/ " gr—
— t: (HA")? : t- (HA)? =3:5
n® 079, a e b. ENTAOHA’ : HA = /3 : /5

Temos HA = j/5 (ndo importa o valor de j) e
queremos HA’ = j/3 (é o mesmo j).

Resolve-se coma o n? 086,

090 EXERCICIO:

Dado o poligono HABC (o mesmo do n? 089), construir a poligonal A'B'C’,
homotética da poligonal ABC (portanto de lados / s) @ com érea 2/5 de
HABC.

HESOLUCAO: Ja estava

resolvido!

SE HA'B'C’ = % . HABC,

ENTAO a faixa A’ABCC'B’ = 2/5 - HABC.

091 EXERCICIO:

Dado o setor circular OAB, construir o arco A'B’, homotético do AB, de
modo que a coroa de setor tenha érea 2/5 da do setor.

EG




092 EXERCICIO:
Dividir AHAB, por paralelas ao AB, em 3 figuras equivalentes entre si.

T e

A

093 EXERCICIO:

Dado o circulo (O; r), dividi-lo por ©s concéntricas em 3 partes propor-
cionais a 1, 2 e 2, do centro para a periferia.

10; 1)

Para poder ““cortar’’ t, as figuras de-
vem ser semelhantes (n? 033); por is-
80 é obrigatério considerar os circulos
cujas 4reas sdo proporcionais a

1 : 3: Betemosoraiodamaior (dada).




094 EXERCICIO:

Dado o poligono HABC, construir o HA'B'C” homotético do HABC e com
érea tripla.

EG

Temos HA e queremos HA', sabendo
que HA : HA" = |1 : /3; é aplicac#o c
do problema do n? 087.

T R T T

095 EXERCICIO:

Uma coroa circular é equivalente ao dobro do circulo interno, que tem
raio r dado. Construir essa coroa,

EG r

raio externc




Referidas no n®
062a.

PROBLEMA:

g Dividir o trapézio RABT, por uma paralela s bases, em duas figuras equi-

mas as partes valentes entre si.
ndo sBo seme-
Ihantes.

PESQUISA DA RESOLUCAO:
Resolve-se no rascunho — no EGT — o seguinte problema auxiliar:

Como as partes

ndo sio seme- Dividir um AHAB, por / ao AB, em 3 figuras de 4reas na a é arbitrério por-

ki proporcéio 1: 1: a, de AB para H, sendo a arbitrério. e i
fue recorrer aos

- o mivose ROTEIRQ PARA DESENHAR O EGT: :—‘“’:"" d:‘i:_;

o pt.m. de HA,

1°) Desenha-se a @ de didmetro HA. nlo. dumnioado

' 2°) Divide-se AH na proporgBio 1: 1 : a, de A para H, pelos pontos Y e X.
‘ As linhas para essa divisdo ndo estdo desenhadas nesse EGT.



3?) Tracam-se as Ls ao HA por Y e X, obtendo os comprimentos llel. ., -

4°) Os arcos (H; Il) e (H; 1) determinam S e R, pelos quais tragamos as "‘;‘: B peo-
/s ao AB. St

EGT

O AHAB esta dividido na proporgdo ARBITR.: 1:1.

ROTEIRO PARA RESOLVER O PROBLEMA DO n? 096:

(vd numerando as “'bolinhas’’ no EGT acima): f:fml::m:*;
1°2) Obtenha o centro de homotetia H ( @ ) homotetia.

2°) o de @HA. Depois (H; HR). Depois X em HA.

3°) ' @: dismetro

Divida o "“busilis’”” XA na mesma proporcéo que se quer
dividir a figura dada.

No caso, divide-se XA na proporgdo 1:1, obtendo Y (pt.m. de XA).
4°) Por Y, traga-se a L ao HA, obtendo II.
5°) O arco (H; Il) determina S e a reta SU / AB, que é a resposta.



097

098

EGT

Esotédrico. Diz-se
de um conheci
mento ministra
do a um grupo
restrito e fecha-
do de pessoas.

Exotérico. Diz-se
um conhecimen-
to para a8 “‘ple-
be™.

Decida qual o seu

50

I\ Essa é a esséncia do MF:

| 1°) Desenha-se o EGT “de tras (resposta) para diante (dados)’’.

I‘, 2?) Copia-se esse EGT ‘‘de diante (dados) para trés
{resposta)’’.

Nos préximos exercicios, faca sempre isso.

EXEMPLO:

Por um arco uv concéntrico, dividir a coroa de setor RABT em duas co- [, ...\ para a

roas de setor de dreas na proporgéo 1: 2.

) /
Os 3 setores séo homotéticos

as 2 coroas ndo séo.

RACIOCINIO (¢ o MF!...):

a. Desenha-se um EGT mostrando (visualmente) um setor HAB dividido
na proporgéo a : 1: 2, sendo a (que corresponde ao setor menor) de
qualquer tamanho, pois néo importa qual seja.

b. Copia-se esse EGT obrigando a coroa RABT (do EGT) a superpor-se
a coroa RABT dada.

ROTEIRO (vd numerando as '’bolinhas’’ vazias):

1°) Obtenha o centro de homotetia H, que obrigatoriamente existe (nu-
mero 1).

2°) Construa o “‘circulo esotérico’’ de @HA.
3°) Obtenha P (n° 2) e depois X (n? 3).




4°) Divida o 'busflis’”” XA na mesma propor¢éo (ordenada) das éreas
procuradas.
Neste exemplo, na propor¢éo 1 : 2, obtém-se Y. Continue nume-
rando...

5°) Obtenha Q e trace o arco UV procurado.
099 “ELASTICOLOGIA (do n? 098):

Pegue em qualquer ponto... e

(** (*
Liberte-se um / ’ AL w A -
pouco de equa
cSes! Aprends estique quanto quiser... . ™
- L @ O FIXO
a compreender 1 |
também por ou L } 1 |
tros caminhos ~ | |
HTR = arbitréria Lembrar que drea
\ 3 e ,I J é um nOmero,
a8 !
HUV = a+1 |
% J

v
HBA = a+1+2

Computadores é
que sd "‘racioci-

nam’” beseados  Olhe o eldstico e conclua:

em equagdes

que os progre A proporgéo entre TUVR = HUV — HTR (#+) e

B UBAV = HBA — HUV (*) é de 1 : 2, como querla-
rénico. mos obter (c.q.0.)

100 A mensagem estd em linguagem visual (gréfica).

101 EXERCICIO:
Divida o poligono ABCDEF, por poligonais homotéticas, em 3 faixas de

EGT (convém desenhar)




102 EXERCICIO:

Por uma © concéntrica, dividir a coroa circular em partes de éreas na
propor¢do 3 : 2, ordenada da periferia para o centro.

103 E grande o nimero de aplicacdes destes problemas do TIPO 78 nas cién-
cias e nas técnicas. Daremos algumas como exercicios.

104 EXERCICIO:

O trabalho é da-
g0 peto produte O TRABALHO executado por uma forga, entre T e B, 6 numericamente

da intensidade igual & drea do trapézio TRAB. Apds quais deslocamentos TX e TY o tra-

da forga pelo

deslocamento.  balho @, respectivamente, igual a 1/3 e a 2/3 desse trabalho?

FA F: aintensidade da forga
d: deslocamento

ROTEIRO:

1°) Obter H = AR N BT

2°) o de IHA.

3°%) (H; HR) e a L ao HA determi-
nam X, em HA.

4°) Divida o ““busilis’* XA na pro- ¥ ” ¥ ¥
porgdo 1: 1: 1 e prossiga. R: —_— & e -

BRSSO
™



RESOLUGAO:

As dreas dos trapézios procurados séo dadas pelo produto de uma cons-
tante pelo quadrado de um comprimento, mas, como esses trapézios nédo
tém a mesma forma, essas constantes ndo sao iguais e ndo podem ser
““cortadas’’. Por isso é que deveremos obter H e trabalhar com os trién-
gulos, que sdo homotéticos entre si.

105 EXERCICIO:

Mediante uma deposigio constante de terra, o aterro ARTB, trapezoidal,
devera ser construido em 4 dias. Obtenha as alturas x, y, z que deveréio
ser atingidas no fim do 17, do 2? e do 37 dia de trabalho.

EGT

106 EXERCICIO:

O barco de secéo trapezoidal flutua na 4gua mantendo submerso 4/5 de
sua drea. Desenhe a linha que indica o nivel da dgua.




107

EGT

108

EXERCICIO:

Para o célculo de uma barragem, o diagrama das pressdes precisa ser
dividido, por exemplo, em 5 partes equivalentes. Faca graficamente es-

sa divisdo.

EXERCICIO:

O revestimento isolante de um condutor circular devera ser substituido
por outro, mais eficiente, de 4rea 2/3 da area do antigo. Qual a espessu-

ra do novo revestimento?




oLy -

Dividir um poligono dado em figuras de 4reas numa dada propor-
¢éo, por retas incidentes num ponto dado num dos lados.

Por exemplo:

Dividir o AABC em 4 partes de mesma &rea por retas conduzidas pelo
ponto P do lado AB.

O QUE SE QUER?

Chamemos a area do AABC
de 1 (uma unidade de qual-
quer nome).

Cédigo gréfico
para paralelas:

1/




110

Estamos desig-
nando pontos
por algarismos
arbbicos.

M

112

RESOLUGCAO:

a. Tracando A1 / PC, trocamos o “bica’* PCA
pelo “’bico”” PC1 e transformamos o AABC dado no AB1P equivalente
e com vértice no ponto dado P.

b. Dividindo a base BT (do ABP1) da mesma maneira como se quer divi-
dir o A dado — no caso, em 4 partes congruentes, pelos pontos 3, 3e
4 —, obtemos 4 As cujas areas valem 1/4 (as bases valem 1/4 e tém

a altura do ABP1).

c. Asretas P2 = X e P3 = V ja sdo duas das respostas, mas a reta
P4 ndo é a resposta ?, apesar de que

f:FF'
m‘-ﬂg (+)

Por qué? Porque CJ4 tem que ser colocada em PJ5 (dentro do AABC,
para que 3P5C seja 1/4.

d. Isso se consegue com a5 / EF; PE =7 éa resposta. De fato,
trocamos o “’bico’” PC4 pelo “‘bico’’ PC5:

| R T 1
5 PC4 = PC5 J &3 .
por construgdio = o !ﬂw por ser

como vimos (*) = 3P4 = 1/4

-2
4

Os pontos entre B e C sdo ligados diretamente ao P; pelos outros (como 4),
tragam-se /s ao PC.

EXERCICIO:

Tragando retas por P de BA, divida o /\BAC em 4 figuras de mesma &rea.

A
P
B
c
@®
C]
@®
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115

116

EGT
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RESUMO:

a. Os pontos de divisdo que caem em BC sdo ligados diretamente ao P,

b. Pelo ponto que cai entre C e 1, traca-se a / ao PC, obtendo 5 em
AC; 5 é ligado com P.

E se cairem mais pontos entre C e 1?

Por todos eles tragam-se /s ao PC, obtendo pontos em-AC, que séo

ligados ao P. A demonstracdo é andloga, mas complexa.

Estes séo problemas de eqliidecomposigéo de superficies, puramente geo-
métricos. Na resolucéo desses problemas, os desenhos das figuras (e ndo
expressdes algébricas) justificam as resolugdes.

EXERCICIO:

Por retas incidentes em P, dividir o quadrildtero ABCD em 6 partes de
mesma éarea.

C

ROTEIRO:

1°) Obtidos 1 e 2, divida 12 em 6 partes congruentes pelos pontos 3,
4,5,6e7.

2°) Ligue com P os pontos 4, 5, e 6.
3°) Trace 38 / AP, obtendo 8 em AB; ligue 8 com P.
4°) Trace 79 J PD, obtendo ® em CD; ligue 9 com P.

Para dividir o poligono dado em partes de areas numa dada proporc¢éo
a:b:c: .., deveremos transforma-lo num A de vértice P e dividir a base
desse /\ na proporcdo dada.

H4a pontos que podem ser ligados ao P e ha pontos pelos quais precisa-
mos tragar /s.

57



118 Pode acontecer o seguinte:

119

120

Operacdes grafi
cas possives

b.

soma = d
fer.

prod. =
quoc

c. 47=3" prop
d.
e.

M. geom
Pitagoras
e sb

121

Dividir o poligono ABCD em partes de éreas na proporcéodadaa:b:c:d.
ROTEIRO:

1°) BT 4y PCe 12 4 PD.

2°) Divide-se A2 na proporgéo a: b : c : d pelos pontos 3, 4 e 5.
3°) 3P é uma resposta.

4°) 46 J DP determina a resposta 6P.

5%) 57 / DP e depois 78 / CP determinam a terceira resposta 8P.

A justificacdo completa de um problema como esse é muito trabalhosa
e, francamente, desnecessdria. Deve-se aceitar a construgdo ‘‘por
analogia’’.

TIPO 9 PROCEDIMENTO ALGEBRICO

1?) Escolhe-se qual o melhor comprimento x que convém obter, para
facilitar a construgéo da figura procurada.

2?) Equacionando e obtendo a expresséo de x, raﬁa ajeitar para recair
nas operacdes graficas possiveis.

TIPO 9A A FORMA NAO E DADA




122 EXEMPLO:
56 6 possivel o Construir um A isésceles de base b (dada) equivalente a um poligono dado.

solver expres-

sbes que racaem HESOLUCAO'

nas 6 operagde
ciudup::tefim.- 1?) Transforma-se, mudando ‘‘bicos’’, o poligono dado num 4\ equiva-
.. lente, de base m e altura n, x

2?) Convém obter a altura x do /\ procurado. /
3?) Equacionando:

S [ X m _ox e
sz 7 mn =" = b

n n
4?) Obtém-se a 4? proporcional x e constréi-se o /\ procurado.

123 “BICO NEGATIVO" (poligono céncavo):

124 EXERCICIO:

Construir um /\ is6sceles de base b (dada) e equivalente ao poligono
ABCDE (dado).




125 EXERCICIO:
Construir um trapézio retdngulo de bases @ e b dadas e equivalente a um

circulo de raio ¥ dado.
EGT o—lTo
*—
’—_—:-—-.
Confira fazendo
ROTEIRO: & ogngs.
1?) Obter a base média m.
2?) Sendo X a altura do trapézio:
X*ms= %r “r (4% prop.)

126 _,
TIPO 98B A FORMA E DADA

A forma sendo dada é um problema do TIPO 4, mas, se as areas das figu-
ras dada e procurada forem expressas por férmulas relativamente sim-
ples, convém usar o procedimento algébrico.

127 EXEMPLO:
Construir um retdngulo de lados na razéio 2/3 e equivalente a um AABC
dado.

17

R: lados do retangulo: 39,5 mm e 26,0 mm.

%0



RESOLUCAO:
a. A maneira mais facil de construir o retangulo procurado é obter x [vi-

de EG).

b. Equacionando: 1
No A dado, sejam m = baseen = 2 altura.
Deveremos ter:

.—'---'—n_.c..ﬂ...
h!x-mnxJ:J:

c. Obtém-se x, que é a média geométrica entre _rén_ e —;—

128 EXERCICIO:
Construir um A\ eqiiilatero equivalente a um gquadrado de lado a dado.

Confira fazendo
a conta

RESOLUCAO:
a. A maneira mais facil de se construir um A equilatero é tendo o seu

lado; entdo, chamemos esse lado de x.
b. Equacionando:

-1_.=2"2\!§=z b = - 4a’ N3
2xh 5-4 a‘ = x J§ 3

Ajeitando, para resoiver graficamente:

1?) Acha-se 4/3 - a. 2?) Acha-se a 3. :
37?) Acha-se a média geométrica x.

¢. Obtido x, constréi-se o A eqiilatero. )
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130

3

4 Artificios podem
1 1 c ser concluidos

4 a HARAPAS ¥ (basta examinar
I tudo o que pode
ser feito), mas

Sédo problemas que dependem de algum artificio para a sua resolugdo. 4o no curto pra

zo de uma prova.
1?2 EXEMPLO:

Obter um ponto interno X, de modo que a proporgéio das éreas XBA, XBC
e XCA sejaa: b : c, sendo &, b e € ou TODOS segmentos ou TODOS ni-
meros dados.

ROTEIRO:
1? ETAPA:

Divide-se BC na proporgéo dada, obtendo as dreas BAY, YAZ e ZAC na
proporgéo a : b : ¢, por terem mesma altura e bases nessa proporgéo.

2? ETAPA:

Fixando B e A e variando Y na / ao BA, fixando C e A e tragando ZX
/ CA, obtemos X.

2? EXEMPLO:

Tragar por P uma reta que divide o trapézio dado em duas figuras equiva-
lentes entre si.
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134

ROTEIRO:
1? ETAPA:

Sendo M e N os pontos médios das bases, os trapézios ABMN e NMCD séo
equivalentes, por terem mesma altura e bases médias congruentes (va-
lem metade da base média do trapézio dado).

2? ETAPA

Sendo O o pt.m. de MN, AONS = AORM I[critério LAL], logo AONS
= AORM.

SE da metade (ABMN) da 4rea dada, subtrairmos e somarmos areas

iguais,
ENTAO ABRSA = SRCDS, c.q.o0.

NOTA:

t obri%atOrio P ser dado de modo que R caia entre B e C (logo, S caira
entre A e D).

O que examinaré um problema do tipo 10 numa prova?

Examinaré tdo-somente se o estudante conhece ou ndo o tal problema,
mas ndo se ele conhece o assunto equivaléncia.

Como examinar se um aluno conhece o assunto equivaléncia?
Dando na prova um problema tal que o estudante possa concluir sozinho
a resolugdo.

Seria bom um exemplo...

De fato, resolva o seguinte

EXERCICIO:

E dada uma escala gréfica. Desenhe uma outra, de modo que os novos
desenhos tenham érea dupla.

Figuras con-
gruentas slo
obrigatonamaenta
equivalentes,
mas a reciproca
é falsa.

. A_""_._q-_..h._....4.'..'__‘.. P N Ll

Confie em vocé.




135 Mais um...
Seré o ultimo deste capftulo 1.
EXERCICIO:

Construir 3 circulos concéntricos, de dreas na proporgéio 1: 2 : 3, de mo-
do que a diferenga entre os raios do maior e do menor seja d.

R: raios = 27,6 mm; = 38,6 mm; = 47,56 mm

RACIOCINIO:

a. SE as dreas estdo na proporgéo 1: 2: 3,
ENTAO os raios estardo na proporgéo Y1 :42:{3.

b. Dada a proporgéo 1: 2 : 3, a forma do “‘circulo esotérico’” estd deter- ¢...c.ico com

minada. Poderemos, entdo, construir um de @H'A” arbitrério. 5.
E:::.“f:,r.lfﬁ."L:"f.".. c. Obtemos d’ = llI' — I' e, por semelhanga:
| por homotetia L _I."_'.. "0 L
g d T TR
d. Obtemos lll, Il e | por 4°* proporcionais.




CAPITULO
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Toda razdo é or
denada; o 1° ci-
tado é o dividen-
do (numerador)

Por principio, to-
do percurso é re-
varsivel, isto é, o
percurso de ida é
igual ac de volta.

137

MINIMOS E MAXIVIOS
MRWO

Os conceitos de MINIMO e de MAXIMO estéo fregiientemente relaciona-
dos entre si. A lei do minimo esforgo pode ser entendida como a lei da méa-
xima eficiéncia. O que realmente importa é a razédo entre o esforco e a
eficiéncia, que deve ser minima; inversamente, a razéo da eficiéncia pa-
ra o esforgo deve ser a maxima possivel. E importante ressaltar o termo
“possivel’’, porque toda pesquisa de minimo e/ou de méximo esté vin-
culada a certas condigdes impostas.

Quando se trata de percursos minimos (ou maximos), deve-se sempre
considerar quais as condigbes impostas. Minimo (ou méximo) o qué?
Exemplos:

1?) Qual o minimo percurso entre duas casas da mesma cidade?

Fica subentendida a condigédo:
caminhando a pé pelas ruas existentes.

2?) Qual o minimo percurso entre a cidade de Séo Paulo e Roma, na Italia?

Fica subentendida a condi¢do:
num véo sem escala, caso em que o percurso minimo é o compri-
mento de um arco de circunferéncia.

PEQUENO HISTORICO:

Foi procurando diminuir os seus esforgos e aumentar a sua eficiéncia que
o Homem se desenvolveu tecnologicamente, criando suas ferramentas,
instrumentos, armas, etc.

Uma das primeiras histérias sobre a resolu¢cdo de um problema de maéxi-
mo e minimo é a da Rainha Dido, que ordenou a construgéo de Cartago,
exigindo que cortassem um couro de boi em tiras bem finas, emendas-
sem umas as outras e com a tira resultante cercassem a méaxima érea
possivel, & beira do Mar Mediterrdneo. Os engenheiros da época conclui-

A pé ndo
hé contramdo...

O raio desse arco
é o raio da Terra.

Os nossos
problemas
déo menos
trabalho..,



ram que Cartago deveria ter a forma de um semicirculo e, dizem, assim  Medieraneo
foi feito,

No“culoxwl.virlummeﬂﬂcumlm

de minimos e maximos, por processos algébricos. Assim fizeram Snell
(1626), Descartes (1630), Fermat (1636}, Huygens (1690); ma
Newton, Leibnitz, Bernoulli, Euler, Le Blanc, Lagrange, D'A
tros também se dedicaram ao assunto.
Neste capitulo 2, mmmmmﬁsm
mos e méaximos sob um enfoque geométrico.

Em Geometria Eu-
clidiana, o percurso
minimo entre duas
figuras (quando
existe) chama-se
DISTANCIA (d).

138 ELEMENTO GENERICO

vl e abaixo  Convém repetir o que ja foi explicado no livro 1 (n? 040):
element
:.nmuo. k= Elemento genérico (G) de um conjunto é um elemento que somente tem

a propriedade caracteristica tque define o conjunto).

m Um elemento genérico tem SOMENTE a propriedade caracteristica dos
elementos do conjunto e, por isso, qualquer coisa que se prove para um
dos elementos genéricos valerd para TODOS os outros elementos gené-
ricos do conjunto.

Um elemento: XEERRASERLY
% P: PARTICULAR




139 PROBLEMA:

PROBLEMAS

AXB é um nime-
ro, como se fos-

Obter o percurso minimo entre A e B, tocando na reta T, isto é, AXB. se o perimetro.

Obtendo B°_(si-
métrico de B) e
ligando com A,
obtém-se o mes-
mo )_(

£ ébvio, porque
0 caminho mini-
mo é dnico

s serve...
Os 3 arcos tém mesmo raio (arbitrério
= A1S1 é losango.
ROTEIRO:

1°) Acha-se 5, simétrico de A com relacdo a 7. A reta T torna-se me-

diatriz de AS.

2°) SB determina X. AXB é o percurso minimo procurado.

JUSTIFICAGAO:
a. Para provar que AXB é minimo, é obrigatério provar que AXB é me-

nor do que qualquer outro.

b. Para provar que é menor do que qualquer outro, basta provar que é
menor do que um dos percursos genéricos.

¢. Seja G um dos pontos genéricos de T . Deveremos provar a

De fato:

T [AXB < AGB

I. Como T é mediatriz de AS, temos:

SX = AX
e SG = AG ] (*) (vale para qualquer G).
Il. No ASGB, o lado SB é menor do que a soma (SG + GB) dos ou-
tros dois:
SB < SG + GB
—
SX + XB < SG + GB
ol s
v RS

AX + XB < AG + GB

" "

c.q.d.

E o L3l

Qualquer outro
que satisfaga &
condig8o impos-
ta: tocar em .

doe B torvare



140 Verifica-se que AX e XB formam angulos congruentescom 7 L T em X.
X -% -8 = AXB (ou BXA) representa o caminho (minimo) que a luz segue para ir de
-B-%-A A até B (ou de B até A), refletindo-se num espelho plano T, com o
£ o principio da  @ngulo de incidéncia AXn igual ao angulo de reflexdo nXB.

reversibilidade

: raios lumino-  Num meio de densidade constante, a velocidade da luz é constante, lo-
go, um raio de luz, para ir de A até B, refletindo-se no espelho T, gasta
o tempo minimo, logo, percorre o percurso minimo.

141 PROBLEMA:
Obter X em T, de modo que a diferenga IAX — BXI| seja méxima.

Em Optica, 7

Soma minima e
diferenca maxi-
ma.

JUSTIFICACAO:

comoSeBssc Seja G um dos pontos genéricos de T .
-y No AASG (qualquer um dos G # X serve), o lado AS é maior do que a
SG = BG. diferenca dos outros dois (AG — SG):

AS > AG - SG

AX - SX > AG - SG
— ——
AX — BX > AG — BG (todes as outras), c.q.d.

142 Tanto no n® 140 como no n® 141, as retas AX e BX formam angulos
congruentes entre si com a reta T .
143 PROBLEMA:

Dados A, B e ¥, obter X em ¥, de modo que AX e BX formem angulos
de mesma abertura com T

RESOLUCAO:

Hé duas respostas:

1%) Uma (n? 140) onde A SOMA E MINIMA e

2?) outra (n® 141) onde A DIFERENCA E MAXIMA.
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145

EGT

PROBLEMA:
Obter 0 menor percurso AXYB, comXem Y eVem 5.

Por que AXYB é minimo?
O segmento A'B’ é menor do que qualquer poligonal A'G,G,B".

EXERCICIO (sem desenho):
Obter o minimo percurso AXYB, com Xem s e Yem 7.
ROTEIRO:

Basta ligar A™ (simétrico de A com relacdo & §) com B” (simétrico de
B com relagéio a ) para achar X e V.

EXERCICIO:

Construir o AAXY, de perimetro minimo, com um vértice em cada reta
dada.

Agora X estd em

Tenioem T,

®>




147 DEFINICOES:
a. Segmento orientado
E um ao qual se acrescenta uma ordenagdo (um '
Notagao: AB (para distinguir de semi-reta...) s
Representacéo A B
b. Segmentos egilipolentes (eqpl):

ot Séo segmentos congruentes (=) e de mesmo sentido (portanto, pa- )
. ralelos ou colineares). "

it PRI A

£ R ey
" £ ¥ ,.._u‘-lzll,“‘l G‘A“‘ A4

N
s 5

s At

o

148 PROBLEMA:
Obter o percurso AXYZB minimo, com as seguintes condi¢bes impostas:

a. x.?.m*.';
I b. XY eqpl RS e
c. Zem Y.

EGT

T’ 6 simétrico de T com relagdio a 7.




RACIOCINIO (BOM SENSO):

Acscordar.cum- 10008 08 percursos que satisfazem as trés condigdes a, b, c constam de
pralogo suaobri-
gacgdo, ficando
com o resto do
dia livre.

E 6bvio que o minimo percurso total se obtém achando o minimo percur-
so variavel. Entdo:

1?) “Cumpra logo sua obrigacdo’’, marcando AC eqp! RS.
De C em diante, o minimo seria CZB, mas falta cumprir as con-
Para cumprir digdes a e b.

- 2°) Marque, entdo, YX eqpl SR (sentido oposto) em ¥, obtendo X.
3?) O percurso procurado é AXYZB (ou BZYXA).

149 EXERCICIO:
Obter o minimo percurso AXYB, com XY em T e eqiiipolente ao RS.

EGT

&>

f

150 EXERCICIO:
Obter 0 minimo percurso AXYB, com X em ¥, Yem S e XY/ ¥.

@>»

EGT




151 EXERCICIO (“eqilipercurso’): Esse neologismo

tem trema?...

Obtenha o minimo percurso AXYB, com X em ¥ (1? condigéo), ¥ em
T (2%, XY L T (3%) e AX = BY (4* condigéo).

A
-
@®
pt.m
r
rd
A ,/
//' i -, Y
’ _'__..—'\i’"
B"("- s/
L3
@®
®
L3 = med. BS B

RACIOCINIO (pelo MF):

a. Desenha-se o EG com todos os dados (A, B, T /%) e “uma das’’ pepois conclui-
respostas (AXYB). se que essa

“uma das’’ res-
b. Precisamos obter o menor dentre todos os percursos que satisfazem POt ¢ s inica.
as 4 condigdes impostas. Todos eles consistem de uma parte cons-
tante m (menor percurso entre as paralelas T e §) somada a uma parte
varidvel (de percurso para percurso).

c. Depois de “‘cumprida a obrigagéo’’, percorrendo ficticiamente o tre- ¢ o “ovo do
cho AS, falta obter o minimo restante, isto é, o menor percurso SYB :.g:'ﬁg"l;;:‘“é

(comY em § e ““eqiidistancia’’). Como SY = AX (/gr) e SY = BY (,° 099).
(med. BS), o percurso minimo é AXYB.

A Geometria Euclidiana deve ser estudada para nos ensinar a racio-
cinar e ““calibrar’’ a nossa intuicéo.

No entanto, o cérebro humano néo deve ser bitolado, perdendo o
seu bom senso.

Neste problema, ndo ha necessidade de tomar um percurso genéri-
co ¢ demonstrar que o que obtivemos é menor.




152 EXERCICIO:

Supondo que a bola se “‘reflete’” com éngulo de incidéncia igual ao de
“reflexfio’’, desenhe a trajetéria da bola A para que, batendo em RS e

depois em ST, atinja a bola B.

EGT

153 EXERCICIO:;

Num cubo de aresta @, obtenha graficamente o percurso minimo, pela
superficie do cubo, do vértice A da face ABCD ao centro O da face CDEF.

EG (desenhe as duas faces no pla-
no de desenho e com CD comum).

>

o

E se houver uma bola no alvo? .

73



Se da
para concluir,
por que decorar?




CAPITULO

154

TANGENCIA

CONCEITOS BASICOS

PONTO IMPROPRIO:

Consideremos uma reta T e um ponto O fora dela e ambos fixos.

E interessante ob
jue O pon

im, apd

pela
ta rge  pe
i esquerda & cor
L

155

Mensagens cur
tas sdo mais
bem compreen
didas

Seja § uma reta que gira em torno de O no sentido anti-horério. O ponto

-— -— . . - -
comum & s e & r vai se deslocando sempre para a direita. Quando s
torna-se paralela a T, dizemos que o ponto comum tornou-se PONTO IM-
PROPRIO (Pgo).

Duas retas distintas e coplanares tém sempre
um Unico ponto comum:

ou IMPROPRIO (Pw), quando paralelas,
ou PROPRIO (P), quando concorrentes.

Peo

Tanto o ponto
Impropro como
o ponto proprio
sdo "entes geo-
métricos igual
mente abstratos.

75



156 Um ponto impréprio (Pe), que é sindnimo de DIRECAO, é representado
graficamente da mesma forma como se representa uma diregéo:

—— Po ——

157 EXERCICIO:
Ligar A com o ponto comum as retas T e .

158 CIRCUNFERENCIA DE CENTRO IMPROPRIO

A ets T nao ¢ Uma circunferéncia que contém E e
uma o, mas, pla-  cujo raio é tdo grande quanto se
glando Sir lsaac  quaira (reo) — isto &, infinitamente

N . ““tud :
5: ';:;a cL“mﬁ grande — tem centro impréprio (Peo)
-

se fosse...” e tem as propriedades da reta t.

159 Com esse novo enfoque, todos os problemas onde hd uma reta (t) s80 exteriormente
Usamos o <64 casos particulares dos mesmos problemas onde h& uma circunferéncia
?:Otetn lmbenta; {C). Exemplo:
C: o tangente.

160 EXERCICIO (ja resolvido no livro 1, n® 488): interiormente

[ECC’]: construir uma © tangente & (C: m) em E e tangente exteriormente
a(C:m)




161 EXERCICIO (j& resolvido no livro 1, n°® 483):

[EtC; E € t]: construir uma o tangente &4 t em E e tangente exterior-
mente & (C”; m).

hat 4T

me

Ligar E com T no exercicio 160 equivale a ligar
| E com C= (centro da reta) no exercicio 161.

162 RACIOCINIO (para o ECC’ e para o EtC; E € 1):

X [?], além de ser o centro da @ procurada, é também centro da © auxi-
liar que passa por C’ (dado) e por R (obtivel, marcando ER = m’ na reta
que liga E ao centro C ou Ceo .

163 ROTEIRO (para ambos os problemas): Cuidado:
1°) Obter R, marcando ER = m'. . soomdl

orientado

29 g { a. Estd em ER (mera copia).

b. Eqgiidista de R e de T’ = L3.
3?) Antes de tragar a @ procurada, ache o ponto de tangéncia 3
DEFINICOES (para facilitar a linguagem):

164 Dadas duas ©s (desenho na pag. seguinte):
a. Chamam-se do 1° TIPO as os tangentes exteriormente a ambas (COMO  Tangentes inte-

v1) @ as interiormente a ambas (como o y}). .
b. Chamam-se do 2° TIPO as os tangentes exteriormente a uma e '

interiormente a outra (como as v,).



165 Dadas uma © e uma reta:

Este & um caso  Agora precisamos considerar o CENTRO IMPROPRIO (Ceo) da reta no semi-
o d A plano | (desenhos abaixo).
mo de sentido.  Dessa maneira, todas as os tangentes a (C'; m’) s6 poderéio ser tan-

gentes exteriormente a reta t.

166 Sdo do 1° TIPO as tangentes exteriormente a (C’; m’), como v,.
S&o do 2° TIPO as tangentes interiormente a (C’; m’), como v,.

T g
e

EXERCICIO:
Passando por P, quantas os do 1° TIPO e quantas do 2° TIPO existem
tangentes a (C; mj e a (C’; m’)? Enxergue-as...

RASCUNHO

n: (D012 DIBES v
Do 22 TWEE ... ...




168 EXERCICIO:

169

Numa homotetia
direta, todos 0s
segmentos ho-
méblogos slo /s
e de mesmo sen-
tido.

Numa homotetia
inversa, todos 08
segmentos ho-
mélogos sio [ s
e de sentidos o-
postos.

170

Contendo P, quantas s hé do 1° TIPO e quantas hé do 2° TIPO tan-

gentes a (C': mNea t?

RASCUNHO

PROBLEMA DE REVISAOQ (& resolvido no livro 2, n? 423):
Obter os centros de homotetia direta (H) e inversa (H”) das s dadas

F e

£

(C: m)e (C; m).
ROTEIRO:

Para obter H:

1°) 'C':Elﬁ_‘f'odemumoun-
tido

2°) H = CC’ N EE".

. Para obter H”:

1°) CEJCE" e de sentidos o-
postos.
2% A" = TC' N EE”.

RETAS TANGENTES COMUNS

..

As retas tangentes comuns
externas incidem em H.

H: centro de homotetia direta.

As retas tangentes comuns
internas incidem em H’.

H": centro de homotetia inversa.

t

R: {Do 12 MWPO: .cvisicusins
B 25 TO: conesnisivi




171 EXTENSAO DO CONCEITO DE CENTROS DE HOMOTETIA DIRETA  fxiensdodecon

(Ff) E INVERSA {W) comuns na Mate-

——
——

—
=
—

A “visio anima-  UTILIZE A SUA “VISAO ANIMADA"":

da'’  permite

M (C"; m’) e A fixos e aumentando m, mas sempre com C na se-
' mi-reta AC e sempre (C; m) passando por A, percebe-se que H e H’ véo

*"“”"‘:": se aproximando de (C; m’).

wenicas (udo s« Quando T torna-se ponto impréprio (Ce), H e H' tornam-se extremidades

movel. - do @HF" L Y.

;u.,,- .



172 TEOREMA

A" & B’ também
sdo pontos de
tangéncia de
uma @ particular
do 1? tipo.

Analogamente,
prova-se que F e
E’ séo pontos de
tangéncia de
uma © do 17 tipo
(tangente inte
riormente @és
duas dadas).

a. Sejam as os (C; m) e (C’; m’) com seu gggro e homotetia direta H,
obtido como no n? 169, a, tracando C'E’

/ CE.

b. A e B sdo pontos de tangéncia de uma © particular do 1° TIPO,
c. E e F' séio pontos de tangéncia de uma © genérica do 1° TIPO.

De fato, os s E'F'C’ e XEF’ séo semelhantes e como o 1° é isésce-
les, 0 2° também é, ou seja, XE = XF' e isso prova que X é centro
de uma © tangente em E e F.

A POTENCIA DE H com relagéo a todas as @s do 1° TIPO
é CONSTANTE e vale HA - HB.

Genérica do 1° TIPO

Z(1B0° + a)

Particular do 1¢ TIPO

81



DEMONSTRACAO:
-_1_. ° o ° o

1) O £ inscrito © 2 (180° + @) = © = 90 +—£-
0’ = 180° — £ mas

“© =90° + & |=0=0
O ¥ inscrito € -% (180°—a) 2

2) Comum ¥ comum e 8 = ©'5fAAl AHF'B ~ AHAE

A HAE

centro X).

{##) HA - HB ¢ a poténcia de H com relagéo a uma @ particular
(de DAB) e é constante para cada par de os dadas
(C; m) e (C"; m), c.q.d.

173 PROBLEMA AUXILIAR:

Dados H, B, A (colineares) e P, obter P* em HP tal que
HP' - HP = HA - HB.

EGT

R: HP* = 43,6 mm.

19 Processo: Pode-se obter HP' por 4% proporcional,
Conciclicos: aue 29 Processo: A, B, P e P’ séo conciclicos, pois a poténcia de H é BP o AP cha-

estdo na mesma

o. HP' - HP = HA - HB. mam-se antipa-

ralelas.
3? m:mmmwm,mwmm
180°, logo: basta transportar ¢ para obter P em HP,



Il PROBLEMAS

174 s

T — .

PROBLEMA:
Construir uma © do 1° TIPO, contendo P e tangente a4 (C; m) e & (C"; m’).

R: € ““autoconferivel’’... (2 respostas).




RACIOCINIO: .

Seja X [?] o centro de uma das respostas e H obtido como no n® 169, a.
SE obtivermos F’,
ENTAO recaimos no PP’C ou PP'C’.

Como obter P'?

Pelo teorema (n° 172), a poténcia de H com relagéo a (X; XP), que vale
HP - HP’, é constante e igual a HA - HB (n? 172, d).

Nio fizemos o
EGT do PP'C.

No EGT, dese-
nha-se uma das
respostas. Aoob-
té-la, vai-se pro-
cedendo analo-
gamente para
abter als) “"clan-

Entdo P pode ser obtido em HP (n® 173).

ROTEIRO (desenhe com muita preciséo):
1°) Ache A, B e H, como no n? 169, a.
2°) Obtenha P’ como no n® 173.

3°?) Resolugéo do PP'C (para obter maior precisdo gréfica, convém tra-
baihar com a © maior):

l. Eac?q uma © arbitraria contendo P e P’ e cortando (C; m) em
e N.

Il. Obtenha R = MN N PP'.

ll. Trace a ® de @RC, obtendo em (C; m) os pontos de tangéncia
K e K* (K" néo estd desenhado no EGT) das duas respostas.

IV. Ligue C com K e K, obtendo X e X' na med. PP".
V. Antes de tracar, ache T e T" (T” ndo desenhado).

0O PP'C foi resol-
vido no livro 2,
n® 184

‘I';F-': semi-reta (é
ruim notagao du-
vidosa), obriga-
nos a fazer tex-
tos longos...

O centro dessa @
estd na mediatriz
de PP,

Para Oblﬁ;
ou em 59
ou em HK.

ldem para T'.



175 Deu para entender a explicacio baseada apenas no EGT? Vocé foi
capaz de executar sozinho a construgfo?

Mostraremos abaixo a construgéo completa:




176

177

Se alguém nda
entander a réso
lugdo dada ante
riormente, entdo
mMuito mManos an-
tenderd o dese
nho jJ& pronto

178

179

180

Esse é 0 17 e Gnico problema apresentado com a construgéio gréfica
completa, neste curso de DG... Por qué?

Apresentamos esse, para que o estudante apenas veja — mas néo tente
“decifrar’’ — a construgdo. E possivel ‘“decifré-la’’ ... Champollion deci-
frou os hieréglifos...

Mas... é costume dar as construgdes ja desenhadas... N&o hé meios
de facilitar a compreensfio das mesmas?

H4. E costume apresentar as construgBes por etapas sucessivas... Um
bom modo de se fazer isso seria imprimir as etapas em plésticos trans-
parentes e superponiveis, como nos atlas de Anatomia...

Mas esse PCC’ é muito complexo...

Deveremos facilitar o que é fécil e acostumar os estudantes com essas
etapas sucessivas ou deveremos guid-los para que aprendam a concluir
sozinhos as resolugdes?

E como andar de bicicleta?

Sim. N&o é assistindo a filmes de pessoas pedalando que se aprende a
pedalar.

SOMENTE SE APRENDE A CONCLUIR, CONCLUINDO SOZINHO.

EXERCICIO (PCC’):
Construir uma @ do 2°? TIPO, contendo P e tangente & (C; m) e & (T";m’).

Parece um
“"minestrone
de macarrdo de
‘letrinhas

SPTIRW e b oM Toaire, 1T QDAY B M,

e

T

e L O e . S
Wiy v_"._ - Am N T B B e B T



RACIOCINIO:

Note que &' ¢ 8. Procedendo como fizemos no teorema do n?® 172, demonstra-se {em

B sdo pontos de Geometria) que:
tangénciadeuma
-} pgrticuht do
;‘.n;?'m A poténcia de H' com relacéo a todas as @s do 2° TIPO é

sbo... constante e igual a H'B - H'A",

|
|
d

b. A’ e B sdo os pontos de tangéncia de uma dessas ©s do 2° TIPO

(y2).
Poderfamos usar A e B’.

c. Essa poténcia constante é:

ROTEIRO:

(Desenhe com toda a precisdo possivel, caso contrério ndo acertard os
alvos; é com problemas como este que se valoriza ¢ que vimos no livro
1, don? 180 ao n? 182.)

1°) Obtenha H tragando EEI CE” e de sentidos contrarios, como
vimos no n? 169, b.

2°) Transporte ¢ para obter P,
De fato: AH'PB ~ AH'A'P" (critério AA), logo:

LHPB . e W
| I ; ’ c.q.o0.
ENTRE X 09  OPOSTOSAO s

3°) Obtido P, recai-se no PP''C: NBo fizemos o
T do PP'C
. Trace uma @ arbitréria contendo P e P e determinando Me = ° .
N em (C; m).
Il. Obtenha R = MN N PP,
ook iy 4 ll. Trace a © de @RC, obtendo em (C; m) os pontos de tangéncia
tanha 0s pontog procurados K e K’ (ndo desenhados no EGT).
oV om (T: m). IV. Ligue K e K" com T, obtendo X e X'.

87



181 ::*
PROBLEMA:
Construir uma © do 1° TIPO, contendo P e tangente & t e & (C”; m").

*

&P

R: E ““autoconferivel’... (2 respostas).



0 PP'C poderia
ser resolvido
achando

x = JRP - RP*
em vez da © de
@ RC.

TUDO O QUE
SERVE PARA
CONFERIR PODE
SER UTILIZADO
PARA RESOL
VER

RACIOCINIO:

X [?] 6 o centro de uma das respostas.

SE acharmos P,

% ENTAO recaimos no PP't ou no PP'C’,

Como obter P'?

O teorema (n? 172) vale também neste caso: HP - HP' = HB - HA,

O PP’t esté resol-
vido no livio 2,
n®076en® 403.

Usamos A e B
porque slo pon-
tos de tangéncia
de uma @ do 17
tipo (n? 166).

ROTEIRO (capriche):
1°) Ache A, BeH.

2°) Obtenha P, transportando ¢.
3?) Recaimos no PP't, que se resolve como segue (6 uma reviséo; néo

fizemos o EGT):

.
I,
1.
V.

PP’ encontra t em R.

Ache x = JRP * RP’ (média geométrica).
Trace (H; x) obtendo K e K" em T,
Agora, ha dois caminhos:

1? caminho:

X (7] [l. Na 1 t porK.
b. Na mediatriz de PP,
Antes de tracar a resposta, deve-se obter T.

279 caminho:

K, T e H séo colineares; obtido K, T estd em HK.
Obtidos K e T, acha-se X [?:

a.EmE’T;
b. Na 1 t porK.

O PtC admite mais duas respostas, do 2° TIPO, cuja constru-
¢do é exatamente iyual & anterior.

xm[




182 EXERCICIO (PtC):
Construir uma © do 2° TIPO, contendo P e tangenciando t e (C”; m’).

R: E “autoconferivel’’... (2 respostas)

Posso concluir sozinho a resolugéio?

N&o sé pode como deve, mas metodicamente, isto é, pelo método fun-
damental (MF):

a. Traduza para o “‘grafiqués’’ o enunciado acima, desenhando o EG na
regifo do papel a ele destinada:

I. Comece por UMA DAS RESPOSTAS e
Il. depois desenhe TODOS OS DADOS.




l EG = EGT

b. PH’ encontra a @ resposta em P'. Se vocé obtiver P”, entdo recaird 4 . & 50 pon-
no PP''t. Para obter P é obrigatério saber o teorema que diz: tos de tangéncia

de uma @ do 2°

Poténcia de pon- A poténcia de H' com relagdo a todas as @s do 2° TIPO é constante ... .* 166).

o2 mcorse  @vale H'B' - WA,
Latf 5. ww e poténcia de H” com relagéo & o resposta é H'P - H'P”’, portanto:

4* proporcional

@ transporte de “. W = H'B - wa

éngulos sdo pro
blemas funda-

mentais que de- - d, Qu por 4° proporcional ou pela © que passa por A, B’ e P ou trans-  Como vimos no
- e portando o ¥B‘PH’ para H'AP"’, obtém-se P”. g
™ e. Obtido P, recai-se no PP"'t (ou no PP’C’); o PP"'t é mais fécil.

Eu nBo
irna

183 - ) s gostar...

SE dermos agora o roteiro.

ENTAO estaremos admitindo que vocé néo tem capacidade para
concluir,

Ensinar a
concluir...

SE vocé resolveu o problema anterior,
ENTAO este CURSO DE DG cumpriu a sua principal finalidade.




184 CONSIDERAGCOES SOBRE O PCC' E O PtC:

Nos desenhos feitos até aqui, fizemos as ©s C e C’ externas. Como pro-

ceder quando néo for assim? Vejamos:

a. Paraobtarﬂ.umprefﬁé 'E’ @ de mesmo sentido (homotetia direta).
Para obter H', sempre CE / C'E’* e de sentidos opostos (homotetia
inversaj,

b. Entre A, A”, B e B’, escolher sempre os dois que sejam pontos de
tangéncia de uma © do mesmo tipo que a procurada.

m,*,r‘-m:i.d-ﬂmrr
lagéo & v,.

1° TIPO

M.i.h-l’ot.;gﬂ-
= HA - HB = HA’ - HB'

Poty ., = Poty, ., =
= WA - H'B = HA" - H'B




Pot; 5, = HA - HB = HA - HE’

T inter. &s duas.

Potir.,, = H'A"-HB = H'A - H'®
4, inter. & C e exter, & C’.

185 Quando areta t e a oC sdo secantes, deveremos supor Ce NO semi-
plano | e, entdo, H é o ““de cima” e H', o '’de baixo"".

, exter. &s duas

e C).
7, inter, &s duas.

¥, inter. & C e exter. & t.

PUt.i_..h -Pﬂ-;,;-“ﬁ'l‘ﬂ

M.?_.

T

anTRo.
aeeo

= H'A - H'B'




EXERCICIOS SOBRE O PtC:

No PtC, a maior dificuldade reside em descobrir qual o centro de homo-
tetia que deveremos usar. Para isso, hd um...

186 MODO PRATICO:

No EGT, mgsmo desenhado a méo livre, é possivel descobrir por qual pon-
to a reta KT, que une os pontos de tangéncia procurados, vai passar;
esse ponto é o centro de homotetia.

EXEMPLO:

Cmtnﬂrumoqmcomﬁnﬁm’;omm
(C: m).

EGT Pestdna L t por C:

R: E “autoconferivel”... (2 respostas)

RESOLUCAOQ:
Como descobrir H?

No EGT, percebe-se que KT vai passar por U, que é o H correspondente
& o procurada.




187

Operagdes gréfi-
cas:

Or

op

Dado r, s6 falta
obter O:

8
o I 4
PP’
Pt
PC
-
nC
fCC’

ROTEIRO:

19) Descoberto H, precisamos agora obter P':
ou fazendo HP - HP' = HS - HR, o que nos obriga a obter HP' por
4% proporcional,

ou tragando AN arbitréria, para obter HM - HN = HP - HP’, o que
nos permite obter P transportando o ¥ HPM para HNP’.

Obtido ¥, recai-se no PP’t (ou no PP'C);
acha-se RK = JRP’  RP, obtendo K (e o ““clandestino’’ K').

Para obter T (e o “‘clandestino’’ T'), liga-se K com H.

Dessa maneira, poderemos obter X tracando duas das 3 linhas se-
guintes:

a. L3 = med. PF’;
b. Ks L t;
-
e. CT.
A que néo for usada para obter X, servird para conferir.

2?)

3?)
4?)

O que falta aprender sobre pesquisa de ©s?

Falta apenas resumir o que j& vimos e resolver (depois) os trés Gltimos
problemas.

RESUMO:

a. Uma o j4 tem forma determinada; o seu tamanho é determinado pelo
raio r, e sua posico no plano de desenho, pelo centro 0.

b. O tamanho (r) e a posigéo (O) podem ser obtidos quando s&o dados
3 (s6 3) dos seguintes elementos:

P.P,P et t;C,C' C"eE, E' E" (sfo pontos, mas de tangéncia).
¢. Conclui-se sozinho o roteiro, pelo MF,
Descubra vocé o roteiro para resolver os seguintes problemas:
Etr
ECr
EtP
ECP
Ett’
d. Para obter o centro X, poderemos procurar uma @ concéntrica, pro-
curando pontos dessa mesma ©, retas tangentes a ela, etc. Foi o que

fizemos no ECC’ (n? 160) e no EtC; EE t (n? 161).
No Ett’; E € t, por exemplo, aretat’’ L t em E é também tangente,

e poderemos (se quisermos) recair no tt't"”.

Dado O, s6 faita
obter r:
Ot

0C

Basicos
PPP
(@ circunscrita)
't

s inscritas e 3
ex-inscritas)



® ‘PPt CLASSICO

Jé resolvemos por 2 processos:

1?) Nolivro 2, n? 076, pelo imento algébrico (poténcia de pon-
to), basta obter x = JRP - RP' (média geométrica) para achar
E e o “clandestino” E'.

*<

2°) No livro 2, n? 403, por homotetia:

uma “‘circunferenciazinha nasce’’ em H, vai “‘crescendo’’, “‘cres- : r:::,e:a
cendo’’... até “‘atropelar’’ Pe F'... .
. animada’’
L3 P

4 m CLASSICO Cléssico

e dificil
Ja resolvemos no livro 2, n? 184:
com centro A (arbitrério) na med. PP’, tragamos a © auxiliar, obtendo
M e N e depois R (centro radical). Agora hd 2 caminhos:
1°) A o de @RC determina K e K’ em (C; M).

2°) RK = RK’' = {RP - RP’ (poténcia de R).

R4 = JRP - RP’




189

Néo se estuda uma matéria apenas para o '‘préximo exame’’, mas

sim buscando-se um APRENDIZADO PARA O RESTO DA VIDA! faber 0G signi-
Lo 1 ica

oy 'y w 11 Saber procu-
Um profissional — de qualquer érea (Engenharia, Medicina, etc.) — sé rar Maonti
merece o diploma se, @ somente se, aprendeu a concluir no seu campo .,

e ndo porque decorou regras, férmulas e procedimentos! rar retas
Serd que vocé sabe concluir roteiros para obter circunferéncias? |
RESUMO DO RESUMO = (RESUMO)2. . a diregdo.
) Saber procy-
rar circunfe-

Para desenhar uma ©, vocé precisa do centro e do raio.

réncias.

SE néo conseguir obté-los a partir dos dados, s
ENTAO: P-R-O-C-U-R-E pontos, retas tangentes... para recair néo acha
) num problema conhecido.

Para os 3 dltimos (tt°C, tCC’, CC'C"’), cujas construgdes completas nos
casos genéricos sdo muito trabalhosas, mostraremos apenas como se
concluem os roteiros e daremos alguns casos particulares como exerci-
cios de DG.

t'c

Construir uma © X tangente a duas retas t et e auma © C = (C;m)
dados.

bissetriz de &’

J tal0 M conl
ja com o bom
COSTuMme de " "en-

& imamado
e baralo




. RACIOCINIO:;

X, centro da procurada, é também centro de uma auxiliar que contém
C, contém €7 (simétrico da C com relagéo a bissetriz de 1t'), tangencia
u J Te tangencia v / Y. Entdo, X pode ser obtido resolvendo:

No caso acima, o

tw'C tem B res ~ ou o CC’u (é o PP't com outras letras) dOPﬂ foi resolmn-
pastas ono livro 2, n
ou o Cuv (é o Ptt’, que recai no PP't). 40

Nossa

DISCUSSAO:
Com C, u, v ha duas respostas tangentes externamente a © dada.

tCC’

Construir uma © X tangente a uma reta { e a duas ©s C = (C; m) e
C’' = (C"; m’) dadas.

EGT

DADA

DADA

AUXILIAR

RACIOCINIO:

Utilizando o ponto C’, a reta u e a @ (C; m = m’) e resolvendo o PtC
(n? 181 en? 182), obtemos 4 ©s auxiliares, cujos centros X sédo também
centros das @s procuradas.

Como sempre, antes de tracar as respostas, deve-se obter os pontos de
tangéncia com as figuras dadas, para fazer um pequenissimo ajuste no

No ima,
hé a"‘,‘::’pf:‘:{:: centro e/ou no raio das es procuradas,



o
Construir uma ©X tangente a trds s C = (C; m), (C' = C; m’) e
C” = (C''; m") dadas.

EGT

AUXILIAR

Utilizando o ponto " e as @s (C"; m’ —m"’) e (C; m — m"’) e resolvendo o
No caso scima, PCC’ (n? 174 e n® 180), obteremos 4 os auxiliares, concéntricas com

hé B respostas
iy 4 os procuradas.

192 EXERCICIOS

A seguir daremos alguns exercicios que vocé devera resolver por com-
pleto, acertando os alvos...



RACIOCINIO:

R centro da procurada, é também centro de uma auxiliar que contém
E contém €’ (simétrico de € com relagéo a bissetriz de tt'), tangencia
U/ Te tangencia v / Y. Entdo, X pode ser obtido resolvendo:

No caso acima, o

wCtem 8res *  ou o CC'u (6 o PPt com outras letras) S
postas. do no livio 2, n
ou o Cuv (é o Ptt’, que recai no PP't). 408,

Nossa.

DISCUSSAOD:
Com C, u, v hé duas respostas tangentes externamente a © dada.

tCC’

Construir uma exungontclumauu?tlduu os C = (C; m) e
C' = (C'; m’) dadas.

EGT

DADA

AUXILIAR

RACIOCINIO;

Utilizando o ponto €', a reta Veao (C; m = m’) e resolvendo o PtC
(n? 181 e n? 182), obtemos 4 @s auxiliares, cujos centros X sdo também
centros das ©s procuradas.

Como sempre, antes de tracar as respostas, deve-se obter os pontos de
tangéncia com as figuras dadas, para fazer um pequenissimo ajuste no

No caso acima,

hé 8 respostas.  C@Ntro e/ou no raio das ©s procuradas.




—_—————

o e
Construir uma X tangente a trés os C = (C; m), (C' = T; m') e
C" = (C''; m") dadas.

EGT

RACIOCINIO:

Utilizando o ponto C” e as @s (C": m* — m’*) e (C; m — m"’) e resolvendo o
No caso scima, PCC’ (n® 174 e n° 180), obteremos 4 ©s auxiliares, concéntricas com

hé 8 respostas
bt 4 os procuradas.

192 EXERCICIOS

A seguir daremos alguns exercicios que vocé devera resolver por com-
pleto, acertando os alvos...



193 EXERCICIO:

Obter uma @ do 1° TIPO, que contém P e tangencia (C; m) & (T”: m’),
sendom = m’,

H é o ponto impréprio de e, logo P’ esté
na / (ool por P.

194 EXERCICIO:;

ORO

Construir uma o do 2° TIPO, que contém P e tangencia (C; m) e (C”; m").

EGT

H = B = P” coincide com ambos e P é
ponto de tangéncia.

i
Bl

® v




195 EXERCICIO:
Construir uma © que contém P, tangencia t e tangencia exteriormente
(C; m).

|

H
®

B
eP

®

lT‘ .

. |
T T T T T T, Ty e

RACIOCINIO (o EGT é dispensével):

Sendo P o ponto da reta HP que esté na © procurada, sabemos que:

HP - HP' = HB - HA

No n? 173 (problema auxiliar) mostramos trés processos para obter HP’,
mas, neste caso (com H, P e A colineares), é melhor utilizar o 1° (4°*
proporcional).

Obtido P”, recai-se no PP"’t (duas respostas de mesmo tamanho; hé

simetria).
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EGT

197

EXERCICIO:
Construir uma © que contém P e tangencia t e (C; m).

H.l

RACIOCINIO:

Desenhe o EGT com uma das respostas e verifiqgue que a reta que une
os pontos de tangéncia passa por H', cuja poténcia com relacéo a ®
procurada é:

HP - H'P' = H'B - HA

Ache P”” em H'P, transportando o ¥BPH’ para o ¥ H'AP",
Obtido P, resolva o PP''t, obtendo as duas respostas.

PEQUENO HISTORICO

Euclides, Arquimedes e Apol&nio (de Perga) foram os maiores responsé-
veis pela ‘Idade Aurea’’ da Matemética grega nos séculos Ill e Il a.C.
Pouco se sabe da vida de Apolénio; supSe-se que ele se considerava ri-
val de Arquimedes e ambos chegaram a estudar os mesmos assuntos.
Infelizmente, grande parte da obra de Apolénio foi perdida, como a de-
nominada ‘'Resultado répido’’, em que chegou a um valor de » com uma

aproximag@o maior do que o valor 2—72 , dado por Arquimedes.
Apoldnio escreveu um tratado sobre tangéncias no qual esté o problema
hoje conhecido como ‘‘Problema de Apol6nio’":

DADAS TRES COISAS, CADA UMA DAS QUAIS PODE SER UM PONTO, UMA
RETA OU UMA CIRCUNFERENCIA, TRACAR UMA CIRCUNFERENCIA QUE
E TANGENTE AS TRES.

Hisrona da Mate-
mética, de Carl
B. Boyer, Edgard
BlGcher e Editora
da USP.



Euclides resol
veu o PP'P" e 0
t't"” quando es
tudou @ © cir
cunscrita @ a @
inscrita num A\
No seu Livro | de
tangéncias, re
solveu seis des
ses problemas e
os dois ultimos,
tCC’ ¢ CC'C”
ocupavam todo
o seu Livro Il

198

PP'P': 3os de
raios nulos.

A flecha indica
que cada proble
ma reca no an
terior

199

Deve-se admitir que um ponto é uma circunferéncia de raio nulo, Se ad-
mitirmos que uma reta ''funciona’’ como uma circunferéncia de centro
impréprio, poderemos enunciar o ‘“Problema de Apolénio’* de uma for-
ma simplificada:

CONSTRUIR UMA CIRCUNFERENCIA TANGENTE AS TRES CIRCUNFEREN-
CIAS DADAS.

Os mateméticos dos séculos XVI e XVII achavam que Apolénio néo ti-
nha resolvido o caso mais geral (CC'C’’, n® 191) e tentaram resolvé-lo;
Newton foi um dos que encontraram a resolucéo utilizando apenas ré-
gua e compasso.

RESUMO:

Considerando trés a trés as ‘‘circunferéncias’’ de Apol6nio, além do PP'P’*
e do tt't’”’, hé mais oito problemas, ja resolvidos por nés, que podem ser
assim resumidos:

Pp—

r;-f-tﬁ ,04 ’

fer r W g B H

CONTINUACAO DO PEQUENO HISTORICO:

Apolénio de Perga, néo Euclides, era chamado pelos antigos de ““o Gran-
de Gedmetra’'. Numa de suas obras, estudou o L8, de onde se conclui
o Eixo Radical (indispensével para resolver o PP'C) e o L6, que é uma
circunferéncia conhecida como “'Circulo de Apolénio’’ (apesar de ja ter
sido utilizada anteriormente por Aristételes para explicar geometricamente
a forma semicircular do arco-iris).

Esse mesmo Apoldnio, em sua obra-prima As cénicas, estudou as cur-
vas clnicas, que serdo objeto do préximo capitulo. Nessa obra, Apold-
nio melhorou os conhecimentos sobre essas curvas, que, cerca de 150
anos antes, outro grande gedmetra, Menaecmus, |4 possuia. Menaec-
mus foi professor de Alexandre, o Grande, que achava a Geometria difi-
cil. A respeito disso, Menaecmus lhe disse: ‘‘Rei, na Geometria hd uma
86 estrada para todos’’, Alids, essa devia ser a frase da moda, na época,
porque Euclides também a usou para o.Rei Ptolomeu.

nt': 3 os de
raios - = (tén-
dendo ao in
finito)

Non® 189, fize
1t'C recair
diratamente no
PP't, o que &
mais facil

maos o

LB: livro 2, n?
168

L6: livio 2, n®
149

Tradugéo:
vire-se..
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““Entre espiritos iguais e
postos nas mesmas condicdes,
0 que conhece Geometria tem
especial rigor.”’

Pascal (1623-1662)

T



CAPITULO

200

201

202

203

Nio é sem moti
vo que Stephen
Hawking, umdos
maiores mate
méticos deste
século, declarou
detestar eqgua
¢oes

CURVAS CONICAS

INTRODUCAO

Por que estudar este assunto?

Um secundarista deve aprender que o gréfico de uma fun¢éo do 29 grau
é uma parébola, que a trajetéria de um projétil é uma parédbola, que as
érbitas dos planetas e dos satélites (naturais e artificiais) sdo elipses, que
os telescépios tém espelhos parabdlicos, que holofotes, capazes de emitir
luz de raios paralelos, devem ter refletores parabdlicos, etc. Em Geome-
tria Analitica, o aluno estuda as equacdes da elipse, da hipérbole e da
parébola. Sabe que existem antenas parabdlicas domiciliares e que ante-
nas parabélicas gigantescas sdo usadas em radioastronomia, etc.

Na Engenharia, para compreender muitos assuntos (Resisténcia dos Ma-
teriais, Estabilidade das Construgdes, etc.); na Medicina, para compreen-
der o funcionamento de muitos aparelhos médicos; na Qdontologia, na
Geografia e em muitas outras profissdes, é obrigatério ter um perfeito
conhecimento dessas curvas.

Mas, em cada faculdade, esses conhecimentos seréo ministrados...

Como? Em nenhuma faculdade — nem nas de Engenharia nem nas de
Arquitetura — hé aulas de DG...

Devo concluir que s6 o DG ensina isso?

A Matematica, a Fisica, etc. ensinam as equacdes dessas curvas... Se
bastasse saber as equagdes para compreender um assunto, a Teoria da
Relatividade seria um assunto facil, pois até leigos sabem a equacéo
E = met..

- -
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204

205

206

207

208

Somente o DG ensina a desenhar essas curvas, concretizando
os conhecimentos tedricos ministrados pela Matemaética
e pela Fisi¢a.

Estudar as cOnicas sem desenhé-las equivale a estudar Fisica sem labo-
ratérios...

E por isso que o DG deve ser estudado no curso secundéario?

Exatamente. Estamos aproveitando este Ultimo capitulo deste curso de
DG para deixar isso bem claro.

Mas adiantaréd estudar no secundério e depois esquecer?

Se vocé estudar uma colegdo de problemas, mesmo muito bem explica-
dos, com os roteiros bem claros e com as justificacbes geometricamen-
te rigorosas, mais cedo ou mais tarde acabaré esquecendo o que ““apren-
deu’’, mas

SE vocé aprender a concluir sozinho as resolugbes dos problemas,
ENTAO o aprendizado serd perene.

Para concluir as resolugdes, é obrigatdrio saber a
TEORIA MINIMA do assunto em pauta, além da TM geral do DG:
MF + LG + Geometria (do PO ao P86).

E se eu esquecer a TM?

A TM, sendo mesmo minima e insistentemente repetida, é dificil de ser
esquecida, mas, se isso acontecer, bastard recordéa-la.

Como a TM é curta (minima), em pouco tempo poderé
ser revista,

CONCEITOS GERAIS

A Geometria, neste curso de DG, tem sido utilizada para ‘“calibrar’’ 0 bom
senso. No entanto, para poder esclarecer determinados assuntos, neces-
sitamos de certos conceitos gerais que néo se enquadram na Geometria
Euclidiana propriamente dita, como por exemplo os conceitos de Forma,
Tamanho, Posigéo Relativa, Ponto Impréprio, etc.

O que fazer? N&o utilizar esses conceitos importantissimos, prejudican-
do o aprendizado ou transmiti-los aos estudantes, mesmo que para isso
deixemos de lado o rigor matemético?

ATMEé
inesquecivel
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211

212

Esse conceito sé
vale nas "‘vizi-
nhancas”’ de P,
pois hé curvas
“espiraladas’’ e
hé curvas com
"glcas"

t

-

213

Ou ndo se de-
monstra ou se
demonstra cor-
retamente

Simbiose

—_— e i
1

sim,

Neste curso de DG s6 demonstramos afirmagdes quando isso | p:;a:s-tium

contribui para uma melthor compreensédo do qué estiver
sendo estudado. |

PONTO INTERNO E PONTO EXTERNO:

Dada uma curva ¢, sempre é possivel definir o que é um ponto interno
e 0 que é um ponto externo.
Por exemplo quando ¢ é uma © de centro O e raio r, temos:

[éinterno & I0 <r e
E é externo « EO > r.

PeEO;r) » PO =¢
Por isso o L1 é uma o,..

RETA E CURVA TANGENTES ENTRE S

Uma reta t e uma curva € sdo tan- i, ook
gentes (entre si) se, e somente se:

a. tém UM UNICO ponto comum P e

b. TODOS os outros pontos de T € y
séo externos a €. / Regiso

Para demonstrar que uma reta é tangente a uma curva num ponto P, de-
veremos provar que pontos genéricos das duas semi-retas de origem

P sio externos, pois numa secante (§) isso s6 acontece com pontos
de uma das semi-retas.

Dﬂnmumn?LﬁﬂnF‘tmgontea(ﬁ:r)mF.

DEMONSTRACAO:
a. Como PO = r, entdo P é comum
e

b. qualquer outro ponto G de t &
obrigatoriamente externo a o,
pois GO (hipotenusa) > PO (ca-
teto).

O ponto G deve ser tomado nas
duas semi-retas de origem P.




214 RETA E CURVAS NORMAIS ENTRE SI:

A (Gnica) reta @ L t no ponto de
tangéncia P chama-se NORMAL a
curva.

Cada ponto P de uma curva tem uma
Unica tangente e uma Unica normal.

215 CURVAS TANGENTES ENTRE SI: '
Pense em osque  Duas curvas € e €' séo tangentes entre si num ponto P quando, e so-

vocé entenderd

i mente quando, admitem em P uma Unica reta tangente comum.
€ e €' podem tangenciar exteriormente ou interiormente.

216 TRACAR X CONSTRUIR
a. TRACAR uma linha significa desenhar um traco continuo represen-
tando a linha.

b. CONSTRUIR uma linha significa obter:

ou sé pontos da linha
ou sé tangentes (retas) a linha
ou pares de tangentes com o0s respectivos pontos de tangéncia.

O tracado (propriamente dito) da linha é feito depois a méo livre.

217 INSTRUMENTOS:

a. REGUA:
S6 nos auxilia a tracar retas.

b. COMPASSO:
S6 nos permite tracar circunferéncias.

c. OUTROS INSTRUMENTOS (OU APARELHOS):
Existem para tragar outras linhas curvas; alguns deles seréo apresen-
tados nas ocasifes oportunas,

218 Como proceder para tracar uma linha a méo livre? Etapas
sucessivas?
0 DG procura @, J@&tendo os pontos por onde a linha deveré passar e/ou as tangentes
[‘;:‘sg:“:‘a,';";f::' que a linha ndo dever4 ultrapassar, procure ‘‘ver’’ a linha que esté
ras latentes e de latente (invisivel) no plano de desenho.
terminadas pelos
dmi o S b. Levemente, desenhe “‘tracinhos’’ sobre a linha, inicialmente afasta- _jamen
P 7 dos entre si, e v desenhando outros ‘“tracinhos’’ intermediérios até /; i /
( ' '/"",' ’ revelar a linha. Pode ser necessdério corrigir alguns desses ‘‘tracinhos’’ ’/ |

———
P ~ |
/f / ¢. Quando vocé achar que a linha j& esté revelada, apéie a méo ou o co- ‘
/ # "“’:/’ tovelo, prenda a respiracdo e trace a linha — sempre olhando para
\_...--’ os préximos pontos...



219

EXERCICIO (a méo livre):
a. Trace a © que passa por A, B e C.

b. Trace a © que tangencia &, b e €.
c. Trace a ® que tangencia 7, S e t nos pontos R, Se T.

o //b _,.i—-'/.

° @R
A
T
.
ps a c r t
220 Vocé deve concordar que
M As tangentas
guiam a mdo.
Tendo pares (tangentes + pontos de tangéncia), a curva ficara
mais bem tragada...

221 Néo ha um jeito melhor? Compre
Sabendo que a curva é uma ©, basta obter seu centro e seu raio e traca- 25';‘:;::.-(,0 .
la com um compasso, mas... e se for uma linha que um compasso néo 53;“"; none
consegue tracgar?

222 O CONJUNTO “¢ DAS CURVAS CONICAS
Determinaremos o conjunto ¢ das cénicas por uma das propriedades
caracteristicas que todos os seus elementos (cdnicas), e somente eles,
tém.

A Teoria dos

223 A seguir, dividiremos o conjunto ‘€ em trés subconjuntos: ConpeT

& das ELIPSES,
<# das HIPERBOLES e
. Pdas PARABOLAS.

224 Todos os elementos de cada um desses subconjuntos (&, <7 e 7), e
somente eles, tém uma segunda propriedade especifica, que os distin-
guem entre si.

Qualquer proprie-

dade caracteris-
tica serve para
definir um ele
mento genérico
de um conunto.

a. TODAS as conicas t8m pelo menos uma PROPRIEDADE COMUM e

b. CADA coénica (elipse, hipérbole ou parabola), além das propriedades
comuns as conicas, tém também PROPRIEDADES ESPECIFICAS (que
as caracterizam).



Cénica genérica é

Uma curva néo
pode pertencer
simultaneamen-
te @ mais do que
um desses sub-
conjuntos.

aquela da qual se
considera apenas
uma das proprie-
dades caracteris-
ticas do conjunto

Il TEORIA MINIMA DE CONICAS

225 APOSICAO = otamanho de uma o fica DETERMINADO quando séo da-
dos 3 (nem mais nem menos) de seus elementos. Dando-se apenas 2
desses elementos, a ® é INDETERMINADA, isto é, hé infinitas os satisfa-
zendo as duas condi¢des dadas. Cada uma dessas ©s tem um centro,

logo existe o LG desses centros.
226 ‘'VISAO ANIMADA'’:

Lembrar que o
centro vale por 2
porque, sendo
um ponto, resul-
ta determinado
por duas pro-
priedades.

Essas letras F,,

Séo dados: F,. 2a,... tém
Quadro a: uma circunferéncia y = (F;; 2a) e um ponto F, interno. e Ham—

Quadro b: uma circunferéncia y = (F,; 2a) @ um ponto F, externo.
Quadro c: uma reta y = (F,.; 2a = %) e um ponto F, interno, pois F,.

Quadro a

110

esta a direita (F,_ substitui o sentido).

y - {Fﬁ 2a)

Quadro b

g - {F‘; 2.]

E util pensar em
pontos impré-
prios... Por que
néo fazé-lo?

Quadro ¢

Y ={F, . 2a > %}

“Veja'’ a menor © que contém F, e tangencia v no ponto 1; chame
de A; o seu centro e desenhe a méo livre essa © com seu centro
Iz = pt.m. TF:.

Faga isso nos trés quadros.

$6 quadro a:

TODAS as @s que contém F,, e tangenciam v, o fazem interiormente
e cada uma tangencia y num ponto S; desenhe algumas dessas os
(a méo livre), com os seus centros. A maior delas tangencia y em 2

e seu centro A, é pt.m. de 2 F,.




86 quadro b:

As @s que contém F, e tangenciam v podem ser de 2 TIPOS:

19) As que tangenciam exteriormente; a menor das quais tem cen-
tro A; = pt.m. de 1F,.

27?) As que tangenciam interiormente; a menor das quais tangencia
v em 2 e seu centro é A, = pt.m. de 2 F,.

S6 quadro c:

Desenhe algumas das os que contém F, e tangenciam v, cada uma

num ponto de y. Assinale seus centros (a méo livre).

. Nos trés quadros:

Depois de desenhar um nimero suficiente de centros, ligue-os a méo
livre, desenhando uma curva. No quadro b, ligue entre si os centros
das ©s tangentes exteriormente e ligue entre si os centros das ©s tan-
gentes interiormente, obtendo 2 RAMOS da mesma curva.

£ a mesma curva
porque tem as

masmas proprie-
dades.

£ uma das pro-
priedades carac-
teristicas do con-
junto das cdni-
cas.

._..-...nl-t;l"-i-n.““‘.

-
.
Say
.0-”..'.”-' .w......... 3

.\.‘
.‘}\ 1'%
1

5 "*‘p..
i
0
v").

|

M
F1e {sentido)

As palavras alip-
se, hipérbole e
pardbola, usadas
por Apolénio,
nlo foram por
ele lm.& "
mas sim :
das de usos @
teriores
velmente
pitagéricos).

1



228 Chamemos F, F;de 2c = FyFy = 2¢
ELIPSE (&): F; 6 interno & v, logo:

2c <2 = m

HIPERBOLE (G#): F, é externo a v, logo:

2c>2aam

PARABOLA (7): y é reta « F,_ é impréprio.

Chamemos 1 F, de 2p = 'mm

229 Para estudar as propriedades das cOnicas, deveremos considerar um ponto

genérico P de cada uma.

230 EXERCICIO:

Dados y e F,, obtenha um ponto genérico P de cada conica.

v = (F,; 2a) &F

ROTEIRO:

”
1. Tome 5, genérico s,
de vy (j& demos
S,).
2. Ligue 5, com F,.
3. Trace a mediatriz
de F,S,, obtendo
P em f,§

@F,

1= Fﬁ 2a)

F!.

Na 2%, para ligar S,
com F,,, traga-se por
S,areta L av; essa
reta é PARALELA AO
SENTIDO F 4.




231 Exercicio anterior j& resolvido:

—_—

v = (F,; 2a)

¥ P
y =
/ med. F,5, Seja
s fm' "/ 6 = (P; PF; = PS,)
s " G > a @ que passa por
l(»\' ; Fio F, e tangencia y
X\ )\5/ : em S,.
\ / /
X
/ \\\ // //
F
F! \.H“‘. ’_‘//
- ————
Fie
‘ Por isso
1ém nomes
—— e —— diferentes...

P é ponto da cénica porque é centro de uma © © que contém F, e tan-

gencia y lem S,). Além dessa propriedade, P tem uma 2? propriedade
que distingue uma cénica da outra.

Tese: PF, + PF, - 22

& & =l

232

Como © é tangente a vy interiormente (c < a), temos que PF, + PF, =
= PF, + PS; = 2a, c.q.d.

N 3 |
ELIPSE é o LG dos pontos cujas distancias ao F, e ao F, tém
SOMA CONSTANTE e igual a 2a.

113




233
™ - 27 Tese: |PF, — PF,l = 2a

P estd no ramo da direita, logo © é tangente & y exteriormente, logo:
PF1 p— PFz = PF1 - PS: = F|Sz = 2a.
Se P’ estiver no ramo da esquerda, ©' sera tangente a y interiormente

e teremos:
P'F, ~ PF, = P'S', = PFy = F\S} = 2. Sisatssior
Unificando as expressdes, temos1PF1 = 2a, c.q.d. menor.

HIPERBOLE é o LG dos pontos cujas distdncias ao F, e ao F, tém
MODULO DA DIFERENCA CONSTANTE e igual a 2a.

234
™ -2 P Tese: PF, = PS,

De fato, PF, = PS, por serem raios de ©, e como PS, L v, PS, é a
distancia entre P e .

. — e S e —— R -

PARABOLA é o LG dos pontos EQUIDISTANTES de um ponto |
F, e de uma reta +. |

235 Pontos externos:

Regiéio exterior da & exterior da C# exterior da /'

a. &: EF, + EF, > 2a.
b. O#: |IPF, — PF,l < 2a (Pense bem...).
c. 7 ED < EF, (distancia & v < distancia ao F,).

14




236 TANGENTES:
é A
t = med. F,5,
" P
Na & e na ¥, Na /. o segmen-
08 segmentos 'a to F_P_‘E_a‘s_ semi-
F.P e F,P cha DT T T YT e | reta F_P cha-
mam-seé raios ve s’ ##### *.-- / maim-sa ranns Vl_)
toras do ponto [ t = # P 7 - F'I- l tores do ponto P
4
/ |
f |
- 3 !
M, / ‘
37 |
'/p“ J
.

237

E por isso que
esseé assunto
vem antes de
Cénicas...

™ - 3t

De fato:_
a. &

Areta t e a & tém P comum (e 6bvio) e P é o tinico ponto comum,
pois — como vimos no n? 139 — o percurso F,PF, = 2a é minimo.
Entéio, qualquer outro ponto G (das duas semi-retas) é externo por

Areta t = med. F;S, 6 TANGENTE & conica

no ponto de tangéncia P.

ter o percurso F,GF, > 2a.

Como vimos no n® 141, como |PF, — PF,| = 2a é a diferenca ma-

xima, para qualquer OUTRO ponto G de T, deveremos ter

IGF, — GF,l < 2a = G é externo.

c. P

Para qualquer G # P, da reta t, temos:

GD (cateto) < GS, (hipot.)
‘t' = mOd.rz_sz‘ng 3@2

= GD < GF, = G é externo.

Minimo é o me-
nor de todos...

Méxima é a
maior de todas...

115



238

Reta bissetriz é a

ia qu 18
2 omivis bl & &: A tangente T & bissetriz externa de F,PF,.

ai b. O A tangente t é bissetriz interna de F,PF,.
G-mAwu?‘m.maFﬁt[.- f,_esmam
239 A LaADS Llisai LinEassnesd
T O N LT
Y ¢ \'\\ ) .
240 I8 2 L
T 6 tambeém bissetriz do “outro”"
241 EXERCICIO:
Dados F,, F, e P € a conica, trace por P a tangente t e a normal 7 a
essa cOnica.
& H P
Fl.
-
P P P
® ® ®
® ® ® ® ®
F, F, Fy F F,

A & e a G#séio SIMETRICAS com relag#io a dois eixos de simetria (retas)
& L &, e, portanto, com relagio a um centro de simetria (ponto 0).
A P36 é simétrica com relagdo a um eixo de simetria &, e, portanto,

nédo tem centro de simetria.

Ahl
“‘centro’” @ ©
centro de sime-
trial

1




N&o demonstra
remos (por con
gruéncia de /.s)
a simetna, por
que @ Gbvia

243

e,

1% EXERCICIO AUXILIAR:

Obter os simétricos de P com relagéio aos eixos &, e &, e com relagéo
ao centro O.

ROTEIRO:

Trace quatro arcos de © com
centros F, e F;, e raios PF, e

PF,. B
Se P estd numa & ou 7,
entdo os 3 simétricos obtidos
também estéo.

Demonstra-se
aplicando a

™ - 28

ou TM = 2F
(e congruéncia
de Ais).

17



244 2° EXERCICIO AUXILIAR PARA A &:

De uma &, séo dados F,, F, e um ponto P.
Pede-se:

1) mepam?l%’.
2°) Obter os simétricos de P com relagéio ao 8, ao @, e ao O.
3°) Obter as tangentes & & nos pontos simétricos.

ROTEIRO:
1?) Obtenha os 3 pontos simétricos como no exercicio anterior.

27?) As tangentes simétricas se interceptam sobre os eixos; use um des-
ses pontos para obté-las. Se um deles cair fora do quadro, entdo
use o outro. Se os dois calrem dentro do quadro, entdo use o 29
ponto para conferir.

245 2° EXERCICIO AUXILIAR PARA A C#
Repetir 0 mesmo problema para a 7.
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246 2° EXERCICIO AUXILIAR PARA A .
Dados F,, F,_ e P, pede-se:
1°) Tragar por P a tangente t a 7.
2°?) Obter o simétrico de P com relagéo ao &;.
3°) Obter a simétrica da tangente t .

—"

247 1° PROBLEMA BASICO PARA A &:
Dada uma & por y = (F,; 2a) e F,, pede-se para construi-la.

y=(F;28 e




ROTEIRO:

1°) Tome S, no ponto 2.

Se existe par de

2°) ngueF com 5, e trace t = med. F35,, obtendo uma tangente nimeros. por
que ndo par de

T e seu ponto P de tangéncia, que formam um par (1 ; P). Savias?

3?) Obtenha os 3 pares simétricos.

1°) Tome S, no ponto M = 1.

2°) F, j4 est4 ligado com este S, = 1; trace t = med. F,S,, obten-
do o ponto A, da &, que é pt.m. F,M.

3?) Ache o par f?; A;) simétrico de f‘t’; A,) com relagdo ao centro
de simetria O.

- -H}—ﬁ-

I,cl.ohunmvm

1°) Agora, tome 5, em 3.

2°) Ache o ponto B, da &:
B, [7] [a. Esté na reta F,3.
b. Estd em t = med. F;3.
Este ponto B, deve estar em 8.

3?) Ache g par [?; B,) simétrico de l?; B,) com relagéo ao &;; as
retas t s&o //s &,

..-”-1‘ , h .
B, e B, chamam-se POLOS. ey i
F, e F, chamam-se FOCOS.

Se vocé tomar outro S, no arco ﬂﬁ obterd mais 4 pares I‘t’; Ple
assim por diante. Ndo cogvém tomar S, em +, mas fora do arco
porque obtém-se pares (t; P) muito préximos a ou, talvez, coinci-
dentes com os j& obtidos.

. Com os 8 pares obtidos, ja é possivel tracar — a méo livie — a &

dada. Faga-o com capricho, passando pelos pontos e néo ultrapas-
sando as tangentes.

248 Precisamos de mais pares onde a & é mais curvada (préximo aos vérti-
ces). O ideal é obter 12 pares.
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249

Aqul ponto im
proprio significa
direcéo

Uma coisa #é
“candidamente”’
definir assintota
Qutra coisa é
mostrar como
ela “'surge’’

S4 as encontram
num ponto " Im
proprio

1° PROBLEMA BASICO PARA A C#
Dada uma <% por v = (F,; 2a) e F,, pede-se para construi-la.

ROTEIRO:

12) Tome S, = 2 e ache um par (T; P).
2°) Ache os 3 pares (t; P) simétricos.
1?) gnsg = 1 = M, obtenha T = med. MF, e o vértice A, da

2°) Por simetria, obtenha o outro vértice A, e a respectiva tan-
gente L &;.

Com S, em 3, acontece o seguinte:

A med. de 3F, resulta paralela a reta ﬁ (pois F13F2 é reto) e pas-

sa por O.

Essa mediatriz, que designaremos por 3}, vai tangenciar os dois ra-

mos da <# no ponto impréprio de F;3.

A sua simétrica S, seria a mediatriz de 4F, e também passa por O.

§; e 8, chamam-se ASSINTOTAS e sé as hipérboles
as possuem.

Os 2 ramos da <# tendem assintoticamente para as assintotas, isto
é, vdo se aproximando delas, mas ndo as encontram (num ponto

préprio).
Para um melhor tracado da A, convém tomar mais 2 pontos S, no

arco Q.

Em +, mas fora

do arco ﬂ ob- *
tém-se pares
muito préximos
a ou até coinci-
dentes com 0§
pares simétricos
j& obtidos.
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250 Mostramos abaixo a 7 j4 desenhada:

251 1° PROBLEMA BASICO PARA A ‘A
Dada uma #por v e F,, pede-se para construi-la.

Foi desenhada
com um
gabarito...



ROTEIRO:
a. 1°) Tome S; em 4, trace a L & y por 5, e a mediatriz de S;F,, ob-
tendo um par (t; P) 1
2°) Por simetria com relagdo ao &, obtenha o par simétrico. Serd que “‘al-

nutm’ sabe
b. Repita tudo com S, em 3 e, depois, com S, em 2. ghe oqren

c. ComS;em i = M, obtém-se a tangente //y e 0 ponto de tangéncia 2% ° 0
é o vértice A,, que é pt.m. de MF, ir

d. N&o convém tomar S, abaixo de M. ook sl

M,

e. Trace a #a maéo livre. de 3% v
dos simétricos jé
obtidos.

252 Héa muitos outros processos para a construgdo das cénicas e, quando

vocé assimilar melhor a matéria, podera até inventar alguns. No entan-

to, o processo que acabamos de ver é o melhor.

NOMENCLATURA:

a. Na & e na OF

253
¥ néo foi dese-
nhada.

80 olurmon um dounho do ye F, por trmupar&ncia v “\nra" -y @ £uma “demons-
F’ nmu ‘F1 tragdo’...

Na &:F,éinterno a y & 2c < 2a.
Na C#: F, é externo a y & 2c < 2a.
b. Na 7

Sdo notagdes j&
consagradas.
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258 Nos desenhos abaixo, estdo reunidos os conhecimentos estudados até

aqui:

H ¢>a

EXTERIOR

“Leia’" com atenc¢do
as mensagens trans-
mitidas por esses de-
senhos.

P v éRETA

1' - [Fla; 2. - ﬂ]

N&o é uma "‘interpre-
tacdo de texto'’; é
uma interpretacdo de
desenhos! E a lingua-
gem gréfical




259

260

Proj. ortog. de
um ponto numa
retaéopéda 1L
a reta, conduzida
pelo ponto

261

262

v @ F, sdo os
“"genitores’’ da
chnica

; - g e e .
e . Lo - v L - -
A e, T - = e

Quem é o simétrico de F, com relacio a 17 E S,. Onde esta 5,7 Em
v... O que vale para F, e y vale também para F, e v'. Entdo:

-

Na & e na &F, o simétrico de um foco com relacdo a qualquer
tangente estd na © diretora do outro foco; na “/, esté na
reta diretriz.

D IPISINe oAty ¢

ais ne o cas nas tangentes.

= T e }

Quem é a projecdio ortogonal de F, em t? E R,. Onde est4 R,? Na ‘&
e na C#Z Ry estdna o » = (O; a) e na 7 R, ests na reta = /v por A,.

As projs. ortogonais dos focos nas tangentes estéo na @ (& e )
ou na reta =, denominadas @ ou reta principal.

AN LR g

0 simétrico (G,) de um foco (F,) com relagéo a qualquer

NORMAL () est4 sempre na reta (F;P ou F1.P) que une o outro
foco (F, ou F,_) ao ponto de tangéncia (P).

2° PROBLEMA BASICO PARA A &:

Uma & é dada por v = (F,; 2a) e F,.
Obter seu centro D, seus vértices A, e A, e seus péblos B, e B,.

l ‘!"tFﬁz.l

A diretora de um
foco é o LG dos
simétricos do
outro foco com
relagdo as tan-
gentes,

Na & e na U#:
No A F,F,S,.
pelo Tales, R,

1
= 5F8; = &

Na A

No 4 F,MS,, pe-

lo Tales,

R,=ptm. FS,
@

A, =pLm. WF,.

logo: AR,/ v.

x & 0 LG das
projs. ortogs.
dos focos nas
tangentes.



ROTEIRO:

a. Obtengéo do centro O:
£ o pt.m. de F,F,. Trace antes &;.

b. Obtengéio dos vértices A, e A,:

1°) Sendo M = &; N v, o pt.m. de F,;M é o vértice A,.
2°) Marcando OA, = OA,, obtém-se o vértice A, em &;.

c. Obtencgéio dos pélos B, e B,:

1°) AcheS, = 3, onde a 1 ao &) por F, encontra y e trace 8, L &,

em O.

2°) A mediatriz de F,S, encontra F,S, e &, no pélo B,.
3°) O pélo B, é o simétrico do B, e também esta em &.

263 NOMENCLATURA:
c ——° a. CORDA:

(&S

E um segmento (como CC’) com as extremidades

b. DIAMETRO:
E uma corda (como DD’) que contém o centro O.

. DIAMETRO MAIOR: ‘
E o diametro AA, que contém os focos F, e F,.

Aplicando a TM — 2& (n® 232), como A, € &

A1F| + Ang = 2a
(]

na cénica.

[TM ~ 38l (n? 242) | = AF, + AF, = 2a =

i
AqF,

d. DIAMETRO MENOR:

E o diametro BB, perpendicular ao A A,. Seu comprimento é sem-

pre designado por 2b.
Aplicando a TM — 28, como B, € &

B,F, + B.F, = 2a B = B o

=
[TM — 33] = B‘F1 = B1Fz]
No A retangulo B,OF; temos:

O= pt.m. F;Fz = CATETO OFZ

a’ =c? + b?

c
CATETO OB, = b } =

Como vimos ===
HIPOTENUSA B,F, = a

Na &, c (cateto) < a (hipot.) & F, interno & v.

A; é o centro da
menor @ tangen
teay

5. é& o centro da

mawr © tangents
a ‘i

Compare com
D8

Usam-se 2a, 2b
e 2c para simpli-
ficar as equa
cbes estudadas
em Geometna
Analitica




264

Este é 0 EGT dos
problemas sobre
o assunto.

TM-56  al-cliblic<a

| @2 v = (F,; 2a)

265 EXERCICIO (quadro a):

266

Dados &, 8. b e c, obter os didmetros principais (maior e menor) da &.

l Quadro a Quadro b

EXERCICIO (quadro b):
Dados O, F; e A,. obter os didmetros principais da &.

o®

Fe
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. Quadro ¢ Quadro d

267

268

269

EXERCICIO (quadro c):

Dados O, B,, e A,, obter os didmetros principais e os focos da & (B,0A, é reto).

8,
®

1. Temos a e b, Obtemos ¢.
2. Obter A, B, B, Fl eF,.

® A,

=1

EXERCICIO (quadro d):

it

Dados BB, e a, obter os vértices e os focos da &.

EXERCICIO (quadro abaixo):
Dados AA; e BB, construira &.

>¢

® B,
i 2
b8,

a
[ —

@B,

ROTEIRO:

1?) Obtenha Fl|
eF,.

2%) Trace
v={(F;; 2a).

3?) Ache o pon-
to 3(viden®
247).

47?) Tome 2pon-
tos no arco

, ache 4

pares e tra-
cea d.




270 2° PROBLEMA BASICO PARA A G#

Uma <7 é dada por v = (F,; 2a) e F,.
Obter seu centro O, seus vértices A; e A, e suas assintotas §, e 35.

y e F, sdo os I

“‘genitores’’ da
chnica.

v = (Fy; 2a)

ROTEIRO:
a. Obtengéio do centro O:
Trace 8;. O 6 o pt.m. de F/F,.
b. Obteng#io dos vértices A; e A;:
1°) Sendo M = & N v, o pt.m. de MF, é A,.
2°9) Marcando OA, = OA, em &), acha-se A,.
c. Obtengéio das assintotas 3, e 8;:
1°) Trace a @ de @F;F,, obtendo 5, = 3 em 1. Como no n®
2°) A mediatriz de F,S,, que deve conter O, é a assintota 3.
3°) 8 é a simétrica de 8.

271 A C# tem pélos?

A G#néio tem pontos no eixo 8;, como a ‘&, mas como séo muito pare-
cidas, foram inventados (definidos) pélos na <7
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Tudo o que vale
para uma tan-
gente genérica
vale também pa-
ra as assintotas,
que sio tangen-
tes particulares.

273

As assintotas ‘‘nasceram’’ tangentes & <%, logo [TM—4pt; n® 260 as
projs. ortogs. R, e R, dos focos F, e F, na assintota §;, distam (a) de
0. Assim “‘surge’’ um AF,R,0, retAngulo em R,, com um cateto R,0=a
e hipotenusa F,0 = c.

Chamando F,R, de (b) e marcando, em &,, OB, = OB, = b, criamos os
pélos B, e B, da <#

Por serem inventados, sdo denominados de POLOS IMAGINARIOS e o *“dié-
metro’’ B;B, — que néo é didmetro, porque ndo tem as extremidades
na cénica — é chamado de DIAMETRO IMAGINARIO.

Essa explicacio
néo é facil, mas
a alternativa é
decorar a defini-
¢8o de didmetro
imagindrio.



274 No retadngulo OB,SA,;, 0OS = A,B, = c e, como OA; = a, segue-se que
0OS estéd em §;:

| As assintotas séo diagonais do retadngulo RSTU de lados 2a e 2b. }

275 EXERCICIO (quadro a):

. De uma <%, séio dados o didmetro real A,A, e os focos F, e F,. Obter
os pélos B, e B,.
Quadro a Quadro b @8,
® — . “ R (S
Foo A A, R A O A,

276 EXERCICIO (quadro b):

Dados os didmetros principais A A; (real) e B,B, (imaginario), obter os
focos da 7.

277 EXERCICIO (quadro c):

anﬂ%ﬁ.nmﬂnmfwﬂF,m“m
principais de uma O#F. 1

Quadro ¢ s, Quadro d s,

’ 0 ®A,
'
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278 EXERCICIO (quadro d):

Dados uma assintota $;, o centro O e um vértice A, obter os pélos
de uma <%,

279 EXERCICIO (quadro abaixo):
Dados ALA, e B.B,, construir a &7

ROTEIRO:
' 1?) Ache F, e F,.
 &d 2°) Trace y = (F,; 2a).

3°) Construa a # co-
mo foi feito no n?
A, A, 249.
- ®
®B,

280 . , e
™ - 57 SUBNORMAL & SUBTANGENTE

Pelo fato de + ser reta, a “#tem certas propriedades especificas:

a. TSPF é losango.

TSPF apresenta todas as propriedades que os losangos tém.

b. SUBNORMAL.:

@GN, proj. ortogonal do segmento PN da normal ® no eixo &), cha-
ma-se subnormal.



Numa ©, um
raio de radiacBo
qQue parte de um
foco atinge o ou
tro foco

. EQUACAO DA A

AMSF=AQPN = QN = MF = 2p (+)

A SUBNORMAL é constante e igual ao pardmetro 2p.

SUBTANGENTE:

TQ, proj. ortogona!l do segmento TP da tangente ¥ no eixo 8;, cha-
ma-se ﬁ:hta_.ngantu.

Sejam X e Y dois eixos cartesianos perpendiculares e com origem
no vértice A:

' AQ = x é a abscissa de P,
QP = y é a ordenada de P.

No ATQP, temos:

R=ptm TP | 1ileste A = pt.m. TQ, isto é:
*/y

TQ = 2x (*+)

A SUBTANGENTE é variavel, mas é sempre igual ao DOBRO
da abscissa do ponto de tangéncia. |

No A reténgulo TPN, temos:

PQP2=TQ-QN =*e**l y?=4p- -x

Em DG, importa que:

y é média geométrica entre 4p e x ou entre 2p e 2x.

v
x

.

Uma fonte de luz, microondas, etc. em F emite uma radiagdo que
atinge P e se reflete paralelamente ao eixo € do refletor parabélico.
Inversamente, uma radiagéo proveniente de uma estrela, satélite, etc.
reflete-se e se concentra em F.
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281

282

283

284

RESUMO DA TM DE CONICAS:
TM - 1: Cbnica é o LG dos centros...
T™ - 2’5 : Soma constante.
~ 20# |Diferencal constante.
— 277: Pontos equidistantes.
TM - 3t: Uma tangente é mediatriz e bissetriz.
= 3n: Uma normal é L a tangente.
— 3s: As cOnicas s@o simétricas.
TM ~ 4st: Simétrico de um foco com relagdo a uma tangente,
~ 4pt: Proj. ortog. de um foco numa tangente.
-~ 4sn: Simétrico de um foco com relagdo a uma normal.

RELACOES METRICAS:
T™-~-68:a2=c?+b%c<a
-5 A# a?=c2~- b%4c>a
~ ‘A Subnormal = 2p ] & om0
Subtangente = 2x
Toda essa TM foi concluida a partir da TM — 1,

Quem sabe o que é uma cbénica (TM — 1) pode — havando tempo e dis-
posigdo — concluir sozinho o restante.

FORMA DAS CONICAS:

Para verificar se uma figura tem ou néo forma determinada, deveremos
triangulé-la, como vimos neste curso.

Por que recorrer a tridngulos?

Porque para /s temos 3 critérios, bem demonstrados, para provar a se-
melhanca de dois deles; tais critérios sdo o [AA], o [RAR] e o |[RRR].

Nem todas as elipses s&o semelhantes entre si:
[ . — ) Tl

B,
| : .
| A‘ . Al . A'
F, Olc F A, F, Ojec F, A,
|
B,
| 5,

Se os /s correspondentes, OB,F, (ou A,0B, ou A,B,A,, etc.), forem se-
melhantes, entdo as elipses terdo a mesma forma; caso contrério, néo
terdo.



285

Em linguagem
COmum, excen
tricidade signifi-
ca: afastamento
do centro

286

287
288

Os s FFS'P' e
FSP sdo isosce
les; tendo o’ = a,
sao semelhan
tes

EXCENTRICIDADE

E a razfio c/a, que nas elipses é sempre menor do que 1, pois ¢ < a.
A circunferéncia é uma elipse particular com F, = F, = O e cuja excen-
tricidade é zero, pois ¢ = zero.

A o tem TODAS as propriedades das elipses e outras propriedades espe-
cificas.

O conceito de excentricidade foi estendido as hipérboles:
B F:0<e<1 (c<a)

'“&aﬁ‘ e>1 (c>al
HIPERBOLE EQUILATERA é aquela que temb = a = e = 2.

As parébolas sfo todas semelhantes entre si, isto é, tdm a mesma
forma.

Para provar isso, basta revelar (estavam latentes) dois /s correspondentes
e genéricos, como o AF'S'P’ e AFSP.

Se o' = a fRAR} AF'S'P" ~ AFSP,

Se AF'S'P’ ~ AFSP = as /% séio semelhantes.
Esse é um bom exemplo para mostrar o valor da Geometria. Quem tem
apenas senso comum, ndo “‘calibrado’’ pela Geometria, ndo acredita nesse
fato.
Vamos ajudar:

a. A P menor é uma foto e a maior é sua ampliacéo...

b. Dois mapas do Brasil, um grande e o outro pequeno, tdm a mesma

forma e ndo podem ser superpostos...
Somente figuras congruentes (semelhantes e com razéo de semelhan-

¢a igual a 1) sdo superponiveis.

c. Duas pardbolas, com qualquer par de retas homélogas paralelas en-
tre si, sdo, portanto, homotéticas.
Vocé pode (e deve) fazer uma experiéncia (gréafica):
1°) Na “Pa seguir, tome alguns pontos e trace as respectivas tan-
gentes.
2°) Com centro de homotetia, por exemplo, no foco F, amplie esses
pontos e as tangentes, por exemplo, na razéo + 2.

3°) Trace a nova 7
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IV DETERMINACAO DE CONICAS

289

290

Determinar o qué? S6 a forma?

Bastaré enunciar:
a. Construir uma parébola.

'a_ n
b. Construir uma & de e = -2, y .
3 tem nome,
¢. Construir uma & de % = %
d. Construir uma G# equilatera.
Etc.

S$6 o tamanho = forma?
Jé estudamos que:

 FORMA + *
Airsiinma sus 4 aiahr s § ot

Esse ‘‘algo’’ pode ser:

ou um comprimento
ou uma érea, etc.
EXEMPLOS DE PROBLEMAS:
a. Construir uma de parémetro 2p = 5 cm.
b. ?doe-%,dadaawmaa+b-8an(mooivmporume-
lhanga ou homotetia).

¢. G# eqiilétera, dada a diferenga c — b = 30 mm.
d. ®coma:b = 5: 3 e equivalente a um quadrado dado.
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292

Cada P vale 1,
cada T vale 1
cada medida va
le 1, etc

Compare com os
problemas de
tangéncia de os

293

294

295

296

Para determinar a posi¢éo (no ) de uma cénica, deveremos
dar 5 "¢ ‘ (nem mais nem menos).

Que “coisas’’?
a. “‘Coisas’’ que valem 1 (faltam 4):
Pontos da cénica: P, P, P"...
Retas tangentes & conica: T, T/, T ...
Retas normais & conica: 7, 7', R""...
Pontos de tangéncia (s6 saem acompanhados por T ou .
Comprimentos: 2a, 2b, 2¢ (& e G#), 2p ().
Dizer que é PP equivale a dar 2a — =,

Relagded: e, -tl, . -
a ¢

Dizer que é (o” 4 equilatera (e = JEI.
Um eixo de simetria, etc.

b. “Coisas’’ que valem 2 (faltam 3):

Cada foco, cada vértice, cada pélo (& ou G#), o centro (& ou GF),
cada assintota da C# (equivale a dar uma tangente + o0 ponto improé-
prio de tangéncia), dizer que a cOnica é © (equivale a dar ¢ = zero), etc.

c. y vale 3 (faltam 2); de fato:
Se v for reta, estamos dando E;- (vale 2) + 2a = o (vale 1).
Se vy for ©, estamos dando um foco (vale 2) + 2a (vale 1).

Tendo v e F,, a conica estd obtida.
a. Dando v, faltam 2 para obter F,, que é um ponto (duas linhas).
b. Dando F,, faltam 3 para obter v (se for @) ou 2 se ¥ for reta.

Daqui até o fim do livro 3, s6 problemas.

ENUNCIADO GENERICO:

DADAS 5 ““coisas’’,
PEDE-SE construir a cénica e/ou obter outras ‘‘coisas’’,

O numero de problemas é muito grande. Convém aprender a concluir so-
zinho as resolugdes:

a. MF:

Desenhe o EGT baseando-se em um dos desenhos que acompanham a
TM. Comece pela resposta e depois ‘‘encaixe’’ os dados.
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297 g SE vocé quer um ponto,
' ENTAO procure duas linhas que o contém.

298 l SE vocé quer uma reta,

ENTAO procure ou 2 pontos ' St St e
ou 1 ponto e a diregéo. i e
nos um préprio.

ENTAO procure pontos dela, retas tangentes a ela, ©s tangentes a

299 I SE vocé quer uma circunferéncia e ndo acha seu centro,
ela, etc.

300 EXERCICIO:

Dados v, P, P’; obter F.
(De uma cénica, séo dados v, P e F’; obter F.)

_
EGT ac‘; ‘ " o

er

O
RS TR T Femsiod " @ DAL AD e R ks

VAMOS CONCLUIR JUNTOS:

a. Como desenhar o EGT (6 7, pois v é reta):
19) Desenhe F (resposta) e v (j& é um dado).
2°) Agora deveremos desenhar P e F, nmnloomqudqulrll.l-
gar... TomoSoS’cobtmthoP’noEGT
Jiﬂzomhowhmmuul-roumdhmzu
de FS e de F§'.




b. Como se raciocina (desemaranhar o ““fio da meada’’, que tem duas
pontas):
T aeeesst (O QUE SE QUER?

i el ~ Um ponto F, logo, queremos duas linhas que passam por F.
O QUE SE SABE?

— A TM... Quem é P? E ponto da ” ={TM — 1}= P é centro de
uma @ que tangencia y e passa por Fl Idem para P’. Vocé quer o
roteiro?

301 EXERCICIO:

Dados 7, F, P, Y; obter 7.
(De uma 7, séo dados F, P, T; obter v.)

EGT

VAMOS CONCLUIR JUNTOS:

a. Como desenhar o EGT:
1°) Desenhe vy (resposta) e F (um dos dados).

2°) Agora vamos desenhar ?“no EGT, mas néio em qualquer lugar;
tome S em v e obtenha t (com o respectivo F').

3°) Falta “‘encaixar”’ P no EGT. Togno outro ponto S’ em v e ache
P (com a respectiva tangente t').

Agora o EGT estd completo: tem todos os dados (F, ?, P}, uma das
respostas (y) e as linhas que véo permitir a sua cépia.

Essa é a esséncia do MF:

1?) Desenha- se o EGT
““De trés (resposta) para diante (dados).””

2%) Copia-se esse EGT
“De diante (dados) para tras (resposta).’’
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EGT auxiliar

302

Em matérias téc
nicas, a concisdo
é fundamental

303

304

305

b. Como se raciocina:

O QUE SE QUER?

Queremos uma reta, logo, queremos 2 pontos ou 1 ponto + a dire-
¢édo dela, mas poderemos recair num problema conhecido e depois
obter o que se quer.

O QUE SE SABE? DADOS + TM.

Os dados sdio F, Pe 1; o que fazer com eles?

Quem é P? E ponto da ..

logo [TM — 1] a o(P; PF) tangencia a reta v procuradal Jé é uma

“‘pista’’, Uma f com
Quem é F? E o foco da 7 O que a TM diz de “‘focos’'? Procure na ‘saas » ..
TM, que ela resolve todos gs problemas... Ahl... O simétrico S de
F com relagéo & tangente t est4 na reta v procuradal

Agora vamos desemaranhar a meada: e

A reta y passa por S (simétrico de F com relagéo & t) e tangencia
a o(P; PF). -
Esse é outro problema... ou vocé sabe resolvé-lo de cor ou conclui  Nao!

a sua resolugéo (outro EGT): 80 e

parébolas
5 7] [ a. Esta na o(P; PF).
b. V& SP sob 90° = L5a.

Daqui para diante daremos o enunciado sintético, apenas enumerando
as 5 "“coisas’’ dadas. Poderemos pedir para:

ou obter outras ‘‘coisas’’
ou construir a cdnica; neste caso deveremos obter y e F,.

No enunciado, poderemos:

ou especificar qual é a cdnica
ou dizer apenas que se trata de uma conica.

Hé& casos em que os préprios dados ‘‘dizem’’ qual é a cdnica; por exemplo:

a. Foram dados 2a e 2c.
Entéio, #néo é; é & ou ‘
Sec<a=7® e sec>a= A
L
=

b. Foi dada a excentricidade e =
e<1=2F e e>1=H

H4 casos em que se diz que é uma ? e, na construgdo, surge uma res-
posta ‘‘clandestina’’. Entéo:

Se a ‘“‘clandestina’’ for &, serd também uma resposta.

Se a “‘clandestina’’ for O#, entdo deverd ser rejeitada.

Como descobrir qual cénica obtivemos?

Ou verificando se F; é interno (&)
ou externo (UF) & o y

ou comparando (a) e (c).




306 EXERCICIO:
Ftt't’"; obter os pontos de tangéncia.

EGT

@®F

a. Como desenhar o EGT:
1?) Comece por v (resposta) e F (dado).

2?) Agora vocé precisa ‘‘encaixar’’ 't”t. et Parg fazer igso, to-
me em y os pontos S, " e §7 e “‘encaixe’’ t, t'e t"’, que
sfo as mediatrizes de FS, FS' e FS”, respectivamente.

b. Como raciocinar ("’pegar o fio da meada’’):

O QUE SE QUER?

Uma circunferéncia y e ndo achamos duas linhas que passam pelo
centro F. Entdo, vamos procurar outras ‘‘coisas’’ dessa @: pontos,
raio, tangentes, etc. para recair em pesquisa de os.

faca um ausare O QUE SE SABE? TM + DADOS.

TR "“Péscoa’’ lembra “coelhinho’’; o que lembra ““foco + tangente’'?
Lembra a TM - st...

307 EXERCICIO:
Ftt'2a; obter o outro foco F'.

. \ »

tl’

H4& outro proces
$0: procurar a ©
(0; a) = = apli-
candoa TM - pt
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a. Como fazer o EGT:
1%) Comece pela ® y = (F,; 2a) e por F.

2°%) ".Enq*n", isto 6, obtenha no rascunho os outros dois dados
(t et').

Um EGT é um EG “‘trabalhado’’ e as linhas usadas para
)' “gncaixar’’ os dados fazem parte desse ‘‘trabalho”’.

b. Como concluir o roteiro:

0O que dll..’?r de 0 QUE SE QUEH?

:::a“(‘:?é:an:a:f Uma @ da qual j& temos o raio (2a).

do”... mas ndo Vamos procurar mais duas ‘‘coisas’’ para poder obter seu centro (F"):
sa o que [?)]

3:!}! procuran F, [?] { a. Uma "‘coisa’’ = um LG.

b. Qutra ‘“coisa’’ = outro LG,

O QUE SE SABE? TM + DADOS.

""Péscoa’’ lembra ‘‘coelhinho’’, lembra ““ovos’’, lembra ‘‘festas’’, etc.
O que lembra o par (foco; tangente)? Lembra TM — st ou TM — pt.

ROTEIRO (as vezes, convém...):

ey 1°) Obtenha 5 e &7, simétricos de F com relagio a T e a 1. Que “coisas’"..
ek g 20 F ) [ a. Dista 2ade 3 = L1.
' b. Dista 2a de § = L1.

308 EXERCICIO:
7Ftt’; obter os pontos de tangéncia P e P, respectivamente.

EGT

@F




a. Como fazer o EGT:

Foi dito que é uma P, logo vy é reta,

Comece desenhando y (resposta) e depois os dados F, T e T', mas
"‘encaixados’’ entre si (pela TM).

b. Como concluir o roteiro:
vock sabis aue: {0 QUE SE QUER? drarsdl
gt Queremos 2 pontos, mas antes convém obter a reta v, procurando... falou
tério user todos O QUE SE SABE? TM + DADOS.

os dados?
Os dados séo o foco e duas tangentes. Quem sabe a TM sabe que...

309 EXERCICIO:
‘@ F,F,P; construi-la.

. EGT (facultativo): #

ROTEIRO:

1°) Vocé ja pode obter a tangente por P (é bissetriz externa do F,PF,)
e ainda mais 3 pares (tang.; pto.), por simetria.

Vocé também pode obter os vértices A, e A, e os pélos B, e B,.

0 que vocé pre- 27)

fere? Convém obter também as tangentes por esses pontos, que néo po- !

e dem ser ultrlpmldr quando vocé for tragar & a méo livie. A a2
docorm us o, 3°) Com mais 4 pares (t; P) ja d& “‘coragem’’ para tracar a curva... ;-

ros dos proble- Vocé pode obté-los utilizando ye F, [TM ~ 1e TM — 3t], mas pc  AA. = 2.

o de, convém e portanto deve [TM — 2&] tomar T (arbitrério, mas

conveniente) e tracar os arcos (Fy; m), (F5; m), (Fy; n) e (F;; n) e ob-
ter 4 pontos e depois 4 tangentes.
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314 EXERCICIO:
/FPP’; obter a diretriz ~.

EGT #
@p

@M

—

A reta y é tangente comum (externa) as o (P; PF) e (P"; P’F). Para obté-
la, ha dois jeitos:
Eporssoquese  19) Conclua a resolugéo, fazendo outro EGT (é outro problema) e lembre-

b se do ‘ovo’’ TRANSLACAO: desloque a resposta (paralelamente a

si propria) até que passe por um dos centros e verifiqgue que essa
5(;:;":::::; g:r nova reta poderé ser obtida, pois tangencia uma © auxiliar. Depois
muito tempo; 8- de achada a reta auxiliar, obtém-se a procurada. Esse problema foi
lém disso, ndo resolvido no livro 2, n? 530.

estudamos sé
parafazeropro- 90y Como se trata de um problema classico (porque muitos problemas
XIMo exame. o

subseqlentes recaem nele), convém decorar a sua resolucdo.

315 EXERCICIO:
/~Pt; obter F.




0 EGT é feito de
tras para diante

316

Néo é facil dialo-
garcomumestu-
dante quendoco
nhecemos. Sem-
pre nos dirigimos
aum “'aluno mé-
dio”’, que ndo
existe.

317

EGT (facultativo):

a. Como desenhar o EGT:

As bolinhas estdo na ordem em que 0o EGT foi desenhado (ndo é a
ordem da construgdo gréafica para obter F).

b. Como concluir a construcéo gréafica:

O QUE SE SABE? TM + DADOS.

No EGT, todos os dados (y, P e ) estdo bem assinalados, como
manda o cédigo gréfico. Como D também veio dado, convém indi-
cé-lo. :

S néo foi dado, mas é facilmente obtivel; entdo ““merece bolinha
cheia”’.

O QUE SE QUER?

a. DistaPSdeP = L1.

Queremos F [?] b. Falta uma 2? linha...

W N T A S o S Se vocé ja viu a
' \ sg‘PALTA' » - 2% linha, entao
QIS TN o BNTAQRIBMBC LRI v Do v s Basse P o o’

N Wi LN

Vbolubaoquepmcuraf?

Eu sei o qué (é uma 2°? linha que passa por F), mas néo sei como procura-
la...

Vocé precisa ‘‘revelar’’ uma linha que passa por P, para poder copié-la.
A unica linha que “‘leva jeito’’ é a reta DF... Serd possivel copia-la?
D est4 na mediatriz de FS'... EURECA!... o 4ngulo P'DF é igual ao an-
gulo P'DS’ que, afinal, € um angulo que veio dado (em estado “’latente’’...).

Vocé quer o
roteiro?

EXERCICIO:
vtt'; obter F.
(Como v é reta, ndo é obrigatdrio dizer que é L)

= : t

R: 2p = 16 mm.
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318 EXERCICIO:
Ftt’P; obter o outro foco F'.

Como vocé estd com a matéria ‘‘na ponta da lingua [ou ldpis|'’, o EGT
é dispensdvel. Se vocé precisar resolver este problema daqui a alguns
anos, entdo o EGT serd necessério...

—

Como se conclui o roteiro:

Queremos o ponto F’, mas ndo achamos a priori duas linhas que passam
por ele.

Vamos, entdo, procurar a circunferéncia vy, cujo centro é o ponto incég-
nito. Procura-se uma o, procurando ‘‘coisas’’ dela e com apoio na TM
de conicas.

ROTEIRO:
1°) Acham-se § e §’, simétricos de F com relagio a4 t ea 1.
2?) Traca-se a © © = (P; PF).

3°) y contém S e § e tangencia ©.
Recaimos no cléssico problema PP’C (livro 2; n? 184), cujo roteiro
repetiremos a seguir (serve de reviséo):

1. Trace a mediatriz (M) de S5’ (ndo é coincidéncia... M tem que
passar mesmo pelo Q; descubra por qué...).

2. Com centro arbitrario de M, trace uma © por S e 5’ e que de-
termina M e N em ©.

3. AcheR = m N 3-8'7: é o centro radical das ©s dadas, auxiliares
e procuradas.
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319

320

321

322

4. Trace a © de @RP, obtendo E e E’ (pontos de tangéncia) em
0.

5. Ligue E e E’ com P, obtendo F’ e F. em m. Com o compasso,
confira se F’ e F, séo, com precisdo gréfica, os centros de ©s

que passam por S e 5’ e tangenciam O, uma externa e a outra
internamente.

Respostas do problema anterior:

Hé duas, e somente duas, cénicas com um foco F, passando por P e
tangenciando t e ¥': uma tem o outro foco em F’ e a outra tem o 2°
foco em F.. FF' e FF. séo os (2a) de cada uma.

Aquela que tem 2a = 64 mm é uma ‘&, porque o seu 2a é maior que
0 seu 2c = 42 mm. =

Aquela que tem 2a = 49 mm é uma %, porque tem 2¢ = 52 mm.

PROCESSOS EXATOS OU APROXIMADOS:

Muitos problemas sobre cénicas poderiam ser resolvidos tragando (a méo
livre) a cOnica, mas seriam processos aproximados, geometricamente fa-
lando. Apesar de ser possivel obter respostas até com maior preciséo gré-
fica do que pelos processos teoricamente exatos, 08 processos aproxi-
mados néo séo aceitos num exame de DG, que é uma Geometria Gréfica.

Nos préximos problemas, a cénica seré dada por y e F,. Caso néo venha
dada dessa forma, bastard obter esse par.

PROBLEMAS CLASSICOS

1° PROBLEMA CLASSICO:

Oburutnngom.u?o?lumaodniu.ubondoquollopuabhcl
uma reta ¥ dada; obter também os pontos P e P’ de tangéncia.

R: PP = 19 mm.
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a. Como desenhar o EGT:
1?) Desenha-se ‘‘aquela’’ figura, nossa ‘‘velha’’ conhecida.

2°) Depois desenha-se ¥ (dada) / 1.

b. Como concluir o roteiro:

Queremos uma reta t, da qual j& temos a diregéio (4 T); s6 falta
um Gnico “‘pontinho’’... Poderemos obter R;, mas é mais fécil obter

S, e depois tragar t = med. F;5,. Obter também P = T N F,8,.
No EGI, desenhamos uma sé resposta e, ao obté-la, surge a 2°? res-
posta t' = med. F,S; com seu ponto de tangéncia P’.

323 Na resolucéo do 1° problema cléssico para a &, demos uma ‘‘méozi-

nha''...
Agora vocé sozinho vai resolver esse 17 problema classico para a He

para a P
Aconselhamos a fazer também o EGT.

EGT ® ®
®
¥ Fs
r

R: PP = 41 mm.

EGT ” .
| ®

/ ":
r

R: PF: = 14 mm.
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324 DISCUSSAO DO 1° PROBLEMA CLASSICO:

Sy

&': Para qualquer o, sempre hé duas (apenas) retas /s a T e tangentes
ad.
7. Para qualquer o, sempre hd uma sé reta / a7 e tangente & »?

<#: Hé um valor minimo para o (quando ¥ /§}), abaixo do qual ndo
hé tangente & C# que seja / a4 T. De fato (desenho do n® 323),
areta L & T por F, poderd encontrar y em dois, um ou nenhum
ponto S,. No caso de S, ser Unico, essa reta é tangente &4 y e a
mediatriz de F,S, é §) (assintota).

325 EXERCICIO:

Obtenha o menor &ngulo para que exista uma tangente a A formando
esse Angulo com o eixo ;.

EGT

Rk

R: @ = 69°.
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326 2° PROBLEMA CLASSICO:

Obtu?.?,umm“lumm.wnduﬂdnporumpomolu-
terno) Q; obter também os pontos P e P’ de tangéncia.

R: PP’ = 30 mm.

a. Como desenhar o EGT (desnecessério, pois basta ““ver’’ Tet

desenho dado):

Desenhe vy e F,. Tome S, e S arbitrarios em y. Desenhe as media-
trizes de F,S, e de F,S’, achando t e t’, que concorrem num pon-
to Q.

Né&o importa a seqliéncia em que um EGT é feito. Queremos apenas
um desenho com as linhas que poderdo ser Uteis. No caso, verifica-

se que:
0E T = med. F;S, ={L3} QS, = QF, e
Q€Y = med. F;8; =L3F QS; = QF,.
b. ROTEIRO:

1?) Trace o arco (Q; QF,) obtendo S, e 5) em «.

2°) Obtenha Y = med. F;S, e t = med. F;55.

3°) Ligue F, com §Le com S) para obter os respectivos pontos de
tangénciaPE t e P € t'.



327 Resolva sozinho para a &7 e para a 7:

EGT
Q
®
o
,
R: PP’ = 556 mm ® ®
EGT ” | @®
oF’
Q
®
R: PP = 45 mm ®

328 3° PROBLEMA CLASSICO:

Obter os pontos P e P’ onde uma reta ¥ dada encontra uma cénica da-
da, sem tragar a curva.




Saber 0 que pro-
curar ajuda mui-

tol

. Como desenhar o EGT:

Comece por y e F,. Tome em y um ponto genérico S, e ache P. De-
pois trace ¥ (dada) passando por P.

., Como se conclui o roteiro:

Queremos P que estd na cénica, logo [TM = 1] é centro de uma o
© que contém F, e tangencia vy. Entéo:

a nossa incégnita é uma circunferéncia (0) e, para obté-la, precisa-
mos de 3 “‘coisas’’.

Duas “‘coisas’’ j& temos:

1%) © passa por F, [ponto dado) e

2?) O tangencia vy (@ dada).

Devemos procurar uma 3% “‘coisa’’, que pode ser o raio de © (ndo
foi dado nem é obtivel), pode ser um ponto de ©...

EURECAL... K, simétrico de F, com relagdo & T, ndo foi dado, mas
é obtivell

. ROTEIRO:

1°) Acha-se K, simétrico de F, com relagéo a T.

2°) Recai-se no PP'C, com F,, K e 7.
Obtém-se P e P’ (“’clandestina’’).

329 Faca o EGT (para aprender) e resolva o mesmo problema para a H-

EGT




330 Faca o EGT (para aprender) e ache os pontos P e P’, interseccées da
reta T com a parabola (y; F,).

EGT " )

R: PP' = 106 mm

T T i S R R

Como se trata de um problema cléssico, daremos o

ROTEIRO:
1°) Obtenha K, simétrico de F, com relagéo a 7.
2?) Recai-se no PP’t (pois y é reta):
I. Obtenha R = y N KF,.
Il. Ache x = JRF, * RK (média geométrica).
. Em v, marque RS, = RS, = x.
IV. Trace por S, e S, as 1s a v, obtendo em Y os pontos P e P’.

331 Esperamos ter demonstrado, neste capitulo sobre as cénicas, como um
assunto deve ser estudado:

Aprende-se a TM e aprende-se a concluir o restante.

A prépria TM pode e deve ser concluida.

£ DESSA FORMA QUE TODOS 0S ASSUNTOS PODEM E DEVEM SER ES-
TUDADOS.
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334

335

336

TRACADO DAS CONICAS:

Para o tracado (continuo) das cénicas, h& aparelhos sofisticados — e ca
ros — chamados elipségrafos, hiperbolégrafos e parabolégrafos, cada um
baseado numa das propriedades dessas curvas.

Elas podem ser tracadas também com o auxilio de computadores gréficos.
Utilizando apenas régua e compasso (e esquadros, para as /s e 1s), héa
vérios processos; os melhores sdo aqueles que nos déo pares de tangen-
tes com os respectivos pontos de tangéncia, um dos quais vocé ja fez
nos n° 247, 249 e 251.

Achamos que basta saber esse, que decorre da TM — | e da pontos e tan-
gentes,

PROCESSOS “"CASEIROS™:

Vocé pode, convém e deve seguir as "‘bulas’’, pelo menos uma vez na
vida:

ELIPSE:

Alfinetes cravados em F, e em F..
Um fio fino, inextensivel e flexivel (fio
dental), com as pontas amarradas
(em K) e resultando com compri-
mento 2¢c + 2a.

Mantendo o fio bem esticado, a pon-
ta do lapis tragard uma elipse.

HIPERBOLE:

Uma régua com uma “‘orelha’’ fura-
da (F;, H e J colineares) gira em tor-
no de um alfinete cravado em F,.
Um fio, de comprimento (JF, — 2a),
est4 preso num alfinete em F, e nu-
ma tacha J cravada na régua.

Movimentando essa geringonga, a

ponta do lapis tracard um ramo de
uma hipérbole num papel fixo na
prancheta. Para o outro ramo... mu-

de a posicdo...

PARABOLA:

Y é / aborda da prancheta. O fio,
de comprimento LS,, esta preso:

na prancheta em F, e na régua
TemL.

A ponta do lapis tracaré “‘meia /",




337

Em desenhos es-
colares, perto de
10 mm.

Vocé ndo terd as
tangentes para
guiar @ méo.

338

Cada cdnica tem
0 seu “‘andamen-
to’" especifico.

Vi
339

340

341

PROCESSOS ANALITICOS
ROTEIRO:

1?) Tome a equacdo da cdnica que vocé quer desenhar (estudada em
Geometria Analitica).

2?) Faca uma tabela dos pares ordenados de coordenadas (cartesianas,
polares...) de vérios pontos (ndo é o nimero de pontos que impor-
ta, mas sim a distancia méxima entre eles, que deve ser tanto me-
nor quanto maior for a curvatura da linha).

3?) Num papel milimetrado, localize esses pontos e trace a curva, a méo
livre, passando pelos mesmos.
GABARITOS DE PLASTICO (TRANSPARENTES)

Cuidado com os de mé qualidade, cujas curvas n&do sdo conicas, mas sim
curvas que parecem ser conicas.

PROBLEMAS ESPECIAIS

Haé cerca de 25 séculos os gedmetras vém estudando as cnicas e pode-
se imaginar quantas propriedades foram descobertas...

Com a TM que estudamos pode-se concluir qualquer uma dessas pro-
priedades, mas nao no curto prazo de um exame!

Estudaremos a seguir certos problemas que sdo muito empregados no
estudo de matérias técnicas e no exercicio da Engenharia e da Arquitetura.

PROBLEMA:
Concordar, nos pontos P e P, as retas t e ' por um arco de 7.




a. Como fazer o EGT:

1?) Comece pela resposta, que
éa P = (y; P
Agora yamos ‘‘encaixar’’ os
dados t,P, ¥, P eQ; ““en-
caixar’’ significa obté-los no
EGTI!

2?) Tome S e §" em 4 e obte-
nha os pares (t; P) e (t';
P').

3?) Assinale Q, pois foi dado e
nado pode ser esquecido.

b. Como concluir o roteiro:

Queremos duas linhas que contém F. Desenhe no EGT as linhas que
contém F; dara para copiar duas delas? Vejamos... O que mais sa-
bemos? Estude o EGT... Qual figura é SPP'S'?... O que vocé sabe de
trapézios? Base média... Ah..., o pt.m. M de PP’ estd “latente”” e
é obtivell E dai?... QS = QF = QS’ [L3], logo existe um arco de ©
(Q; QF), da qual S5’ é corda... corda... pt.m. da corda... [PO] Ahl...

am 1 v = aﬁlﬁiﬁ... E dai? M & obtivel... Tragando PS e

Pe paralelas a dﬁ ““surgem’’ os ¥s SPQ e S'P'Q... EURECAI...

& # _-— o - -—
poderemos copiar e P'F, pois formam com t e t' os angulos
obtidos anteriormente.

342 E assim que se raciocina? Mas é muito dificil...

Quanto tempo

Jean VictorPon- E assim que o grande gedmetra J.-V. Poncelet (18671788 = 79a.) deve Foncelet

gastou?

Cole estudoy ter raciocinado quando ““bolou’’ o TEOREMA DE PONCELET... Quem sa-

dordaGeomerra  be @sse teorema de cor simplesmente o aplica, para resolver o nosso pro-
Descitival. ers plema, com 0 seguinte

engenheiro do

., " ROTEINO:
1°) Acha-se M = pt.m. PFP’,
2°) P§/P'S yaM.
3?) ¥QPF = ¥xQPS
¥QP'F = ¥QP'S’
Falta 4? Procure-a... vocé ja tem a sua direcdo (L QM)... sé falta um
ponto e podemos até obter dois:

4°) (P; PF) determina S em PS e (P; P'F) determina ' em P'S'.

5°) Tendo F e y = S§, construa o arco de %, obtendo alguns pares
(t; P) e tragcando-0 a méo livre.

= obtém-se F.

343 Onde se emprega esse problema?

a. Numa concordéncia circular, um ““trem-bala’’, a 500 km/h, entra su-
bitamente na curva e leva um violento tranco. Numa concordéncia
parabélica, a concordéncia é mais suave porque a Pvai se “entor-
tando’’ aos poucos.



b. No langamento de um EIojétil, tendo-se a diregéo Teo ponto P de
langamento, a direcdo t e o ponto P’ de chegada, pode-se tragar a
trajetéria, que é um arco de “# concordante com t em P e com t
em P’

c. O diagrama dos momentos fletores de uma viga sujeita a uma carga
uniforme é um arco de  Etc.

344 Por que as cOnicas tdm esse nome?

Porque sdo SECCOES de uma superficie CONICA (de revolugéo) por um
plano:

1sso pode ser  Foi assim que Menaecmus e depois o grande Apolénio estudaram as sec-
provadoembeo: c5eg conicas e assim se explica o fato de terem tantas propriedades

metria
comuns.

345 H4a um problema muito conhecido, cuja demonstragdo geométrica pode
ser feita como segue: .

1? PARTE:

a. O desenho ao lado (como uma fo-
to) mostra;

1. Um cilindro circular reto de vi-
dro e um plano seccionando-
0 numa curva £ (épsilon).

2. Duas esferas de vidro, de cen-
tros O, e O,, tangentes ao ci-
lindro nas circunferéncias w,
e w; e tangentes ao plano em

F,eF,.
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b. Vamos provar que £ é uma elipse &:
PF, e PT, sdo tangentes a esfera O, nos pontos F, e T,, respecti-
vamente.
PF, e PT, séo tangentes a esfera O, nos pontos F, e T,, respectiva-
mente.
As tangentes & mesma esfera, conduzidas pelo mesmeo ponto P, tém
o0 mesmo comprimento, logo:

PF, = PT

. F:F, " r;T, ={somando}> PF, + PF, = PT, + PT, = T,T,
T,T, é constante, por ser a altura de um cilindro de bases w; & w,,
logo:

PF, + PF, = constante.

F, e F, séo fixos e P é genérico, logo todos os pontos de & tém as
distancias ao F, e ao F; com soma constante (T\T;) =HTM-2¢& =
€ é uma & de focos F, e F, e 2a = T,T,.

c. O raio do cilindro, das esferas e das ©s w, e w, é o (b) dessa &.
De fato, 0102 = T1T2 = 2a = 001 = a
No A retdngulo OF,0, temos:

b, g ’} HTM - 6&}» CATETO O4F, = b.
CATETO OF, = ¢
0,F, é o raio referido acima, c.q.d.

346
superficie conica sdo as cOnicas, como afirmamos no n? 344, Abaixo
mostramos, em ‘‘cortes’’ longitudinais, os trés casos:

Com demonstracbes analogas, prova-se que as sec¢des planas de uma

“Leia’’ a foto

As cobnicas vistas ‘“‘de perfil’’

\ °! / st ig
v | S
&0 ] /

\ /

\
/

I\
/1A

i
\-

!/

I

N
\

&': 0O plano forma ¥ varidvel com o eixo €, logo a ‘& tem forma

variavel.

o \dem.

#. Como o plano tem que ser / Y. o plano forma ¥ constante com

€, logo a tem forma constante, como vimos no n°® 288.
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347 2?° PARTE:

O desenho | mostra uma superficie circular, de eixo €, seccionada por
dois planos, que formam entre si um angulo «:

1° PLANO: L € e cuja seccdo é a circunferéncia w = (0; b).
2° PLANO: a seccdo é uma ‘& de semididmetros OB, = b e OA, = a.

Lembrar que (b}
é o raio do ci
ndro

Ja provado na
1% parte

DESENHO 1

- —— -
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Facamos duas coisas:

1?) Giremoso 2° PLANO, em torno de T até coincidir com o 1° PLANO,
que fica fixo.

2?) Coloquemos esses dois planos, agora coincidentes entre si, coinci-
dindo também com o plano de desenho; com isso, consegue-se o
desenho |l abaixo:

ol ' . |
II DESENHO II '.

——
1

- -
-
""""
"""""
-----

A,

n = (O; a)

348 Fazendo isso, a & ficara no plano de desenho, mas ‘‘latente’’... Como

O ponto P obtido

girando o 2%

Entdo, como ©

2? também
c.q.d
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pla

esta,

“reveld-la’’'?
Desenho I: AP'IJ ~ AALAO, logo:

= z....._-
PJ b 1J

Desenho II: Sejam K = Ot N (O; a) e Kr /BB, determinando P na reta
Jl L ‘BTEQ.

Provemos que P, assim obtido, esta na & :

De fato, as retas /s T e | sdo cortadas pelas transversais PJ e KO,
logo [Tales]:




349

PROBLEMA:
Construir uma &, dados os didmetros principais A,A; e BB,.

x chama-se ©
principal.

w chama-se o
secundéria.

ROTEIRO (As os v = (0; a) e w = (0; b) ja estdo desenhadas):

1°) Trace por O uma reta genérica, obtendo | e K.

2?) Trace por lareta'$ L B,B, e por K areta T /B,B,, obtendo P
emss.

3°) Por simetria, obtenha mais 3 pontos da

4?) Repita essa construgdo mais uma ou duas vezes.

J4 temos os vértices e os pélos. Tracando por O 3 retas genéricas e
convenientemente espacadas entre si, obteremos um total de 16 pon-
tos, suficientes para um bom tragado da curva.

350 EXERCICIO (ITA, MACK, POLI, etc.):
Obter os pélos de uma &, da qual foram dados os vértices A, e A, e
e um ponto P da curva.
EGT —
Convém repetir
para decorar.

e

® A,
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351 Para facilitar o tracado da &, pode-se também obter as tangentes, mas
achamos desnecessério fazé-lo.

352

el Aok

353 COMENTAR!O: Manual

No curso secundério, os estudantes treinam trabalhar com equagfes, N0  ,..nador.
s6 na Algebra, Trigonometria e Geometria Analitica mas... também na
Fisica, Quimica, Biologia (Genética), Geografia e até na Geometria! Até
parece que o cérebro humano é como um computador, que sé raciocina
baseado em equacdes...

Das partes da'Matematica, a Geometria Pura é a que mais tem sofrido
a influéncia da moda. Foi literalmente abandonada nas Gitimas duas dé-
cadas. Ap6és o Congresso de Viena, Austria, em julho de 1988,
estabeleceu-se que o estudo da Geometria Pura e do Desenho (que é a
Geometria Gréafica) precisa ser incentivado no curso secundario, para o
beneficio das futuras geracgdes!

Nada temos contra as equacgdes; isso seria burrice...

Apenas afirmamos que ‘‘nem s6 de equagbes vive o homem'’,

No estudo das cdnicas, procuramos concluir a TM e as resolugbes dos
problemas, geométrica e ndo analiticamente.




MISCELANEA

354 Apresentaremos agora alguns exercicios que entrosam o assunto Coni-
cas com outros assuntos ja estudados neste curso de DG.

3556 CONICAS + HOMOTETIA (ou SEMELHANCA):

Um problema se resolve por SEMELHANCA, quando empregamos

z TRANSPORTE DE ANGULOS e/ou
4® PROPORCIONAL.
Um problema se resolve por HOMOTETIA, quando empregamos

"% TRACADO DE PARALELAS.

Na verdade sdo a mesma coisa.

356 1? EXEMPLO:

Construir uma & de excentricidade e = %.dudaamédlanoomému
M entre os semididmetros principais.

EGT m

RESOLUCAO:

1?) Como temos a forma, podemos construir uma figura de tamanho
arbitrario e semelhante a procurada. Basta construir a parte (til dessa
figura.

2?) Acha-se o segmento homélogo de m.

3?) Por semelhanca ou por homotetia, acham-se os elemenos que se
quer. No caso, v e F,, para construir a & (ndo é obrigatério fazé-
lo, neste exemplo).
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357 2° EXEMPLO:

Os didmetros principais de uma &, de distdncia focal 60 mm, estéo na
razio durea. Construir essa cOnica.

EGT

T T e T

358 INSCRICAO E CIRCUNSCRICAO DE FIGURAS:
1° EXEMPLO:
Uma & de foco F esté inscrita no AABC. Obter os didmetros principais.

EGT

ne

—

RESOLUGAO:

Uma cénica fica com a posigdo determinada por 5 “‘coisas’’ e foram da-
das 5 : F (2) + 3 tangentes (3x 1 = 3).



359 2°% EXEMPLO:
Construir o A eqiiilitero ABC circunscrito 8 & = (F,F,; 2a), com o la-
do inferior BC /FF,.

. EGT = el Mooy may
Para concluir, pode-se desenhar a

@, inscrita num A eqiiilétero.

RESOLUCAO:
Sornml%’,otmrum“foﬂnqneo' mm,aam-
gente por B,.

360 3° EXEMPLO:
Construir o quadrado ABCD inscrito na &7 = (F,F,; 2a).

g- concluir, pode-se desenhar a "—-3.——"
® -
Fy F,
RESOLUCAO:

1°) Trace pelo centro O uma das retas que formam 45° com FiFs.

2°) Obtenha os pontos A e C onde essa reta encontra a G#, sem tragé-
la (é o 3? problema classico; n® 329).

3°) Construa o quadrado de diagonal AC.

Se déssemos o roteiro, operagdo por operagdo, estariamos
apenas mostrando como resolver-um sé entre milhares
de problemas...
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361 CONICAS + EQUIVALENCIA

A érea de uma & é xab, sendo (a) e (b) os semididmetros principais.
Néo hé& demonstracio elementar.

362 1?2 EXEMPLO:
Construir um quadrado equivalente a & dada.

EGT

B,

R

B,

Pinte a & e o quadrado da mesma cor.

363 29?9 EXEMPLO:
Construir um quadrado equivalente ao segmento de -/ dado.

EGT

r

R T T T ST T T T T R T T e TS W A S T

A 4rea é % rs (sem demonstracd@o elementar).

Pinte as duas figuras da mesma cor.




